LINEER OLMAYAN INTEGRAL DENKLEMLERIN
NEWTON METODU ILE ¢OZOMU

Ahmet BOZ

Dumlupinar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Lisansiistii Yénetmeligi Uyarinca
Matematik Anabilim Dalinda
YUKSEK LISANS TEZI

Olarak Hazirlannugtir. g
0¥

(S&

Damgman: Prof. Dr. Binali MUSAYEV

Haziran-2000



Ahmet BOZ’un Yiksek Lisans tezi olarak hazirladigi “LINEER OLMAYAN INTEGRAL
DENKLEMLERIN NEVTON METODU ILE COZUMU" bashkli bu caligma, jirimizce lisans usti

y8netmeligin ilgili maddeleri uyarinca degerlendirilerek kabul edilmistir.
02 /02 /2000
Uye (Pro{)' b(‘. %‘Iﬁd‘{ MUSA\’G\I =,

Uye :Boq,b('. "AF;S DA@ ./?_ p\\

Oye " Yed. Doc. Dr. Murot ALP %?S

Sayili karartyla onaylanmustir.

Ode.Or. Romaren KESE
Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiiri




ICINDEKIiLER

Sayfa
OZET v
SUMMARY v
TESEKKUR vi
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINi vii

1. ESAS KAVRAMLAR VE TEMEL BiLGILER 1
1.1. Vektor Uzaylan 1
1.2. Normlu Uzaylar 3
1.3. Banach Uzay1 3
1.4. Lineer Operatorler 3
1.5. Ters Operatorler 5
1.6. Lineer Olmayan Operatorlerin Freshe Tiirevleri 7

1.7. Integral Denklemlerin Smiflandinimas: 11

1.8. Banach Sabit Nokta Prensibi 13

2. INTEGRAL DENKLEMLERIN TAHMINI COZUMU ICIN BAZI YONTEMLER.

2.1. Ardigik Yaklagimlar Yontemi 16
2.1.1 Lineer Fredholm integral denklemler 16
2.1.2. Lineer Volterra integral denklemler 18

2.2. Fredholm Determinantlar Yontemi 20

2.3. Ardisik Cekirdekler. Céziicii Cekirdegin Ardigik Cekirdekler
Vastitasiyla Olugturulmasi 24

2.4. Lineer Olmayan Integral Denklemler 31

3. LINEER OLMAYAN INTEGRAL DENKLEMLERIN NEWTON METODU

ILE ¢OZUMU 36
3.1. Newton Metodu 36
3.2. Lineer Olmayan Fredholm Integral Denklemlerin Newton Metodu Ile Cozimii 46

4. KAYNAKLAR DiZiNi 69



iv

OZET

Lineer Olmayan Regiiler Integral Denklemlerin
Newton Metodu ile Coziimii
Ahmet BOZ
Yiiksek Lisans Tezi , Matematik Bolimii
Tez Danigmani : Prof Dr. Binali MUSAYEV

Bu ¢ahgmada lineer olmayan regiiler integral denklemlerin Newton Metodu ile
¢oziimlerinin varlifi ve tahmini ¢6ziimlerinin bulunmasi problemleri incelenmektedir.

Birinci béliim ileride kullanilan esas kavramlari ve temel bilgileri igermektedir.
Bunlara Banach uzay, siirekli lineer operatorler, ters operatrler, lineer olmayan operatdrlerin
diferansiyel hesabi, integral denklemlerin siniflandinlmasi, Banach Sabit Nokta Prensibi gibi
konular dahildir.

Ikinci béliimde integral denklemlerin belli tahmini ¢6ziim yontemlerinden : Ardisik
Yaklagimlar Yontemi, Fredholm Determinantlar Yontemi, Ardigik Cekirdekler Yontemi ve
bunlarn baz1 uygulamalarn verilmektedir.

Ugiincii boliimde Kantorovig L.V. tarafindan lineer olmayan operatérli denklemler igin
genellestirilmis Newton Metodunun yakinsakhg ile ilgili sonuglar incelenmektedir. Bu
boliimde séz konusu metodun temel taglarindan biri olan baglangi¢ yaklagimlarinin segilmesi
problemi ele almmig ve bazi smif lineer olmayan regiiler integral denklemlerin Newton Metodu
ile tahmini ¢éziimleri bulunmugtur. Konu ile ilgili ispatlanmis Teorem 3.1.3 ve onun Teorem
3.2.2, Problem 3.2.8 'deki uygulamalan orjinaldir.

Anahtar Kelimeler : Linecer ve lineer olmayan regiiler integral operatérler, ters
operatérler, lineer olmayan operatérlerin Freshe tiirevleri, ¢oziicii gekirdekler, lineer ve lineer
olmayan Fredholm ve Volterra integral denklemler.



SUMMARY

Solution of Nonlinear Regular integral Equations By Newton Method
Ahmet BOZ
Master Thesis , Department of Mathematics
Thesis Supervisor : Prof. Dr.Binali MUSAYEV

In this study , by the help of Newton Method nonlinear regular integral equations the
problems of existance of solutions and its approximate solutions are being examined.

The first section involves essential concepts and basic information used in the following
sections. Banach Spaces , lasting linear operators , inverse operators , differential calculations
of nonlinear operators , classification of integral equations , Banach Fixed Point Principle are
included in these sections.

In the second section, among the certain approximate solution methods of integral
equations ; Iterative Method , Fredholm Determinations Method , Iterated Kemel Method and
some applications of these have been given.

In the third section , results about the convergence of the Newton Method which are
generalized by Kantarovig L.V. for the nonlinear equations with operator are being examined.
In this section , the problem of choosing primary approache which are one of the basic phase of
this method is dealt with and approximate solutions of some class nonlinear regular integral
equations are found by the help of the Newton Method. Theorem 3.1.3 , Theorem 3.2.2 which
are proved about this subject and its applications in the problem of 3.2.8 are orijinal.

Key Words : Lineer and nonlinear regular integral operators, inverse operators, Freshe

derivative of nonlinear operators, resolvent kernels, Lineer and nonlinear Fredholm and Volterra

integral equations.
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BOLUM 1

KAVRAMLAR VE TEMEL BILGILER

Lineer ve lineer olmayan cebirsel denklem sistemleri , lineer ve lineer olmayan
integral denklemler , adi ve kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in varhik ve teklik
teoremlerinin gosterilmesi, bu denklemlerin genellikle tahmini ¢6ziimlerinin bulunmasi
problemlerinin incelenmesinde Fonksiyonel Analiz' in birgok konulan faydalanir(vektor
ve normlu uzaylar , lineer ve lineer olmayan operatorler ve 6zellikleri , ters operatérier
ve Ozellikleri , lineer olmayan operatorlerin diferansiyel hesab1 , Banach Sabit Nokta
Teoremi , Newton Metodu v.b.). Simdi Fonksiyonel Analiz' de lineer olmayan regular
integral denklemlerin tahmini ¢6ziim yéntemlerinin uygulanmasmnda yapilmasi gereken
iglemlerde kullanilan temel kavramlan ve gerekli sonuglar verelim. (Bkz. (Bayraktar ,

1996)(Hutson , Pym , 1980)(Kantorovig , Akilov , 1984)(Kreyszig , 1987)(Rudin ,
1973)(Trenogin , 1980))

1.1.Vektor Uzaylari: L bos olmayan bir ciimle , K reel veya kompleks sayilar
cismi olsun. Asagidaki sartlan saglayan L ciimlesine K cismi iizerinde vektdér uzay:
(lineer uzay) denir ve bu uzayin elemanlarina da vektdr veya nokta adi verilir.
A)L , + islemine goére degismeli bir gruptur. Yani;
G1) Her x,y €L i¢in x+y € L ‘dir. (Kapahhk Ozelligi)
G2 ) Her x,y,z eLigin xH(y+z) = (x+y)+z “dir. (Birlesme Ozellizi)
G3) Her x €L igin x+6 =8 +x =x olacak sekilde @ L vardir(Ozdes
elemanin varhg: Ozelligi)
G4) Her x eL igin x+H(-x) = (-x)+x = @ olacak sekilde —x €L vardir. (Ters
elemanm varlig1 Ozelligi)
GS5) Her x,y cLigin x+y=y+x ‘tir. (Degigme Ozellizi)
B) x,y €L ve @, f €K olmak iizere asafidaki sartlar saglanir:
L1) axeL ‘dir. (Skalerle garpmaya gére kapahhik Ozelligi)



L2) a (xty) = a xtay ‘dir.

L3) (a + B x=a x+ B x ‘dir.

L4) (af )x = afix

L5) 1.x=x"dir. (Burada 1, K’mn birim elemamdir.)

Yukandaki tamima dikkat edilirse vektor uzayr L sirasiyla A, B sartlarmi
saglayan +LxL—L ,.: KxXL - L doéniigiimlerinden ibarettir. + ve . iglemlerine kisaca
vektor uzay: iglemleri denir. Vektér uzaylan (L,+;.) veya kisaca L ile gosterecegiz.
Vektér uzayin tanimindaki K cismine vektor uzaym skaler cismi , K’nm elemanlarina
ise skaler denir.

L bir vektér uzay1 ve x,y €L olsun. x+(-y) vektériine x ve y vektérlerinin fark:
denir ve x-y ile gésterilir.

L , K cismi iizerinde bir vektér uzay olsun. L’nin bir M alt ciimlesi L’deki
iglemlere gore K iizerinde vektér uzay ise M’ye L’nin alt uzayr denir. Bu tamma gére
M’deki vektérlerin toplamu , tersleri , skalerle garpimlan yine M’ye aittir. Aym
zamanda —x = (-1)x oldugundan kesin olarak diyebiliriz ki bos olmayan bir M alt
kiimesi her @ €K ve her x,yeM i¢in x +yeM , @ xeM sartlarmi saghiyorsa M’ye
L’nin alt uzay1 denir. Bu iki sart X,y € M ve «,f € K olmak iizere a x+fyeM
olmasmna denktir.

L, K cismi iizerinde vektor uzay1 ve x €L olsun.

x=a,X,ta,x,+.+a,x, = ia,. X;
i=1

olacak gekilde x; €L ve a, €K varsa x vektdrine X,,X,,..X s vektdrlerinin lineer

terkibi veya kombinasyonu denir.

Lineer Bagimhlik ve Bafmmsizhk: L , K cismi iizerinde bir vektér uzayr ve

M={x,,x,,...x,} de L'nin sonlu bir alt kimesi olsun. «a; €K olmak iizere

n
Za,.x,.=0 olmasi her i i¢in @; =Oolmasim gerektiriyorsa x,, X,,.., X

i=1

n

vektérlerine lineer bagimsiz denir. Lineer bagimsiz olmayan vektérlere de lineer
bagimli vektorler denir. L , K cismi iizerinde bir vektér uzayr ve B, L'nin bir ait
ciimlesi olsun. B'nin elemanlar lineer bagimsiz ve B , L'yi geriyorsa B'ye K tizerinde
L'nin bazi(tabant)denir.



L , K cismi iizerinde sifirdan farkh bir vektor uzay1 olsun. L'nin herhangi bir
bazindaki vektdr sayisina L'nin K iizerindeki boyutu denir ve BoyL ile gésterilir. Sayet
L={0} ise BoyL=0 olarak tanimlanir. BoyL=0 olmas1 igin gerek ve yeter sart L={0}
olmasidir. Bir vektor uzaymin boyutu sifir veya pozitif bir tamsay1 ise vektér uzaymna
sonlu boyutlu , aksi taktirde sonsuz boyutlu denir.

1.2 Normlu Uzaylar: Bir vektor uzayi L iizerinde tanimh, gercel degerli ve
x €L noktasindaki degeri “x“ ile gésterilen bir fonksiyon agagidaki kosullan saglarsa
bu fonksiyona norm denir.

N1) x# 0 igin x>0 ,

=0 x=y

N2) ||| =la| |x]| . @ €K ve xeL

N3+ < [ +p). v xyeL
Bu durumda (L, |||| Jiftine normlu uzay ve ||x|| sayisina da x 'in normu denir. .
Ucgen esitsizligi denilen (N3)ve (N2) kullanilarak daha genel olan

n

Zafxf

n
$Z|aj|"xj" .a,eK, x, el j=12...n
P =

esitsizligi ispat edilebilir. Verilen bir normla U(x,y) = ||x — y] olarak tanimlanan U bir
uzakhik (metrik)fonksiyonudur. Béylece her normlu uzay aym zamanda bir metrik

uzaydir.

1.3 Banach Uzay::Normlu bir uzay (E,

) ve bu uzay iginde bir dizi (x,, Jolsun.
Eger her & >0 sayisma karsiik n, <n,m igin "xn—xm " <¢ olacak bigimde bir n, dogal
sayist varsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir. Bir (E, ““) normlu uzay: , normun

indirgedigi metrife gére tam ise bu normlu uzaya bir Banach uzay: denir.

1.4 Lineer Operatdrler: X ve Y bos olmayan kiimeler , D < X olsun. D’ nin
her elemanina Y’nin bir elemanim: karsilik getiren bir kurala D’ den Y’ ye bir operatér
veya doniigiim denir. A operatdriiniin x’ e karsilik getirdifi eleman A(x) ile gésterilir.
A operatériiniin xeD ‘yi A(x)eY  ye génderdigini belirtmek i¢in A:D — Y gdsterimi
kullamilir. Bu durumda D “ ye A operat6riiniin tanim kiimesi denir. D(A) ile gésterilir.

R=RA)={yeY:y=AX), xeD(A) }



kiimesine A operatdriiniin deger veya gériintii kiimesi denir. A:X—>Yve EcX,FcY
olsun.
A(E) = { A(x) : xeE}
kiimesine F ‘ nin gorintiisii ,
A7'(F) = {xeX: Ax)eF}
kiimesine F © nin ters gériintiisii denir.
X ve Y normlu uzaylant ve A:X—Y operatérii verilsin. Asagidaki sartlar
saglandiginda A operatdrii x, € D(A) noktasinda siireklidir denir.
a) V&>0 igin bir §>0 sayisi vardir dyle ki xeD(A) ve [[x—x,|<6 iken
||A(x) — A(x, )|| <g ‘dur.
b) x, noktasina yakmsayan her (x, ) c D(A) dizisi i¢in

lim Ak ,) = Ax,)

x->xy
dir. Limit tammmina gére A:X —Y operatdrimiin x, € D(A) noktasinda siirekli olmasi
i¢in x »>x, iken A(x) — A(x,) olmas: demektir.
Eger A:X—>Y operatérii D(A) ‘ nin her noktasinda siirekli ise A operatérii
D(A) iizerinde siireklidir denir.
X ve Y ayni K cismi iizerinde iki lineer uzay ve A:X—Y operatorii verilsin.
Eger D(A) , X’ in bir alt uzay1 , her x, y e D(A) ve her a, f €K igin

A(ax+ fy)=aARX)+ BA(y)

ise A operatoriine lineer operator veya lineer doniigiim denir.

X ve Y normlu uzaylar ve A tamim kiimesi, D(A) < X ve gériintii kiimesi
R(A) cY olan bir operatér olsun. Eger A operatdrii D(A) “ nin X* de sinirhh her
kimesine R(A)’ nin Y * de smirh bir kiimesine kargilik getiriyorsa A operatdriine sinirl
operatér adi verilir. Bir bagka deyisle eger her xeD(A) igin [|4(x)| <c|x| olacak
sekilde bir c>0 sabit sayis: varsa A operat6rii smirli bir operatérdiir.

A:X Y lineer operatériiniin D(A) iizerinde sinirh olmas: igin gerekli ve yeterli
kosul A operatorimiin D(A) iizerinde siirekli olmasidir.




15 Ters Operatorler: Lineer cebirsel denklem sistemi, lineer integral
denklemler, adi ve kismi tirevli lineer diferansiyel denklemler gibi gok cesitli
problemler Ax = y lineer operatorlii denklem seklinde yazlabilir. Eger A 'ters
operatdrii mevcut ise Ax = y denkleminin ¢éziimii x = A™'y olarak yazilabilir. O
halde ters operatoriin varligi ve onun gerekli &zelliklere sahip olmasi kosullarmin
incelenmesi 6nem tagimaktadir.

X ve Y aym K cismi iizerinde birer vektor uzayr olsun. Bilindigi gibi bir
A: XY operatori D(A)c X tanim bolgesindeki farkhi noktalara farkh gérintiler
kargilik getiriyorsa , yani herhangi bir x,, x, € D(A) i¢in x, ¢x2iken Ax, #Ax,yada
buna egdeger bir ifade Ax,= Ax, iken x,= x, oluyorsa A:D(A) —Y operatdriine
birebir operatér adi verilir. Boyle bir durumda , her y, € R (A) elemanim1 Ax, =y,
olacak sekilde x, € D(A) elemanma déniigtiiren A ™' :R(A) —>D(A) operatérii vardir.
A! operatérine A © nin tersi adi verilir. Buna gore VxeD(A), A'Ax=x w
Vye R(A) icin AA 'y=y yazlabilir.

Tamm kiimesi D(A) <X ve deger bolgesi R(A) Y olan A:X—>Y lineer
operatérii verilmis olsun. CekA = {xeD(A) : Ax = 0} kiimesine A operatdriniin sifir
uzay1 veya gekirdegi denir. CekA uzayi bos degildir. Cinkii A0 = 0 oldugundan

0e CekA olur.

A: XY lineer operatériiniin CekA sifir uzay1 ve R(A) deger bolgesi sirasiyla
X ve Y uzaylarnin lineer alt uzaylaridur.

A:D(A) -»R(A) operatoriiniin birebir ve érten olabilmesi igin gerek ve yeter
kosul CekA = 0 olmasidir.

X)Y normlu uzaylar ve A:D(A) —»Y bir lineer operatdr olsun.
Al R(A) — D(A) ters operatSrimiin var ve smirh olmas igin gerek ve yeter kogul
xeD(A) igin "Ax" 2> m"x” olacak gekilde bir 72 >0 sayisinin bulunmasidir.

Ters operator teoremine gére XY Banach uzaylan A:X—Y lineer, birebir,

orten ve smirh bir operator olsun. Bu durumda A™': Y — X ters operatdrii var ve

smirhidir.(Banach Teoremi)




|4x| < C|lx| esitsizligini saglayan C>0 saylarmm en kigik alt smirma

(infimumuna) A:X —>Y smirh lineer operatorimin normu denir ve || ile gésterilir.
Buna gore

|4 = inf{ C>0:V xeD(A) igin | Ax] < C|x|}
olur. X,Y normlu uzaylar ve A: X—Y smirh bir lineer operator ise A' ni normu “A"
asagidaki denk esitliklerle verilebilir:

|4 =Sup(l4] :xeDw) <15,

”A" = Sup{M :xeD(A),x#80 }.

I~

X ve Y normlu vektor uzaylan verilsinn. X 'den Y ' ye smurh vektor
operatdrlerden olusan L(X,Y) vektér uzayr operatér normuna gére bir normlu vektor
uzayidir. Eger Y bir Banach uzay1 ise L(X,Y)' de bir Banach uzayidir. L(X,Y) uzay1
L(x) seklinde gosterilir.

A eL(X)Y) ve A, € L(Y,Z) operatérlerinin sirasiyla A,'1 ve A[l smirh ters
operatérleri  varolsun. Bu durumda A,A,e€l(XZ) operatorimiin
(A,A)7"'=A,"A,” € (Z,X) tersi vardur.

X bir Banach uzay1 ve A€ L(X) olsun. Eger ||A"<1 ise @-A)”" eL(X) ters

operatérii mevcuttur ve
1
1-|4
esitsizligi dogrudur. (Bkz. Kantarovig L.V. Akilov G.P.)
AB €LXY) , A7'eL(Y.X) ters operatori varolsun ve
|(B - 4)47"| <1esitsizligi saglansm. Bu durumda B~ €L(Y,X) ters operatorii vardir

Ja-7]<

ve
e
1-|B- 447
PRRPR LN Gl
1B - a7

egitsizlikleri dogrudur. (Bkz. Kantarovi¢ L.V. Akilov G.P.)



1.6 Lineer Olmayan Operatdrlerin Freshe Tiirevleri:Lincer olmayan fonksiyonel,
diferansiyel, integral, integro - diferansiyel v.b. denklemlerin incelenmesinde uygun lineer
olmayan operatérlerin yerel olarak lineer operatdrlerle yaklagimlar yardimiyla yapilabilir. Bu
nedenle normlu uzaylarda lineer olmayan operatdrlerin diferansiyel hesabmm aragtinilmasi
6nem tagimaktadir.

Bilindigi gibi bir f : (a,b) - R fonksiyonunun herhangi bir x , € (a,b) noktasinda tiireve
sahip olmas1

lim L L) _ p

h—0

(1.6.1)

esitligini saglayan bir f'(x,) reel sayismm varlig demektir. Bu esitligin fR” — R” (m>1
veya n>1) seklindeki fonksiyonlarm ( genel olarak X ve Y Banach uzaylan olmak
iizere f : X — ¥ seklindeki operatrler igin )bir anlamn yoktur. A(h) = f'(x,)h seklinde
tanimlanan A : R — R lineer déniigiimi igin (1.6.1) esitligi

lim S (%o +h)—]{(xo)—ﬂ(h) _0

h—0

(1.6.2)

esitligine denk olur.
Béylece bir f : (a,b) - R fonksiyonunun x, € (a,b)noktasinda tiireve sahip olmasi

demek

i LEe =S =20
m h B

x=x,+h ve W(x)=f(x)— f(x,)—A(x—x,) dersek f:(a,b)—>R
fonksiyonunun bir x, € (a,b)noktasmdaki tiirevi su sekilde tanimlanabilir:

f:(a,b) > R fonksiyomunun x, € (a,b)noktasinda tiirevlenebilir olmasi demek

W(x
lim W) 0 veya hm| ( )I =0 olacak sekilde bir W :(a,b) —> R fonksiyonunun
XX X—X, XXy |x_ xol

varolmasi demektir.



X ve Y Banach uzaylan ve lineer olmayan F:D c X —>Y operatérii verilmis olsun. intD
, D kiimesinin i¢ noktalarmdan olugan kiime olmak {izere her bir x €intD igin
F(x) = F(x o JFARX- x HW(x-x,) (1.6.3)
olacak sekilde A e L(X,Y) siirekli lineer operatérii ve

lim "W(x— xO)" =0

= (1.6.4)
o %o

olacak sekilde W:D — Y operatérii varsa F(x) operatériine x, €intD  noktasinda Freshe
tirevlenebilir (3 - tiirevlenebilir)denir. (1.6.3)' deki A operatorine F(x) operatdriniin x,
noktasmda Freshe tiirevi( 3 -tirevi )denir. 3 '(x,) veya DS (x,) ile gosterilir. x- x,=h

ahinirsa (1.6.3) ve (1.6.4)esitlikleri sirasiyla

F(x,+h) - F(xo) =F (x4)h + W(h) 1.6.5)
. @)
rA_ 1.6.6
seklide yazilabilir.

Eger F(x):D c X—Y operatérii x, € intD noktasinda J -tiirevlenebilirse
dF(x, ;h) EF'(xo)h ifadesine F(x) operatériiniin x,noktasmda h artigma uygun Freshe
diferansiyeli( 3 -diferansiyeli) denir.

Boyle dF(x,;h) , I diferansiyeli h elemaninm F'(x,) lineer operatorii altmdaki
gorintiisiidiir. F(x) operatdrii x, noktasinda 3 - tiirevlenebilirse F(x) operatérii X, noktasinda

siireklidir. Gergekten JimW (x—x,) =6 oldugundan (1.6.3)' e gére JImF&®) = F(x, ) elde

X% X%y

edilir.

Tiirev almada su kurallara dikkat edilir:
1) DcX agik kiimesinde sabit bir F:X — Y operatrii icin D iizerinde F'(x) =6 ' dr.

2) F:X—>Y ve GX—>Y , x,€ X noktasmda J-tiirevlenebilir operatorler ve «,f
skalerler olmak iizere (@F + BG)(x) = aF(x) + BG(x) operatdri de x, noktasinda F-
tirrevlenebilirdir ve (aF + BG)' ( x,) = @ F (x,) +BG (x,) ' dir. Gergekten F ve G

operatorleri X, noktasmda J -tirevlenebilir oldugundan sirastyla



F(x,+h) - F(x,) =F (x,)h + W, ()
G(x,+h) - G(x,) =G (x,)h+W, (h) ve

. mm|
m 0 -i=L2.."
Ly

h—8

dir. Bu durumda H(x) = a F(x) + B G(x) ve

Wh)=a W,b)+8 W,
olmak iizere
H(x, +h)-H(x,)= aF (x,)h+BG (x,)h+a W, () + 8 W, ()

=H' (x)h+ W ()
ve “h" —> 0 iken " W(h)" = 0(||h||) oldugu elde edilir. Dolayisiyla H operatérii x,, noktasinda

3 -titrevlenebilirdir ve H (x,) = @ F (x,) + SG'(x,) " dur.

3)Zincir Kurah: X, Y ve Z Banach uzaylan G(z):Z »X operatori z,eZ noktasinda
F(x):X =Y operatorii x,=G(z,)eX noktasinda 3 -tiirevlenebilir ise
(F*G)(2) = F[G(2)]:Z — Y operatérii z, noktasmda J - tiirevlenebilir ve

(F*G)' (z,)=F (z,) G'(z,) olur.

Problem 1.6.1:. D:[a,b]? xR ve f{x, s, u): D>R fonksiyonu ve onun f, (x, s, u) kismi

tiirevi D tizerinde siirekli olsun. Bu durumda
b
Fw)=u@- | fix, s, u(e) ds

seklinde tanimlanan F: C[a,b] > C[a,b] operatdrimiin her bir u,(x)e C[a,b] noktasinda J-

tiirevlenebilir oldugunu ve
b
F'wh=h@- [ fx,5,u,(9)his)ds

esitliginin dogrulugunu gésteriniz.
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Coziim :Her bir h(x) € C[a,b] igin
b
F(u,+h)-F(u,) = h(x)-j f, (%, s, uy(s)) h(s) ds+tW(u,, h)(x) (1.6.7)

burada 0< @ <1 olmak tizere
b 1

W(u,, h)(x) = -I {f [, % 5,u,(s) + Oh(s) -f, (x,5,u,(E) h(s)dO} ds  (1.6.8)
0

a

oldugu agiktir.
R>0 olmak iizere R*” iin kapah ve smirh
Tr={ (X, s,u):x se[ab],u,(s)-R<u<u,(s)+R}
kiimesini g6z éniine alahm. f, (x, s, u) fonksiyonu T, iizerinde diizgiin siirekli oldugundan
Ve>0, 36 = 8(¢) >0 dyle ki

V (%, 8,4 ),(%,,8,,4,)eT, ic;in‘/(x1 ~x,)? + (s, ~5,)? +(u, —u,)* <& oldugunda
|f, Gy 80,2, — £, (x5,8,,u,)| <& olur. (1.6.7)ve (1.6.8) “de || <& olsun. Bu durumda her
bir x, se [a,b] ve 0< 8 <1 olmak iizere (X, s, uy(s)+0h(s)) €T olur. x,=x,=x,s5,=5,=5§,

u,=u,y(s)+0h(s), u, =u,(s) ahnirsa her bir x, se [a,b] igin || <& olacagindan
1 0 @©

1 1
[ @y, )| = max{ j’ [ j' (| @, 5,10 (5) + H(s)) — £, (x, 5,40 ()|
0 [}

[r(s)] dO1ds : x e[a,bl} < & |4,
oldugu elde edilir. Dolayistyla [ —0 ‘da

||W(u0 ’h)“m = 0( Ilh"oo )
olur. Buradan

b
F) =u@- [ fx s, u(s) ds
ifadesiyle tamimh F operatdriiniin u ,(x) e C[a,b] noktasinda 33 - tiirevlenebilir oldugu ve
b
F'(wgh=h@- | fix, s, u,())his) ds

esitlifinin dogrulugu goriiliir.



11

b

Fw=u@- | x5, u@) ds
ifadesinde K(x, s, u) = K(x,5) fs,u) olsun. Eger K(x,s) fonksiyonu [a,b]> iizerinde f(s,u)
fonksiyonu ve onun f, (s,u) kismi tiirevi

D, = {(sweR?;se[ab],ueR}
izerinde siirekli fonksiyon iseler

b
Fy@)=u@® - [ K(xs) fls, u(s) ds

seklinde tamimlanan F,: C[a,b] > C[a,b] operatori her bir u,eC[a,b] noktasmda J-
tiirevlenebilirdir ve

b
F, @odh=h() - | Kxs)f, (5, u,()his) ds
esitlii doprudur.
1.7. integral Denklemlerin Simflandiriimasi: 4 sayisal bir parametre , fit) ve K(t,s)
bilinen fonksiyonlar , x(t) ise bilinmeyen bir fonksiyon olmak {izere
b
x(@) - 1 j Kt,s) x(s) ds = fit) 1.7.1)

seklindeki denkleme ikinci ¢esit Fredholm lineer integral denklem adi verilir,
K(t,s) fonksiyonu , integral denklemin ¢ekirdegi olarak isimlendirilir. K(t,s) fonksiyonu
{t,s) diizleminin bir D = {(st)eR? : a< t <b , a< s <b} karesi iizerinde tammbhdir ,
siireklidir veya siireksizlik noktalarinda
[fIx ) dsdt <o 1.7.2)
D

kosulu saglanir.
f(t) fonksiyonu 6zdes olarak sifira esit degilse (1.7.1) denklemi homojen olmayan lineer
integral denklem olarak isimlendirilir. f{t) =0 ise (1.7.1) denkleminin yerini

b
x®) - A j K(t,s) x(s) ds =0 (1.7.3)

alacaktir, Bu denkleme homojen lineer integral denklem denir.
x(t) bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere
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b

_[ K(t,s) x(s) ds = ) (1.7.4)

seklindeki denkleme birinci ¢egit Fredholm lineer integral denklem adi verilir.

(1.7.1), (1.7.3) ve (1.7.4) integral denklemlerinin bir ¢6ziimii bu denklemlerde yerine
konulduunda te(a,b) ' ye gére yazlmug bir 6zdesligin ortaya gikmasini olas: kilan herhangi
bir x(t) fonksiyonudur.

(1.7.1) , (1.73) ve (1.7.4) integral denklemleri gekirdeklerinin simetrik olmasi

durumunda , yani K@t,s) = K*(t,s) = K(¢,5) saglandigr durumda simetrik gekirdekli integral
denklemler olarak isimlendirilir.

A sayisal bir parametre , g(t) ve M(t,s) bilinen fonksiyonlar , y(t) ise bilinmeyen bir
fonksiyon olmak iizere

vit) - A j Mt.,s) y(s) ds = g(t) (1.7.5)

seklindeki denkleme ikinci gegit Volterra lineer integral denklem adi verilir. gt) =0 ise
(1.7.5) denklemine , yani

yit) - 1 j' M) y(s) ds =0

denklemine ise birinci ¢esit Volterra lineer integral denklem ad: verilir.

x(t) bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere
XO =80+ (g5, 5(5)ds ,tlab]
seklindeki integral denkleme lineer olmayan Volterra integral denklemi
x(t) = fit) + ?¢[t, s, x(s)lds ,t€]a,b]

seklindeki integral denkleme ise lineer olmayan Fredholm integral denklem denir.

Integral denklemlerin daha detayl smiflandirilmas: bibliyografyada gésterilen
(Aksoy , 1998) , (Petrovskiy , 1965) , (Tricomi , 1957) , (Hiiseynov , 1981) eserlerde
verilmektedir.

NOT :lleride lineer ve lineer olmayan integral denklemlerin belli baz1 ¢éziim yéntemleri
incelenmektedir.
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1.8. Banach Sabit Nokta Prensibi :X Banach uzaymnin D kiimesinde tanimli A:D—X
operatérii verilmis olsun. Eger her xye D igin |4x — 4y|<a|x - y| olacak sekilde 0< a <1

say1s1 varsa A:X — X operatorii daralma doniisiim operatoriidiir. Burada o daralma doniisiim

katsayisidir.

Teorem 1.8.1 :(Banach Sabit Nokta Prensibi) D kiimesi kapali olsun ve A:X—X
daralma operatorii D “ yi D’ ye ¢evirir. A(D)c D * dir. Bu durumda A operatoriiniin D ‘de tek
bir sabit x * noktasi vardir. Bagka bir deyisle x = Ax denkleminin tek bir x* e D ¢6ziimii vardir
n =1,2,... formiilii ile tanimlanmig (x,) dizisinin limiti gibi

ve bu ¢ozlimi x,= Ax,

bulunabilir. Burada x, D ‘nin herhangi elemanidir. (x,, ) dizisinin x* ¢6ziimiine yaklagma hiz1

a}l
l-a

*
X, — X

<

||x1 —Xo "

dir.

Kaynaklarda Banach Sabit Nokta Prensibine Daralma Déniistim Prensibi de denilir.

1
Problem 1.8.1:. x(t) = %j t 5 x(s) ds +§t (1.8.1)
0

integral denkleminin ardigik yaklagimlar y6ntemi ile ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim: Denklemin gekirdegi K(t,s) = ts , G = {(t,s)eR* : 0<t, s<1} iizerinde siirekli
bir fonksiyon olmak iizere

1
M = max { ﬂtslds :0<t,s<1} =max{%:0$tsl} = %
0

1
olur. Buradan A =% oldugundan =AM =Z <1 ve dolayisiyla Banach Sabit Nokta Prensibi

geregince (1.8.1)denkleminin [0,1] iizerinde siirekli tek bir x* (t) ¢6ziimii vardir, Bu ¢6ziim

b
x, ()= A4 J' K(t8) x,_, (s) ds +f(s) , n =1,2,...

formiilleri ile tanimlanan (x,, (t)) dizisinin limiti olarak bulalim.
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x, ) =0
1% 5 5
)=—| tsx,(s)ds+—t=—t
xl( 2_('; o() 6 6
1} 5 5 1
=—| tsx,(g)ds+=t==t(Q+=
x,® 2! sx,(s) . 6( 6)
15 5 5 1,1
H=—| t s)ds+—t==t(+—
%@ 2;[ 5%,6) 6 6( 6 62
1} 5 5 1 1 1 1
HD=—| t ds+=t==t(I+=+—+...+ =t(l-—
0 2J‘ s Qasttm gt te g g

0

Buradan ;

x. ®=]im x,®= llmt(l-—) =t

n—>o0 n—w

1
5
Egerxo(t)=tisex1(t)=—;—f tszds+gt=t ,x,@®=t vb. Boylece (1.8.1)
0

s5 %0 e

denkleminin ¢6ziimii hemen bulunabilir. Goriildigii gibi baglangig yaklagimmin baganh segimi
integral denkleminin ¢6ziimiiniin ardigtk yaklagimlarin limiti olarak hesaplanmasi prosesini
kisaltmaktadir.

Problem 1.8.2:. x(t) = — J' (1.82)

+x ()

integral denkleminin ¢6ziimiinii bulunuz.

Coziim: > fonksiyonu G = {({t;s,2) : -1<t, s<1, —oo<z<ow}

tizerinde siireklidir. K(t, s, z) fonksiyonunun z ' ye gére kismi tiirevi
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6£ = -—215—222 G iizerinde smurhdir.
oz (+z°)
1K) _| sz 2| <1, (s2<G
lez] | a+z7]
Su halde K(t, s, 2) fonksiyonu L~1 katsayis1 ile Lipshitz kogulunu saglar.
A= %, a=-1,b=lvea= |2,|L(b —-a)= —§<1 oldugundan
1
J' te[-1,1]
3 Jl+x (s)
operatorii herhangi 0<r sayist igin  S,(f) = {xeC[-1,1] :|x|_<r} iizerinde daralma
operatdrii olur.
1 1
L,=max{| [ K(¢,5,0)\ds : te[-1,1] }=max{ [asds| - te 1,113 =1
-1 -1
1 1
oldugundan r>4 sayisi i¢in = B I ds +1 te[-1,1]1 formiili ile
1

tanimhi A operatéri  S,(0) = {xeC[-1,1] :"JcILo <r } yuvarim1 kendisine ¢evirir. O zaman

Banach Sabit Nokta Prensibi geregince (1.8.2) denkleminin C[-1,1] uzaymmn §,(f) yuvarnda

tek bir x,, (t) ¢oziimii vardir. Bu ¢éziimii

1
X, ©)= 1 J' +1 ,n=12,..
3 -1 + n—l (S
seklinde tanimlanan (x , (t)) dizisinin limiti olarak bulahm.
X0 (S)El 2
1 1
X] (t)= 5

-1

x, =1 n=23,...

Buradan x, () = |im x,®) =1"dir.

Banach Sabit Nokta Prensibinin bagka tiirli lineer ve lineer olmayan denklemlere
uygulamalan Boliim 2 ' de incelenmektedir.
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BOLUM 2

Integral Denklemlerin Tahmini Céziimii Icin Baz Yontemler

2.1 Ardigik Yaklagimlar Yontemi

2.1.1 Lineer Fredholm integral denklemleri :ikinci gesit Fredholm integral denklemler
b
x®- A [ Ke9)xEds=ft) ,te[ab] @.11)

formundadir. Burada x(t) bilinmeyen K(t,s) ve f{t) ise bilinen fonksiyonlardir. t ve s reel
degiskenler olup [a,b] arahiginda degerler almaktadir. A ise skaler bir parametredir.

K(t,s) fonksiyonu integral denklemin g¢ekirdegidir. K(t,s) gekirdegi (t,s) diizleminin bir
Qf a<t<b, a<s<b} karesinin iizerinde tammlanmustir.  Siireklidir veya siireksizlik
noktalarinda

j lj]K(t, s)|" dtds

iki katli integralin sonlu bir degeri vardir.
ft) fonksiyonu 6zdes olarak sifira egit degilse (2.1.1) denklemi homojen olmayan
integral denklem olarak isimlendirilir. f(t)=0 ise (2.1.1) ' in yerini

b
x@t) - A j K(t,s) x(s) ds = 0 2.12)

alacaktir; bu denklem homojen integral denklem olarak isimlendirilir.

(2.1.1) ve (2.1.2) denklemlerinde integrasyon sinirlari a ve b sonlu olabilecegi gibi
sonsuz da olabilir. (2.2.1) ve (2.2.2) integral denklemlerinin bir ¢dziimii bu denklemlerde
yerine konuldugunda te[a,b] ' ye gore yazilmis bir 6zdeglifin ortaya ¢ikmasmm olas: kilan
herhangi bir x(t) fonksiyonudur.

Daralma déniigiim prensibi yardimiyla ikinci cins homojen olmayan (2.1.1) integral
denkleminin ¢éziimiiniin varligin ve tekligini ispatlayalim. K(t,s) fonksiyonu

G = {(t.s)€ R*: a<t<b,a<s<b } iizerinde , f{t) ise [a,b] iizerinde siirekli ve
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b
M = max{ ﬂK(t,s)| ds:a<t<b } olsun. x€ C[a,b] igin

b
Ax@®) = ﬂj Kts) x(s)ds+ ) , te[ab]

seklinde tammh A operat6riine bakalim. x,(t), x, (t) € C[a,b] fonksiyonlar: igin

b
|, () - 4, O] = || K1, 9)[x, () x, ()]s

<M |x, - x|,

ve buradan a= IﬂlM olmak iizere

[4x, - Ax, |, <efx -x,,
elde edilir. Dolayisiyla o= |11| Mc<1 oldugunda A , C[a,b] iizerinde daralma operatérii olur.
a=|A|M<1 oldugunda Banach Sabit Nokta Prensibi geregince (2.1.1) denkleminin [a,b] aralig
iizerinde siirekli tek bir x " (t) ¢dziimii vardir ve her bir baslangig x , € C[a,b] fonksiyonu igin

b

x,0=1[ Ke9x,,@ds+fs) ,n=12,.
seklinde tanimlanan (x ,) dizisi x* fonksiyonuna [a,b] iizerinde diizgiin yakinsaktir ve her bir
te[a,b] igin

ﬂ n
x, @) —x*@)| < g—lﬁﬁ)——"x, ~x|. .n=12,.
1-{am -

esitsizligi dogrudur.
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2.1.2 Lineer Volterra integral denklemler: u(t) bilinmeyen fonksiyon ve K(t,s)
gekirdek fonksiyon olmak iizere

xt) =) + A J' K(t,5) x(s) ds 2.13)

seklinde bir bagmtiya ikinci cins lineer Volterra integral denklem denir. Burada A bir skaler
parametredir. Eger f(t)=0 ise

x(t) = A j K(t,5) x(s) ds

seklindeki denkleme ise ikinci cins lineer homojen Volterra integral denklem denir. Bu tiir
denklemleri Fredholm integral denklemlerden ayiran tek fark integral sinirlarindan birinin t
olmasidir. Ayricat'nin alt smir olarak verilmesi halinde

b t
j K(t,s) x(s) ds = —J' K(t,s) x(s) ds
¢ b

yazlabileceginden genel ifade bozulmayacaktur.
t

[ Ke9x) ds=40)

seklindeki denklemler genellikle bir diferansiyel denkleme déniistiiriilmek suretiyle ¢oziiliirler.
(2.1.3) denkleminin her bir 4 €R sayis1 igin ¢6ziimiin varhi ispat edilebilir. x(t)e C[a,b] igin

Ax@®) = A j K@t,s) x(s)ds +ft) ,te[ab]

seklinde tanimlanan A : C[a,b]— C[a,b] operatériine bakalim. M = max{ ]K @, s)] :a<t, s<b}

olsun. x,(t), x, (t) € C[a,b] fonksiyonlan i¢in

|4, (1) - Ax, (1) =

AR @) -x, (s)]dsl

< Iﬂ] M(t-a) "x, ~Xx, "oo
elde edilir. Buradan
|42x, ()~ %%, )] = |A(4%, @)~ 4%, ()

2 _[ K(t,s)[Ax,(s) - Ax, (s)]dv’
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<[] M f|4x,(s)- 4x,(s)ds
< |ﬂ| 2Mm? I (s-a) ||x, -X, um ds

71— 2
- |,

ve genellikle

47 x,() - 4™x, (1) < |4 "M (’;’:"2— e -, .,
olur. Buradan

 _(M@-ay”

" m!

olmak iizere

475 - 4", < @, b -5,
elde edilir.

Her bir 4 €R icin |{m @, = 0 oldugundan 6yle m dogal sayis1 segilebilir ki e, <1

olur. Dolayisiyla A™ operatérii C[a,b] iizerinde daralma operatérii olur. Banach Sabit Nokta
Prensibi geregince her bir x, € C[a,b] baslangi¢ fonksiyonu igin terimleri

x,0=2 [ K¢9)x,,6) ds+1ft) ,n=12,.. (.1.4)

seklinde tammlanan (x , (t)) dizisi x° (t) fonksiyonuna [a,b] iizerinde diizgiin yakmsaktir ve her

bir te [a,b] igin

n
am

x, () —x* () <

l-a |Ix1 — X “oo

m

o -y

m!

esitsizligi dogrudur. Eger

x,(O-x =4y (@) , n=12,. dersek
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n

x,(H=>, # y,(t) ,burada

=0

Yo(O)=1) e

Ya(0)= jK(t,s)y,,_l(S)dv ,n=12,.

elde edilir. Bununla beraber
K,(ts) =K@9) ,

K,.69= [ Kt)K,@s)dzs n=12,.

rekiirans bagntilan yardimyla belirlenen ve ardigik gekirdekler olarak isimlendirilen K, (t,s),
K, t.9), K, .9),........ fonksiyonlan yardimiyla (2.1.4) iterasyon prosesi

%= K,¢9f®ds ,n=12,...

seklinde yazilabilir.

2.2. Fredholm Determinantlar Yontemi:
Px- 4 j' K(xt) ¢ ¢) dt = f(x) 2.1
formunda ikinci gegit Fredholm integral denkleminin ¢dziimii
P =1f(x)+4 j‘ R(xt; A)fit) dt (2.2.2)

formiilii ile verilir. Burada R(xt; 4) fonksiyonu (2.2.1) denkleminin Fredholm ¢ozicii
cekirdegi olarak isimlendirilir ve D( A ) # 0 olmak kosuluyla
D(x,t;4)
Rxt, 1)=—2>—~ 223
xt 4) D) 2.2.3)

bagntisi ile tammlanir. Burada D(x,t; A1) ve D(1), A cinsinden yazilmig kuvvet serileridir.

D(xt; 1)=K(xt) +f: (_nl')”B,, (x, D" 2.4

n=1
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D(1) =1+i£‘%ncna" (2.2.5)

n=1

ve katsayilan B (x,t) = K(x,t) olmak fizere

b b » | K(x,t) K(x,t)...... K(x,t,)
B, (xt)= f [ j‘ K@t,0) K@ b)..... K(@,,t,)\dtdt,...dt,(2.2.6)
a 4 4 K(tmtl) K(tn:tz) ------ K(tmtn)

b b b K(tlatl) K(tlatz) ----- K(tl’tn)
c,= _[ [ j K(@,,1) K(y,t))e. Kyt )dtidt,..dt,  (22.7)
s a o K@, 1) K(tyty)e K(t,.t,)

ile verilir,
D(xt; A) fonksiyonu Fredholm minérii , D(1) fonksiyonu ise Fredholm determinant:

b b
olarak isimlendirilir. K(x,t) ¢ekirdegi smirh veya I IK 2(x,f) dx dt integrali sonlu ise (2.2.4)

ve (2.2.5) serileri A' nm her degeri igin yakmsaktir ve dolayisiyla A' nm analitik
fonksiyonlandir.

D(x,t;4)
D(4)

Rxt, )=
¢oziicii ¢ekirdegi A' nn D(A) ' y1 sifir kilan degerlerin dismda A' nmn analitik bir
fonksiyonudur. D(A) ' y1 sifir kilan A4 degerleri R(x,t; 1) ¢dziicii gekirdeginin kutup noktalan
olarak da isimlendirilir.
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Problem 2.2.1: Fredholm determinantlarim kullanarak a =0 ve b =1 olmak iizere
Kxt) =xe’ gekirdegi igin ¢oziicii gekirdegi bulunuz.

Coziim :Once B,(xt) = xe’' oldugunu belirtelim. Integral isareti altmndaki
determinantlarm sifir olmasi nedeniyle

1 t L
xe' xe"
Bl(x’t)=_[ t tlldtlzo >
e’ e
Ly |xe xe"  xe"
B,x= [ [ |te' fe* net|dndt, =0
0 0

t ¢ 2
e Le* te*
olur.

n=34,....igin de B , (x,t) = 0 olacaktir. Simdi de c,’leri bulalim.
1 x
o= [K(t,t)dt,= [fet dt, =1
0 0

C,=

o'.—-.-

1
j t,e”  t,e”|dt, dt, =0
0

t,e" t,e"
n 'in diger degerleri igin de ¢,= O oldufu gorilir. Bu problem igin (2.2.4) ve (2.2.5)

bagmntilarmda yer alan bityiikliklerin D(xt;4 ) = K(xt) = xe’ ; D(1) =1-1 oldugu
soylenebilir. Dolayisiyla

D(x,t;4) _ xe'

ROt 4 ) =
77 S )

olacaktir. Elde ettigimiz sonucu

1
¢(x)-ﬂj'xe'¢(t) dt = f(x) , (A #1) denkleminin ¢éziimii ig¢in kullanalim. (2.2.2)
0

formiiliine gére
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1 xet
¢(x)=e-*+zjﬁﬁt)m
0

dir. Ozellikle f(x) =e " igin

e A
=e *+
o(x)=e ) X

olacaktir. Uygulamalarda ancak nadir durumlarda (2.2.4) ve (2.2.5) serilerinin B, (x,t) , ¢,

katsayilar1 (2.2.6) ve (2.2.7) formiilleri kullanilarak hesaplanir. Bu formiillerden hareketle
asagidaki rekiirans bagmtilarmi olugturmak ve bu yolu izleyerek hedefe ulagsmak yaygm olarak
kullanilan bir yéntemdir.

b

B, xf)=c,K&t)-n| Kts)B,, Gp)ds 2.2.38)
b
¢,=[ B, (G9ds 2.2.9)

co= 1 ,B,(xt) = K(x,t) oldugu dikkate alnir ve (2.2.8) ve (2.2.9) formiilleri ard arda

kullanilirsa ¢, , B, (xt) , ¢, , B, (x,t) , ¢; ve digerleri bulunur.

ORNEK: (2.2.8) ve (2.2.9) formiillerini kullanarak K(x,t) =x-2t gekirdegi igin ¢bziicii
gekirdegi bulalm. 0<x<1,0<t<1 olarak belirlenmistir. c,=1,B,(xt) =x-2t'dir. (2.2.9)

bagintis1 kullanilarak
i 1
cr=[) =
buluruz. (2.2.8) bagmtisindan
1
B, (xt) = X2 - j (x—2s)(s—2t)ds = -x-t+2xt+§ bulunur.

0

i , 2 1
cz={ (-2s +2s +§)ds=§
0
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1
B,(xt)= x—325-z [ 29 st ast +§) ds=0
0

€;=¢; =..=0 wB;x)=B,xt)=.... =0

2

A 2
bulunur. Dolayisiyla D(A4) =1+§+? ;DG A)=x-2t Hx+t-2xt -;)/’L
ve verilen gekirdegin ¢éziicii gekirdegi

x—-22‘+(x+1—2xt—z)ﬁ
ROt A) = 3

I+—+—
2

olacaktir.

2.3. Ardigik Cekirdekler. Coziicii Cekirdegin Ardigtk Cekirdekler Vasitasiyla
Olusturulmas::

Asagidaki gibi Fredholm integral denklemini ele alalim.
b

P()=f0) + [ K@t o) dt @3.1)

a

(2.3.1) integral denklemi Volterra integral denklemlerinde oldugu gibi ardigik yaklagimlar
yéntemi yontemiyle ¢oziilebilir. Bu amagla

P(x)=fx) + Dy, ()" (2.3.2)
n=1

alalm. Burada yer alan y,(x) fonksiyonlar su bagmntilardan elde edilir:

b
i@ = [K(x) f@dt

b b
v, ()= [K@D) yi@de= [K, ey a
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b b
v,®)=[Ke) v, () &= [K, 00 O &t
Burada X, (x,f) = K(x,f) olmak iizere

b
K,(:0= | Kx)K,@ddz,

b
K,c0= | KxAK,@H)dz ,

b
K, = [K@x0) K, (20 dz @33)

K, (x, ) fonksiyonlan (2.3.3) formiillerinden elde edilir ve ardistk gekirdekler olarak
adlandinlir. Ardisik ¢ekirdekler su bagmtiy: gergekler;

b
K, (0 = [K,(x,9)K, ,(s.1) ds (2.3.4)

Burada n ve m dogal sayilar olup m<n ° dir. (2.3.1) integral denkleminin ¢ézici gekirdegi
ardigik ¢ekirdekler cinsinden

Rt A) = il(,, (x, 02" 23.5)

n=1

ile verilir. (2.3.5) in sag yamindaki seri K(x,r) ¢ekirdeginin NEYMAN serisi olarak
adlandirilir. Bu seri

B= ﬁj‘K 2 (x, Ddbedt olmak iizere
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1
A<= 236
<3 2.3.6)
i¢in yakinsaktir. (2.3.1) ile verilen ikinci gesit Fredholm denkleminin ¢oziimii
b
P®)=10) +1 [ R&xtd) )t @3.7)
formiilii ile ifade edilir. (2.3.6) ile verilen smir (2.3.5) serisinin yakinsak olmasi igin esas
olmakla beraber (2.3.1) denkleminin |4] >713- icin de bir ¢bziimii olabilir.
1
o(x)-1 j o(t)dr =1 (2.3.8)
0
Burada K(x,t) = 1 ve dolayisiyla
11 11
B2=IIK2(x,t)dxdt=IIdxdt=1
00 00

olur.  (2.3.6) kosulundan hareketle (2.3.5)serisinin |4|<1 icin yakmsak oldugunu
sdyleyebilecegiz. (2.3.8) denklemini dejenere gekirdege sahip bir denklem olarak ¢6zerken
1
(1-A)c = 1 olarak alacagiz. Burada c= Igo(t)dt “dir. A =1 igin bu denklem ¢éziilemez ve
0
dolayisiyla (2.3.8) integral denkleminin bir ¢6ziimii olamaz.

Baz1 Fredholm denklemleri igin (2.3.5) Neyman serisi A ° nin her degeri igin ¢6ziicii
cekirdege yakinsar. K(x;t) ve L(x,t) gibi iki gekirdek alalim. x ve t ‘nin belirli degerleri igin
agagidaki iki kogulun gergeklegsmesi halinde gekirdeklerin ortogonal oldugu séylenebilir.

Kx,z) L(zt) dz=0,

B Qo ¢

L(x,z2) K(zt)dz=0 239

P —
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ORNEK: K(x,t) = sin(x-2t) :0<x<27 olsun.

2w 27
j sin(x-22) sin(z-2t) dz = J’ [cos(x+2t-3z)-cos(x-2t-z)] dz
1] 0

1
2

z=2r
= % [- % sin(x+2t-3z) Hsin(x-2t-2)] |

z=0

|
o

Bu problem igin gekirdegin ¢oziicii gekirdegi , gekirdegin kendisine esittir.
R(x,t; A ) = sin(x-2t)

olur. Dolayisiyla (2.3.5) Neyman serisi bir ve yalniz bir terimden ibarettir. A’ nn her degeri
i¢in yakinsaktir.

Ardigik K , (xt) gekirdekleri K(x,t) araciligtyla dogrudan dogruya

b b
K, xt)= j  — [ KexsKGs,.8,).00 K5, ) ds,ds, ds, (2.3.10)

formiilii ile ifade edilebilir.

K, (xt) g¢ekirdegi ile baslayan tim K, (xt) cekirdekleri a<x<b, a<t<b Kkaresi
iizerinde K(x,t) ‘ nin kuadratik olarak integre edilebilir olmas: halinde s6z konusu kare iizerinde
sirekli fonksiyonlardir. K(x,t) cekirdegi simetrik ise diger ardigik K » (Xt cekirdekleri de
simetriktir. Ardisik gekirdekler su formda ifade edilebilir:

R
(1) n=2k-1 K,xp= iZ?‘I (x-t)

k-1
Si(x_'”.xt_l) k=12,..

(@n=2k Ko xt) = = 3
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ORNEK: a = 0, b = 0, K(xt) = e™™" olsun. K,(x,f) ve K, (x,t) cekirdeklerini
bulalm. Tamim geregi

x,0<x<¢
t, t<x<1

min(x,t) ={

dir. Bu nedenle verilen gekirdek

e 0<x<t
Kxt) =

2>
e, t<x<1

formunda yazlabilir. Bu gekirdek simetriktir. Baska bir deyisle K(x,t) = K(t,x) ° dir.
K, (x,t) =K(x,t) 'dir. Ikinci ardigik gekirdegi bulalim:

1 1
K;60= | K@K, s = [ Kocs) Kistyds
0 0

dir. Burada

X

e, 0<x<s e, 0<s<t¢
Kxs)=1 | K@t)=1 ,
e, s<x<1 e, 1<s<1

olur. K(x,t) gekirdegi simetrik oldugundan x > t igin K , (x,t) 'yi bulmak yeterlidir.

t

x 1
K, (0= [ Keos)Kis)ds + | Kee9)Kespds + | K@9Kends

0

yazilabilir. (0,t) aralifinda s <t <x 'tir. Dolayisiyla

j K(x,s)K(s,t)ds=j. esesds=j eXds=
[} 0

0

e —1
2

olacaktir. (t,x)arahgmndat<s<x olup;
| K@ K@bas= | etetds=er.e™
t t

olur. (x,1) araliginda s > x >t olup;

K, (xt) =K(x,t) 'dir. Ikinci ardigik gekirdegi bulalim:



29

1 1
K,&8= [ K&K, 9ds= [ Ko Kst)ds
0 1]

dir. Burada

e, 0<s<t

K@) = { ’

e, t<s<l1

e, 0<x<s

K(x.s) = {

s

e, s<xx<1

olur. K(x,t) gekirdegi simetrik oldugundan x >t igin K , (x,t) 'yi bulmak yeterlidir.

t

x 1
K, = | Kax9)Keds+| Kexs) Kestds+[  Kexs) Kesds

0
yazilabilir. (0,t) araliginda s <t <x 'tir. Dolayistyla

e¥ —1
2

t t t
[ Koo Kspds= [ e* eds= [ o*ds=
0 0 0
olacaktir. (t,x)arahfindat<s<x olup ;
j K(x,s) K(s,t)ds = j e‘elds=e*"-e%
¢ t
olur. (x,1) arahiginda s > x>t olup;

1 1
j K(x,s) K(s,t)ds = j e e'ds = (I-x) ™"

dir. Buldugumuz bu integralleri toplayarak

2t
K, 0st) = @) o™ - 112

’ (X>t)

elde ederiz. x>t i¢in buldugumuz K, (x,t) 'de x ve t ‘nin karsilikli olarak yerlerini degistirerek

x <t igin K, (x,t) ifadesini bulmug oluruz.

l 2x

K,G=@9e™ -2~ , x<Y

Sonug olarak ardigik ikinci ¢ekirdek
2-1)e*" —l+—ez—x,o <x<t
K, 6t) = 2,
2-x)e™" - 1+e ,J<x<1
formunda olacaktir.

Bir integral denklemin ¢éziicii gekirdeginin ardisik gekirdekler yontemiyle bulunusunu
gosterelim.
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1
p(x)- A [ xtpt)dt =fx) (23.11)
0

integral denklemini ele alalim. Burada K(xt) =xt,a =0, b =1"'dir. Sireci adim adim

siirdiirerek ;

K](xat)=Xt ?

1
K,60=[ ==,
[4]

K= | o)) dz= 23

K, 0= | G 2=
0

buluruz. (2.3.5) formiiliine gére

)

R&xtA)=), K,xHpa™

n=1

S A
=th ('3‘) '
n=1

_ 3xt
3-4

olur. Burada |4| <3 'tiir. (2.3.7) formiilime gére (2.3.11) integral denkleminin ¢dziimii
3xt

3-24

ile verilecektir. Ozellikle f(x) =x igin

3x
3-2

1
o(x) =fx)+4 | fit) dt

o(x) =

olacaktir. (4 #3)
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2.4 Lineer Olmayan Integral Denklemler

Banach Sabit Nokta Prensibini kullanarak su teoremi ispat edebiliriz.

Teorem 2.4.1 : K(t,s,x) fonksiyonu G iizerinde siirekli ve her bir (t,5,x,) , (t.s,x,)€G
icin
K@, 5,%,) - K(t,5,%,)| < Ljx, - x,| Q4.1

olacak sekilde Z > O sayisi varsa
b
x(t) = /’LIK (2,5, x(s))ds 24.2)

denkleminin |4] < 4, oldugunda Cfa,b] uzaymda tek bir x” (t) ¢oziimii vardir. Burada

) 1 r
min{ .
L(b-a) rL(b—a)+L

A= }

b
L,=max{ [|K(t,5,0)ds :te[ab]}

r >0 ise (2.4.1) Lipshitz kogulunun saglandigi herhangi bir sayidir. Herhangi baglangic
%0 €Cla,b], x| <7 fonksiyonu icin

b
x,0= A[K@,5,x, ()ds , n=1,2,... (2.4.3)

seklinde tanimlanan (x , (t)) dizisi x " (t) fonksiyonuna diizgiin yakmsaktir ve her bir te [a,b] igin

n

U< i_a"xl ~x,|. . a=|A|Lp-a) (2.4.4)

»
e, —x

esitsizlii dogrudur
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Ispat: (2.4.1) Lipshitz kogulunun r herhangi bir pozitif say1 olmak iizere
G= {t,sx) €R*:a<t,s<b,1<x<71}
iizerinde saglandigmi varsayalim. C[a,b] uzaymm
Wj= {xe C[a,b]: ||x|| <r}

kapali yavarmda
b
Ax®) = A[K (1,5, x(s))ds (2.4.5)
operatdril verilsin.

x,,%, € §,(0) fonksiyonlar igin (2.4.1) kosuluna gére
b
|, (0)— 4x,@)] < |4 [|K ¢, 5,%,(s) - K (2, 8,5, (s)|ds

<afx, — x|, , a=|A|L(b-a)

1

oldugu elde edilir. Dolayisiyla a < Lt-a)

oldugundan (2.4.5) seklinde tanimlanan A

operatori iizerinde daralma operatérii olur. |l| < 4, oldugunda (2.4.2) denkleminin tek bir
x"@®) € Clab] g¢ozimii vardir ve (2.4.3) biciminde tammli (x , (t)) dizisi x” (t) fonksiyonuna
[a,b] iizerinde diizgiin yakinsaktir ve (x,) dizisinin x° ¢éziimiine yakinsama hiz1 (2.4.4) ile
verilir.

Lineer olmayan

x®) =[ f(t.5,x(s)ds+g(t) , 0<t<T (2.4.6)

Volterra integral denklemi verilmis olsun. Burada x(t) , bilinmeyen bir fonksiyon , fit,s,x) ve
g(t) fonksiyonlan ise sirastyla
{tsx)eR®,0<t,s<T,-0 <x< o} ve
[ 0, T] iizerinde verilen siirekli fonksiyonlar ve her bir
)€ [0,T]” ,xy€ (-®, ®) ign
If(t,S,X) - f(t>s>y)| < a(t, S)lx - yl 24.7)
olacak sekilde [ 0, T] ? tizerinde negatif olmayan ve siirekli a(t,s) > O fonksiyonu vardir.
x(t) €C[ 0, T] igin
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x(t) =jf(t,s,x(s))ds+g(t) , 0<t<T

seklinde tanimlanan A : C[ 0, T]—> C[ 0, T] operatérine bakalm ve xcC[ 0, T]

fonksiyonunun normunu

| =max {&™ |x(?)] :te[0,T]} (2.4.8)

X

seklinde tanimlayalm. Burada L, herhangi bir pozitif sayidir. Her bir x€ C[ 0, T] igin
R

x|, = max{|x()| :te[0,T1}) C[0,T] iizerindeki | ve

e <

X

esitsizligi dopru oldugundan (

IHL normlan denktirler.
x,y €C[ 0, T] fonksiyonlan i¢in (2.4.7) kosuluna gére

| 4x(t) — Ay < [| £ .5, 2(5) ~ £ 1,5, ¥(s)lds

< [a(t,s)x(s) - y(s)|ds

t
<|x- }’Hsja(t,s)eL“ds
0
oldugundan

e | dx(t) - Ay(t)| < [x -y

_e"’"ia(t, s)eds
o
ve dolayisiyla
[ax-d<alr—sl, , a=max (e aws)e’ds te[0,T])
o
elde edilir. Eger a(t,s)=L >0 ise

=
a=max{£(lLli—) .te[0,T]}

L(1-e™")
L
Eger a <1 ise (a(t,s)=L >0 oldugunda L <L, ise) A operatéria (C[ 0,T],

.)
uzayinda daralma operatdrii olur. Bu halde Banach Sabit Nokta Teoremi geregince (2.4.6)
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denkleminin tek bir x @) € C[0,T] ¢dzimii vardir ve her bir baslangig x,(t)e C[0,T]
fonksiyonu igin

x, 0= j f.s,x_(Nds+glt)  ,n=12, .. (2.4.9)
0

bigiminde tanimlanan (x , (t)) dizisi x" (t) fonksiyonuna (2.4.8) normuna gére [ 0, T] arah
tizerinde diizgiin yakmsaktir ve

&
x,— X

(2.4.10)

LS '1%'(;""1 ~ %olls
esitsizligi dogrudur.

(2.4.1) denkleminde f (t,;s,x) = K (t,s) h (s,x) olsun. Burada K (t;s) ve h (s,x)
fonksiyonlan sirasiyla [0, T} >, G={(sx) €R®> : 0<s<T,-o < x < o }iizerinde
siirekli fonksiyonlardir ve her bir s€[ 0, T], x,y € (—o0,) i¢in

s, %) - h(s,y)| < a(s)x -
olacak sekilde [0, T] iizerinde negatif olmayan ve sirekli a(s) >0 fonksiyonu vardir. Bu

durumda
a(t,s) = |K@,9)|a(s)
oldugundan

a=max {e ™ _“K (t,s)a(s)e™*ds :te[0,T] }

olur. Her (ts)e [0, T] * igin |K(s,s))<L veherse [0, T] icin a(s)<I ise

1—e ™"
a=1Ll olur. Bununla beraber
t
Ax®) = | Ke9)hExe)ds+g® , xeClO,T]
0
igin |4x— 4y, <a|x-»],

elde edilir. Eger @ <1 ise (her (t,s)e [0, T] * icin IK (t,s)[ <L ve a(s)<! oldugunda

LI <L, ise) A operatérii daralma operatérii olur. Bu halde

t

x®) = j K(t,s) h(s,x(s)) ds + g(t) (2.4.11)
0
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denkleminin tek bir x (f) € C[0,T] ¢ozimii vardir. Her bir baglangic x,€ C[0,T]

fonksiyonu igin
t
X, ®) = [K(t,5)h(s,x, ,(s))ds + g(t) ,n=1,2, ..
0

bi¢iminde tammlanan (x, (t)) dizisi x"(t) fonksiyonuna (2.4.8) normuna gore yakmsar ve
(2.4.10) esitsizligi dogrudur.
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BOLUM 3
Lineer Olmayan Integral Denklemlerin Newton Metodu ile Coziimii
3.1 Newton Metodu

Lineer olmayan fonksiyonel denklemlerin ¢éziimlerinin gergekten bulunmas: igin en
gok kullanilan metotlardan biri de Newton Metodudur. Iik kez bu metod reel degiskenli ve reel
degerli F : R—> R fonksiyonlar halinde

Fx)=0 @3.1.D)
seklinde denklemler igin Newton tarafindan ileri siiriilmils ve Banach uzaylarinda verilen
operatérlii denklemler i¢in L.V Kantorovig tarafindan genellestirilmigtir. (Bkz.(Hutson , Pym ,
1980) , (Kantorovig , Akilov , 1984) , (Krasnoselskiy v.b.,1969) ,(Trenogin , 1980) , (Moore ,
1964) , (Noble , 1964) , (Verigeim , 1956) , (Musayev , Alp , 2000))

(3.1.1) denkleminin x " kokii komsulugunda F kesin artan ve yukan dig biikkey bir
fonksiyon olsun. x *kokiine yeteri kadar yakin olan x o baslangic yaklagim segelim.
M, (x,,F(x,)) noktasindan y =F(x) egrisine ¢izilen
y=F(xo) + F (x,)(x-x,)
teget denklemini yazalim. F' (x,) # 0 oldugunda bu dogru ile x ekseninin kesistigi nokta

_F(x)
F(x,)

X1 Xg

olur. Sonra M, (x,,F(x,)) noktasindan y =F(x) egrisine gizilen teget denklemi
y=F(x,) +F (x;)(x-x,)
bulunur ve F' (x,) # 0 oldugundan bu dogrunun x ekseni ile kesigtigi
_y _FGa)

2N T ()

noktas bulunur. F’ x,)#0 ,n=0,1,2,.. oldugunda bu proses benzer sekilde devam

ettirilerek X =X —ﬂc"“—‘)

b S - , =12 ..
F(xn—l)
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bigiminde tammlanan (x ,) CR dizisi kurulmusg olur.

lxo —x°| yeteri kadar kiigik oldugunda (x,) dizisi x “kokiine yitksek hizla yaklagr.

Skaler denklemler i¢in tanimlanan bu yénteme Newton Tegetler Yontemi ad: verilir.
X ve Y Banach uzay1 ve F : X—Y bir operatér olmak iizere F(x) = 0 seklindeki

denklemi goz éniine alalim. F operatdrii r > 0 yangaph S,(x,) yuvarmda (x, €X olarak
F(x) = 0 denkleminin istenen x’ ¢bziimii igin baglangic yaklagim kabul edilir) I —
tiirevlenebilir olsun. Ardigik yaklagimlarin
x,=%X,,—[F (, )" F(x,,) ,n=12, .. 3.1.2)
formiilii (iterasyon prosesi) yardimiyla hesaplanabilir.
Sonsuz boyutlu uzaylar halinde [F'(x, ,)]™" ters operatdrlerin bulunmas: yeteri kadar
karmagik bir problem oldugundan (3.1.2) formiilleri yardimiyla bulunan (x , ) dizisi yerine

X, =X, —[F I F(x,,) ,n=12,.. (3.1.3)

bi¢giminde tamimlanan (x,) dizisine bakilmasi uygun olur. (3.1.3) dizisini bulmak igin
[F'(x,)]™" ters operatérii her adimda hesaplanmaz yalmz x argiimentinin tek bir x = X,
degerinde hesaplanir. Kaynaklarda (3.1.2) yontemine esas , (3.1.3) yéntemine ise gekli
degistirilmis Newton Metodu denir. $imdi (3.1.2) ve (3.1.3) iterasyon proseslerinin
yakinsaklig ile ilgili su teoremleri verelim.

Teorem 3.1.1 : X ve Y Banach uzaylan F : X—Y operatérii su kogullan saglasmn :
1) r>0ve x, €X olmak iizere F operatérii S, (x,)cX yuvarinda 3 - tiirevienebilirdir.
2) F (x)tiirevi S, (x,) yuvannda / > 0 katsayis ile Lipschitz kogulu saglanr.
3) F®:S,(x,)—>LXY) operatoriinin sirekli tersi var ve Vxe S, (x,) igin
"[F'(x)r1 "Sm (3.1.4)
olacak sekilde bir m >0 sayis1 vardir.
4 |FGx)|<n -
Bu durumda eger
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1,
=—min<1
q > n
ve
r = ngqzk"‘ <r (3.1.5)
k=0

ise (3.1.1) denkleminin (3.1.2) Newton iterasyon prosesinin yaklagtig1 bir x~ € S, (x,) ¢dziimil
vardir ve terimleri (3.1.2) bigiminde tammmlanan (x , ) dizisinin x* * a yaklasma hiz1

7"

ol

esitsizligi yardimiyla verilir.

Ispat: Tiimevanm yéntemini kullanarak ispatlayahm. Iglemlerde kolayhk saglamas:
igin rx)=[F (] ,r,=rx,),F,=F(x,),F»,=F (x,) seklinde notasyonlar kullanalim.
Bu durumda (3.1.2) Newton prosesi

X, =%x,-r,F, , n=012,.. (3.1.6)
seklinde yazilabilir.

x,) cm oldugunu gosterelim. x,-x,=-r,F, oldugundan

e = ol <[ [} [ <

ve (3.1.5) dolayisiyla

x, €8 .(x,)
elde edilir.

Fo+F o(x;-%,)=0
oldugundan

F,=F, -F, -F (%,-%,) =F(x,)-F(x,) - F X, )(%,~X,)
olur , buradan

1
[Fill= e = %ol

elde edilir. (Bkz. Musayev B.I, Alp , M)
Herhangi n > 1 dogal sayisii¢in (x,)€S .(x,) oldugunu ve

e, = %] < mng® (3.1.7
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IF, < %lllxn ~x,4|’ (.1.8)
esitsizliklerinin dogrulufunu varsayahm. $imdi x,,,€ S, (x,) oldugunu ve
1 — x| < Mg, (3.1.9)
[Pl s 3 e = 5, (3.1.10)
esitsizliklerinin dogrulugunu gésterelim.
(3.1.3), (3.1.6) , (3.1.7) ve (3.1.8) den dolay1

1
[#0s = %ol =Bl mlE, | < 5 mi, 5,4

séml(mn)’qz"‘z

1 . ,-
=myCm*n)g* ™ =mng”"

oldugu ve bu sebepten (3.1.9) esitsizliginin dogrulugu goriiliir. (3.1.5). kosuluna gére
s = Xoll < [ma = %all + | = Fg [+ oot ez = 3| + Py = % |

<mn+mng+mng* +.....+mnq

< mni g* 7 =r

k=0

oldugundan x,,, €S .(x,) olur. (3.1.6) ‘ ya gore

Fn+F'n(xn+l —xn)=0

oldugundan
Fou=F,,-F,- F n (X1 —%,)
=F(x,.,)—F(x,)F (x,)(x,.; ~x,)
olur ve buradan
1
17,1l < 5’] LR

esitsizligi elde edilir.



Simdi (x,) dizisinin bir Cauchy dizisi olduunu gosterelim. (3.1.9) esitsizliginden
tiggen esitsizligi kullanilarak her bir p=> 1 dogal sayis1 igin

Xurp — X, S x,‘+p—x,,+p_1||+ X0t p1 ——x,,+p_2"+ .......... +|%,. — X,
n+p-1 "
<mn Y ¢ (3.1.11)
k=n

elde edilir. Z qzk ! serisi yakinsak oldugundan her bir pe N igin

k=0

=0

xn+p - xn

lim
oldugu ve dolayisiyla
x, =%, ,—[F(x, )'F(x,,) , n=12 ...
bigiminde tammlanan (x,) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu gériilir. X bir tam uzay
oldugundan (x , ) yakinsak bir dizidir.

limx,=x

n—>o

diyelim. (x,)= S .(x,) ve S .(x,) yuvan kapah oldugundan x" < S .(x,) 'dr.
Simdi x* noktasmin F(x) = 0 denkleminin bir ¢bziimii oldugunu gésterelim. Bu
nedenle (3.1.6) esitlidinde # —> oo i¢in limite gegilmesi yeterlidir. O zaman
x'=x"-1(x")F(x")
oldupu ve 1(x")=[F (x")]”" operatériiniin tersi var olduundan F (x") = 0 oldugu gériliir.
(3.1.11) esitsizliginde p — o i¢in limite gegersek

0
& 241
"x -x<mn Dgq
k=n

<m ﬂi q2"2"—1

5=0
< 271 27(2° +1)
<mnqg” " yq" "
5=0

her bir s> 0 tamsayis1 igin 2°+1>s ve dolayisiyla q2"(2‘+1) < q’zn8 ve 0<q <1 oldugundan
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i n 5 hicd ns 1
Zq2(2+1)szq2 — =
=0 5=0 1- q
olur. Bu durumda son esitsizlikten
2" -1
. - = < 22
1-¢q
ifadesinin dogrulugu elde edilir.

Teorem 3.1.2: X Banach uzay1 , F : X—X operatéri S,(x,) X yuvarmda 3J-

tirevlenebilir ve her x,ye S (x,) igin

|F' G- F o) <t~ (.1.12)
olacak sekilde />0 sayist meveut olsun. lave olarak F' (x,) € L(X) operatrimiin [F(x,)1™

tersi var ve
[Far [sm ,  [F&)I'F&)|<n (3.1.13)
olacak sgekilde m>0 ve 7 >0 sayilan varolsun. Eger 2min <1 ve

;o (1-y1-2min) A
ml -

. ise F(x) = 0 denkleminin  x" € §, (%,) tek bir ¢oziimii vardir ve

(3.1.3) bigiminde tanimlanan Newton iterasyon prosesi bu ¢6ziime

Ul 2mlny (.1.14)

~ J1-2mip

&
X, —X

n

hizla yaklagir.

Ispat: Once @(x)=x—[F'(x,)]'F(x) operatorimin S, (x,) yuvarm kendisine

déniistiirdiigiing gosterelim. (3.1.13) kogullani dolayisiyla her x€ S, (X,) igin
[#Ge) — x| < B (x) — B (x| + B (x) — o
< |IF () (F ()~ F(x0) — F (5 ) = %)) + [[F o) F (3,)]

<mlF() - F(x) = F (5= %) +7
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1 2
< —2—ml||x —x,| +7
< -!-mlr >4
5o n
oldugu elde edilir. 7, sayis —;—mlroz —7,+7=0 denkleminin kiigiik kékii oldugundan

son esitsizlifin sag tarafi 7, 'a esit olur. Béylece her xe S, (x;) igin "¢(x) - X, " <r, ve

dolayisiyla

¢ (Sro (xo)) < Sro (xo)
olur. $imdi ¢(x) operatériiniin S, (x,) yuvarmnda bir daralma déniisimi oldugunu gosterelim.

Her bir x,ye S, (%) i¢in
$()~ () = x— y—[F () (F(x) - F(»))
=[F (5)I'IF (o)(x— y) - F(x)+ F(»)]
=[F '(xo)]“:[[F (%)= F (y +0(x = »)[dO(x - y)
esitsizligi dogru oldugundan (3.1.12) formiilii kullanilarak

[6Ge) - )| < m | (x0) - F'(y+ Oz~ y)ag]x - 5]

< ml |z, - (v + Q- y)AQJx -

<mlr)|x-y|
elde edilir. Dolayisiyla
milry =1—41-2min <1

oldufundan ¢(x) operatérii S, (X,) yuvarmda q =1-4/1-2min katsayisiyla Lipshitz
kosulunu saglar. 1—g=./1-2min ve ||¢(xo) - x0|| = "[F X )'F (xo)" <n

oldugundan x = ¢(x) denkleminin dolayistyla F (x) = 0 denkleminin tek bir x* € §, (x,)

¢bziimil vardir ve terimleri (3.1.3) bigiminde tanimlanan (x,) dizisi x" ¢dziimiine (3.1.14)
hiziyla yaklagir.
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Simdi F (x) operatoriiniin
F (x)=F,(x) +F, (x)
seklinde gosterilebildigini varsayalim. Eger F,(x) operatorimiin F, (x) , 3- tirevinin
[F, "(x)] " tersi varsa ve kolayca hesaplanabiliyorsa , F, (x) operatérii ise norma gére yeteri

kadar kiigiik bir operator ise

F,®x)+F,x)=0 (3.1.15)
Denkleminin tahmini ¢dziimiiniin bulunmas i¢in terimleri

xn = xn—l _[F'(xn—l)]_l(};;(x —1) +F‘2(xn-l)) H n= 1’ 2: (3116)
biciminde veya

%, =% - [ROIEED+EEL) . n=12%..  GLID)

seklinde tanimlanan iterasyon proseslerinden birisinin kullamimas: faydah olur. Omegin
(3.1.17) prosesinin yakinsaklifina dair su teorem ispatlanabilir:

Teorem 3.1.3 : X bir Banach uzay1, F,: X—> X operatérii S, (x,) X yuvarnda 3 -

titrevlenebilir ve her x,ye S, (x,) i¢in

|7 - F ),

<ilx-y| (3.1.18)

olacak sekilde bir /, > 0 sayis1 ve F, '(xo) € L(X) operatérimniin [F, '(xo)] 1 tersi meveut ve
[E o)1 | < m B eI E (o) < G.L19)

olacak gekilde m, > 0,7, > O sayilari varolsun. F,: X —>X operatérii her xe §,(x,) i¢in
IIE o) E,x)| < 7, (3.120)

veherx,y € §,(x,) i¢in

IF, ) - F,)|| < 4,|x—- ¥ (3.121)

olacak gekilde 7, > 0, [, > O sayilan varolsun. Eger

50 -~ 1_\/1—27”111(771 +7]2) <7

mlzlz2 <1-2ml(m +m,) ve =
mh



ise (3.1.15) denkleminin tek bir x* S5, (%,) ¢Oziimii vardir ve terimleri (3.1.17) bigiminde
tanimlanan iterasyon prosesi x* ¢oziimiine

@ =1-J1-2m},(m, +m,) +m,

olmak iizere

&
x, —X

<N _(g+n) ,n=12,.. 3.122)
1-¢,

hiziyla yaklagir.

Ispat:
$ () =x-TF, (%) F,(),
$, () =-[F, &) F, (),
P(x) = ¢ (x) +9,(x)
ve x€8,(x,) olmak iizere (3.1.15) denklemi
x = ¢(x) (3.1.23)

denklemi geklinde yazilabilir. ¢(x) operatorinin m yuvarint kendisine doniigtirdigini
gosterelim. Herx e W i¢in
#(x) -xo =[F, )] F, (xo)x-%,) -F,(0) +F,(x,))
- Fy @] TF (o) - [F, xo)] T F,®)
esitligi dogru oldugundan (3.1.18) ve (3.1.20) esitsizlikleri kullamlarak
lp(x) - x,| < %m,lléoz +70 +1,

elde edilir. &, sayis1

_;-mlllaz —0+m+n,=0

denkleminin kiigiik kokii oldugundan son esitsizligin sag yani &, ‘a esit olur. Béylece her
x € S5 (x,) igin
”¢(x) —Xp “ <&,

olur ve dolaysiyla
¢ (SJ,, (x0)) c 85, (x,)
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olur.

$imdi #(x) operatdrimiin S, (x,) yuvannda bir daralma dénigimi oldufunu
gosterelim. Herhangix ,y € S5 (x,) igin

#(x) - () =x—y~[F, &I F,®-F,®)-F, &)1 F,®-F,)
oldugundan (3.1.18), (3.1.19), (3.1.21) kosullan kullanilarak

“¢(x) -y )" < (ml o, +my, )"x =)y "
egitsizligi elde edilir. Dolayisiyla

m1’ <1-2m,(n, +1,)
durumunda

mlé, +ml, <1

olduundan ¢(x) operatdri S (x,) yuvarnda

g, = 1~ 1-2m} (e +1,) +ml,
katsayisiyla Lipschitz kogulunu saglar.

l-¢, = \/] =2ml,(m, +n,) ~myl,

ve
“¢(xo) — (%, )” <(1-4,)5,
oldugundan X = @(x) denkleminin , dolaysiyla (3.1.15) denkleminin tek bir

x“ € 85 (x,) ¢bziimii vardir ve terimleri (3.1.17) seklinde tammlanan (x,) dizisi x"

¢oziimine (3.1.22) hiziyla yaklagir.
Teorem 3.1.1 , Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.3 ' iin kogullarindan gériildiigi gibi (3.1.2)
, (3.1.3) ve (3.1.17) iterasyon proseslerinin yakmsakligns x, baslangi¢ yaklagimmm (3.1.1)

denkleminin x~ ¢dziimiine yeteri kadar yakm oldugu durumda gergeklesebilir. Bu nedenle s6z
konusu 6zellige sahip baglangi¢ yaklagimlarn iyi segilmesi 6nem tagimaktadir.

NOT : F,(x) =0 denkleminin bir x,” ¢ziimii varsa (3.1.17) iterasyon prosesinde X,

baglangig yaklagim olarak x,” elemani veya x(,* elemanma yakin olan herhangi bir elemanin
alinmasi faydali olur.( Bkz. Problem 3.2.8)



3.2 Lineer Olmayan Fredholm integral Denklemlerin Newton Metodu ile

Coziimii:
b
()= [f@.sx(s)ds , a<t<b (B2.1)

lineer olmayan Fredholm integral denklemini géz oniine alalim. Burada fit,s,x) siirekli ve x
degiskenine gore birinci mertebeden siirekli kismi tiireve sahip bir fonksiyondur.
X = (Cla,b], || ,) Banach uzaymnda

b
FEIO =x) - [ f(,5,x(s)ds , a<i<b (22)

bigiminde tamimlanan F : X— X operat6rii yardimyla (3.2.1) denklemi F(x) = 0 operatérli
denklem geklinde yazilabilir. Bu denkilem igin Newton iterasyon prosesi su sekilde kurulur:
x, € C[a,b] baslangi¢ yaklasim olsun. Birinci yaklagim olan x,(#) fonksiyonu

F'(x,) (%) =F (x,) (323)

denkleminden (x(t) = x,(¢) bilinmeyen fonksiyondur.) bulunur.

F (%) B=h0) - [ £,(t,5,%,(s))h(s)ds

oldugundan (3.2.3) denklemi ¢ekirdegi
K(t,s) = f,(2.5,%,(5))
olan

h) - [K(t,5)h(s)ds = g, (0)

lineer integral denklemi bigiminde yazilabilir. Burada
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h(t) = x,(#)- x, ()
o) = [ 1,5, %,(s))ds — x,(®)

sonraki x,(f) , n=2,3,..yaklasimlar

b) - [K(t,5)h(s)ds = g, (0)

denkleminden bulunur. Burada
h)=x,(0)-x,,(®),

ve
gn—l (t) = J‘f(t’sa xn—l (S))dS - xn—l (t) ,» 1 =2: 3,

olur.

Teorem 3.1.2 ' den doklay1 su teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.2.1: x(t) € C[a,b] baslangi¢ yaklagimi ve fit,s,x) fonksiyonu i¢in
1) fit,s,x) ve £ (t,s,x) fonksiyonlan G iizerinde siirekli ve her (t,s) €[a,b] 2 ve X,, X, €[-1,1]
icin
|f8,x) = f.@8,5,)| < Llx, —x,| 5

2) R(t,s) fonksiyonu K(t,s) =f, (t,s,x,(s)) ¢ekirdeginin resolventas: olmak iizere

b
max{ ﬂR(t, sds:tela,bly<m, ;

3) lgo] <
4)q,=20b~-a)1+m,)>, P, <1
olacak sekilde m,, /,, P, pozitif sayilan mevcut olsun. Bu durumda
rob-a)(1+mg)l,=1-{1-¢,
<r(-a)l+m,)l,

ise
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x) = [ £(t,5,%(s))ds

denklemininx* € § (%) seklinde tek ¢dziimii vardir ve bu ¢dziim terimleri

X, ©=%,, @0+ [RE[ f 5.6, %,2 () ~x, (s ,n=12...

bigiminde tanimlanan (x ,, (t)) fonksiyon dizisinin limiti olarak bulunabilir ve (x , (t)) dizisi x ®

¢oziimiine
x” _x' __(l——_____ U1“q0)(1+}no)l)0
® v1-9g,

hiziyla yaklagir.

Q(t,s,x) = fit,s,x) - H(t,s,x)
ve

b
F, (0 =x() - [ H(t,5,x(s))ds
b

F, 00 =~ [Q,s, x(s))ds

olmak iizere (3.2.2) denklemini

Fx+F,®=0 3.24)
seklinde yazalim. Bu denklem igin (3.1.17) iterasyon prosesi su sekilde kurulur:
x,€C[a,b] herhangi baglangi¢ yaklasimu olmak iizere birinci yaklasim olan x,(t)
fonksiyonu
F, (xoh=-F,(x,)-F,(x,) (3.2.5)

denkleminden bulunur.
b
F, &odh=het) - [H, (t,5,%,(s))h(s)ds

oldugundan (3.2.6) denklemi , ¢ekirdegi
R(@t,s)=H (8,5,%,(5))
olan

ht) - j R(, )h(s)ds = g, (f)



49

lineer integral denklemi geklinde yazilabilir , burada:
h@®) = x, () — x,(¢)

B0 = [ H( 5,5, + [ 0,5, % (s - %09
dir. Sonraki yaklagimlar

b0 - [ R s = F, 00
denkleminden bulunur. Burada

B = X, ()~ %, +(0)

g:n—l (t) = j‘H(tfg’xn-l (S))df +iQ(t,S, xn—l (S))dy - xn—l (S) 0= la 2’

dir. Teorem 3.1.3 ' den dolay: su teorem ispatlanabilir.

Teorem 3.2.2 : x,(f) €C[a,b] herhangi baglangic yaklasim ve H(,s.x), Q(ts,x)
fonksiyonlan igin
1) H(ts,x) ve H, (t,s,x) fonksiyonlan G iizerinde siirekli ve her (t,s) € [a,b] & X, X, €[-r1]
icin
H,(t,8,%)—H, (t,5,%,)| <lx x| ;

2) R(,s) fonksiyonu R(Z,s) = H L(t,5,%,(s)) ¢ekirdeginin resolventas: olmak iizere

max { j‘lﬁ(t, s)]ds :tela,bl}<m, ;

3) ”Fl(Jco)"m <k s

x_xo(t)l <ry<q,

4) max{ ﬂQ(t,s, x)ds;t € [a,b],

5) Y(,s)ela,b] ve Vx,,x,e[-rr] igin
10a,5,%) ~ 0, 5,%)| < Ly |7y —x,|

6) gy =1-2(1+my )2 (b -al, (P +1,")>(my L,)?
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olacak sekilde negatif olmayan m,,!,',P,,n, ve L, sayilan mevcut olsun. Bu durumda

A+my )b —-a),8,=1- ,/1 ~qo <r(L+my )b —a)l, ise (3.2.4) denkleminin tek bir

x" € 85, (%,) ¢Oziimii vardir ve bu goziim terimleri

X, 0= [H(,5%,,()ds+[00,s,%,.,(s)ds

b b b
+ (R Hs.&, %, (Ve + [ 0(s.£, %, (ENAE =, (5)Mis
n=123,... (3.2.6)
bigiminde tanimlanan (x , (t)) dizisinin limiti olarak bulunabilir ve
g, =1—l1—q' + (A +my" )b ~a)L,’

olmak iizere (x , (t)) dizisinin x~ (t) ¢éziimiine yaklagma hiz1 :

»
X, —%|

= ‘i (1+mq )P, 1 )
1-g,
esitsizligi yardimyla verilir.
Vx,yeS,(x,) icin
|Fr@-F o), <@-ak |-,
7 @or| <1+m,
i @ R <a+my)p
5 G B <@+mym,

|70~ B0 <@ -a)Ly Jx- ],

ifadeleri dogru oldugundan Teorem 3.1.3 'deki /,m,,7m,,7,,/, sayilan olarak sirasiyla
G-a), 1+m,' . A+m," )P, (1+m,)n,',(b—a)L, saylan almrsa Teorem 3.2.2 'nin
dogrulugu goriiliir.

Eger teoremde ad1 gegen H(t,s,x) fonksiyonu fit,s,x) fonksiyonuna yeteri kadar yakn bir
fonksiyon ise
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b
xt) = j H(t,s,x(s))ds (G.2.7)

denkleminin ¢6zimii (3.2.1) ve (3.2.4) denklemleri igin baglangi¢ yaklagim olarak kabul
edilmesi faydal olur. Omegin Hit,s,x) fonksiyonu olarak fit,s,x) fonksiyonunun herhangi bir

tam ortonormal (@, (s));., fonksiyonlar sistemine gére

fes0= 3 1, (60w, (5)

k=1

Fourier serisinin m. kismi toplami1

His) = 3 £, 00, (s)

fonksiyonu segilebilir. Bu durumda (3.2.5) denklemi dejenere ¢ekirdekli bir lineer integral
denklem oldugundan bu denklemin ‘ﬁ(t, s) resolventasi kolayca bulunabilir.

ORNEK 3.2.3: x(t) = I[l + -;—xz (s)sin ts)ds (3.2.8)
0

integral denklemi igin bir x , (t) baslangi¢ yaklagimu bulalim.

, s’ s
smts=st - + = soogll
6 120
Taylor serisinden yararlanarak

fit,s,x) =1 +-;—x2 sin zs
fonksiyonuna yakm olan
Htsx)=1+ %xzts
fonksiyonunu ele alahm. Bu durumda (2.10.7) denklemi
1 1,
x® = ([1 +-x(s)islds (3.2.9)
0
bigiminde olur. (3.2.9) denkleminin ¢éziimii
1 1
c=—|sx?(s)ds 3.2.10
2! (s) (3.2.10)

olmak iizere
xt)=1+ct
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seklindedir. x(t) ' nin bu ifadesini (3.2.10) ' da yerine yazarsak:
3c¢?-16c+6=0

denklemi elde edilir. ¢ = 0.405887 bu denklemin bir ¢ziimii oldugundan
X, () = 1+0.405887 t

fonksiyonu (3.2.8) denklemi igin bir baglangi¢ yaklagim olarak segilebilir.

ORNEK 3.2.4: x,(t)=0.9t baglangig yaklagimi olmak iizere

1
3
x@) = | tsxz(s)ds+zt (3.2.11)
0
integral denklemini Newton metodu ile ¢oziiniiz.
fit,s,x) = tsx>  vef . (t,s,x) =2tsx fonksiyonlarn

G={({t s, x)eR’ : 0<t<1,0<s<1, —o0 < x <o} iizerinde siirekli oldugu
ve her (t,5) €[0,11* ve x,,x, € (~®0,0) igin
|f.t.5,%) ~ £, (t,5,%,)| = 2s]x, — x|
<2px, —x,|
oldugu agiktir. Béylece /, =2 elde edilir.
Simdi x ; (t) = 0.9t baglangi¢ yaklagimi olmak {izere
K@,s) =1, t.5%,(s))

=1.8ts’
gekirdeginin resolventasmni bulalim.

FEO®) = () - j tsx? (s)ds — %t
0

bigiminde tammlanan F :C[0,1]— C[0,1] operatériiniin x ,(t) = 0.9 t noktasinda J - tiirevi

F'(x0)h =he®) - 2 [ 155, (s)(s)dls
[

1
=het) - 1.8 [£s>h(s)dls
0

oldugundan q(t)e C[0,1] herhangi bir fonksiyon olmak iizere



1
qét) =h@) - 1.8 j' ts>h(s)ds (.2.12)
0
lineer integral denkleminin ¢6ziimiiniin bulunmasi gerekir. (3.2.12) denkleminin ¢oziimii
1
o= [s*h(s)ds
0

olmak iizere
h(t) = 1.8 ct +q(t)
bigimindedir. Burada ¢ sayisin1 bulmak igin
h(s) = 1.8 cs +q(s)
esitligini s > ile carparak bulunan esitligin [0,1] fizerinde integrali alinmasi gerekir.

1
[s*h(s)ds =18¢

0

© Sy =

1
s*ds + jszq(s)ds
0
olur ve dolayisiyla
36 |
o= [ s*q(s)ds
119
elde edilir. Boylece (3.2.12) denkleminin ¢éziimii

36 |
— 2
h(t) = q(t) + H!ts q(s)ds

olur. Buradan
36 ,
Ri,s)= —1s
) T
oldugu goriiliir.
1
[|Ret, s)is = 12,
° 11
oldugundan
h 12
max{ [|R(t,s)ds : t [01]} = m
0

olur. Diger taraftan
9 811 3 21
o) =——t+——t+t=—"—t
10 1004 4 400

oldugundan
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21 21
= —t 01} =——
lgo]., = max { 400t te[01]} 200

i 12 21 5
Baylece 10=2,m0=ﬁ,}’0=z(—)6ve b-a=1 oldugundan
11109

=2b-2a)1+m,)?%l, P, = <1

qo=20-a)1+mo)" Lo Fo = oo

elde edilir. Bu durumda

. 110 — /991
0 460

olmak iizere terimleri (3.2.11) denkleminin tek bir x” (t) € §,, (%) gdziimil vardir ve bu géziim

3, ] 36 ¢, ‘ 3
%=+ s+ T T ()4 5[0, E)dE + sl

bigiminde tamimlanan (x, (t)) fonksiyon dizisinin limiti olarak bulunabilir ve (x ,(t)) dizisi
x " () =t ¢dziimiine

460 110—+/991,
< ( )y,
© " 991 110

#

X, — X

n=1,2,...

hiziyla yaklagir.

ORNEK 3.25: x,(t)=0,01+cos 27zt baslangic yaklagimi olmak iizere
T 1
0=~ [#sin2zs x> (s)ds +cos 2t (3.2.13)
0

integral denklemini Newton metodu ile ¢6ziiniiz.
T . 2
fit,s,x) = — Et sin27zs x
fonksiyonu ve onun
f.tsx)=—natsin2zwsx
kismi tiirevi
G={{tsx)e R’ :0<t<1,0<s<1, —c0<x< 0}
iizerinde siirekli oldugunu ve her (t,s) €[0,1]1> ve X,, X, € (—0,0) igin
lj;c(tas:xl) - .f;c(tasaxz)| = m‘lsm 2ﬂs”xl - le

< 7lx, - x|
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oldugu agiktir. Béylece /;, =z olarak bulunur.
Simdi
K(t,s) =£, (5%, )
= —gptsin27s (0,01 +cos 27s)
gekirdeginin R(t,s) resolventasini bulalim. Bu nedenle

1
F&)(t) = x(t) +% I tsin 2zzs x*(s) ds - cos2mt
0
bigiminde tammlanan F : C[0,1]— C|[0,1] operatérimiin x, noktasinda J - tiirevi :

1
F'(xo)h =h(t) +7rJ‘tsin 275 x,(s)h(s) ds
0

=h(t) +7[jt sin 275 (0,01 +cos 2 7 s)h(s)ds
]

oldugundan q(t) € C[0,1] herhangi bir fonksiyon olmak iizere

q(t) =h(t) +7rjt sin 275 (0,01 +cos 2 7 s)h(s)ds (3.2.19

0

lineer integral denkleminin ¢dziimiiniin bulunmas: gerekir. (3.2.14) denkleminin ¢6ziimii

c= j'z' sin 27 (0,01 +cos 2 77 s)h(s)ds

0

olmak iizere
h(t) = qt) - =t
oldugu gériiliir. Bu ¢ sayismi bulmak igin
h(s) = q(s) -ms
egitligini sin 275 (0.01 +cos2zs)  ile garparak bulunan esitligin [0,1] Gizerinde integrali
alinmasi gerekir.

1 1
Itsin 275 (0,01 +cos 2w s)h(s)ds = -7c Is (0,01 +cos 2z s)sin 27z sds
/] 0

1
+I (0,01 +cos 2z s) sin 27w s q(s) ds
0

(3.2.15)
oldugu ve




1 1
J‘s(o,m +cos 277'S) sin2ﬂsds=0.01Is sin 27s ds
0

+ Iscos27rs sin27zsds
0

| 1
=0.01 ((—) +(-—
(Zn)+( 87r)

.
100z
oldugundan (3.2.15) esitsizliginden
c= @j (0,01 +cos 27's) sin 27 s g(s) ds

olur. Béylece (2.10.14) denkleminin ¢éziimiy
0 1
h(t) = qt) -lé(;—”— jt (0,01 +cos 2 7z s) sin 2 7 s q(s) ds
0

olur. Buradan

100
R(,s) = -—ST” t(0.01 +cos27ws)sin2xs
oldugu gérilir.

1
[IRG,s)ds = 1—00—” j |0.01+ cos 27s|[sin 27s|ds
0

oldugundan

max{ ﬂR(t s : te[01]} <— 101
101 e s -
ve dolayisiyla m,= 57 oldugu goriiliir. Diger taraftan

1
g, ) =x,@0)+ —72£ Ilsin 275 x2(8)ds — cos2nt
0

1
T .
=001+cos27t +—2- Itst:zs (0.01 +cos27s)? ds-cos 2zt
0
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1
=cos27xt +-72£Itsm2m cos? 27sds-cos2zt+0.01
0

1 1
+(0.01)* % t [sin 2zsds +0.01 77t [sin 27 cos2rsdis
0 0

=0.01
oldugundan
s, = 0.01
olur.
. 101 5
Boylece I, =, m, =?7—,Po =0.01veb-a=1 oldugundan
35344
=20b-a)(1+my)* 1, Py = <1
qo=2(b-a)( o) b By 378450

elde edilir. Bu durumda

87 171553
= - )
1887 189225

olmak iizere (2.10.13) denkieminin x * (t) € S, (x,) tek ¢oziimii vardir ve bu ¢dziim terimleri

1
x,t)= -%tjstﬂX x, ,(s)ds + cos2nt
0

1
1037: )t j (0.01 +cos2zs)sin2zs

0

+(-

1
[x _,(s)+1;i [sin 272 %2 (£)dE —cos2as1ds , n=1,2,..
0

bigiminde tamimlanan (x,(t)) fonksiyon dizisinin limiti olarak bulunabilir ve (x , (t)) dizisi
x @) =cos 2zt ¢dziimine

X —X

n

« ~ 2175 V174555 189225

hiziyla yaklagir.



ORNEK 3.2.6 : x,(t)=0.9sint baglangi¢ yaklasimmi kullanarak
x() =—— [ sin [x(s)sin s + x*(s)]ds
&y

integral denklemini Newton metodu ile ¢oziiniiz.

fits %) = -s—l—sin fx(s)sin s + x*(s)}ds
7T

f.@tsx)= —l—sin f[sin s + 2x]
87

G={tsx)eR’®:0<t< 7 ,0<s< 7 ,-r <x<0.9+r, r>0}

t.s,x,), tsx,) €G olmak iizere

|£.@.5,%) ~ £.(1,5,%,)] = l—l—sin t(x, — x,)
4z

l= ——1— olarak bulunur.
4

F&x)(t) = x(t) - J—Isin {x(s)sin s + x*(5)}ds
87 %
F:C[0,7]— C[0,7] olmak iizere

F'(x,)h=h() - —l—]t‘sin t(sin s + 2x, (s)h(s)ds
874
h() - —1—]‘sin t(sin s + 2x,(s))h(s)ds = q(t)
87 %
h() - —l—sin tT (sin s + 2x,(s))h(s)ds = q(t)
87 °

h(t) - —l——sin t_[(sin s +1.8sin s)h(s)ds = q(t)
8z %
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h(t) - —2—’§sin Z‘Tsin sh(s)ds = q(t)
8z 2

o= [sin sh(s)ds
[\]

olmak iizere

h(t) = q(t) + —Zﬁsin fc
87

oldugu gériiliir. ¢ sayisini bulmak icin agagidaki iglemleri yapalim.

c= [sin s(q(s)+>Zsins c)ds
0 &z

28 ., T
c= gc}[sm sds+‘!'sm sq(s)ds

) T +]t.sin sq(s)ds

0
28 7
c= —c—+ | sin sg(s)ds
8z 2 ! 9(5)
14 %
= ——c+ | sin sq(s)ds
o= ot [snsg(e)

c¢=0.175¢c + I sin sq(s)ds
0

c-0.175¢= Isin sq(s)ds
]

z

I
- in sq(s)ds
°" 0825 ;,f sin 5q(s)

c=1.2121 Isin sq(s)ds
0
olarak bulunur.

h) = q(t) +2;8—sin ! .2121_”[sin 5q(s)ds)
87 °
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olur. Buradan

J'sin tsin sq(s)ds

1]

3.3938
h(t) = qt) +
87

D 3.3938% . .
[F'(xo)] ™ a9 = q@) + === [ sin sin sq(s)ds
]

7 e, <+ 2228

I sin sds)|q],

<1+

6.7876
) ll.

6.7876
8z

olarak bulunur.

ise m=1+

I e < 1+ 6.7876

[F'(x4)] " F(xo)h(t) = F(x o h(t) +

538 [sin ¢sin sF (x, Y(s)dis
T 0

=h() - L_[sin tsin sh(s)ds
87y

3 39387%

Ism tsin s[h(s) — —Ism ssin Eh(E)dE \ds

3.3938%

L7 Geo )T F o) < 1+ j in sds) h(t)—— j sin 7sin sh(s)ds
<8 7876) 0+ —)llhIL,

P e Fe) < a+ 2+ )

n=Q+ 6. 7876)(1 _)



olarak bulunur. 2m/7 <1 olmaldur.

2m i =20+ 2220

2 1 1
— (1 +—
) 47r( 47r)

—(+ 67876)(__)(1+47z')

6.7876_1+4rx
=1+
( 87 X 87> )
= (127)(0.17182)
=0.2182 <« 1

2m/n <1 kosulu saglanir. Son olarak

1-1-2min
ml

_ 1-41-0.2182

0.101

_ 1-40.7818

0.101
r, =1.146
olarak bulunur.

rb:

0

ORNEK 3.2.7 :x,(t) = ¢ baslangig yaklagim olmak iizere

1
x() = 1 j te’x*(s)ds +e!
8 0
integral denklemini Newton metodu ile ¢oziiniiz.
1 1
x(t) = — | e’ x*(s)ds + e~
®=3 j (s)
1 s .2
fit,s,x) = gte X

1
f_tsx)=—te’x
. ,5,%) p
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G={tsx)eR’:0<t<1,0<s<1 ,l -r <x<L 141, r >0}
e

t.s,x,), tsx,) €G olmak iizere

1
5. ) £l = e )
< lelx1 - x,|
4 2
= %e olarak bulunur.

FX)({) = x(t) -%J‘te‘x2 (s)ds—e*

F:C[0,7]— C[0,7] olmak iizere

F'(x,)h=he) -% [t x,(s)h(s)ds

olur. Buradan hareketle denklem
l 1
h) - [tex(syn(s)ds = a)
0

1 1
he) - !‘ h(s)ds = q(t)
halini alir.
1
o= [h(s)ds
0
dersek

c= :l:(—::sc +q(s))ds
c= %c + :!'q(s)ds

%c = [q(s)ds
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q(s)ds

q]oo
O‘—-p—‘

olarak bulunur ve yerine yazilirsa

e = %itq(s)ds +q()

[F'(xo)1 a0 = [1g(s)ds + 40
o 2

I o, =+ fal,

= 2 Jal.

4
olur. Béylece m = > olarak bulunur. Simdi 7' y1 hesaplayalim.

[F' (xo )] Fls) = 2 [A1F 3 Xs) s + F 5 )O)

%j: x,(s) — %j:sefxz (&)dE —e*ds

+ x, ()~ %Ite‘xj (s)ds—e™

ol 11 1_s
7£—§£s édé]ds—é'([e ds

t 21
_(;_1)8(75 D
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—e
=—t
Te
. 1 e-11 8
”[F (x,)] F(Xo)“S—e— 37
=
Te
bulunur. 2min <1 olmahdir.
2mln:2 _4_. le i_—_l
4 Te
2(e-1) <1
49
istenilen sart saglanmagtir.
y = 1-\1-2min
° ml
1- 1-2(‘;;1)
(Y
——e
74
1 [9-2-)
49
ry = ]
—e
7
1_1/49——2(e—l)
- 7
A ]
—e
7
., 7—1/49—2(e—1)
=
e

olarak bulunur.
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Problem 3.2.8 :
1
o) = J‘ ette e Wt __t_l_I[eH -1] (3.2.16)
) —

integral denklemini Newton metodu ile ¢oziiniiz.

@(x) =/t fonksiyonu (3.2.16) denkleminin bir ¢dziimii oldugundan x(f)=0
fonksiyonu

1
x(t) - [e*P[e™ <O _11ds=0 3.2.17)

0
denkleminin bir ¢éziimii oldugu agiktir.
H(S,X) = e_z‘/;(x_xz) —1 , Q(t,S,X) = (1_ es(t—l) )( e—Z\/;(x—xz) -1 )

ve

F, 00 = x@)- [ H(s,x(s))ds ,
0

F, 00 = [0@,s,x(s))ds

olmak uzere (3.2.17) denklemini
F,)+F,(x)=0 (3.2.18)
operat6rlii denklem geklinde yazabiliriz.

0 <r <1 olmak tizere

% €5,/ (6)={xe ClO1:[], < 7%)

G={(t,s,x)eR® :0<t,s < 1, xo(s)—%st xo(s)—l-%}
olsun.

HEx) = e 2 11 H_(s,%) = -2(+fs +x) e 2
fonksiyonlann G tizerinde siirekli fonksiyonlardir. gx) = -2 Vsx—x* olmak iizere her
s€[0,1] veher x,,x, €[x,(s)~- V,xo(s)+%] igin

H,(sx,)-H, (sx,)= Z(J; +x 1)(eg(”‘) — 80 P2(x, - xz)eg(x’)

g(xl)-g(x2)=-2\/§( X=Xy ) - (X=X, )(x;+%,)
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HEx) = e 2 21 H_(5,%) = 2(¥s +x) e 2V ¢
fonksiyonlar1 G iizerinde siirekli fonksiyonlardir. g(x) = 2+fsx—x> olmak iizere her
s€[0,1] veher x,,x, e[xo(s)—V,xo(s)+ %] icin
H,(5.x,) -H_(5,x,) =2(vs +x (€5 —ef®)42(x, - x, ) 52
80x,) - 8(%,) = 245 (%,-%,) - (%;- X, (X, %,)
oldugundan her x,,x, €[x,(s)~ 7 X () + %] icn €5 <1,

<2(1+7)x—x,| elde edilir. Bu

|g(x) — g(x,)| < 2(1+7)|x; —x, ve le‘ =) _ g8(x2)
nedenle her s& [0,1] ve her x,,, €[x,(s)— 7 %, (5) + %] igin

|H,(s,%,)— H,(5,%,)| < 21+ 2(1+7)*)|x, — x|
olur. Bdylece Z =2(1+2(1+7)>)  elde edilir. X, € S—%(ﬁ) bir baslangi¢ yaklagimi
olmak iizere

R (9) = H,(5,%,(s) = = 2( Vs +x,(s))e ™ *Lror="¢
gekirdeginin R(s) resolventasim bulalim.

R0 = x(0)- [ H(s, x(s))ds

0

bigiminde tammlanan F,: C[0,1]— C[0,1] operatériiniin x , (t) noktasmda J - tirevi

F'(x,)h(t) = h(t) + 2}(4? +x,(5))e” RO Olp gy

0

oldugundan q(t) € C[0,1] herhangi bir fonksiyon olmak iizere

q(t) = h(t) + 2}'(& + X, (5))e” VO Ol gy (3.2.19)

0

lineer integral denkleminin ¢éziimiiniin bulunmasi gerekir. (3.2.19) denkleminin ¢éziimii

c= 2}(«/? + X, (8))e 2V @50 py )i (3.2.20)

0

olmak iizere h(t) = q(t) - ¢ bigimindedir. h(t)' nin bu ifadesini (3.2.20) denkleminde yerine
yazarsak



67

1
o1+ 2[ (Vs + 5, (s))e o= g ] =

0

1
2[ (s +x, () == Glg()ds  (3.2.21)
0
denklemi elde edilir. x,(¢) € E(B) baslangi¢ yaklagim igin
2

1
T(x,) = 1+ 2 j s +x,(s))e P o@="Olge o0 (3.2.22)
1]

kosulu saglansin. Bu durumda

T( ] J' (s +x,(s))e o @-=’ e (s)ds

oldugu goriilir. Béylece (3.2. 19) denkleminin ¢6ziimii

i?i(s = — ‘/—+xo s ~24f520 ()22 ()
7 ( oy 5 +x(se
olmak iizere
1
ht,) =[5 (%)1" 9@ = a® + [R(s)q(s)ds
(1]
elde edilir.

I , (S)lds < I l _”J_ +x, (s)le'z‘f %0 (8)-5"(5) g
oldugundan m, sayisi olarak

= IT( L ey +xy (OO

almabilir.

}_’0'= max{ :te[0,11}

1
X, (l) _ I (e-z\/;xo ()% (5) _ 1) ds
0

-2Vsx(s)-x*(s) _

. 1

My = max{”l —e“(""l e <r}
0

diyelim. Her (t,5) €[0,1]° veher x,,x, €[%,(s) =7/ , x,(s)+ 7 1 igin

,Q(t’s,xl) - Q(t,s, x2)| = l(l _ es(t—l))(eg(xl) _ eg(xz))
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<2(e-1D1+r)x ~ x|
oldugundan L, sayisiolarak L, = 2(¢ —1)(1+7) almabilir.

Béylece x, € E;(G) baslangig yaklagim i¢in (3.2.22) kogulu ve
2

gy = 1- 20+ mIL, T (P, +17,) > (m, L)

A+m)5, =1-1~q, <r(1+;77;,)£2°—

esitsizlikleri gergeklesiyorsa (3.2.16) denkleminin tek bir x* (t) = 0 ¢dziimii vardir ve bu ¢oziim
1

J; +x(s 252y ()~ 2,2 (5)
T(xo)( o(8))e

R(s)= -

olmak iizere terimleri

1
- 2
X, (t) = — j-es(t—l)(l_ e 24/5%,_1(5) x"“(s))ds _
0

1 1 4 ,
I R($)[x, ,(s)+ Ie"“’(l —e VO Oy n=12,..
0 0

bigiminde tamimlanan (x, (t)) dizisinin limiti gibi bulunabilir ve  (x ,(t)) dizisi Xt =0
¢Oziimiine

@, = 1-1~q, + (1 +my)L,
olmak tizere

.. < l&.);a +m)B+7) =l
—4q,

hiziyla yaklagir.




69

KAYNAKLAR DiZiNI
AKSOY ,Y. " integral Denklemler." Cilt I . Istanbul 1998.
BAYRAKTAR , M . " Fonksiyonel Analiz ." Atatiirk Universitesi . Erzurum 1996

HUTSON , V. PYM. J. " Applicatious of Fonctional Analysis and Operatér Theory " Acad
Press London , New York 1980

HUSEYNOV, A. 1. (Integral Tenlikler ) , " integral Denklemler " , Maarif , Bakii 1981

KANTAROVIC , L.V., AKILOV G. P. ( Fonksiyonelnmy Analiz ) , " Fonksiyonel Analiz ." ,
Nauka , Moskova 1984

KRASNOSELSKIY , M. A. ve b. ( Priblijonnoye Reseniye Operatornth Uravneniy ) , "
Operatdr Denklemlerin Tahmini Céziimi ", Nauka , Moskova 1969

KREYSZIG , E. " Introdictory Fonctional Analysis With Application " New York 1987 ,
(Tiirkge Uyarlayan ONER , C., Ankara 1998)

MOORE , R.H. Newton Method and Variatious " Nonlinear integral Equations " University of
Wisconsin Press , Madison 1964

MUSAYEV , B. . (Konctruktivniye Metod: Reseniye Singulyamih Integralmh Uravneniy ) ,
"Singiiler integral Denklemlerin Konstruktif C6ziim Yéntemleri " , Dr. Tezi , Tiflis 1988

MUSAYEV ,B.1., ALP, M. " Fonksiyonel Analiz ." Ders Notu , Kiitahya 2000

NOBLE , B. The Numerical Solution of Nonlinear Integral Equations and Related Topics.
"Nonlinear integral Equations " , University of Wisconsin Press , Madison 1964

PETROVSKIY , 1.G. ( Leksii Po Teori Integralnth Uravneniy ) , " integral Denklemler Teorisi
Notlan " Nauka , Moskova 1965



70

RUDIN , W. " Functional Analysis " , Tata Mc Graw - Hill Publishing Company Ltd. , New
Delhi 1973

TRENOGIN , V.A. (Fonksiyonelniy Analiz ) , " Fonksiyonel Analiz ." , Nauka , Moskova 1980

TRICOMI , F.G. " integral Equations ", New York 1957

VERTGEIN , B.A. " On Conditions of Newton ' s Method ", Dokl. Akad . Nauk . SSSR , 110,
1956 ,s.719-722



