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OZET

Mutlak Toplanabilme Carpanlari {izerine hazirlanmig bu tez ii¢ bélimden olusmaktadir.

Birinci béliim de tez igerisinde kullanilan tamimlar sunulmaktadir.

Bolim  2°de ,N, P,

ktoplanabilme metodu igin bazi teoremler ve lemmalar
sunulmaktadir.

Son olarak Bélim 3’te, Bélim 2’de IJT/, D,

ktoplanabilme metodu igin sadece

ifadelerini verdigimiz teoremleri ’ﬁ, P, ;S‘k toplanabilme metodu i¢in ifade ve ispat edecegiz.

Anahtar Kelimeler: Serilerin mutlak toplanabilmesi, mutlak toplanabilme ¢arpanlari, hemen

hemen artan dizi, Riesz toplanabilme metodlar:



ABSOLUTE SUMMABILITY FACTORS

Tufan Sait KUZPINARI
Department of Mathematics, MsC Thesis, 2000
Supervisor : Prof. Dr. Hiiseyin BOR

SUMMARY

This thesis which based on Absolute Summability Factors, consist of three chapters.

In the first chapter, some basic definations have been given.

In the second chapter, some theorems and lemmas have been given for |ﬁ, D, \

summability method.

In the third chapter, when we given only their expressions of theorems and lemmas for
‘N, pn]k summability method in chapter two, have been prooved for ‘ﬁ, p”;é"k summability

method.

Keywords: Absolute summability of series, absolute summability factors, almost increasing
sequence, Riesz methods of summability
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SIMGELER DiZiNI

Simgeler Aciklama

N Pozitif tamsayilar kiimesi

(sn) ian serisinin kismi toplamlar dizisi
n=1

(sw) = 0O(1) (sn) dizisi sinirh

Z a, i a, serisi
n=1

(Xo) Pozitif terimli kat sayilar dizisi
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GIRIS

Mutlak toplanabilme ¢arpanlar1 konusunda, &nce sirasiyla lﬁ,pn| toplanabilme

garpanlar1 ve W, D,

. toplanabilme g¢arpanlar: ile ilgili bilinen bazi teoremler ifade ve ispat

edilmisti. Bu tezde de bugiine kadar bilinenlerin genellestirilmisi olan \ﬁ,pn ; Blktoplanabilirligi

i¢in bazi teoremlerin ifadeleri ve ispatlar1 sunulmusgtur.
Birinci béliimde mutlak toplanabilme garpanlari ile ilgili tanimlara yer verilmistir.
Ikinci boliimde verilen teoremlerle tigiincii bilimde verilen teoremler arasindaki fark su &zel

durumda incelenmektedir.

&= 0 icin [N, p,;5

\ toplanabilirligi ’N, P,

) toplanabilirligi ile aynidir. Eger VneN

i¢in p,=1 alirsak ’N,p”;é"k toplanabilirligi

Cl,; é'lk toplanabilirligine indirgenir



BIiRINCi BOLUM

Bu béliimde ilk olarak tez igerisinde sik¢a faydalandigimiz tanimlari sunmakla ise
baslayalim.

Aksi bir sey sdylenmedigi taktirde bu ¢alijmamizda bastan sona kadar (s,) , Ya,

serisinin kismi toplamlar dizisini ve (p,),

Sp,  ow

v=0

o
=
I

olacak sekilde pozitif reel sabitlerin bir dizisini gdsterecektir.

Tamml.1.

Bir >, serisi verilmis olsun. Eger Ya, serisi bir B toplama metodu yardimiyla

toplanabiliyorsa (A,) dizisine Xa, serisinin B metodu igin bir toplanabilme garpani denir

(Hardy,1949).

Tanim1.2.

a >-1 olmak lizere 6 ve t sirastyla Xa, serisinin ve (na,) dizisinin a.. mertebeden n.

Cesaro ortalamasini gostersinler:

1 &
a _ a-1
o-n - a n-v-v
n V=
1 &
a _ a-1
t, = — ZA,,_V va,
An v=l

+
A® = (n a):Q(n“) , A3 =1 ,n>0 igin 4% =0
n



Eger;

o

Zla" -0’ < ©

n n-1
n=1

ise 2.a, serisi |C,a toplanabilirdir denir (Fekete,1911).

Burada;

to n(c,-o5.,)

oldugu biliniyor (Fekete,1911).

Tanim1.3.

k>1 ve 80 olsun. Eger;

ise Z a, serisi |C, oy toplanabilirdir denir (Flett,1957).

Ayrica;

k

a a
O-n - o-n—l < @©

o0
Z n6k+k-1

n=l

ise Z a, serisi |C,o;0 toplanabilirdir denir(Flett,1958).

Ozel olarak =0 ve a=1 igin |C,a;8| toplanabilirligi sirasiyla |C,al ve |C,1;8); "

toplanabilirligi ile aynidir.



Tanmim1.4.

Pozitif terimli (a,) ve (by,) dizileri verilsin. Eger her n > ny i¢in a, < ¢.b; olacak sekilde

¢ >0 veny 21 tam sayisi1 varsa, a,=0(b,) , n—> seklinde yazilir.

Tanim1.5.

Eger;

4 = O(logn), n—>

ise, 2.a, serisi 1-indisli logaritmik ortalama yardimiyla kuvvetli sinirh veya kisaca [R,logn,1]
sinirlidir denir (Pati, 1962).

Tanim1.6.

k>1 sabit bir say1 olmak iizere

= O(logn), n—>00

ise, Xa, serisi k-indisli logaritmik ortalama yardimiyla kuvvetli sinirli veya kisaca [R,logn,1];
stmirhdir denir (Mishra, 1965).

Simdi (p),

P, = pot pit P2t Pa —>®0 ,nh—> ©

olacak sekilde pozitif sayilarm bir dizisi olsun ve

tll = %ipvsv

n v=0

yazalim.



Taniml.7.

Eger,

dolsl = O(F,)
v=1

ise Yay serisi [ N ,p,] stirlidir denir (Daniel,1964).

Tamm1.8.

k>1 sabit bir say1 olmak {izere

3 pls,

v=l

= O(P,) , n—> o

ise Ya, serisi [ N ,pyJx sinirlidir denir (Bor,1985).

k=1 i¢in Tanim1.6 ile Tanim 1.7 aynidir.Fakat k>1 i¢in agagidaki durum s6z konusudur.

Eger k>1 ve X a, serisi [ﬁ ,Pulk sinurli ise X a, serisi [ﬁ ,pnJsinirli olmak zorundadir (Bor,1985).

Gercgekten de

k-1

1
-

olmak tlizere va |s, | ifadesine Holder Esitsizligini uygularsak;

v=l

n n 1 k-1 n % n %
> bp,ls | = DI, 1) (p,) S(lev ¥ pv) (va)

v=l v=1 v=l v=1

- 0{(}; i (P, )?}



= O(F,)

elde ederiz. Buda neticeyi bize verir.

Burada 6zel olarak p, = 1 alirsak;
n

P, = > p,

v=]

1 1 1
l+=+=+-+—=logn
2 3 n

oldugundan [R,log n,1]i sinirliligini elde ederiz.

Tamm1.9.

Eger k>1 ve & 20 igin

ok
Z(PVJPVISVI" =  O(F), now

v

ise 2.a, serisi

N,p ;0| sinirlidir denir (Bor,1992,1993).
Ll I

Tamm1.10.

Eger n—w igin (t,)’nin bir limiti varsa Ya, serisi Iﬁ,pnl toplanabilirdir denir
(Hardy,1949).



Tamm1.11.

Eger,k>1 igin

k-1
Z(i) |tn —tn_1|k < )

n=1 pn

ise Zan serisi IN, )

. toplanabilirdir denir (Bor,1985).

Tanmml1.12.

Eger, k=1 ve & 20 i¢in

°(p Sk+k-1
Z( - J Itn _tn—llk < ©

n=1 pn

ise Zan serisi IN, DP,30

A toplanabilirdir denir (Bor,1992).

6 = 0 6zel halinde ’N, D0

ktop]anabilirligi I-]V,p” . toplanabilirligi ile aymdir. Eger

toplanabilirligi  |C1 ,~5|k toplanabilirligine indirgenir

VneN igin p,=1 alirsak ‘ﬁ,p”;é'k

(Bor,1993).

Tanim1.13.

A ve B iki pozitif sabit olsun. Ayrica (b,) pozitif bir dizi ve (c,)’de pozitif artan bir dizi
olsun. Eger A ¢,<b, < B ¢, , neN sart: saglaniyorsa bu taktirde (b,) dizisine hemen hemen artan

bir dizi denir (Aljancic-Aramdelovig,1977).



Tamm1.14.  (Holder Esitsizligi)

p>1 1l

Il
Pk
-

olsun. Bu taktirde

]
:S
=
IA

dir (Maddox,1970).

Tamml1.15.  ( Minkovski esitsizligi)
p=1 , a,az,..., 3,0 ve

olsun. Bu taktirde

[Zn:(ak +b,¢)P); <
k=1

dir Maddox,1970).

a1,2y,..., 3,20

by,bs,...,.0,> 0

veE

by,bs,...,5,>0



IKiNCi BOLUM

Bu béliimde bazi teoremleri ve lemmalar1 verecegiz. []T/', p,,L toplanabilme metodu i¢gin

genellestirilen teoremlerin sadece ifadelerini verecegiz. Lemmalardan ise sadece Lemma 2.1’in

ispat1 verilmistir.Diger Lemmalarin ise yalnizca ifadelerinden bahsedilmistir.

TEOREM 2.1:

k> 1 olsun. Eger Zan serisi [7\7—, p,,L sinirlt ve (A,) ile (p,) dizileri n—co igin

i) Pat1 = O(py)
W Yplil o= 00
iii) P, |AA| = O(pufal)

sartlarin1 sagliyorsa ,bu taktirde X a, P, A, serisi IN ,Pnlk toplanabilirdir (Bor,1996).

TEOREM 2.2:

(Pn), Pa= O(np,) olacak sekilde pozitif sayilarin bir dizisi ve

t, = L va, (2.1)
n+14%;
olsun. Eger n— oo igin 4, = 0 ve
D nX, N4, = o), m-owo (2.2)
n=1
oy = 0X,), m—w 2.3)

n=1 P

n
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se bu taktirde Z a,A, serisi| N ,Pulk toplanabilirdir (Bor,1998).

Burada;

AA, =2, -2, ve NA, =AA, —AL, (2.4
dir.
TEOREM 2.3:

(pn) pozitif sayilar dizisi asagidaki gibi tanimlansin,

P,=0np,) n—>w (2.5)

(Xy)  pozitif azalmayan bir dizi ve varsayalim ki (8,) ve ( A,) dizileri asagida

verilenleri sagliyor olsun

|A Aol < Bn (2.6)

B—>0 , noo 2.7)

in[Aﬂann <o (2.8)

n=1

| M X = o) , now 2.9

1 n

t, = — ) va, (2.10)

n+145

olmak lizere , eger; k> 1

ii)" 6, [* OX,) , m—ow @.11)
n=1

n
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ise Z a,A, serisi | N ,Pulx toplanabilirdir (Bor-Seyhan,1999).

LEMMA 2.1:
Eger (A,) ile (p,) dizileri Teorem 2.3’deki sartlar1 sagliyorsa, bu taktirde ;
Poy [ Al = o(l) , mow

dir (Bor,1996).

ISPAT:

Abel kismi toplama formiiliinden dolay: ;

> p.A, = gmMﬁmh

n=1 n=l

elde ederiz. O halde

m m=1
le;\’ml = lzpnln _anAﬂ'n I
n=1

n=l1

IA

m m=1
20,4 1+ 2, 1A,
n=1 n=1

m-1

= XpAI+00L P14, ]

= ol m-—»oo

Demek ki ;
Po [ Al = o(1) , m—w dir.
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LEMMA 2.2:

Eger (2.2) sart1 saglaniyorsa; bu taktirde

nX| A Xy = o1 , n—»o,
ZX JALL < © ,
Xolha| = o -, n—»co
olur (Bor,1994).
LEMMA 2.3:

B, (M), (X,) dizileri Teorem 2.3 de ifade edildigi gibi olmak iizere (2.7) sarti

saglantyorsa, bu taktirde ,

np. X, = ol) , now (2.3.1)
iﬂnX . < © (2.3.2)
n=1

olur (Mazhar,1997).
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UCUNCU BOLUM

Bu bolimde ikinci bolimde |N,p,

ktoplanabilme metodu i¢in sadece ifadelerini

verdigimiz teoremleri ‘_]V, D30 ; toplanabilme metodu igin ifade ve ispat edecegiz.

TEOREM 3.1:

1
k21 ve 056 < 7 olsun. Teorem 2.2 deki (2.3) sartini

0 P k-1
Z(—) e[ = O(X,), n—w 3.1)
v=l Pv

seklinde degistirdigimizde ayn teoremin sartlarimi saglayan diziler (p,) ve (A,) dizileri olsun.

k-1 &%
) [i} L 0 [5] 1 3.2)
n=v+] pn Pn—-l pv pv

ise Za A, serisi ’ﬁ, D0

n-n

Eger;

\ toplanabilirdir (Bor,1996).

Eger bu teoremde & =0 alirsak Teorem 2.2’yi elde ederiz.
Hatirlatma:

Eger bu teoremde & =0 alirsak (3,2) sart1 gereksiz olur, ¢linkii bu durumda (3,2) sart1

_4in = 0 —\
2p %) 7

indirgenmis olur ve bu her zaman gergeklenir.



ISPAT:

Ty, Zan}tn serisinin (N, pn) ortalamast olsun. Tanimdan dolay1,

I, = LZn:pv ia,&
Pn v=0 r=0
= —l_i( Pn_Pv-l )avﬂ’v
Pn v=0
elde ederiz. Boylece; n21 igin
Tn - Tn—l = pn i Pv—l /’Lv va

\4
PP ‘T v

n

elde ederiz. Abel doniisiimiinii uygularsak;

p 2 Pv—lﬂ'v N p,, " g
T -T g n
n T e PP ‘Z::,A( . );ra,+ oP ;vq
Pr T v+l v+1
= "3 A PAL,—
pp_ =P, PP,VZ_,
PP Zp,zm ) L+ Dp AL,
n-1 v=l I’an

= Tn,l + Tu,2 + Tn,3 + Tn,4

l Tn,l + Tn.z + Tn,3 + Tn.4 }k

IA

4Ty [ + [Toal + [Tasl* + [Toa [%)

oldugundan Teoremin ispatini tamamlamak igin, asagidaki ifadeyi gostermek yeterlidir.

14



, r=123,4

r=1 ,i¢in ispatlayalim, r=2,3,4 i¢in ispatlamak bunun benzeridir.

k>1 olmak {izere Holder esitsizligini kullanirsak;

S+k~1 -1 k
m+l Pn k m+l f’n 1 Ut v+1
Zz(_—} Tn,l Z (—] k {Zl pv l ﬂ‘v I T I tv I}

n=2 D, pn—l

IA

n-1 v=l -1 v=l

= 0(1)'"2“( ]&IP—ZpVM ||r|{ va}]

k-1
m+l P
SOV AENTH) Z( J =

n=v+l

= 0(1)2{ ] |7, 12, |

v=1
-1
k
J |z, |

Sk~1
(P,
+0()| 4, 1z[p—vj 2,1
v=] v

- on¥an, nz[

v=1 r=1

= oMYA, | X, +0()| 4, | X,

v=l]
= o , m—»o0

elde ederiz.
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Eger teoremdeki tiim n degerleri igin p,=1 alirsak bu taktirde |C,1;8|; toplanabilme
carpani ile ilgili bir sonug elde ederiz.

TEOREM 3.2:

6>0 ve k>1 olsun.

Zan serisi [N, P, ;5]/¢ -smurlt ve (A,) ve (p,) dizileri Teorem 2.2°nin i) ve iii)

sartlarini sagliyor olsunlar. Eger,

-1
NEANEY
"=Z"+‘(pn ) Pn—l

ise, Y.a, P, A, serisi

il
o
Vo
N\
S |
~—
&

1
Fv] (3.3)

ﬁ, Pa ;S‘k toplanabilirdir (Bor,1998).

0< 0 i¢in Teorem 3.2, Teorem 2.2° y1 igerir, Clinkii bu durumda [N D, 5]k sinirlilig

[N, D, ]k sintrliligina indirgenir ve (3.3) sart1 her zaman kullanilan
Z _Pn = 10, 1
n=v+l PnP,,_l P
haline indirgenir.

ISPAT:

Genellemeyi bozmaksizin a, =

S = 0 kabul edebiliriz. Ta,P,A, serisinin (N,p, |
ortalamasini T, ile gosterelim.

T, = %ipvzv:f)iaili

n v=0 r=0



17

= —Z (P,-P_)Pa,l
n v=0
Tn _Tn—l = v-1
-1 v=]
elde ederiz. Abel doniisiimiinden dolayi
p p n-1
T,-T = s, A, +—— > PAA,p,s,
n n-1 P P_I - PnP"_] VZI: v p

P sA  +p.s A
PP_lg pv+l v Ml pn nn

1l

Toit Taot That Thg

elde ederiz. Teoremin ispatini tamamlamada k>1 i¢in Minkovski esitsizlii geregince;

r=1,2,3,4 igin;

H

1 1
oldugunu gdstermek yeterlidir. Simdi £ ve £’ indisleri 7 + k— =1 olmak {izere Holder

k

T

n,r

esitsizligini uygulayalim.

IA

-1 v=1

(P & Py [ p A1 e 17
Z(—"J T, 2 (G {Z(PVMV ) p, s, | HT pv}
n= n=2 n v=| '

m+l

= O(I)ZPMI pols, D (= ")""‘

n=v+l pn n—l
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ok
m _ P
= omY.(R141)" 4, l(p”] p s, I
v=1 v

&
- ow3iA, I[;;J pols,

._.l v &
- onYa, 12[?] pls, I

[
(P
+0(1)|lm|2( J pls, I

v=1 v

= 0(1)2@ AL, P, +0M)| 4, | P,

v=l

m-1
= omy. p,A +0W)| 4, | B,
v=]

oy m—»o0
teoremin hipotezi ve Lemmadan dolay1 bunu elde ettik. Bdylece ;

PAA| = O@fAv)

oldugunu goriiriiz. Teorem 2.2’ nin iii) sartin1 kullanarak T, ,’ elde ettigimiz gibi;

el P Sk +k—1 .
Z( "j 'Tn.Zl

n=2 pn

oW 4, | 2y p, 15, 1

o) m-—>o0

elde ederiz.



Tekrar pu+1=0(pn)

gibi;
Sk+k-1
m+1 P
Z[—"] T,
=2 pn ’
elde ederiz.

19

oldugunda, Teorem 2.2° nin i) sartina gére T,,’ elde ettigimiz

oMY | 4, | (’;" )% b, |5, |

v=l

o) M—>c0

Son olarak yine T, ; i elde ettigimiz islemleri yaptigimizda;

k

Tn,4

mtl Pn Sl k-1
32

elde ederiz. Ozetlersek;

ml Pn Ok +k-1
i

n=2 pn

k

T

nr

Z P
0(1)Z| ﬂ‘n | (p_n')&pn | Sn |k
n=l n

o m—>0

o), m—ow , r=1,2,3.4

i¢in elde etmis oluruz. Bu da Teorem 3.2’nin ispatin1 tamamar.

TEOREM 3.3:

k>1 ve 0<6<1/k olsun.

(X,) hemen hemen artan bir dizi ve (B,) ve ( A,) dizileri Teorem 2.3’iin (2.6)ve (2.9)

sartlarini sagliyor olsun. Eger, (p,) dizisi Teorem 2.3’iin (2.5) sartin1 sagliyorsa ve
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seklinde verilmis ise,

k-1 (24
(P 1 P 1
_n - = o4 | — 3.4)
n=zv+l(pnj Pn—l {(pv] Pv} (

NN

n=l pn

ox,) (3.5)

bu taktirde Ya,\, serisi W, P, ;5|k toplanabilirdir (Bor,1999).

Hatirlatma:

Eger bu teoremde (X;) pozitif azalmayan bir dizi ve 8 = 0 alirsak Teorem 2.3’ii elde

ederiz. Bu durumda (3.5) sart1 Teorem2.3’te verilen (2.11) sartina indirgenir ve (3.4) sart1 ;

D . (3.6)
n=y+l PnPn_1 P

sartina indirgenir.

ISPAT:

(T) , 2ayA, serisinin (ﬁ,pn) ortalamasini géstersin tanimdan ve toplamanin sirasinin

degisme ozelliginden dolay:

Tn = %ipvzv:aiﬂ’i

n v=0 i=0

= LZ(})VI —P—l)avlv
Pn v=0



elde ederiz. n 21 igin
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O(1/X,) ifadelerini kullanarak tekrar Holder esitsizligini
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