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CAPRAZLANMIS KARE

Ahmet BEKIR
Matematik Béliimii, Yiitksek Lisans Tezi, 2000
Tez Damsmam: Yrd. Dog¢. Dr. Murat ALP

OZET
Caprazlanmig Kare iizerine hazirlanmig bu tez dort béliimden olugmaktadir.

Birinci béliim teze kisa bir girig olup tez igerisinde sikga kullanilan temel kavramlar
ikinci béliimde sunulmaktadir.

Béliim 3, gaprazlanmig modiillerin , hem grup yapilart hem de cebir yapilan iizerindeki
incelenmesini ve bu yapilar iizerindeki érnekleri icermektedir. Ayrica bu kategorinin Cat'-
gruplar kategorisine denkligi de bu béliim igersinde verilmektedir.

Caprazlanmig Kare teorisi ve émekleri ile birlikte denk oldugu Cat™- grup kategorisi

hem gruplar hem de cebir yapisi iizerinde incelenerek bélim 4’te sunulmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Modiil, Etki, Yan-direkt g¢arpim, Cat'-grup, Cat’-grup,

Caprazlanmig modiil, Caprazlanmg kare



CROSSED SQUARE

Ahmet BEKIR
Department of Mathematics, M.Sc Thesis, 2000

Supervisor : Associative Prof. Dr. Murat ALP

SUMMARY

This thesis is based on Crossed Square over Groups and Algebras , it consists of four
chapters.

A brief introduction is given in chapter 1. Chapter 2 contains the basic concepts of
Semi-direct product , Cat'-group , Cat’-groups. Crossed Modules and Crossed Modules
Morphisms . The examples of Crossed Modules over groups and algebras were presented in
Chapter 3. Crossed Square and its morphism , its examples over groups and algebras have been

given in Chapter 4.

Key Words: Modul, Action, Semi-direct product, Cat'-group, Cat'-group, Crossed

modul, Crossed square.
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1.GIRIS

Gruplar ve Cebirler iizerinde tanimhi olan ¢aprazlanmus modiiller ve ¢aprazlanmig
kare’nin incelenecek oldugu bu tezde , konular ayri ayn ele alinarak inceleme yapilmaktadr.

Boliim 2 tez igerisinde kullanilan ¢aprazlanmig modiiller ve ¢aprazlanmg kare’ye temel
olusturan konular igermektedir.

Oncelikli olarak grup ve cebir iizerindeki etki agagidaki gibi tanimlanmug olup,

M ve N degigmeli grup olmak iizere ,
MxN—>N
(m,n) —> mn
déniigiimit her me M, ne N igin tez igerisinde verilen ézellikleri saglamasi gerekir.
Ayrica, M ve N, k-cebir olmak iizere,
MxN-—>N
(m,n) - mn
déniigiimii her m,m'e M ,n,n'e N ,k € k igin C1), C2), C3), C4), CS) ézelliklerini saglamasi
gerekir.
Daha sonra Cat'-gruplar ve Cat’-gruplar tamum asagidaki gibi verilip, .
G bir grup ve K G bir alt grup olmak iizere 5,0:G — K homomorfizmleri asagidaki
aksiyomlan saghyor ise ,
CAT") seb=b ve bes=s
CAT'2) [kers,kerb]=id, = {1,}
s’=s ses=s
b =b beb=b

C =(e,s,b: G — K) seklinde gosterilen C “ye bir Cat'-grup olarak tanimlanabilir.
Yine buna benzer olarak Cat’-grup tammu verilebilir. Cat’-grup yapisii  da
C? =(e,s,,b,: G - G,) seklinde tammlayabiliriz.

Loday tarafindan ortaya konulan ve gaprazlanmig modiiller kategorisine Xmod’a denk
olan Cat'-gruplar kategorisi Cat tanimlanmakta olup bu kategorilerin bilgisayar uygulamalar
hakkinda da bilgiler verilmektedir.

Boliim 3 , c¢aprazlanmis modiiller kategorisini hem gruplar iizerinde hem de cebirler

iizerinde incelemekte olup, bu kategoriler iizerinde bu konularla ilgili olarak genig genisg

omeklere de yer verilmektedir. Yine iki ¢aprazlanmis modiil arasindaki g¢aprazlanmig modiil



morfizmleri hem gruplar igin hem de cebirler igin incelenerek , Omekleri ile birlikte
sunulmugtur. Morfizmlerin daha iyi anlagilmasi i¢in morfizmleri olusturan homomorfizm

ciftleri gekillerle de yorumlanmgtir,

Loday tarafindan ortaya konulan Cat’-gruplar kategorisine denk olan ve yine Brown-
Loday tarafindan tamimlanan ¢aprazlanmig kare kategorisi hem gruplar igin hem de cebirler igin
incelenmesi Boliim 4 te yapilmigtir. Caprazlanmig kare tanimi asagidaki gibi verilmig olup, tez
igerisinde verilen Y diyagramu bitin /e L , mm'e M, n,n'e N, pe P igin agafidaki
6zellikleri saglamas1 gerekmektedir.

CS1) u,v,A,A' déniigiimlerinin herbiri ve A'v  bileseni ¢aprazlanmis modiil

CS2) p,v dénigiimleri P etkilerini korur.

CS3)  h(mm' ,n)="h(m',n)h(m,n)

h(m,nm') = h(m,n)." h(m,n)
CS4) "h(m,n) = h(”m,”n)
CS5) vi(m,n)="nn"'

ph(m,n)=m"m™
CS6) h(mviy="1"

h(pd,n)=1"1"!

Incelenen bu konularm émekleri ve morfizmleri de bu béliim igerisinde incelenmistir.
Bu boliim igerisinde verilen 6mekler agik bir sekilde incelenerek bilgisayar uygulamalarina
temel teskil edecek sekilde yorumlanmistir. Bu nedenle bu tez ¢aprazlanmig modiiliin bilgisayar

uygulamalan goéz oniine alinarak , c¢aprazlanmig kare’ninde bilgisayar uygulanmasina 1gik
tutacaktir.



2. TEMEL BILGILER

Bu béliim igerisinde ¢aprazlanmig modiiliin ve gaprazlanmig karenin olusturulmasinda
temel tegkil eden modiil, bimodiil tamimlarnin yani sira, grup ve cebir iizerindeki etkiler
tamimlanmustr.

Ayrica hem grup hem de cebir igin yan-direkt ¢arpim tanim verilmigtir. Caprazlanmig
modiillere denk olan cat' — gruplar, caprazlanmig kareye denk olan cat’ — gruplar

incelenmektedir.

2.1 Modiil ve bimodiiller

Tanim:(M-modiil) M bir halka olsun. Her n,n,,1n, € N ve m,m,m, e M igin

MxN—>N
(m,n) = mn

carpumi ile

m(n, +n,) = mn, +mn,
(m +m,)n = mn+m,n
(mm,)n = m,(m,n)

sartlarmi saglayan , bir N toplamsal abelyan gruba sol M -modiil denir. Eger ¢arpim ,

NxM —>N

(n,m)—> nm

seklinde sagdan tanimli ise N bir sag M -modiil yapisi olusturur.



Ornek 2.1.1 : M bir halka olmak tizere , herhangi bir K abelyan grubu m € M,k € K igin,
MxK —>K
(mkY> mk=0

tanimlamast ile bir M -modiil yapis: olugturur.

Tamm:(M-N)-bimodiil M/ ve N iki halka olsun. Bir K abelyan grubu hem sol M -modiil
hem de sag N -modiil veher me M ne N,k € K igin,

m(kn) = (mk)n

Ornek 2.1.2 : M halkasinin kendisi bir (M -M )-bimodiildiir. M halkas: birlesme 6zelligini
sagladigindan yukaridaki tanima uygundur.

Ornek 2.1.3 : M komiitatif halka ise her N sol M -modiilden #m = mn tanimlamasi ile bir
sag M -modiil elde edilir ve N bir (M -M )-bimodiil olur.

Eger M birimli halka , her n € N igin,

1 .=n

sartin1 saglayan N ’ye birimli M -modiil denir.
Ornek 2.1.4 : Her N toplamsal abelyan grup bir birimli M -modiildiir.
Ornek 2.1.5 : M , bir cisim ise M -modiil bir vektdr uzay: olugturur.

Ornek 2.1.6 : Bir komitatif M halkasinm N ideali, bir M -modiildiir.

Bu 6meklerin genis agiklamasint (Ege,U. 1998) referansinda bulabilirsiniz.



2.2 Grup ve Cebir iizerindeki Etki:

Bir grubun herhangi bir kiime iizerine etkisi:

M Ybir grup ve N herhangi bir kiime olmak iizere, her n€ N ,m,,m, € M igin,
MxN—>N
(m,n)—>"n
fonksiyonu
‘X=x ve (mama) o= ("2 )

esitlikleri saglaniyor ise bu fonksiyona A grubunun N kiimesi iizerine sol etkisi denir. Buna

benzer olarak n”™ ile sa§ etki gosterilebilir.
Ornek 2.2.1 : M, simetri grubunun 7, = {1,2,...,n} kiimesi iizerine etkisi

M, xI, -1,
(0,x) > o(x)

ile tanymlanur.

Bir G grubu P = (X,M) seklindeki formunu géz éniine alalm. Bu durumda bir kisa
tam diziye
1 >N>F->G—>1

seklinde sahip olup F', X ciimlesinde bir serbest gruptur. M — F,N = N(M),M ciimlesinin

F *deki normal N grubunun iizerindeki konjuge etkisi

non=unu , neN, ueF (1.1

seklinde tanimlanr.



N ’nin elemanlan M ciimlesinin

n= (mls’ )u' (m,f2 )uz...(mkg" )"' ,neN

formundaki tiim sonuglari icerir. Burada m, e M, ¢, =1, u, € F dir.
Omek22.2: muneM igin

m'n'mn™ =1

ve

_ _ -1
mn~'mn"
seklinde birimleri vardir.

Gergektende (1.1) etkisi kullanilarak

o iy Jansr 4 " 1l )
mn~'m>n™ =mn lm‘(m ’) mm™ =mn'm mam ™ =1

oldugu gosterilir.

Ornek 2.2.3 : [m,n]= m'n'mn  geklimde tammlanan komiitatérleri géz 6niine alalim.

(Ellis,G.J.,1993) .Bu durumda ,

[m,n]lm, Y [n, 7 I, m] [r,m]r,n}" =1
ifadesi elde edilir.

Gergektende , tanim kullanilarak
[m,n]m, 7Y [n,r]n,m} [r,m]r,n}" = (m"‘n”mnXm"r"mr)‘(n"r"nr)

(n“m“nmy (r"m"rm)(r"n“rnr



=m0 mnn m 7 mrnn T

7 m nmrr m 7 rmm Y 0 rnm

= 1
oldugu goriilir.
Ornek 2.2.4 : m,ne M igin
m = x*yxy’
ve
n=y’xyxc’

olmak iizere m=n=1 ve x' =1 almarak

af 1 yox? 3 2 W e
n (ml)m (nym‘)' (m’)‘ wEr n=x" =1

oldugu kolayca goriilebilir.

Cebir ve Cebir iizerindeki etki :

Tanmm:(Cebir) £ bir degismeli halka olsun. Bir M % ~cebiri (£ iizerinde bir M cebiri)
MxM —>M
(m,,m,) = mm,

ve

(mm,)m, = m,(m,m,)

asosyatif carpimini saglayan bir & -modiildiir.



Ornek 2.2.5 : Her halka bir Z -cebirdir.

Ornek 226 : V , bir F cismi izerinde vektér uzayi olmak izere , Hom.(V,V)

endomorfizm halkasi bir F -cebirdir.
Biz cebir lizerindeki etkiyi de asagidaki gibi tamimlayabiliriz.
M ve N, k -cebir olmak iizere
MxN —>N
(m,p)—>m-n

déniigimii m,m'e M,n,n'e N,k € k igin,

CEBl) k(n-m) = (kr1)-m = n- (km)
CEB2) n-(m+m') = n-m+n-m

CEB3) (n+n')-m = n-m+n'm

CEB4) n-(mm') = (n-mm' = m(n-m')
CEB5) (nn')-m = n(n"m)

sartlarim sagliyor ise bu’ doniisiime , bir sol etki denir. n€ N nin m € M {izerine etkisi n-m

ile gosterilir. Benzer sekilde m - n ile de sag etki tanimlanabilir.



23 Yari-Direkt Carpim

M ve N iki grup olsun.

h:NxM->M

(n,m—"m

seklinde bir fonksiyon tanimlayalim.

(m,n)(m' ,n') = (m"m',nn')

ile verilen M oc N yan-direkt ¢arpimi bir gruptur. Gergekten de;

(m,m(1,1)

(m,n)

yine

(m,n)(m,n)™" (m,m)(" m™,n")

n -1 _ _
= (m("m')nn‘)
nf _ - -
= (m (n 'm 1n),nn ‘)
= (mmz"'m"nn‘l ™)

= (1)

bulunur. Béylelikle ters eleman (m,7)”" ve birim eleman (l,l) seklinde bulunmug olur. Ayrica

n, m uzerinde bir etki oldugundan kapalilik 6zelligi de saglanmig oldu.
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Simdi de asosyatiflik 6zelliginin saglanip saglanmadigini kontrol edelim.

[(mm@.okre) = mnlpge.s)
(m "p, nq)(r, s) = (m,n)(p"r, qs)
(m "p ""r,nqs) = (m "p”"r,nqs)

olur. O halde yan-direkt carpim bir gruptur.

Ayni sekilde cebirler i¢in yari-direkt carpimi tamimlayalim.

M bir k <cebirve n> 2 igin M, ,M,,....M,,M ’nin alt cebirleri olsun.

i) M,+M, +...+M_ , M nin bir ideali 1<s<n

ii) M, +M,+. . +M, =M

iii) M, +M,+. . +M)nM, =0 I<s<t<n

sartlarmi saglayan M, k-cebirine M,,M,,...,M, nin bir n-yan-direkt garpim denir ve

M=M, <M, <..cM, ile gésterilir.
Ornek 2.3.1: M ve N, bir G grubunun ak gruplan olsun. Eger,
M<N, N«G, G=MN ve M NN ={e}

ise G, M ve N nin yari-direkt ¢arpirmdir.
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24 Cat'-Gruplar

Cat -Gruplar, ilk olarak 1982 yilinda Loday tarafindan 1-Cat grup olarak adlandirild: .
Daha sonra Loday ve Brown (Loday,].L. and Brown,R.,1987) 1987 yilinda bu notasyonu Cat'-
grup sekline gevirdiler. Loday (Loday,J.L.,1982) makalesinde Cat'-gruplarm yamsira Cat® ,Cat"-
gruplarmin tanimmi vererek Cat’~gruplar kategorisi ile Caprazlanmis kare arasidaki bagmntilar
ispatlamistir. Bu gahgmada ise Cat'-grup ve Cat’-grup notasyonu iizerinde durulacaktir.
Bilgisayar hesaplamalan i¢in 1997 yihinda Alp (Alp,M.,1997) Cat'-grup tamimini yeniden
diizenleyerek bilgisayara uygulanabilir duruma getirmesinin yani sira Cat'-gruplar kategorisini
CAT olarak gostermigtir.

Bu calismada Alp’in notasyonu olan CAT ve diizenlenen tanimu kullanarak XMod

kategorisi ile CAT kategorisinin denkligini diizenlenmis haliyle verecegiz.

Tamm:( Cat'-grup ) G bir grup ve K G bir alt grup olmak iizere s5,6:G —>K

homomorfizmleri agagidaki aksiyomlar sagliyor ise ,
CAT'1) seb=5b ve bes = s

CAT'2) [kers,kerb]=id,, = {1}
s*=s ses = s

b =b beb=1>

C =(e,s,b: G — K) seklinde gosterilen C ‘ye bir Cat'-grup denir. Burada b ve s

‘yi genellikle C ‘nin baslangig ve bitig déniisiimleri olarak adlandiracagiz.

Q
W
~

Tanm: C = (e;5,6: M — N) ve C'=(e';s',b": M'— N') iki Cat'-grup olsun. Bu durumda

Cden C' ne tanimlanan Cat'-grup morfizmi (0', p) =(C — C' homomorfizmlerinden olugan
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bir <0‘, p) ¢iftidirkibu o0 :M > M' ve p: N — N' seklindeki homomorfizmler asagidaki

ozellikleri saglarlar.

bo=pb
s'o=ps
e'p=oe
lo
> M >M' <
el stlb s' b'{ e
(V. >\AWL/

Gergekten de;, me M, m'e M',n € N,n'e N' olmak iizere

om)y=m', b'(m')=n'

ve

meM,ne N,n'e N' olmak iizere

b(m)=n,pn)y=rn

b'o(m)=>5b'(m")=n'= p(n) = pb(m)

s'o(m)=s'(m")=n'= p(n) = ps(m)

olur. Yine ne N,n'e N',m'e M' olmak iizere

pm)y=n,e@A)=m'
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ve ne N,me M ,m'e M' olmak iizere
e(n)=m,c(m)=m'
e p(n)=e'(n') =m'= o(m) = ce(n)
dir.( Alp,M., 1998)

Loday tarafindan(Loday,J.L.,1982) verilen teoremle Caprazlanmis modiiller kategorisi
ile Cat'-gruplar arasindaki egdegerlik ispatlanmustir.

2.5.Cat’-gruplar
Tanm:( Cat’-grup ) Cat’-grup , Cat” yapilarm igeren bir G grubudur. Buradaki Cat’-gruplar ,

G'nin G, ve G, alt gruplan ile 5,6, :G =G, ve  5,,b,:G—>G, gibi 4 grup

homomorfizmlerinden olugur.

1<i<?2,1<j<2 igin

CAT?)  s,/G,=b,/G, =id,

CAT?2) [kers, kerd, ]=1

CAT?3) 5,8, =5,5 ,bb, =bb, vebs =sb ,i#j

sartlan saglantyorsa bu C* = (e, s,,b, : G — G,) yapisina Cat’-grup denir.

Bundan sonra CAT?3) , s, ve b, morfizmleri iizerinde , G "nin endomorfizleri olarak

kabul edilecektir. Biz bunu G; — G olarak gosterecegiz.
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Bu tanim bilgisayar uygulamalar igin yeniden yorumlanirsa ;
CAT*1) s;eb, = b,
bes, =s,

CAT?2) [kers, kerd,]=1

CAT?3) 5,5, =88 ybb,=bb, vebs =sb ,i#]

J JUr?

sekline doniigiir ki bunlar 2-boyutlu Moore komplekslerin simplisel grup kategorisine denktir.
(Brown,R.,and Loday,J.L., 1987) Yine ayni sekilde 2-boyutlu Moore komplekslerin simplisel
cebir kategorisine denkligi 1997 yilinda (Arvasi,Z.,1997) ile gosterilmistir.
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3. CAPRAZLANMIS MODULLER

Caprazlanmig Modiil kavramu ilk olarak (Whitehead, J.H.C.,1949) tarafindan verilmis
olup bu Caprazlanmug Modiiller kategorisinin denk kategorileri arastinlmaya baglamlmig ve bu
kategoriye denk olan Cat'-gruplar kategorisi (Loday, J.L.,1982) tarafindan ispatlanmigtir. Bu
denk kategoriler iizerine gesitli ¢aligmalar yapilmig olup yapilan ¢aligmalarin bilgisayar
uygulamalan ve denk kategorilerin bilgisayar programi yardimiyla gésterilmesi de ilk olarak
(Alp,M.,1997) tarafindan verilmigtir.

Bilgisayar uygulamalan ile yeni boyut kazanan bu denk kategorilerden elde edilen
sonuglar (Alp,M. and Wensley, C.D.,1999) 15181 altinda yeni yeni ¢aligmalar yapilmigtir. Bu
nedenle bu denk kategorilerin kapsamli bir agiklamasma ve bu kategorilerin denkliklerine bu
bolimde yer verilecektir. Bu nedenle bu bolimde bilgisayar uygulamalannda kullanilan
notasyon ve kisaltmalar kullanilacaktir. Bilgisayar uygulamalarinda kullanilan program GAP
(Group,Algorithm and programming) (Schénert,M.,1993) olup kullanilan notasyon ve
uygulamalar genis bir sekilde (Alp,M. and Wensley,C.D.,1996) da yer almaktadir. Program
hakkinda daha genig bilgi GAP” da bulunabilir. Tezin bundan sonraki béliimlerinde kolayhik
saglamasi agisindan Caprazlanmig Modiller kategorisi XMod ile gdsterilecektir.

N ve M iki grup olsun. Eger M, N iizerinde bir etki ise # iizerindeki m 'nin sag

etkisini #” sol etkisini "n seklinde tammlanz. Eger M — N ise bu durumda M kendi

kendisini etkiler denir ve asagidaki gibi tanimlanir.
"m, =mmm,” , m,m,eM

Tamm: N ve M bir grup homomorfizmi 0: N — M ile birlikte iki grup olsun. Eger
M, N iizerinde bir etki ise, bu durumda M — Aut(N) seklinde bir homomorfizm mevcuttur.

Eger asagidaki aksiyomlar saglamiyorsa bu durumda (X =0:N->M )’e bir ¢aprazlanmig

modiil ad1 verilir.
CM1) 6(”‘n) =monm™” , VneNmeM

CM2) "n =n'nn"" , VnneN
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Genellikle ¢ homomorfizmi g¢aprazlanmis modiilin boundary donisiimii olarak

adlandinlir.
Simdi ise ¢aprazianmig modiillerin standart émeklerini verelim.
Ornek 3.1 : N,M grubunun normal alt grubu olmak iizere
ic : N-o>M
imi
i¢cine homomorfizmi ve
MxN—>N
(m,n) > ™n=mnm™
seklindeki M nin N iizerine etkisi ile birlikte bir ¢aprazlanmis modiil yapis: olusturur.
Ornek 3.2 : M , bir ZN —modiil olmak iizere
o=1 : M —>N
m—1,

agikar homomorfizmi ve

NxM —->M
(n,m) = "m=nm

etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢aprazlanmig modiil yapis: olusturur.
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Ornek 3.3: N bir grup ve
M={f,.f,:N>N, f,(n")=n'n" }
kiimesi N ’nin i¢ otomorfizmlerinin grubu olmak iizere
0 : N->M
ne f,

homomorfizmi ,

MxN—>N

f,,m) = (f,)" =nn'n”!
etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢aprazlanmig modiil yapisi olugturur.

Ornek 3.4 :

158 >M—23sN->L

gruplarin bir merkezsel genislemesi olmak iizere ,

0 : M —>N
m > o(m)
grup homomorfizmi
s : N-o>M

n s(n)
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kesit homomorfizmi yardimiyla tammlanan

NxM —->M
(m,n) > "m = s(nyms(n)™
etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢aprazlanmis modiil yapis1 olugturur.

Ornek 3.5 : N ve M iki abelyan grup ve N ’deki M grup etkisini trivial sifir *’0”’ olmak

iizere 0 : N — M bir ¢aprazlanmig modiil olugturur.

Ornek 3.6 : X, ve X, caprazlanmis modiil olsun. Bu durumda X ; X X, ’nin kartezyen ¢arpimu,
M, ,M,,N, ve N, de trivial etkiye sahipse 0,xd,:N,xN, >M, xM, bir

caprazlanmis modiil olusturur. ( Caprazlanmis modiillerin direk ¢arpimindan )

Ornek 3.7 : N deki M etkisi uyumlu ve M , N ’nin bir normal alt grubu olmak iizere bir

normal alt grubunun A/ — M doniisimiinii saglayan igine morfizm bir ¢aprazlannug modiil

olugturur.

Bu émeklerin hepsi GAP program araciligiyla hesaplanmig olup hesaplama igin gerekli

algoritma ve elde edilen sonuglar (Alp,M.,1997) da verilmistir.
3.1 Caprazlanmig Modiil Morfizmi

Tamm: W =(0:M ->N) ve W =(@.M'—>N') iki caprazlanmis modiil olsun. Bu
durumda gaprazlanmis modiil morfizmi ,

Ve

(AVy =W >w

bir homomorfizm giftidir ki ,
AM-SM,

v:N—> N

ve asagidaki 6zellikleri saglarlar.



Gergekten de;

icin

igin

olmak lizere

olur.

esitlik saglanur,

M———>M

0 0

N— SN
v

) 0' A(m)= vo(m)

) A("m) = " (m)

meM,m'e M' ,n'e N'

Am)y=m',6(m')=n'

meM,ne N,n'e N'.

o(m)=nyv(n)=n'

0A(m) =0(m') = n'=v(n) = vo(m)

A("m) = nimn™ CM1) den

=nm'n’"!

="m' CM2) den

=""A(m) A(m) =m'den

, VmeM

19
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W bir ¢aprazlanmig modiil olmak iizere W' den W ‘e tiim morfizmlerin ciimlesine /¥

‘nin endomorfizmlerinin ciimlesi denir ve End(W) ile gosterilir. Eger A ve v birlikte grup

homomorfizmi ise bu durumda (/?., V) ¢iftine bir izomorfizm denir.
Loday pre-Cat'-grup ve Cat'-grup tanimuni agagidaki gibi vermistir.
. Tamm: Bir Cat'-grup bir G grubu ile bir alt grup olan G, ve agagidaki sartlan saglayan
5,b0:G =G,
homomorfizmleri ile tanimlanir.
i) s/G, =b/G, =idG,
ii) [ker s, ker b] =3

Bu tanimdaki 1. sartin saglanmasi ile birlikte olusan Cat'-gruba pre Cat'-grup denir.
Ileride pre Cat'-grup yapisi olusturulmaya ¢aligilacagindan asagida bilgisayar hesaplamalan igin
Alp’in yeniden diizenleyerek bilgisayar hesaplamalarinda kullanilan Cat'-grup tanimi da bundan

sonraki kisimlarda aynen kullanilacaktir.

Teorem: Asagidaki verilen 6nermeler birbirine denktir. (Loday, J.L.,1982)
1) X =(0:M — N) bir caprazlanmis modiil
2) C =(e;s,b: G — N) bir Cat'-grup

Ispat:1=>2 Kabul edelim ki 0:M —> N bir caprazlanmis modiil olsun. Bu durunda
caprazlanmig modiil tanimi geregi g¢aprazlanmig modiil aksiyomlani olan CM1) ve CM?2)

aksiyomlar saglanir. Buna gére Cat'-grup aksiyomlan olan CAT1) ve CAT2) aksiyomlarni
saglatmaliyiz. Bunun igin G = N M  grubu igin baslangi¢ doniigiimii



bitig donitgiimii

ve embedding déniigiimiinii

seklinde tanimlayalim. Bu durumda

seb(n,m)

ve

bes(n,m)

olup Cat'-grup aksiyomlarndan CAT1) aksiyomu saglanir.

aksiyomunun saglandigini gésterelim.

b(n,m) = nom

s(nm)=n

e(n)=(n])

Il

se(n(om))

= s(n(om),1)

= n(om)

= b(n,m)

I

be(n)

= b(n,1)

= nol

= n

= s(n,m)

21

Benzer sekilde CAT2)



22

s(n,m)=n oldugundan kers=(l,m) olur. Diger yandan b(n,m)=nom olup

nom =1 ise n=(dm) 'oldugu igin ker b = ((&m)™,m) olur. Buna gére,

[kers,kerd] = |,m),(@m)",m)]
= @m)(@m)"m) (1, m)(@m)™,m)
= @m (@) )1, m)(@m) !, m)
=@ om0 mm)
= (om,mm m ™ ™ f(@m) ™, mmm)
= (ommf@m)",m?)
= (@my@m) . m tym?)
= (m'mmm?)
= (1)
2551 Kabul edelim ki C=(e;s,b:G — N) bir Cat'-grup olsun. Gostermemiz

gereken 0:M —> N ’nin bir ¢aprazlanmis modiil oldugudur. Bunun igin CM1) ve CM2)

aksiyomlarmin saglandigini gostermeliyiz. O halde kabul edelim ki x ckers ve y ekerd

olsun. Bu durumda x=(I,m) ve y= (611, n"‘) VneM ign

[, y]=xy=yx

oldugundan



olup;

~10n

on

a,m){(@n),n™)
(@n,n77m)
(@ny,n" nmn™)
(@), mn)
(@, Yo, m)

((671), mn™' )

mn =

nmn™

bulunur. Dolayisiyla CM 2) aksiyomu saglanir.(Pak,S.,1999)

3.2.  Cebirler icin Caprazlanms Modiiller

Whitehead’in gruplar iizerine tanimladig ¢aprazlanmig modiil kavrami, diger cebirsel

yapilarda da 6nemlidir. T. Porter (Porter,T.,1986) komiitatif cebirler i¢in literatiire uygun bir

bigimde ¢aprazlanmig modiil kavramini tanimlamustir.

Caprazlanmig modiller , modiiller ve ideallerin genellestirilmesidir. Ayrica herhangi bir
halka (cebir) bir caprazlanmig modildiir. Béylece ¢aprazlannmg modiiller, halka (cebir)
kavraminin genellestirilmesi olarak gorilebilir. Simdi ise daha énce bahsettigimiz cebirler
iizerinde gaprazlanmis modiil kavramini inceleyelim. % sifirdan farkli birimi olan komiitatif

halka olmak iizere k -cebirler lizerinde ¢aprazlanmig modiil tanimim verelim. Daha sonra ise

cesitli cebirsel yapilar iizerinde 6mekler verecegiz.
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Tamm : M , birimli bir & -cebir olsun .

O:N->M
bir M -cebir morfizmi ve
MxN-—>N ve NxM —>M
(m,n)+>m.n (n,m)—>n.m

M nin N iizerine etkisi ile birlikte , her n,n'e N ve me M igin

CM1) O(m.n) = mo(n)
o(n.m) = d(n)m

CM2) on.n' = nnt'

n.on' = nn'

sartlarini saghiyor ise M iizerinde N cebirine bir ¢aprazlanmis modiil denir ve (N,M,0) ile

gosterilir.

Simdi , caprazlanmig modiil tanimini verdikten sonra, iki ¢aprazlanmig modiil

arasmdaki morfizm tanimini verelim.

Tamum : (N,M,0) ve (N',M',0") iki ¢aprazlanmus modiil olsun.

p(m-n) = A(m)- p(n)

p(n-m) = p(n)- A(m)

ve



A
diyagram komiitatif , yani
0' p(n) = 0(n)
olacak sekilde
u:N->N'
ve
AM—>M

k -cebir morfizmleri varsa

(w,A): (N,M,0) > (N',M',0")

morfizmine cebirler iizerinde ¢aprazlanmig modiil morfizmi denir.

Ohalde, M =M' ve A birim doniigiim ise , 1 bir M-cebir morfizmi oldugundan

p(m - n) = mu(n)

dir ve bunu asagidaki diyagram ile gosterebiliriz.

25
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N—/—=N

M

Bu verilen diyagram komiitatif oldugundan , yani
o' u(n) =o(n)
saglandigindan 4 bir gaprazlanmig M-modiil morfizmidir.
Simdi ise cebirler iizerinde ¢aprazlanmig modiillere standart 6mekler verelim.(Ege,U.,1998)

Ornek 3.2.1 : N bir k~cebiri ve 7, N nin bir ideali olsun.

ic:I1 >N

i—i

i¢ine dénligiiminii ele alalim. N nin / iizerine etkisi

NxI—]

(i) n-i=ni
seklinde gérpun iglemi verilsin . Bu durumda ¢aprazlanmis modiil aksiyomlar

CM1) &(n-i)y=o(ni) = ni = no(i)

CM2) &G-i'y=i-i'= ii
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seklinde kolayca gésterilebilir. Dolaysiyla , (/,M,i¢) yapisi bir ¢aprazlanmig modiil olusturur.

Tersine , herhangi bir d: N — M ¢aprazlanmig modiil yapis: verildifinde 0N =/ nin
M de bir ideal oldugu kolayca gésterilebilir.

Ornek 3.2.2: N , herhangi bir M-bimodiil olsun.

NxN—>N

(n,,n,)—>nn, =0

carpimi tanimlantrsa , N bir M-cebir yapisi olusturur. Bu durumda

O:N—>M

x> 0(x)=0

seklinde verilen sifir morfizmi ,

MxN—>N

(mn)> m-n=mn

etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturur.

Ornek 3.2.3: N bir k -cebir ve her n,n'e N igin

M={f,; f,:N->N f,0)=nn)

olmak iizere
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cebir homomorfizmi ,
MxN-—>N
(f,.n")y=(f,) n'=nn'
etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢aprazlanmig modiil yapisi olugturur.
Ornek 3.2.4 : 0> >M—L35N->0

cebirlerin bir merkezsel genislemesi (yani s €S , me M olmak iizere sm = ms =0 olacak

sekilde bir tam dizi ) olmak iizere

0:M >N
m > o(m)
cebir homomorfizmi ,
or(my=n
sartin1 saglayan
rN-o>M
rr(n)

kesit homomorfizmi yardimiyla tanimlanan

NxM—->M

(n,myt> n-m=r(n)m

etki fonksiyonu ile birlikte bir ¢aprazlanmis modiil yapisi olugturur.



Ornek 3.2.5: N ve M birer R -modiil ve

h:N—->M

R -modiillerinin bir morfizmi olsun . R oc M yan direkt ¢arpimi

(r,mYr',m')=(rr',rm',r'm)

seklinde bilinen ¢arpim ile ifade edilir. Bu durumda N , her n,n'e N i¢in

nm'=0

seklinde sifir carpim ve

ReM —R

(rrm)b>r

seklinde izdiigiim yoluyla bir R oc M - modiil yapis1 verildiginde

h:N->RxM

n> (0, h(n))

fonksiyonu bir gaprazlanmig R oc M -modiil yapisi olugturur.

29
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4. CAPRAZLANMIS KARE

Caprazlanmig kare N,L,M iizerindeki bir P etkisiyle birlikte asagidaki diyagrami
igeren gruplardan olugur. Caprazlanmig kare ilk olarak D.Guin-Walery ve J.L.Loday tarafindan
(Walery,D.G. and Loday,J.H.,1981)’de  verilmistir. Daha sonra bunun degismeli cebirler
iizerindeki uygulamalan G. Ellis tarafindan (Ellis,G. and Steiner,R.,1987)’de gosterildi.

P
<
_
T~

AI

Yukandaki diyagramda M ,L ve N nin iizerinde bir etki ve N de L ve M nin

iizerinde bir etki olsun. Biitin /e L , mm'e M, n.n'e N, pe P igin,
h:M x N — L fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.
CS1) u,v,A,A' déniigiimlerinin herbiri ve A'v bileseni ¢aprazlanmig modiil
CS2) up,v déniigiimleri P etkilerini korur.
CS3) h(mm',n)="h(m',n)h(m,n)
h(m, nn') = h(m, n)" h(m,n')

CS4) "h(m,n)=h(*m,n)
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CS5) vh(m,n)="nn""
ph(m, n)=m"m™

CS6) h(mvi)="1"

Wl n)=1"1""

Yukarndaki 6 ézellikleri saglayan Y ’ye bir ¢aprazlanmig kare denir.

4.1. Caprazlanmg Kare Morfizmi

L N L N .
¢ : - déniisiimii igin
M P M P

¢, L>L
Sy MM,
$y NN
¢p P> P

gibi dért grup homomorfizmi verilsin. Oyleki , grup homomorfizmlerinin kiiplerinin sonuglart
komiitatifdir.(G. Ellis , 1993) Vme M ,ne N igin,

¢Lh(m’ n) = h(¢ﬁ['ﬂ ’¢N" )

¢A«I h(m> ’1) = h(¢Lﬂ7 ’¢p" )

ouh(m,n) = h($,..8..)

gph(m,n) =g, ..8,.)

herbir homomorfizm igin saglanan ¢ déniigiimiine ¢aprazlanmig kare homomorfizmi denir.
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Simdi gaprazlanmig karelere birkag 6mek verelim.

Orek 4.1.1 : M ve N , P grubunun normal alt gruplart olmak iizere agagidaki diyagram

verilsin.

MAN—>N

Bununla birlikte M, N, M NN ise P nin etkileri ve M m N konjugasyon etkisiyle,
h-MxN->MnNN
(m, n) — [m, n]
fonksiyonu ile verilen diyagram bir ¢aprazlanmig karedir.

Gergekten de ;

h: (m,n) — [m,n]

‘m=pmp” fn=pnp” ’I=plp™

etkileri ile verilen diyagram g¢aprazlanmis kare olmasi i¢in yukandaki 6 6zelligi saglamasi

gerekir.

CS1) saglandigim gésterelim.

u,v,A, A" dénigimlerinin gaprazlanmis modiil oldugu agiktir.

M MNN=L— N bir déniigim ,



cmy p(1)
CM2) ¥ =

Etkimiz "/ = nl n™ olduguna gore ,

p(1) =

Béylece CM 1) saglanmis olur.

;dlazllv: llul—l
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nu(ln™

'™ sartlarnmi saglamas: gerekir.

y(nl n")
p)pp@™) (4 bomomorfizm)

np(l)n™

(Sekilden agik¢a goriiliir. )

Béylece CM 2) de saglanmig olur. Yani g déniigiimii gaprazlanmig modildiir.

Ayni gekilde v:L>M , LM —>P , A" N > P déniigimleri de ¢aprazlanmig

modiil oldugu agiktir.

Au bileseni gaprazlanmig modiil olabilmesi igin ,

cM1) au("1)=
CM2) ™| =

aul'1)=

nAu(l)n™
'™ sartlan saglanmalidir,
Au(nln™)

Ao
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I

o))

Il

nap(aln™)

nAu(l)n™

Mp=tp=tp= e

CM1) ve CM2) saglandigna gére Au bileseni gaprazlanmig modiildir.

CS2) saglandigimi gésterelim.

u:L>N

s viL>M

M,L ve N tuzerinde bir etki, N de L ve M iizerinde bir etki oldugundan M ve

N ise P nin normal alt gruplan oldugundan g,v dénigimleri P yi etkiler.

CS3) saglandigin1 gosterelim.
h(mm' ,n)

[mm' , n]
= mm' n(mm') n™
= mm'nm'” m™'n*

-1 _ _ =
= mm'nm' n'm mnm™'n™!

= mjm', nlm™! [m, ]

i

" [m' ,n]m, n]



h(m,nn")

CS4) saglandigini gosterelim.

?h(m,n)

"h{en',n)h(m, n)
[, ]
T )
man'm™n” 0!

-— - f— _1 —_
mam™ 0 nmp'm'n' 0

[m,n}p[m, '™
[m,n] [m,n]

h(m, n)"h(m,n')

?[m,n]
? (mnm“n'l)

pmnm~'n”' p!

pmp~ pnp” pm~ p~' pn~' p™

|7m.n|

h(” m,"n)

35



CS5) saglandigim goésterelim.

vi(m, n)

CS6) saglandigimi gosterelim.

h(m,vi)

1l

.
V(mnm“n" )

( v - homomorfizm )

vy ln” o)

w__—1

m'm ( v - caprazlanmig modiil )
"nn!

plm,n]

,u(mnm"n") (- homomorfizm )

p(em)uln)alon™ Jul ")

-1

" hn (1 - caprazlanmig modiil )

mnm~'n7!

[m,vi ]

m(V)m™* (i)™

“m! ( v - ¢aprazlanms modiil )

36
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= mim™'17

=

i

h(ul,n) [ud,n]
= p(Dn(d) ' n™
- Hon ™! (4 ~caprazlanmis modiil )

= Inl"'n?!

It

Caprazlanmig karenin 6 6zelligi saglandigindan yukarnidaki diyagram caprazlanms
karedir.

Ornek 4.1.2 : Asagidaki diyagram verilsin.

x
M————=> InnM

InmMe—m—7Fm7F—> AutM
i

Burada X" i¢ otomorfizm m € M ile tanimlanir. Ayrica / déniisiimii i¢ automorfizm

alt gruplarinin bir sonucudur. Bununla birlikte standart etkilerde bulunur.

h: InnM xInnM - M

(X"‘,X"")r—) [m,m']
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fonksiyonu ile verilen diyagram bir ¢aprazlianmug karedir. Cinkii ;
"m=mmm' ve m™=m" mm etkiler verildiginden
X :M — M dénigimiiniin gaprazlanmig modiil oldugunu gésterelim.
cM1) X (" m)=m' X (m)m'”
CM2) *™m =mmm™
sartlan saglanmalidir.
X ('”m) = X(m'mm'™)
= X(mYX(m)X(m')

xm'm = xm(mv)

X dénigiimis CM1) ve CM2) ézellikleri sagladigy igin ¢aprazlanmis modiildiir.
Ayni sekilde i : M — M déniisiimii de gaprazlanmig modiil olur.
CS2) saglandigini gosterelim.

Verilen diyagrama gore X déniisiimii AutM nin bir etkisi oldugu agtktir. Ciinkii ;

X M->M,



i:M —> M dénigimleri AutM yikorur.

CS3) saglandigm gosterelim.
Hx ™, xm) =

Hxm, xm™) =

h(X"ﬁ s X'"l'”z ) =

Hxm, xmm) =

mn(x ™, xm WX, xm)
[mml’mZ]
mim,m, (mm, )™ m’
m 1, -1, -1
mm,m; ' m”'m,
. e ol -1, -1
mmm,m;'m;' m~ mm,m~'m,
-1
m[m1>m2]m [m’mz]
m
[, m, m,m,
2 b4
Wxm, xm yn(xm, x™)
[m’mlml]
-1 -1
mmm,m~ (m,m,)
-1_-1__-1
mm,m,m”"'m;'m,

-1 -1 -1 -1 -1
mmm™ m; mmm,m" m, m,
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CS4) saglandigini gésterelim.
"h(X",X™) =

m'h(Xm,Xml) =

CS5) saglandigini gésterelim.

Xh(m, m, )

I

Xh(m, m, )

[, m, o, [, m, Y

[, m, 1" [m, m, ]

Wxm, xmynlxm, xm)

h(m'Xm ’m'Xm, )
-
[, m,]
m' -1 -1
(mmlm m, )
] -1, -1,
m mmlm m, m

-1 -1 i -1 _ -
mmm' mmm mm’m mm'm

(X mxm)

mm;

X[m,m,]

X(mmm™m")

10



CS6) saglandigini gosterelim.
h(m,xm,)

h(m,xm,)

X(m(™m™)) ( X - gaprazlanmug modiil )
X(mX(™Mm™
X(mym, X (m™"ym;'

xm -1

mm, ( X -gaprazlanmig modiil )

m -1

mm,

" m,m;

[m,xm, ]

mX (m,)m™ (Xm, )"

m™m™ ( X - gaprazlanmus modiil )
mmm~'m;’

m -1

m,m

Verilen 4 fonksiyonu 6 dzelligi sagladigi igin verilen diyagram g¢aprazlanmig karedir.

Ornek4.1.3: g: NxM — L , g(n,m) = h(m,n)™" fonksiyonu

ve

"n = (vi(m, n))n

"m = (uh(m,n)) " m

41



seklinde tanimlanan etkileriyle asagidaki diyagram bir ¢aprazlanmis kare olusturur. Ciinkii ,

]/
N

h:-MxN-—>L

]

—

ve

g:NxM —>L
CS1) saglandigini gésterelim.
M,V doniisimlerinin ¢aprazlanmmg modiil oldugunu gosterelim.

u:L->M v:L>N

verildiginden ,

cM1y u(m1)
= p(m)u()u(m™)
= mu(Dm™

CM?2) “I '

=

CM1) ve CM 2) sartlani saglandigindan 4 gaprazlanmig modiildiir.

,u(mlm”l) ( ¢ - homomorfizm )
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cmy V(") = vlein) ( 12~ homomorfizm )
= vy (Dv(n™)
= ny(ln~'

CM2) %I = p
= nr

CM1) ve CM2) sartlan saglandigindan v gaprazlanmig modiildiir.
Ayni gekilde 2 ve A' doniigiimleri de ¢aprazlanmig modildir. Simdi ise Ay

bilegeninin gaprazlanmig modiil oldugunu gosterelim.
M1y ("= Aulmim™) ( 4 - homomorfizm )
= Hpmu@um™)
= zl(m,u(l )m”‘) ( A - homomorfizm )
= Am)Ap(D)A(m™)
= mAu(l)m™

CM2) ap

= tp

/.

CM1) ve CM2) sartlan saglandigindan A bileseni ¢aprazlanmig modiildiir.
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Aym gekilde A'v bileseni de ¢aprazlanmig modiildiir.

(CS2) saglandigin1 gosterelim.

h-MxN—>L ve g:NxM — L fonksiyonlann, u:L—>M , v:L—>N

déniigiimleri igin M,L ve N tzerinde biretki, N de L ve M uzerinde bir etki oldugunu

sdylememiz mimkiindiir. Bu yiizden 1 ve v déniigiimleri P yi korurlar.

CS3) saglandigin gésterelim.

g(nn' m)

g(m' m)

g(n, mm')

g(n, mm')

"g(n',m)g(n,m)
h(m,nn)"

(e, nyhm, 1))
"h(m,n')" h(m, )
"g(r',m)g(n,m)
gln,m)" g(n,m')
Wmm',n)”

(', my(om, )
hm,n) " h(om' )

g(n, m)”' g(n, m')



CS4) saglandigini gosterelim.

? g(n,m)

? g(n,m)

CS5) saglandigini gosterelim.

vg(n,m)

vg(n,m)

ug(n,m)

ug(n,m)

g(” n? m)
Ph(m,n)”!
h(*m,”n)™"

g(” n* m)
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CS$6) saglandigini1 gésterelim.

g(vi,m) = "
ghtm) = Hmm)’
= ()
=
gy =
gop) = h(un)

= )
— nll—l

Boylelikle verilen diyagram c¢aprazlanmig karedir.

1984 yilinda G.Ellis tarafindan (Ellis,G.,1984) verilen bir teoremle Simplisel Cebir
Kategorisi olan SimpCeb , Caprazlanmig Kare kategorisi olan Csr’’ye denk oldugu

ispatlanmgtir.

M, : SimpCeb — Crs?
Aynntih bilgi i¢in (Arvasi,Z.,1994) referansindan yararlanabilirsiniz.
Aynca 1987 yiinda R Brown ve J.L.Loday tarafindan verilen teoremle Cat’-grup

kategorisinin ¢aprazlanmig kare kategorisine denk oldugu gdsterilmigtir.(Brown,R. and
Loday,J.L.,1987)



Teorem 4.1 :Cat’-grup kategorisi , aprazlanmus kare kategorisine denktir.
ispat: Burada Cat>-gruplar kategorisi ile caprazianmus kare kategorisinin denkligini Loday’in

Cat'-gruplar kategorisinin ¢aprazlanmig modiiller kategorisine denkliginin gésterimini esas

alarak ispatlayacagiz.

=) (G, K.K ‘) Cat’-grubu igin L = Kers " Kers' , M = K nKers' , N = K'nKers ve
P = K "K' alabiliriz. Sonra A (swrasiyla A', £,v) b nin (sirasyla 4',5,5' ) kisitlamas:

olsun. Bu bize degismeli ( komiitatif ) kareyi verir. Burada G , P ’nin konjugasyon etkisi ile

verilmigtir ve
h(m,n) = mnm™"'n"!
ifadesi (7 ’nin elemanlan igersinde hesaplanmugtir. Bu durum L igin de aymidir.
<=) Diger taraftan , bir ¢aprazlanmug kare verildiginde agagidaki sekilde gériildiigii gibi ,

y7,
L —>M

G=(LcN)x(MxP), K=MxP ,K'=N x P seklinde yazlabilir. Burada s bir

projeksiyondur ve

b(l,n,m, p)= (A(l)”m,v(n)p)
olarak bulunur.

Ayrica, G yapisinin saglanmas igin L oc N iizerinde M o P etkisi iginde A
fonksiyonu dikkate alinacaktir.
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4.2.  Cebirler i¢cin Caprazlanmig Kare

Cebirdeki caprazlanmig kare , komiitatif cebirlerin bir komiitatif diyagramudir,

y7;

_~
~
Pl
~

.

Bununla birlikte Pise L,M ve N iizerinde bir etkidir. Béylece L ve M iizerinde
A' yardmiyla N komitatif etkisi ve L ve N iizerinde A yardmiyla M etkisi
tanimlanmugtir. A#: N xM —> L fonksiyonu verilmistir. (G. Ellis , 1984) Bu 4 fonksiyonu
bitin m,m'e M, n,n'e N , peP ,lelL , keK igin,

Cs1) u,v,A,A' déniigimlerinin herbiri ve Au=A'v bilesenleri ¢aprazlanmig
modiildir.

CS2) u,v doniigiimleri P etkisini korur.
CS3) kh(n,m) = h(kn,m) = h(n,km)
CS4) h(n+n',m) = h(n,m)+h(n',m)
CS5) h(n,m+m') = h(n,m)+h(n,m")
CS6) p.h(n,m) = h(p.n,m) = h(n,p.m)
CS7) uh(n,m)
CS8) wvi(n,m) = —-m.n
CS9) h(n,ul) =n.l
CS10) hA(vl,m) = —m.l

n.m

saglanir.
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4.3 Caprazlanmg Kare Morfizmi

¢ (L,N,M,P)—>(L',N',M"',P') seklindeki bir ¢aprazlanmis kare morfizmi

asagidaki homomorfizmlerden olugur.

¢,: L>L'
¢y . NoN
¢y Mo>M
¢p: P> P

Omegin burada homomorfizmlerin kiibii asagidaki gibi komiitatiftir.
¢ h(n,m)=h(g,..0,.) ne N, me M

ve herbir ¢,, ¢, ¢,, homomorfizmleri ¢@,’ nin bir bileskesidir. Biz gaprazlanmug kare

kategorisini Csr” ile gésterecegiz.

Ornek 4.3.1 : k-cebir R’nin idealleri /, ve [ , olsun. Kalintilarin komiitatif diyagrami
agagidaki gibi verilsin,

inc
I,nI, _— 5

inc inc

I, >

inc

Bu durumda [/, , I, izerinde R etkisiyle birlikte ve I, mI, garpim ile verilen

asagidaki /4 fonksiyonu i¢in yukandaki diyagramin bir ¢aprazlanmis kare oldugu kolayca
gorulebilir,

h:I, xI,>1 nl,

(il 7i2 ) > ili2
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Verilen,

p=inc:I,nl,=N—=>1I,

v=inc:I,nl, =N —>1,

A=inc: I, > M

AM=inc: I, > M

igine doniigiimlerinin her biri ¢aprazlanmig modiildiir. Ciinki,

p=inc:I,nl,=N—>1,

doniigiimil igin,

CM1) p(n-i) = p(ni)
= ni
= nu(i)
CM?2) u(i,-i,) = i+,
= hi,

sartlan saglandigindan u caprazlanmig modiildiir. Benzer olarak,

v=inc:I,nIl,=N—>1,

déniigiimii de ¢aprazlanmig modiildiir.

A=inc: 1, >M

doniigiimil igin,
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CM1) A(i-m) = A(im)
= im
= A@)-m
CM?2) A(, -i,) = i-i,
= ii,

sartlart saglandigindan A ¢aprazlanmig modiildir. Benzer olarak,

A=inc: I, - M

doniigiimii de ¢aprazlanmig modildiir.

Aym sekilde Au = A'v déniigiimlerinin de gaprazlanmig modiil oldugu géosterilebilir.

CMY) Apu(n-i)) = A(p(ni))
= A(ni)
= A(nu()) ( u caprazlanmig modiil)
= nAu(i) (A gaprazlanmis modiil)

CM2) Au(i;-i,) = Al -1y)
= I -1,
= hi,

olur. Béylece CS1) saglanmus olur.
CS2) saglandigin1 gosterelim.
uN->I, | v:N—>1I,

I,, N ve I, iizerinde bir etki, /,, N ve I, iizerinde bir etki , /, ve J, M ’nin idealleri

oldugundan i ve v donigimleri M ’yi etkiler.



CS3) saglandigim gosterelim.
khi, i)

kh(i, ,i,)

CS4) saglandigimi gosterelim.

h(i, +i,i,)

CS5) saglandidint gésterelim.

h(i, i, +i,)

CS6) saglandiim gosterelim.
m- h(ll >i2 )

m-h(i,,i,)

k(i,)
(ki )i,
h(kiy i)
k(i,i)
(0k)i,
iy (ki)
h(i,, ki,)

(il + l; )IZ
i, +ii,

h(i,,i,) + h(, ,i,)

il(iz +I;)
iy + i,

h(i,,i,) + h(,,i,)

m-(i}i,)
mii,
h(m-i,i,)
m-(ii,)
m-—i,i,
—im-—i,
im-i,

h(i,,m-i,)
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CS7) saglandigim gésterelim.
:Uh(ll 9 I 2 )

CS8) saglandigim gosterelim.
KAURY)

CS9) saglandigin1 gosterelim.

hiy, un)

CS$10) saglandigini gésterelim.
h(vn,i,)

u(ii,)
u(iy)uiy)

iy,

v(iyi,)

v(i)v(i,)

v(n)i,
n-i,

—i,-n

33

( # homomorfizm)

Ornek 4.3.2 : E “yi I, ve I, idealleri olan simplisel bir cebir olarak alalim.

Lnl,——>]

2

v
> E

seklinde verilen Y yapisi agagidaki gibi gaprazlanmig kareye indirgenir.
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oI, N1,) > 7o (1)

7o (1y) > o (E)

Gergektende, h fonksiyonu

h:my())xm,(I,) > 71, N 1,)

ve asagidaki sekilde biitin [a] e 7,(1,) , [ble 7,(I,) igin,

h([a].[b]) = [a][b] = [ad]

verilsin.

Bu tanimlamalara gére yukaridaki Y diyagramu bir ¢aprazlanmug karedir.
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