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OZET

Bu tezde, kapali egri tizerinde tanimli Holder sinifindan olan fonksiyonlarin iki analitik
(kapali y egrisi iginde ve diginda analitik iki) fonksiyonunun fark: seklinde yazilabilmesine
dayanarak, kapali egri iizerinde tamimli fonksiyonlarin yaklagimi iizerine aragtirmalar

yaptlmigtir.
Birinci béliimde gereken temel bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde basit irtibath bolgede analitik ve kapanisinda siirekli fonksiyonlara

polinomlarla en iyi yaklagim incelenir ve yaklagim hiz1 gosterilir.

Tezin tigiincii boliimiinde kapali egri tizerinde tanimli fonksiyonlara n. dereceli rasyonel
polinomlarla en iyi yaklagim 6grenilir. Bunun yani sira yogunluk fonksiyonu Hélder kosulunu
saglayan Cauchy gekirdekli singiiler integral igin de n. dereceli rasyonel polinomlarla en iyi

yaklasim incelenir.

Anahtar Kelimeler: Cauchy Tipli Integraller, En lyi Yaklasim, Polinom, Rasyonel

Polinom.



THE APPROACH METHODS TO THE DEFINED FUNCTIONS
ON THE CLOSED CURVE
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SUMMARY

In this thesis, the approximation of the functions which are defined on a closed
ycurve is investigated, that can be written depending on the ability of the difference of two
analytic functions (that functions are analytic inside and outside of the y) which belong to

Holder class on the y.

The necessary basic information has been given in the first part.

In the second chapter, the best approximation is examined to the functions which are
analytic in a simply connected domain and continuous on its closure with polynamials and the

speed of approximation is shown.

In the third chapter of the thesis the best approximation is given to the functions which
are defined an a closed curve with the nth. degree rational polynomials. Besides this, for the
density function in the singular integral with Cauchy kernel which satisfies the Hélder

Condition the best approximation is examined with the nth degree rational polynamials.

Key Words: Cauchy Type integrals, The Best Approximation, The Polynamial, The

Rational Polynomial.
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GiRIS

Bu tezde S.Y.Alper’ in “Kompleks Degiskenli Fonksiyonlara Kapali Bélgede En iyi
Yaklagim” (Alper, 1955) makalesi esas alinip, kapali egri iizerinde tanimli H6lder simfindan

olan fonksiyonlarin iki analitik (kapali y egrisi iginde ve diginda analitik iki) fonksiyonun fark:

seklinde yazilabilmesine dayanarak, kapalt egri iizerinde tanimli fonksiyonlarin yaklagim:

lizerine aragtirmalar yapilmistir.

Birinci béliimde gereken temel bilgiler verilmistir.

Ikinci boliimde basit irtibath bolgede analitik ve kapamiginda siirekli fonksiyonlara
polinomlarla en iyi yaklagim incelenir ve yaklagim hizi gosterilir. Burada, kullanilan polinomlar

ele alinan fonksiyon ve bdlge igin Faber serilerinden farkli yontemlerle elde edilen

polinomlardir.

Konuda ele alinan bolgelerin sinir1 diizgiin egrilerdir. u=f(z) fonksiyonu kapali Jordan

egrisi ile sinirli bir D blgesinde analitik (f € A(D)) ve kapamiginda siirekli (f € C(B)) bir

fonksiyon olsun. Ileride, yeri geldiginde bu deyimi kisaca f eA(D)ﬂC(B) gibi ifade

edecegiz.
g, (f, B) ile f(z) fonksiyonunun D ’de n. dereceli polinomlarla en iyi yaklasimini, yani
g, (f,D) = inf sup|f() - P, (2)
n zeD
gosterecegiz.

u=f(z) fonksiyonu D’ de analitik ve D’ da a (0<a <1) iussii ile Holder kosulunu
saglayan, k. (k € N) mertebeden f*(z) siirekli tiirevlere sahip oldugu durumda, D’ nin simniri

analitik egri ise g, (f ,D) igin ( Sewell, 1942)

g.(f-D)< A’,,

0.1
nlw ( )
dir, burada A n’ye bagimli olmayan sabittir, degerlendirmesi bilinir.

D bolgesinin siniri, tegeti siirekli yon degistiren diizgiin egri oldugu durumda

S.N.Mergelyan tarafindan (Mergelyan, 1951)



g,(fD) < n‘fff_l 0.2)

degerlendirmesi bulunmustur. Burada, B(g)sadece &£’a bagimli olup n’ye bagimh
olmayan sabittir. Ayrica, bu degerlendirme sinurli bolgeler igin iyilestirilemez.
Tezde, ikinci boliimde sir1 diizgiin egri olan bdlgede ilave sartlar dahilinde

g, (f, 5) biiyiikliigiiniin iisten degerlendirmesi verilir. Ayrica, f(z) fonksiyonunun onun Faber

polinomuna gore seriye agilimi yardimi ile elde edilen polinomlarla yaklagimi incelenmektedir.

Tezin {igiincii boliimiinde kapali egri {izerinde tanimli fonksiyonlara n. dereceli rasyonel
polinomlarla en iyi yaklagim 6grenilir. Bunun yani sira yogunluk fonksiyonu Hélder kosulunu
saglayan Cauchy g¢ekirdekli singiiler integral igin de n. dereceli rasyonel polinomlarla en iyi

yaklagim incelenir.

C kompleks diizlem, ¥ kompleks diizlemde orijini iginde bulunduran kapal: Lyapunov
egrisi olsun. H®(y)ile y iizerinde tamimh k. mertebeden tiirevi H,(y) smifindan olan

fonksiyonlar gosterelim. g (f,y) ile y iizerinde tanimli f fonksiyonuna n. dereceli rasyonel

fonksiyonlarla en iyi yaklagimi, yani
g.(fsr)= inf sup|f(£)-P,(0) (0.3)
o n [Er

gosterelim. Burada,

RN, ={ak €eC: Zakt"}
k=-n

n. dereceli biitlin miimkiin olan rasyonel polinomlar kiimesidir.

Biliyoruz ki, (Gakhov, 1977) eger, f e H¥ (y), 0 <o <1 ise,

Sf(t) = i @d‘t,t €y 0.4)
Tl ; T—t

Cauchy Singiiler Integrali igin de Sf € H¥ (y), 0 < <1 olur.

(0.4) Singiiler Integralini igeren singiiler integral denklemin yaklagik ¢6ziimiiniin
denklemin kesin ¢6zlimiine yaklasim hizi g, (f,y) biyiikligi ile ve bu biiyiiklik de

kendiliginden singiiler intcgral denklemin katsayilarinin, denklemdeki singiiler integralin



cekirdegi ve singiiler integralin en iyi yaklasimi ile belirlendiginden (0.3) biiyiikliigliniin
incelenmesi biiylik 6nem tagir. Bdylece, singiiler integral denklemlerin yaklagik ¢dziimiiniin
yaklagim hizint bilmek igin bilinen g (f,y) degerlendirmesine gore g, (Sf,y) biiyikligiini

degerlendirmeyi basarmak gerekir.

Bilindigi gibi, (Gakhov, 1977) eger, f e H¥ (y), 0 <a <1 ise
O(z) = - j-f—(i)dr, zgy
27 ;T2
Cauchy Tipli Integralinin

DO (t) = —;—f(t) + %Sf(t), tey

O (t) = —%f(t)+—;—Sf(t), tey

siur  degerleri  de H®(y) sinifindandir. Bu durumda (Alper, 1955),

g, (®*,y) ve g, (®,y) biyikliklerinin sifira yaklasim: n™®* tipindendir. Buradan
(Gakhov, 1977)

ft)=0*()-D™ (1), tey
SE(t) = D () + D (1), tey

oldugundan, g, (f,y) ve g,(Sf,y) biiytiklikleri de n™®™* hizla sifira yaklagir. Ayrica,

eger y merkezi orijinde olan birim gemberse,
g. £, 1)=0(n"*) &g, (Sf,7) =0n™"*) (0.5)
oldugu bilinir (Zygmund, 1945).

Ugtincii boliimde y Lyapunov egrisi oldugu durumda da (0.5) Snermesinin

dogru oldugu gosterilir.
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1. BOLUM
TEMEL BILGILER

1.1. Kompleks Diizlemde Egri

Matematigin kavramlarindan olan egri (curve) ve yay (arc) sdzciikleri igiﬁ kesin bir
terim birligi saglanmig degildir. Bazen yay ve cfri kelimeleri eg anlamda kullanildigs gibi bazen
de farkli bir kavram gibi kullanilmaktadir. Biz, giinlik konusmada kullanilan edri sdzciigiinii
benimseyecck ve digerlerini buna bagh olarak tanimlayacagiz. Burada diizlemdeki cgrilerden

bahsedilecektir.

Tamim 1.1.1. (TURGUT, 1998)

a) [a.b]c R olmak iizere siirekli bir y: [a,b]—-) C fonksiyonuna C diizleminde bir

egri denir. Burada y(a)ve y(b) noktalarina sirasiyla egrinin baglangig ve bitim

noktalari denir.
b) Bir y egrisi verildiginde y(a) = y(b)ise,y "ya kapah egri denir.

c) Bir y egrisi verildiginde y’ tiirevi var ve siirekli ise Y diferansiyellenebilir bir
egridir denir.

d) Y diferansiyellenebilir bir egri olsun. Eger, y'(t) # 0 ise vy "ya diizgiin (regiiler) egri
denir.

e) [a,b] aralifinin sonlu tane noktas: hari¢ y egrisi diferansiyellenebiliyorsa ve bu s6z
konusu noktalarda ¥’ nin sagdan ve soldan tiirevleri var ve bunlar y’ tiirevinin bu

noktalardaki sag ve sol limitlerine esitse y pargali diferansiyellenebilir egridir

denir.

f) y pargali diferansiyellenebilir egri olsun. Eger, her t €[a,b] i¢iny'(t)# 0 ise, y
parcali diizgiin egridir, denir.

g) Bir y egrisi sadece t;=t; igin y(t;)= 7 (t;) oluyorsa 7y ’ya basit egri denir. Bazen basit
egrilere Jordan egrisi de denir. y basit bir egri ve y(a) = y(b)ise kapali basit egri

(kapali Jordan egrisi) denir.



- Uyarn: (1) Burada € diizlemindeki egriler s6z konusu oldugundan gok kez
z(t) = y(t) = x(t) +iy(t)
bigiminde yazacagiz. Bazen bir y egrisi

X = X(t)

astd
y =y
parametrik gosterimi ile de verilebilir.

(2) Bir v egrisi verildiginde
Z'(t) = y'(ty) = x"(ty) +iy’(ty)
var ve Z'(t)# 0 ise, egri z, =z(t,) noktasinda bir tegete sahiptir. Teget z, noktasindan
geger ve pozitif eksenle 0 =argz'(t,) acist yapar. Boylece goriiliiyor ki, diizgiin egriler her

noktada, diferansiyellenebilir egriler ise tiirevin sifirdan farkli oldugu noktalarda, tegete

sahiptirler. z;(t) ve z,(t), t,’ da tegete sahip iseler, tegetler arasindaki agi

argzy (t,) ~ arg 2} (t,)
dir.

(3) Tanimdan goriiliiyor ki, basit egri kendisini kesmeyen egridir. Yani bu durumda y

bire-bir siirekli fonksiyondur.

Tamm 1.1.2: Eger, 7y =y(t)fonksiyonu sirli ise bunun belirttigi y egrisine

dogrultulabilir egri denir.

Uyar: Bir egri sadece bir nokta kiimesi degildir. Bu noktalarin birbirini takip edisleri

de dnemlidir. Bir
y(t) = z(t) = x(t) +iy(1),0< t <1

egrisini ele alahm. Bunun ug noktalan z, =(0) ve z, = z(l) olsun. Eger, egri iizerindeki
noktalar zy’dan baglamak iizere t'nin artigina karsilik gelis sirasina gore taranirsa, y pozitif
yonde doniilmiis olur. Eger, y kapali egri ise bu egri iizere hareket zamani y egrisinin

sinirladigr sinirli bolge solda (sagda) kalirsa y egrisi pozitif (negatif) ySnliidiir denir.



1.2, Analitik Fonksiyonlar

Tamm 1.2.1: (TURGUT, 1998) Bir ¢:C —> C kompleks fonksiyonu z, eC -
noktasinmn  bir S, (7,) = {ze C:|Z—Zo| < r} komsulugundaki  biitiin  noktalarda
diferansiyclelicnebiliyorsa, (p(z) z, noktasinda analitiktir (holomorftur) denir.

Eger, ¢:C — C fonksiyonu bir D < C kiimesinin biitiin noktalarinda analitikse,
@ A lizerinde analitiktir diyecek ve bunu @ € A(D) seklinde belirtecegiz.

Kompleks diizlemin her bir noktasinda analitik fonksiyona tam fonksiyon denir.

Tamm 1.2.2: (SIDOROV., FEDARYUK., SABUNIN, 1989) Bir ¢:C—>C
fonksiyonu z, € C noktasimin belli bir S, (z,) komsulugunda tanimli olsun. Eger,

(p(z) fonksiyonu z, noktasinin herhangi bir S; (z,), 8 <£r komsulugunda diizgiin yakinsak
bir
0(2)=) ¢, (2~2,)"
n=0
serisi seklinde gosterilebilirse, ¢(z) fonksiyonuna z, noktasinda analitik fonksiyon denir.

Tanim 1.2.1 ile Tanim 1.2.2” nin denk oldugu kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 1.2.3: ¢ : D — Cfonksiyonu z, € D noktasinda analitik olmast i¢in onun z’

da diferansiyellenebilir olmasi gereklidir.

Uyan 1: Bir ¢:C — C fonksiyonunun z; € C noktasinda analitik olmas: igin onun

zy’ da diferansiyellenebilir olmasi yeterli degildir.

Tamm 1.2.4: Bir ¢:C — C fonksiyonu z, —o noktasinin komsulugunda tanimli
olsun. Eger, ¢(z) fonksiyonu z, = o "un herhangi bir komgulugunda yakinsak
o(z) = ch z™
n=0

serisi seklinde gosterilebiliyorsa, @(z) fonksiyonu z, = oo noktasinda analitiktir denir.

Onerme 1.2.5: ¢:C — C fonksiyonunun z, =« noktasinda analitik olmasi igin

gerekli ve yeterli kosul O(E) = @(1/&) fonksiyonunun &€, = 0 noktasinda analitik olmasidir.



Bir kompleks fonksiyonun analitikligi igin yeterli kosullar olan asagidaki iki teoremi

verelim.

Teorem 1.2.6 (Morera Teoremi): ¢ :C — € kompleks fonksiyonu basit irtibatli bir
Dc @  bolgesinde tamimli ve D iizerinde siirekli olsun. Eger, ¢(z) fonksiyonunun D

bolgesinin iginde kalan her kapali egri iizerinde integrali sifirsa, ¢(z) D iizerinde analitiktir.

Teorem 1.2.7 (Weierstrass Teoremi): ¢,(z), ne€ N fonksiyonlar bir DcC

bolgesinde analitik ve Z(pn (2) serisi D’ ye ait olan her kapah bolgede diizgiin yakinsaksa,

n=|

3 0,(2) = p(2)

fonksiyonu D tizerinde analitiktir.
Analitik fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim.

1.Bir noktada analitik fonksiyon bu noktanin komgulugunda her bir noktada analitiktir.

Yani, bir fonksiyonun analitik oldugu noktalarin kiimesi agik bir kiimedir.

2.Eger, f(z), ¢(z) fonksiyonlart D < € kiimesi iizerinde analitikse

a. Va,f el igina.f(z)+ p.e(2),

b. f(2).@(z) ve

c. ¢(z) # 0 olmak iizere f(z)/p(2)

fonksiyonlart da D iizerinde analitiktir.
3.P(2)=¢,z"+a, 2" +..+az+a,

Polinomu bir tam fonksiyondur.

4.iki analitik fonksiyonun bileskesi de analitiktir.

5.Analitik fonksiyon istenilen mertebeden diferansiyellenebilir.

6.Basit irtibatli blgede analitik fonksiyonun ilkel fonksiyonu ve tiirevi de analitiktir.

7.Bir D= {z eC: lz - zol < r} dairesinde ¢(z) fonksiyonu biitiin D’ de yakinsak




0" (Z) o
o@)= 3G )
n=0 n
Taylor serisinin toplam seklinde gsterilebilir.

8. Bir z, # o noktasinin analitik ¢(z) fonksiyonunun m. dereceden sifir1 olmasi igin

gerekli ve yeterli kogul h(z) fonksiyonu (h(z) # 0) z = z, noktasinda analitik olmak iizere

9(z) =(z-2,)" h(2)
seklinde yazilabilmesidir.

9. Eger zo noktasi analitik bir ¢(z) fonksiyonunun m. dereceden sifin ise z,

O(2) =[p(2)]" (peN)

fonksiyonunun m.p. dereceden sifindir.

10.¢(z) fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ve ¢(z,) = 0 ise, z, in 8yle komsulugu

vardir ki, bu komsulukta ¢(z,) =0 yada z,’in Syle komsulugu vardir ki, @(z)’nin bu

komsulukta z, diginda sifirt yoktur.



1.3. Siireklilik Modiilii. Holder Kosulunu Saglayan Fonksiyonlar Sinifi

1.3.1. Siireklilik Modiilii ve Ozellikleri

(), (@: X>Y, XcR(XcC),YcR¥cC)teX reel veya kompleks bir

fonksiyon olsun. Matematik Analizden bilindigi gibi @(t) fonksiyonu X iizerinde siirekliligi
dedigimizde t,,t, € X igin |tl —tzl’nin ¢ok kiigiik degerine |(p(t|)—(p(t2)| farkinin gok

kiigiik degerinin karsilik gelmesi diisiiniiliir. Yani, bir fonksiyon siirekli ise degisken artimi ve

fonksiyon artimi1 ayni zamanda sifira gider.

Fakat, bir fonksiyonun siirekliligi incelenirken fonksiyon artiminin degigken artimina
ragmen hangi dereceden kiigiikliigti s6z konusu degildir. Bu kiigiikliik derecesi herhangi olabilir.
Ancak, fonksiyonlarin bir ¢ok 6zellikleri, rnegin, fonksiyonlarin seriye agilimi, bu serilerin
yakinsaklik hizi ve bagka bir ¢ok 6zellikleri fonksiyonlarin siireklilik modiilii denilen kavramn

kiigiikliik derecesine siki baghdir.

Tamm 1.3.1: ¢: X — Y fonksiyonu verilsin.
o(P;d) = supﬂ(p(tl) —o(ty)] t,t, € Xft, —ty] < 8},
3e(0,4],L= maxﬂt] —ty|:t,t; € X}= diamX
seklinde tanimlanan ®(@;8), 6 € (0,£] fonksiyonuna @(t), t € X fonksiyonunun siireklilik
modiilii denir.

Tamm 1.3.2: ¢: X — Y reel veya kompleks fonksiyonu verilsin. @(t) fonksiyonu X
izerinde diizgiin sireklidir demek ki, Ve > 0igin 35 >0 oyle ki, |t, —t,| <8 esitsizligini

saglayan Vt,,t, € X igin

I‘P(tl )— (P(tz)l <€
dur.’
Bir fonksiyonun siireklilik modiiliiniin bazi 6zelliklerini verelim.

1. ®(@;8) fonksiyonu tanimli oldugu aralikta azalmayan bir fonksiyondur.

2. ¢: X =Y reel veya kompleks fonksiyonu verilsin. ¢(#) fonksiyonunun X iizerinde

diizgiin siirekli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
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Jligg{ o(p;6)=0

olmasidir.

3. Her 4,,6, >0 igin

(.8, +6,) S (9;6)) + 0(9;6,)

dir.

Bu 6zellikten agagidaki sonug elde edilir.

Sonug: Her ne N igin

a(@,n.d) < nw(p;0)

dir.

4. Eger @(t) X iizerinde diizgiin siirekli ise (¢, d), 8 € (0,£) siirekli fonksiyondur.
Tanim 1.3.3: [0,+00) araliginda siirekli, azalmayan ¥9§,,5, € (0,4] igin
(5, +3,) <w(d,)+w(s,)
ve w(0) =0 kosullarim saglayan @ :[0,+e0) — R fonksiyonuna siireklilik modiilii denir.

Bir fonksiyonun siireklilik modiiliiniin yukarida verilen ozelliklerinden de goriiliir ki,
diizgtin sitirekli bir fonksiyonun siireklilik modiilii sSylenen tanim anlaminda da siireklilik
modiiliidiir. Ayrica, her bir siireklilik modiilii bir diizgiin siirekli fonksiyonun siireklilik

modiiliidiir. Bununla ilgili asagidaki 6zelligi verebiliriz.
5. Eger w(5), 6 €[0,+00) bir siireklilik modiilii ise
w(w;0) = w(5)
dir. Yani her siireklilik modiilii kendi kendisinin siireklilik modiiliidiir.
6. Eger, X sinirh ve £ = diamX ise 6 > £ igin
o(@;6) = w(p; L)

dir.
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Tamm 134: op: X cNR->Y fonksiyon'u verilsin ve t; € X bir yigilma noktas

olsun. Eger,

Pty +) = }g}:?’(’) =@(ty)

>ty
ise @(t) fonksiyonu t,’ da sagdan siireklidir denir.

Bir fonksiyonun siireklilik modiilii olmast igin yeterli kosul 7. ve 8. dzelliklerle ifade

edilir.

7. Eger, [0,400) araliginda tanih bir ®(8) fonksiyonu azalmayan, sifirda sagdan

siirekli, @(0) =0 vew(d)/ S artamayansa w(d) siireklilik modiiliidiir.

Tamm 1.3.5.: X < RxR olsun. Eger, X kiimesinin herhangi iki noktasini birlestiren

dogru pargasi X kiimesinin iginde kaltyorsa, X e bir konveks kiime denir.

Tamm 1.3.6: ¢:X — Y verilsin ve X konveks bir kiime olsun. Eger, her t,,t,€ X

ve her A €[0,1] igin
plA +(1- )1 () +(1- Do)

(plAt, + (- ), ] ZA0(1) +(1- De(1,))

oluyorsa, ¢(t) fonksiyonu X iizerinde konvekstir (konkavdir) denir.

8. Eger, [0,+00) araliginda w(8) fonksiyonu konkav, azalmayan, sifirda sagdan siirekli

ve 0(0) = 0 ise o(d) siireklilik modiiliidiir.

9.0(8) = c.t*,c>, 0<o < fonksiyonu konkav siireklilik modiiliidiir.

1.3.2. Hilder kosulunu saglayan fonksiyonlar simifi

Tammm 1.3.7: ¢:X —> Y reel veya kompleks fonksiyon olsun. Eger, herhangi

t,,t, € X ve K>0,0 >0 igin

lo() - o) S K -6



12

oluyorsa @(t) fonksiyonu X iizerinde K sabiti ve o istii ile Holder kosulunu saglar diyecek ve

bunu @ € KH_ (X) seklinde belirtecegiz.

Uyan : Siireklilik modiiliiniin tanimindan ve Tamm 1.3.7.den goriiliir ki, eger,

ee KH,(X)ise o(p:8) <K.3* dur.
Uyan 2: C(X), X iizerinde siirekli fonksiyonlar kiimesi olsun.
KH (X)) cC(X)
oldugu agiktir.

Tanmm 1.3.8: ¢: X — Yn.(n e N) mertebeden tiirevlenebilir olsun. Eger, herhangi

t,t,€ X ve K>0,a> 0 igin

o () -0 ()| < Kl -1,[°
oluyorsa @(t) fonksiyonu X iizerinde KHL")(X) sinifindandir diyecegiz.

Uyan 3: C"(X),n.(n € N) mertebeden tiirevi X iizerinde siirekli fonksiyonlar sinifi

olsun.
KH™(X) ¢ C™(X)
oldugu agiktir.

Not 1: ®(8) bir siireklilik modiilii olsun. H, (X) ile X’ de siirekli ve siireklilik

modiilii
o(9,0) < w(0)

kosulunu saglayan @(t) t e X fonksiyonlar kiimesini gosterecegiz.

Not 2: H,(X) ile o O<a <1 iistii ve herhangi K sabiti ile bir Holder kosulunu

saglayan fonksiyonlar sinifini gosterecegiz. Yani,

H,(X)=|JKH, (X)

K>0

dir.
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Uyan 4: a >1ise H, (X) smifi X’ de sabit fonksiyonlar kiimesidir.

Hoélder sinmifindan olan fonksiyonlarin bazi 6zelliklerini verelim.

1.w(8) bir siireklilik modiilii, @(t) X’ de sinirh fonksiyon olsun. Eger,
4€[0,8,], 8, >0 igin

(9, 8) <a(®)
ise ¢ € Hy, (X) olacak sekilde bir K>0 sayisi vardir.
2. Eger, X kapali ve sinirliise 0 < <a <1 igin
H, (X) c Hy(X)
dir.
3. Eger

p:X-> Yvef: X~ Yvegpe H, (X),fe H, (X),0<0,,
a, <lise p+f, @.f, ¢/f, (f 0 igin)

fonksiyonlari H,(X) smifindandir, burada o = min(e,, @, ) dir.

4. t=t(s), seM fonksiyonu H,(M), 0 < <1 ve ¢(t) fonksiyonu da t=t(s)
fonksiyonunun deger kiimesi {izerinde H;, 0 <B <1 smifindansa, ®(s)= (p[t(s)], teM

fonksiyonu M iizerinde H, (M) sinifindandur.

5. t=t(s) se€ M (M-kapal kiimedir) fonksiyonu H, (M), 0 <a <1 simifindan ¢(t)
fonksiyonu da siirekli tiirevlenebilirse  D(s) = @(t(s)) fonksiyonu M iizerinde

H,(M), 0 <a <1 simfindandir.

6. t ve to noktalart bir y < € egrisi iizerinde sirasiyla degisken ve kaydolunmug

noktalarsa,
() =|r-t]", 0<a<l

fonksiyonu vy iizerinde H,(y) smifindandr.
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7. peH, (y),0<a<lt,y iizerinde degisken ve t, €y kaydolunmus noktalar

olsun. Bu taktirde, 0 < < a £1 olmak iizere

o < 2O - 9)
Q) P

fonksiyonu vy egrisi tizerinde H,_;(y) sinifindandr.
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1.4. Cauchy integral Teoremi. Cauchy integral Formiilii ve Cauchy Integrali
1.4.1. Cauchy integral Teoremi

Analitik fonksiyonlarin &nemli ve genis uygulamali 6zelliklerinden biri Cauchy integral
Teoremi ve Cauchy Integral Formiilii ile ifade edilen &zelligidir. Biz bu kesimde Cauchy

Integral Teoremi, Cauchy integral Formiilii ve onlardan gikan bazi sonuglara degineceéiz.

Teorem 1.4.1. (Siirekli Diferansiyellenebilir Fonksiyonlar I¢in Cauchy Teoremi):

@ :C — € kompleks fonksiyonu basit irtibath bir D < € bélgesinde diferansiyellenebilir ve
tiirevi D tizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde @(z) fonksiyonunun D bdlgesinden

olan her bir kapali ¥ egrisi iizere integrali sifirdur.

Teorem 1.4.2. (Cauchy Integral Teoreminin Genel Hali): ¢:C — C kompleks

fonksiyonu sinirh basit irtibatli bir D < € bdlgesinde analitik olsun. Bu taktirde y, ve y, D

bolgesinde baglangig¢ ve sonlari ayni olan dogrultulabilir egrilerse,

Jo()dz = [o(z)dz
Tt Y2

dir.

Sonug 1: ¢ : € —> € kompleks fonksiyonu basit irtibath bir D < € bélgesinde analitik
ve ¥, D’ de kapali bir egri ise

j o(2)dz =0

dir.

Sonug 2: D < (€ basit irtibath bir bdlge ve dD, D’ nin sinir1 olsun. Eger; ¢:C —> €

fonksiyonu D =DudD iizerinde analitikse, yani @ € A(ﬁ) ise

j o(2)dz =0

an

dir.

Uyani 1: D={ze¢':0<|zls2},¢):D—>¢', (o(z)=l olsun. ¢ A(D),
z

ﬁ:DuaD,
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oD={zeC:|7=2}
fakat

2%~ s
[o(z)dz = j515= 20¢” s =2mi %0
P |

is
=2 2 ) 2e
dir.

Bu &rnekten de goriildiigii gibi Cauchy Integral Teoreminde D bélgesinin basit irtibatli

olmasi gereklidir. Ele alinan rnekte

I @(2)dz+0
ab

olmasinin nedeni D = {z eC:0< lzl < 2} bolgesinin basit irtibath olmayigidir.

Sonug 3. Eger, ¢ : € — C fonksiyonu basit irtibath bir bolge iizerinde analitikse,

ljs‘(o(z)dz

integrali a’y1 b ile bu bolge iginde birlegtiren yoldan bagimsizdir.

1.4.2. Cauchy integral F ormiilii

Teorem 1.4.3 (Cauchy Integral Formiilii): ¢:C — € fonksiyonu basit irtibatls
D c € bolgesinde analitik ve y, D iginde pozitif yonlii basit kapali egri olsun. Bu taktirde y°

nin sinirladigi bolgeden olan herhangi z noktasi igin
1 T
o) = [2D 4
27 J T~z
formiilii gegerlidir.

Sonug 4: D € basit irtibath siirl, siirt 8D diizgiin kapal egri olan bolge ve

@ : € — € fonksiyonu D iizerinde analitik ve D = DU 8D’ de siirekli ise, Vze D igin

R 1G]



olur.
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Uyart 2: Analitik bir fonksiyonun analitiklik bolgesi icindeki degeri bdlgenin

sinirindaki degeri ile ifade edilebilir.

Sonug 5: Sonug 4’ {in biitiin sartlar saglansin. Bu taktirde

J‘(ﬂ(i) I {f/’(Z), z€ D ise,

27!1 0, z¢ D ise,

olur.
Sonug 6 (Ortalama Deger Teoremi):
@ :C — € fonksiyonu
K={zeC:|z-z,|<r}
dairesinde analitik ve
E={ze¢':|z—-zol_€r}

kapali dairesinde siirekli ise

1?2 ‘
0(zy) = s 5¢(Zo +re®)ds

dir.
Sonug 7 (Cauchy Tiirev Formiilii):

DcC  basit ve smri 0D  dizgiin  kapah
¢ e A(D)NC(D) ise Vze D igin

o™ _al e or)
@ 2mi J-(1: z)"™! &

olur,

egri  olan bdlge ve

2C. YOKSEXOGRETES KURULD
DOKDMANTASYON MuBKES
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Tamm 1.4.4 (Cauchy integrali): 7, kompleks diizlemde herhangi kapali egri olsun.
(Sekil 1.4.1) e A('T), ? =yuy" fonksiyonu igin

1 <P(T)d
— |22 e
27:171—2

integraline Cauchy Integrali denir.

Sekil 1.4.1

Tamm 14.5: y,C kompleks diizlemde diizgiin kapali veya agik bir egri,
@(7),.Tr €y y iizerinde tanimh ve siirekli bir fonksiyon olsun. Bu taktirde, Cauchy Integraline

benzer olarak

1 e
®(z) = 2mi ;.-'c——zdt

integraline Cauchy Tipli Integral, ¢(7)fonksiyonuna bu integralin yogunlugu 5}-— veya

TT—2Z

fonksiyonuna da bu integralin ¢ekirdegi (Cauchy Cekirdegi) diyecegiz.
T-Z

Tamimindan da goriildiigi gibi Cauchy Tipli Integral y diginda biitiin kompleks

diizlemde (y* Uy~ de) analitik fonksiyondur.
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¥ kapali diizgiin efiri ise @(z) Cauchy tipli Integrali iki analitik fonksiyon gibi

disiiniilebilir. Bunlardan birisi y* bdlgesinde analitik

M (/)--27tl J(P( )dr, zey',

digeri de v~ bélgesinde analitik
o @=[%g, zey,
-2z

fonksiyonlaridir.

Bundan sonra hep v’ y1 kapah diizgiin egri ve ¢ € C(y) igin

®(z) = ®*(z), zey" ise
O (z), zey ise,

kabul edecegiz.
Onerme 1.4.6: y kapal diizgiin egri, ¢ € C(y) ise
O (0)=0
dir.
Cauchy Tipli Integralin tanimindan goriildiigii gibi eger, y kapali diizgiin egri ve

pe A" )NCQH ) ise

_ () o(z), ze Y ise,
O(2) = 2ni j {O , Z€ Y ise - d4h

olur.

Benzer sekilde eger, p € A(y )N C(?—) ise

o= P [0z s

. T 1.4.2
2my T-Z -p(z)+p(w), zey ise ( )

olur.
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Ornek: y={ze ¢ :|Z| =2} ve ¢(t)= ~2~%~ olmak tizere
T =47

O(z) = - j"’(—")dr

2my‘c-—z

Cauchy Tipli Integralini bulunuz.

t-4

Coziim:
4 1 1
¢(1)~TZ—4T—T—4—T
ve
1 1 dr I ¢l dt
o=k [l Ll &
2myt—4'c-z 2my1:1:—z
ve fonksiyonu }/“={ze¢':|zl<2}’del fonksiyonu da }/'={ze¢':|zl>2}’ de
T

analitik ve sonsuzlukta degeri sifir oldugundan (1.4.1) ve (1.4.2) formiillerinden

1
o Z€ y" ise,
O(z) =

, ZEY ise

N |~ N

olur.

Simdi y kapali diizgiin egri ve ¢ € C(y) olsun.
—17 J.M dr, tey
Tt

integralini ele alalim. Merkezi t € Y noktasinda ( $ekil. 1.4.2) yarigapi r ve Y egrisini t), t,e y

noktalarinda kesen bir gember ¢izelim. r yarigapini ¢ok kiigiik almakla bu gemberin egri ile t; ve

t; noktalarindan baska noktalarda kesismeyecegini kabul edebiliriz.

Y egrisinin gemberle kesilen kismim £ ile gésterelim.



Sekil 1.4.2

integraline bakalim.

Tamm 1.4.7: Eger, sonlu

f o(T) d

hm
r—0 7;1

limiti varsa, bu limitin degerine

cp(r) d

1t1
integralinin Cauchy esas degeri (principal value) diyecegiz ve

Iqo(r) dr= I¢(f) dr

r—)O m

veya

seklinde gisterecegiz.

21



integraline de singiiler integral diyecegiz.
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Teorem 1.4.8 (Gakhov, 1977): Eger, pe H,(y), 0 <a <lise, Sp(t) singiiler

integrali mevcuttur ve So(t) € H, (v) olup, diizgiin y egrisi igin

_1em-e®), . oM, b=t .
S(P(t)—ni;[ —— du+ s [ﬂna_t+m}

¥ agik cfiri isc,
1 ro(T) —o(t
So() = — [ED =Wz )
my Tt

y kapali egri ise.

Ayrica, (Gakhov, 1977) H, (), 0 <a <1 kiimesi

ol, =1, p{""‘—)ﬂ f y}

|t| "t2|cl

“wlL = sup{o(t): te v}

normu ile bir Banach uzayidir ve

So(t) =—17 I(L(th, tey
Tt

singiller integrali (operatorii) H, (y) > dan H_ (y)’ ya smirli lineer operatdrdiir.
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1.5. Konform Déniigiimler

Bir w=f(z) fonksiyonunun bir z, noktasinda siirekli olmasinin geometrik anlami oldukg¢a
agiktir. Cﬁnkﬁ wo=f(z9) denirse, ° nin siirekliligi geregi, z’ in yeterince kiigiik bir
komsulugunun tiim noktalarin resimleri wy’ in belli bir € komsuluguna diiser. Ustelik,
siireklilik baglantihigi da korudugundan, bu sdz konusu komsulugun resmi wy. noktasini
bulunduran baglantili bir kiime olur. ancak tiim bunlar, bize wy’ in bir komsulugunun tamamen
ortiiliip ortiilmedigini veya bir defadan fazla &rtiiliip Srtiilmedigini belirtmez. Ortaya ¢ikan bu
sorularin cevabini, ancak f* nin analitik ve bire-bir olmasi kosulu ile verebiliriz

Teorem 1.5.1: w=f{(z) fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ve f'(z,) # 0 ise, o’ nin

belli bir komsulugu, wy’ in belli bir komsulugunu tam bir defa drter.

w=f{(z) fonksiyonu z,’nin komsulugunda bire-bir olacagindan teoremin ispati agiktir.

Onerme 1.5.2: Eger f:A—> € fonksiyonu analitik ve biitin ze A noktalar igin

f'(z,) # 0 ise f, A’ daki agik kiimeleri agik kiimelere resmeder.

ispat: U, A iginde bulunan agik bir kiime olsun ve f(U) iginde bir we=1(z;) noktasi
alalim. Varsayahm geregi f'(z,) # 0 oldugundan zy’ in 6yle bir agik V ve wo’ in da W agik
komsulugu vardir ki, f:¥ —W fonksiyonu éncelikle siireklidir ve /' analitiktir. £
analitik olduguna gore oncelikle siireklidir. Bu nedenle de, UNV agik oldugundan, ( ™')™ |
(UNV) kiimesi de agiktir ve iistelik f, V’ den W’ ye bire-bir iizerine oldugundan
W, € (S UNV)= fUYNW < f(U) olur. yani f(U) agik bir kiimedir.

Teorem 1.5.3: w=f(z) fonksiyonu bir B bolgesinde bire-bir ve analitik ise B’ nin f

altindaki resmi f(B)’ yi bir defa 6rter ve f(B) bir bolgedir.

ispat: B’ nin f altindaki resminin f(B)’yi tam bir defa &rttiigii, f* nin birebirliginden
agiktir. f(B)’ nin agik ve baglantil oldugu ise 6nerme 1.5.2. ve f nin siirekliliginden goriiliir.

Onerme 1.5.4: w=f(z) fonksiyonu z,’ de analitik, S'(2z4) # Oolsun. zy’ dan gegen bir y
diizgiin erisinin z’daki tegeti x-ekseni ile © agis1 yapiyorsa, ¥ resim egrisinin de wyp’ da

tegeti vardir ve tegetinin u-ekseni ile yaptigi ag1

p=0+arg f'(z,)’ dir.
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ispat: y iizerinde w, # w, ve fakat w, — w, olacak sekilde bir (w ) noktalar

dizisi alalim. w_=f(z ) denirse y’da z #z, fakat, z, —> Z, olacak bigimde z, noktalar

dizisi vardir. O halde

y
1N
s~ G+ag f'(z))
Yy
A — ] o
f 7
v
/
g Iy
o = 3 =
ZU * W K
s 1
0 x
Sekil 1.5.1

olur. buradanda 8 @ +arg f'(z,)

F(z,) - f(z,)

Zy—Z,

arg(w, —w,) = arg(z, —z,) +arg (mod 2m)

bulunur.
Dikkat edilirse n —cciginarg(z, —z,), t’nin x-ekseniyle yaptig1 agidir. Yani,
0= limarg(z, 2,
dir. Boylece

limarg(w, —w,) =0 +arg{'(z,)(mod2m)

bulunur. Bu son ifade bizi t'nu ¥'ya W, da bir teget oldugunu ve bunun u-ekseni ile yaptig

aginin da
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¢ =0 +argf’'(z,)(mod2x)
oldugunu gosterir.

Onerme 1.5.5: f fonksiyonu z’ da analitik ve f'(z,) # 0 olsun. z’ dan gegen ve

aralarinda o agisi olusturan y, vey, diizgiin egrilerin f altindaki vy, vey, resimleri de, wo’ da

o acis! olustururlar.
Ispat: Onerme 1.5.4 geregi ¢, =0, +argf’(z,) ved, =0, +argf'(z,) olacagindan

¢, -9, =0,-6 =a
bulunur.
Tanm 1.5.6: B, ’ de bir bolge olmak iizere f:B — € siirekli doniisiimil verilsin.
Eger, bir z, € B noktasindan gegen ve aralarinda o agis1 yapan herhangi iki diizgiin v, vey,

egrilerinin f(y,)vef(y,) resim egrileri de Wy’ da aralarinda yn ve biiyiikliik bakimindan o
agisi yapiyorlarsa f fonksiyonuna zy’ da bir konform doniisiimdiir denir. Eger, her z, € B

noktasinda f konform ise f,B’ de konformdur denir.

Onerme 1.5.7: f, bir z, noktasinda analitik ve '(zy) 20 ise f, zy’> da bir konform

déniisiimdiir.,
Ispat: Onerme 1.5.5 ve Tamim 1.5.6° dan goriiliiyor.
Uyari: Eger, {'(z,) = 0 ise doniigiimiin konform olamayacagin1 asagidaki Snermeden

gorebiliriz.

Onerme 1.5.8: w=f(z) fonksiyonu bir z, noktasinda analitik ve bu noktada f(z)-f( z, )’
in k (k = 2). mertebeden sifinn varsa, z, dan gegen ve aralarinda o agisi yapan iki diizgiin
efrinin resimleri w,’da ka. agist yaparlar. Dolayistyla da z,’in bir komsulugu W, in bir

komsulugunu k defa &rter.

Ispat: f(2)=f(z,)+a,(z—2,)" +a,,,(z—2,)" +...k>2, a, # 0 yazilabilecegi

agiktir. Buradan
w=w, = f[(2)~ f(z,) = (2~ 2,)" g(2)
yazabiliriz. g(z) fonksiyonu z, ’ da analitik ve g(z, )= 0° dir. Béylece,

=, VIUSEROGRETTH KORULY
P GIETRATTTASY ORf B0Ek O]
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arg(w-w,) =arg(f(2)- f(2,)) = k.arg(z - z,) + arg g(2)

elde edilir. $imdi z — z, igin iki yanin limiti alinir ve de ¢ ile 0 Onerme 1.5.4° deki anlamda

simgeler olarak diisiiniiliirse,
¢ =kO +argg(z,)
bulunur. Ancak, argg(z,), 0° dan bagimsiz oldugundan Onerme 1.5.5 geregi

¢, -9, =k(®, -6,) =ka
sonucuna varilir.
Ornek: w =f(z) = 2’ fonksiyonu  altinda D, =D,(0,1) diskinin  resmi,
D, =D, (0,1) diskini ii¢ defa rter.

Uyan 1.5.9: Aqiy1 biiyiikliik ve yon bakimindan koruyan doniigiimlere bazen direkt

konform déniigiimler de denir. Ag¢mnin biiyiikliigiini koruyan, fakat yoniinii degistiren

doéniigiimlere de ters (indirekt) konform dniigiimler denir. Dikkat edilirse ¢, —¢, =0, ~6,
ise, aginin yonii korunmugtur. Eger, ¢, —¢, =0, —0, ise aginin yonii degismistir. Ornegin

f(z)=z déniisiimii herhangi bir noktada direkt konform, fakat h(z)=£ ise ters konform

doniisiim yapar.
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1.6. Faber Polinomlanr

D = € kompleks diizlemde tiimleyeni basit irtibatli bdlge olan kapal: bir bdlge olsun.
z = y(w) fonksiyonu |W| > g bolgesini D° = € \D bélgesine bire-bir ve konform daniistiiren

fonksiyon olsun. (o) = oo ise, sonsuzluk civarinda

z=y(w)=w+B, +p,w" +...=w+M(—1—)
w

1
seklinde yazilabilir (Simirnof and Lebedyev, 1964). Burada, M(i) Maclaurin serisi |t| <-
w g

igin yakinsaktir. w=®(z), z=y(w) fonksiyonunun ters fonksiyonu olsun. z=oco noktass

civarinda
Dz)=z+0,+0g+0,27 +0,272 +...
olacaktir.
Cauchy integralindeki
dg
-z

ifadesini ele alalim. & kompleks diizlemde integralleme degigkenidir. € =wy(t) degisken

degistirmesi yapilirsa,

d& _ y'(tydt
E-z y(t)-z

buluruz. Buradan, K(z,t) = EET(% olmak {izere
O EY

€ dt
g_Z—K(z,t)t

buluruz, burada t ilerideki hesaplamalarin kolaylig; igin yazilmigtir,

Goriildiigii gibi, K(zt) t kompleks degiskeninin fonksiyonu olarak |t|>g igin

tanimlanmigtir.
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T e M) 1=+ M0 (1.6.1)
ve

tay'(t)
K(zt) =~
&= -2

ifadesinden K(z,t)’ nin herbir z igin t =0’ da analitik, K(z,»)=1 ve y(t)=2z sartini

saglayan t’ ler igin ayrik aykirilik vardir. Buna gore z € D ise K(zt) fonksiyonunun ayrik

aykirilik noktas1 yoktur ve |t| > g igin K(z,t) analitiktir. Eger, z € D° ise y(t) bire bir drten
oldugundan, [tl >g i¢in W(t) =z (t=®(z)) kosulunu saglayan tek bir t =1 noktas vardrr,
Buna gore, r= Itl > gigin ltl >r1’ de K(zt), ze L, analitiktir, burada L, lw] =rr>g
¢emberinin z = y(w) fonksiyonu altinda goriintiisiidiir. W(t) =z kosulunu saglayan 1i =t

noktast K(z,t) fonksiyonu igin birinci mertebeden ayrik aykirilik noktasidir. Keyfi bilyiik Itl?i(}in,

(1,6,1)’den
K(zt) = 1—iM'(1J i -Z-—lM(l) k
t? t)elt t \t
veya
ty'(t) & 1
K . = — = P — 1.6.2
@O= 2 l_Zjok(z)tk (1.6.2)

buluruz. Burada P, (z) z* derecesinin Katsayisi bir olan k. dereceli bir polinomdur. (1.6.2)

serisi her bir ze D igin Itl > g bolgesinde yakinsaktir.

(1.6.2)" deki P, (z), k =0,1,... polinomlarina D bolgesine gore Faber polinomlari,

ty'(t)
y(t) -z

fonksiyonuna da Faber polinomlarini iireten fonksiyon denir.
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" (1.6.2) den

t‘l’(t) ¢kl
dt Dr, <r< <w
P(2)= Mf ez n

bulunur. Burada, D; smiri L, olan simirli bdlgedir. Sonuncu integralde t=®(&) degisken

degistirmesi yapilirsa,

Pk(z)—- I (6) e gg, ze D, gs<r<n<w

bulunur. Integrant fonksiyonun D°’ de (z=o diginda), higbir ayrik aykirilik noktasi

bulunmadigindan sonuncu integralde Lrl yerine merkezi orijinde ve yarigapi ¢ok biiyiik olan bir

Cr cemberi alinabilir. £ = oo noktasi civarinda

X . y (X.(k) (l(k)
[@E)] =g +C0 e 4. +C® +—é——+—£—+...(1.6.3)

agthmlarindan yararlanirsak,
P.(2)= z" + ka).z""' +..4 Cf(")
buluruz.

Béylece (1.6.3)” den goriildiigii gibi) P, (z) Faber Polinomlar: [(D(z)]k fonksiyonunun

z = oo noktasi civarinda Laurent serisine agilimindaki diizgiin kismidir. Dolayisiyla,
P (2) =[®(2)]* + @, () (1.64)
burada @, (z), D de analitk ve @, (w)=0sartint saglayan fonksiyondur.

CRN
(o, (2= [——'——l——lz—-i-])

& &

(1.6.4) esitligi P, (z) Faber polinomlarinin tanimi gibi de kabul edilebilir.
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2. BOLUM

ANALITIK FONKSiYONLARA POLINOMLAR
YARDIMIYLA DUZGUN YAKLASIMLAR

2.1. Harmonik Fonksiyonlarin Stmir Degeri Uzerine
Dairede analitik fonksiyonlar igin bilinen asagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem (Zygmund, 1968, Natanson, 1954) (L.I. Privalov): Eger,

f(z) = u(r,0) +1i.v(r,0)

fonksiyonu lzl <1 dairesinde analitik, u(z,0) fonksiyonu da [z] <1 kapali dairesinde siireklidir
ve IZI =1 iizerinde aym @,0 < <1, issii ile H5lder Kosulunu sagliyorsa, v(r,&) fonksiyonu

da |z] <1 kapali dairesinde siireklidir ve IZI =1 tizerinde aym1 o dissii ile Holder kosulunu

saglar.

u(r,0) harmonik fonksiyonunun daha az sarti saglamasi ile yukandaki teoremin

benzeri ifade ve ispat edilir.
Teorem 2.1.1. Eger,

f(z) = u(r,0) +i.v(r,0)

fonksiyonu |z|<l dairesinde analitik, u(r,0) fonksiyonu |z|<1 dairesinde analitik, u(r,0)

Izl_<_1kapah dairesinde siirekli ve u(r,0) fonksiyonunun smir degeri olan u(0)
fonksiyonunun w(u,t) siireklilik modiilii

P(—‘:’t—)lﬂmldt < .1.1)

o

sartini  saglarsa, v(r,0) fonksiyonu IZISI kapali dairesinde siireklidir ve v(r,0)

fonksiyonunun sinir degeri olan v(0) fonksiyonunun @(u,h) siireklilik modiilii
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j—cg(l:—’th <w @.12)

sartin1 saglar.

Lspat: Bilindigi gibi (Natanson, 1954) v (0) simir degert, u(0) sime degeri yarin ile

v(0) = ——— ]E@il"—“@—)dt 2.13)

2n)  tant/2

seklinde ifade edilir.

(2.1.3) formiiliinden

1 Tu(®+h+1)-u@®+h)
v(9+h)=~2—nj ¥ dt

(t=1-h degisken degistirmesi yapilirsa)

Y f u@®+t) u(d+h)
= dt,
2 tan &

(integral fonksiyon 2n periyodlu oldugundan)

=__1_]‘u(9+t)-u(9+h)dt
o tan & ’

-

yani

u@+0)-u@+h) ,

t-h
tan 2

v(9+h)=-—21—j (2.1.4)

-

olur.



Sirasi ile

1 ZT u@-+t)-u®) .

I =——
' og tant/2

’
-2h

2h

[ L U@ u@ R o 7
27 3, tan &t 2

gosterelim. O halde,

'11|=

-

1 Fu®+9-u®) |
i tant/2 dtl -

1 u(9+t)-u(9)dt
T on 5,: tant/2 )

2h
_ 1 "ru(@+t)—u(0) dt

1. integralde t =—1 degisken
2n tant/2 ( 2 ol

degistirmesi yapilirsa)

2 T 2n t
J— tan —_

=sz‘-(e-r)-u<e) . L ’jv(e+r)+u<e) ol <
tany 2

1 21 , 1 21
< Jm(u 1) e+ L Ja)(u,tt) it

T T T
Ztan2 Ztan2

(tanx 2 X oldugundan) <— : dt

L

2 230)(11, t)

olur.



Benzer gekilde,

] 2} u@-+t)-u@®+h)

“ﬂ=‘““

-2h tan E—b

0

1 "-u(9+t)-u((—)+h)dt~

2“ ~2h tan t_’:ll
2

__sz'u(9+t)—u(9+h)
t-h
2

dt|(1. integralde t =—~t degisken

2n ; tan

degistirilirse)

27 tan’l'-(-h 2n tan 2
2 2

__L’ju(e H_©@+h Li‘j‘u(ﬂ-t)-u(6+h)d

~on dt

1 oy, t+h) 1 “Po(u,lt-hl)
< (= 7 —_— 2
5 b o J] h

2 )

(tanx = x oldugundan)

2 25
1 jm(u,tJrh) i 1 jm(u,lt—hbdt

) t+h It - hl

(1. integralde t =1 —~h degigken degistirmesi yaparsak)

t-h t =

33
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,t-h
_ co(ut)dH_ m(uht)d r‘m(u ) 4t
Ty t ny h-t nyg t-h

(2. integralde t =h — T ve 3. integralde t =h+1 degisken degistirmeleri yapilirsa)

131 t 2h t 3 ’
Ty t b4 t n t

>

yani,

buluruz.

(2.1.2) esitsizligini ispatlamak istiyoruz. Bunun igin v(0 + h) — v(0) farkini

dt +

-2h
v(0+h)—v(0) = __él;[ J‘+ I )u(6+t) tu(}(l-)+h)

-z 2h tan - -
2

A4 tant/2

4 +_[‘2I" UU(GH) u@+9-u® |

1 (ZI‘+ f ]u(9+t) u(©) +u(®)-u@+h)

2n -x  2h tant——h
2
-2h
S j+j BOD=O) 44y, -1, =T w1, -1, +1, (2.1.5)
2n 5 5 tant/2

burada

L34
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1 Zjl f [4(0 + 1) - u(@)f[cot =2 — cot L1ar
27 2 2

2h

-2h &
!u(() 4 h)uu(l))l( I4 J' ]wt« »Q!«II

~n 2

seklinde yazilabilir. Ayrica,

1 Hod-h % -k
1 =—2-7;[u(9+h)—u(0)]( ICOtTdt+2£COtTdt}

-

(1. integralde t =—t degisken degistirmesi yapilirsa)

il

~2h
——[u(G +h)- u(G)][ I cot T dt + Icot -2-Il dt}

~2h
| [u(®+h)—u(0)] j {cot il cot ijﬂ—‘-]dt,
2n 2

R 2
yani,
[=— [u(e +h)—u(®)] | [cot — oot t—;—h]dt,
2
olur.

Tl <270 fowo, o
J’hdhsnjhj. 2t dh =
co(u, t)‘ ‘)Sdh} m(u,t)ﬁ _23d

<2 t50)(u ,1)

= p in —‘—ldt (t=2c.z degisken degistirilirse)
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_ 2 folu2e) lent|dt <
T t

2(2¢+1) To(u,t
< ( cﬁ )Jm(l: )lemldt

oldugundan, (2.1.1) esitsizliginden

¢

I
j il dh < 2.1.6)

o h

bulunur. Benzer sekilde,

.f%dh < 2.1.7)

oldugu ispatlanabilir.

j[cot -t-;}l —-cot I—«—l--h]dt =2/n
2h 2 2

h|"
sin t—-;—l - 2/n
2h

. t+h &
sin—1| =2/n
2
2h
=2¢n |2.cosh+1 2¢n3

oldugundan,

c

Im el cjul(e +h)-u(0)
Jh 2n

In3dh <

0

olur. Dolayisiyla,

3
sin 2|_
sinh/2

36
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[u dh < (2.1.8)

olur.

Benzor yekilde,

C T [ ¢
y—ﬁl-dh <A, 5 jg)%i)-dt dh

oldugu gosterilebilir.

t =2h0 degisken degistirmesi yapilirsa, sonuncu esitsizlikten

n

Y T v
1 g <A, [ (221 4q 4, <
h 4h%

20 c 2,;
<4, (20+1)a)2(u,h) d0dh = A; o(y,h) 20:—1 o
2h0 2 h 0

bulunur. VO > 1 igin

20+1 3
3 <
0 0

oldugundan,

Y Tl 3 To(wh) =
fh dh 2A3J T tn-dh

2h
In—|dh
T

3
<A

2

3 30)(1111, h)

(h= —g—t degisken degistirmesi yapilirsa)
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i T r
3 2.0(u,5h) 3m+2)  Yo(uh) '
=>4, j———ﬁ——lﬁnhldh <A, J 2 nbld,

olur. Dolayistyla,

lt

[ _3@+2), “fo@h)
yh dh < A, J |enhldh

4

buluruz. Buradan (2.1.1) esitsizli§i geregince

]l—lll—'dh <o (2.1.9)
0
olur.
(2.1.5) esitliginden
IIV(G S V(O)I }%l dh + }l%—l dh +]I;—ll dh +]“;} dh
0 0 0 0 0
bulunur.

Buna gore, (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8) ve (2.1.9)’ dan

].|V(e + hlz - V(0)| i

elde edilir. Bu esitsizlikten (2.1.2) agiktir.

Teorem 2.1.2 D kompleks diizlemde sinir1 diizgiin kapali Jordan egrisi olan bir bolge
olsun. Ayrica, D’ nin sinirinin teget dogrularinin reel eksenle olusturdugu 8(s) agist y =0D

egrisinin s yayinin bir fonksiyonu gibi
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Tw(0,t
Jm—({—)léntldt <o (2.1.10)

kosulunu saglayan ®(6,t) siireklilik modiiliine sahiptir.

Eger, z = @(w) fonksiyonu ]w] <1 dairesinde analitik ve bu daireyi D’ ye konform

(birebir) doniigtiiriirse, ¢'(w) tiirev fonksiyonu |w| <1 dairesinde siireklidir ve lwl =1 ¢emberi

izerinde

- @.1.11)

c '8
ECER I

kosulu saglanir.

Ispat: Ispata gegmeden 6nce sunu belirtelim ki, bu teoremin benzeri Kellog (Goluzin,

1966) tarafindan ispatlanmistir. Fakat, Teorem 2.1.2° de y’nin sagladig: sartlar Kellog’ un
verdigi teoremdeki sartlardan daha hafiftir. Oyle ki, Kellog’un teoreminde 0(s) fonksiyonunun

,0 <a <1 ussii ile Holder sinifindan olmas: isteniyor.

Simdi Teorem 2.1.2 nin ispatina gegelim. Teoremin hipotezinden
' T
arg ¢'(w) = B(w) —agw -, |w| =1
(Goluzin, 1966) ve ayrica, Vp > 0 icing' € Hp dir.

Buradan, 0'< 0 igin

ls _ S'l — ’(p(eie )— (p(eie' )l - J‘[(P'(eie )]de <

'3

s(eﬂtp'(e“’)l de) .Udeji sA4|9—e'|%

bulunur.
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Boylece,
[arg¢'(e”) - arg ¢'(e*")| <[6(s) - 6(s")] +
+]o-0"] <afs-s+o-0| <wrm,jp-6h+
+[0-0") <A, +Dw(o-0l* +]o-0']
sonuncu esitsizlikten

(9 (€°),t) <A0(0,1) +t

bulunur.

O halde,

¢ e i ¢ 5

5_—_—“((” (te 2D gt <A, F@;—‘@lmldt + [lentde.  @1.12)
0

olur.

ECRODRP (s
t

(degisken degistirmesi yapilirsa
dt =2rdrt & &8 yap )

-
= 9(—%—Qlﬂnt2|.2t.dt =
t

i
Beo(O, t
=45————°°( : )l patldt

oldugundan, (2.1.10)’ dan



4, j“’(e’ ) |ent|dt < @.1.13)

t
olur.
Ote yandan,
. - j Lnt.dt O<c<l  ise,
flentar =4 =
1 c
o - jﬁnt dt + _[Knt.dt ,c>1 ise,
0 {
(11— 2n)|, O<c<l ise,
11 -zn.t)|:,+z(zm ~1)¢, ¢ >1ise,
cm+ fix? t./nt, O<e<lise
b | c 1
1+ Zirgl t.fnt +c.fn o 1 e>1 ise,
t— e
e .
cin—, 0<e<lise,
e
= . .
2+ctn—, e>1 ise
e
oldugundan,
[lentjdt << (2.1.14)
0
olur.

(2.1.13, (2.1.14) ve (2.1.12)’ den

c PR
JMI&ddt <o (2.1.15)
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bulunur.
@'(w) =[o' (W)™
ifadesinden
no'(w) = €n|<p'(w)| +i.arg ¢'(w)
bulunur. Simdi
F(w) = arg ¢'(w) +1.[£ng’(w) ~ £nfo’(w)]]
fonksiyonunu ele alalim.

F(w) fonksiyonuna Teorem 2.1.1 uygulanirsa, (arg@'(w) fonksiyonu Teorem 2.1.1° in
biitiin sartlarini saghyor) Teorem 2.1.1 geregi no'(w) — Enl(p'(w)l , yani £n@’'(w) fonksiyonu

lW‘Sl dairesinde siireklidir ve #nq’(e®) fonksiyonunun @ degiskenine gore siireklilik

modiilii (D(Kn(p' (€*,1)

det<w (2.1.16)

t
sartini saglar.
Q'(w) =e™
yazilabilir.

Buna gore, /ne'(w) |W|Sl dairesinde siirekli oldugundan, (p'(W),IWISl

dairesinde siireklidir ve ¢'(w) # 0 sonucuna variriz.

Vr>0 ve|w|<r igin
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oldugunu biliyoruz.

Buna gbre, herhangi |w| <rve Iw'l <1 igin

, ] wn __(wl)ll
w ew =Z_—_

n=2 n!
olur.
W= (W) =(W=w)W" )+ w"rw +
+ w3 (W) o+ WA W)+ w(w)" T+

n-1

+ (w:)n—l — (W _ wr)z wn—l—-l (wr)i

i=0

ve buradan da

nr™!

’
QW‘W

w" _(W')n

oldugundan,

. P nr"‘ @ "
!ew-ew’ﬂw-wlé o —|w—w’|.nz=;§

bulunur.

o N
r

~ n

serisi  pozitif terimli serilerin  yakinsakhgt i¢in D’Alembert testi geregince

rn+l n .
AL SN 0, n — oo iken oldudundan | yakinsak oldugundan onun toplamini
(n+1) n! n+l

K, ile gosterirsek

r

le¥ —e¥| <K, jw-w] (2.1.17)
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elde edilir.

(Ozel olarak r =1alinirsa, K, <2 oldugu kolaylikla gosterilebilir. Gergekten de

Vn 22 igin nl> 2"

oldugundan,

. . (1
serisinin genel terimi (-—'
n!

1
2n—l

Ms

u

n

- o 1
serisinin genel teriminden
2"

1 ’den)

bilyiik degildir.

oldugundan,

oldugu goriiliir).
14
w = fng'(e®), w' = Ino'(e® )
alinirsa,
(or(eia)_ (oy(eia') = e(en¢'(e’”) _e(enqa'(c"")

yazihist ve (2.1.17) esitsizliginden
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') -9'(e”)| < K,

enwr(eiﬂ) _ €n¢l(e10' )l
elde edilir. .

Buradan,
lp'(e”)-9'(e")| <K, w(tng’(e”),1)
olur. Dolayisiyla,
o(0'(e°),1) < K, oltng'(€”),t) (2.1.18)
buluruz.
(2.1.18) ve (2.1.16)’ dan (2.1.11)’in dogrulugu goriiliir.

Uyari: Benzer sekilde gosterilebilir ki, eger, z=¢(w) fonksiyonu le >1 bolgesini
vy *nin digina konform (birebir) olarak doniistiiriirse ve z =0 € D ise, Teorem 2.1.2’nin sonucu
degismez, yani @'(w)#0 ve ¢'(w), [wi >1 bolgesinde siireklidir ve (2.1.11) esitsizligi

saglanir.
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2.2. Analitik Fonksiyonlarin Taylor Serisi Uzerine

D kompleks diizlemde tiimleyeni D¢ = € \D=G, z = noktasini iginde bulunduran

basit irtibatli bir bolge olan sinirli kapali bir bélge olsun.

W= @(z), G bslgesini le > r bolgesine konform ddniistiiren ve

®(0) =0, lim @) =

Zz® A

1

sartlarini saglayan bir fonksiyon olsun. (W = ®(z) birebir fonksiyon oldugundan onun tersi

vardir). z=@(w) ile W = ®(z) fonksiyonunun tersini gosterelim. z = @(w) fonksiyonunun
IWIZr bolgesinde siirekli oldugunu kabul edecegiz. O halde, D iizerinde siirekli f(z)

fonksiyonu igin ( f(z) =f[o(w)] fonksiyonu IWIZr bolgesinde bileske fonksiyon gibi

stireklidir).

5 C) P

n+l

21ti|‘|=r G (2.2.1)
n=0,1,2,...
saytlarini tanimlayabiliriz.
Z a,d (z) (2.2.2)
n=0

serisini ele alalim. Burada, (®,(z)), ne NU {O} D bolgesinin Faber polinomlar: sistemidir.

(Faber polinomlari ile ilgili Markusevig, 1977). Biz bu kesimde verilen fonksiyona (2.2.2)
sekilli serilerin n. kismi toplamlar dizisi ile yaklasim problemiyle ilgilenecegiz. Bunun igin

Oncelikle bazi gerekli lemmalari verelim.

Lemma 2.2.1 Eger, f(z), D de ve @(w), iwl 2 7 bolgesinde siirekli fonksiyonlarsa,

C k
Da,.w
k=0

<A, ma11)<s|f(z)|.enn (2.2.3)
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dir.

Burada, wl =T ve ay lar (2.2.1)’ den tanimlanan katsayilardir.

Ileride, her yerde kabul edecegiz ki, D bdlgesi Teorem 2.1.2° nin sartlarini sagliyor.
Yani, kabul edecegiz ki, D’ nin siir diizgiin kapali Jordan egrisi olup bu egrinin teget

dogrularinin reel eksenle olusturdugu 6(s) agist ¥ = 8D egrisinin s yayinin bir fonksiyonu gibi

J’ ﬂ@]fﬂtldt <o 2.2.4)

0
sartint saglasin.

Uyar: Sunu belirtelim ki, 6(s) fonksiyonu herhangi pozitif iistle Holder kosulunu

saglarsa, boyle egrilere Lyapunov egrileri denir. Lyapunov egriler kiimesini (L), (2.2.4) sartim
saflayan egriler kiimesini (J) ile gdsterelim. Kolaylikla gdstermek olur ki, (L) (J)’ dir. Yani

(J) egriler kiimesi (L) egriler kiimesinden genistir.

Bunu gosterelim. Vy e (L) olsun. Bu demek olur ki, y egrisinin 0(s) fonksiyonu

Va>0 (genelde O<a<1 disinilir) issi ile H_ smifindandir. Buna gore,

a

@(0,t) < At*, A, t'ye bagimh olmayan sabittir. O halde,

]—w—(%t—)lfntldt < A.]t“"lent]dt =
0

0

—A. It""'[ntdt, 0<c<l ise,
(1}

| ¢
- A.It”"fm dt + A.J't""'fnl di,1 <cise
0 i

i4—t"’(a — Int)
a

[ .
0> 0<c<l ise,

—4&'" (cx-—Znt)“,+£t‘z (Int—a){, 1< c ise,
a a
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ﬁ[c" (a—tnc)+ lingt“fnt], 0<c<l ise,
[04 i~

£[2a + linoxt"fnt +c*(Unc—a)], 1<c ise
a 1>

1
(limt®.Int = limgn—t = —llim# = —llimt"l =0 oldugundan)
t—0 >0 L o -0 L o =0

t* ‘ru-l

Ac®
o

(o—4nc), O0<c<lise,

—é[2a +c*(Unc~-a)], 1<cise
a

oldugundan,
4

J’@Wﬂdt <o

0

olur. Dolaystyla, (L) c (J)’ dir.

Lemma 2.2.2 Eger, D bolgesi (vani sinir1) (J) sartini saglar ve W =®(z), ze G

fonksiyonunun tersi olan z = @(w),

w|>r fonksiyonu Iw[>r bolgesini G’ ye (G=D°

konform olarak doniigtiiriirse, herbir w, 'wl =T igin

|1 9w |
T W (1) — o(w)]

di<A,, (2.2.5)

esitsizligi saglanir. Burada A;, w’ye bagimli olmayan sabittir.

Ispat: Oncelikle

1 9@  _o@-o(wW)-¢'(x)(t—w) . ¢(t) - (W)
T-W (1) - p(w) (r—w)? Cot-w

seklinde yazalim.
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Birinci kesimin sonunda soylenen uyari geregince ¢'(w) fonksiyonu |w|=r i¢in

@'(w) # 0°dir. Buna gére, herbir w,|w|=r igin 3m >0, 3M >0 vardir ki
m <|o'(w)| <M
dolayistyla, 3m, >0 vardir ki, herbir 7vew, [t]=|w|=r icin

@(t) — p(w)

T—W

>m, >0 (2.2.6)

olur.

Burada m, M, m;, Tvew bagimli olmayan sabitlerdir.

Buna gbre, (2.2.5) esitsizligi yerine

. j|‘P“)“"(W)“"'(‘)(“W)'qu <A, 027

(t-w)? |

|1|=r

esitsizligini ispatlamak yeterlidir. Sonucu integralde

(D)~ (W) - ') - w) = [[o'(t) - ¢'(D)]dt

alinirsa,

T

[le'® - o'(2)at

w

1= | |d7|
m=rlf’"wzl

(2.2.8)

seklinde yazilabilir. Burada, igteki integralde integralleme |t| =1 ¢emberi iizerinde w ve 1

noktalarin birlestiren kisa yay tizre alinir.

Buna gore (2.2.8)" den

- |

{t}=t

ja
(1-w)?

j w(g'(re®),]t - t|di]



([t - z‘[ < |t - Wl oldugundan)

<

J- w(@'(r.e ),]r—w]){ o

[¢f=r [ -w

|'c| =r ¢emberinin uzunlugu 2nr ve ]1: —-w| < nr oldugundan,

ar [ i0
I< IW((P (rt.e L) 4
1

buluruz.

Buradan, Teorem 2.1.2° nin sonundaki uyar1 geregince,

ISA; <o
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oldugu goriiliir. Boylece (2.2.7), yani (2.2.3) esitsizligi, yani Lemma 2.2.2° nin ispati

tamamlanir.

Lemma 2.2.3 D bélgesi (J) sartint saglasin ve w=f(z) fonksiyonu D’ de analitik, D ’de

stirekli, yani f € A(D)N C(]S) olsun.

Bu durumda,

1 fle(®)]
Fw) = ) j’ —Sdn, < (22.9)
ve
F,(w)= —1—— j mdr, le >r (2.2.10)

tl=r
analitik fonksiyonlar sirasi ile IW] <rve le 2 1 kapali bolgelerinde siirekliler ve

w(F,1) < Ayo(f,t)

@2.2.11)
o(F,,t) < Ajg(f,t)
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esitsizlikleri  saglamir, Burada, @ (ft), w=f(z) fonksiyonunun D bolgesinde
w(F,,t) ve o(F,,t) de F,(w)ve F,(w) fonksiyonlarinin lw|=r gemberi iizerinde

siireklilik modiilleri, Ao, Ajo’ de sadece bdlgeye bagimli sabitlerdir.

Ispat: Lemma 2.2.3” iin sartlarindan

<I>(z)=—1-—7 —flz)—dr, ZEY
2n171—z

Cauchy integrali z¢y igin analitik fonksiyondur. Ayrica, Cauchy integral Teoreminden

(Gakhov, 1977).

—_l_.[f(r)d2'= f(Z), zeD ise,

olur.

O* () = lim D(2) ve
Daz—>t
O (1) = éim D(z), tey

(Gakhov, 1977). gosterirsek, Cauchy integrali igin Sohkotskiy Formiilleri geregi (Gakhov,
1977). '

sy b L of(D) o
(1) =_f()+— ;ft_tdt £(t)
ve

O (t) = %f(t)+ I jﬂ’—)dr =0,

2mi Jt—t
Y
yani,

1 MO g Le, ey 2.2.12)
27l ;T-t 2



52

buluruz. Sonuncu esitlikteki integral Cauchy singiiler integralidir. (Gakhov, 1977).

(2.2.12)’ de 1 = (&) degisken degistirmesi yapilirsa,

1 flo®1 dE = f = 2.2.13
MML(P@ S9'E)E = 2 Flo(W)] [W=r @213
elde edilir.
1 fle®], fle@)] d
o) W ZmMI PRI
1 1 <p(§) d 2.2.14
t o [,’I:,[f;—w o€) - }[‘P(i)] 3 (22.14)

seklinde yazilabilir. Bu esitligin sag tarafindaki ikinci integral Lemma 2.2.2. geregince mutlak

yakinsak ve birinci integral de (2.2.13) esitligi geregince varoldugundan

L[ e®l g

2mi s E—-w

singiiler integrali varolacaktir.

Buna gore, Sohkotskiy formiillerinden (Gakhov, 1977).

1 ¢ fle@®)]
F (W)= ‘!'1—% 27 l&l'[r E-w a5 =

|w|<r

_ b

f [<p(§)] S f[(p(w)] ¥ =, (2.2.15)
2ni lejar

F, (%) = lim — 1 J' f[q)(é)]df—

woiw D i ]§[=r 5 w

jwi>r
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_ L[ fe®ly ]

f w)], (W| = 2.2.16
vl o)L [W=r,  @2.16)

sinir degerleri varolacaktir.

(Gakhov, 1977) oldugundan,

1 [1_ 0@ |y 1o & 1 _o®d
2mi [ E-W  0(E) - (W) 2mi ) £- % 2mi o) - o(W)

_ 1 d& 1 ¢ dt
2mi lefor E—-W 2mi ;]

yani
1 I 9@ =0 2217
2mi ;glJ;,[i—vV (P(é)-(P(VV)}dF’ “
olur.
(2.2.16), (2.2.14), (2.2.13) ve (2.2.17)’ den
1 1 9'(€) .
F, = — - f f 2.2.18
(W) = hwjéw(m)()}mm [p(W)]jde  (2.2.18)
yazilabilir.

W ve W, |§|=r gemberi {izerinde iki farkli nokta olsun. Merkezi W’ de, yar1 gapi
2[\7\", —WI olan bir gember ¢izelim. Bu gemberin lél =1 g¢emberinden ayirdig: (Sekil 2.2.1)

yay1 £, l?;] =r gemberinin geride kalan kismini da L ile gosterelim.
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Buna gore, (2.2.18) integrali birisi £, digeri de L iizre olmakia iki integralin toplami

seklinde yazilabilir.

Sekil 2.2.1

Lemma 2.2.2 geregince

<

}2; g_lw - (p@;"_(?(m]{f[w(és] ~ flo(Wljd

o ond 1 9@ | o
< 4, 0(f [0 =) gﬁlg—ﬁ‘» ¢(§)_¢(W)}ld§l<"4nw(f’lw wD @2.19)

bulunur.

Benzer gekilde,

| 1 ’ N o
;zni jL_WI - 20 ]{f[m(@]—f[«p(wl)]}da < Ao (f |5 -] 22.20)

o€ —o(W))

olur.
F,(W)-F,(W))
farkim

) Fo @)= L 9D ooy oz -
B(®)-Fy (W) = ,JL_W (p@)_(p(w)]{f[w(ﬁ)] flo(¥)]jdg
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i e ] ol
o f[ FF o) w(%)}{f[(p(é)] STo(#)lde +

_1_ 1 ¢(§) dé -
. {{ e ]{f[co(é)] oG

B R S 1 ) o
[§ -W, o) - (W, )}{f[q’@] flo(w, )]}}d§ (2.2.21)

scklinde yazahm. (2.2.19) ve (2.2.20) geregince, bu farkin birinci ve ikinci toplamlart

degerlendirilir. Ugiincii toplami I; ile gosterelim ve onu degerlendirmeye ¢aligalim.

=L PO oy ol
o ﬂg 5 0O o )J{ [o(&)] - flo(@)]}

Sl 9@ Aoy — o) e =
[&-Vv, o) m(w,)J{ [p(®)] [q,(w,)]}} 3

=1 +1;, @222)
burada
Lot ') 1 9'®) _
I, =— __ 1 B P
"I e®-0o®) E-%,  o@ -0 )]{ [0(E)] — flo(W)}de

IJ.Z

1 [ 1 9®

— flo(W,) - flo(W
e W])J{ [o(¥,)~ flo(W)l

2ni

olsun. I3 ve I3, integrallerini degerlendirelim.

I3 integralini
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omi E_w ~9'C)saem

[, = %%, [{lo@1 - flo()] | 1 (5005 )
3 f - W! o [(0(6) _ (D(q)] )]

seklinde yazalim. Daha sonra kiime parantezi igine,

9'(8)
@(€) — (W)
ifadesini ekleyip ¢ikarmakla
L, =T, +1, (2.2.23)

burada

v _ W=, flo@®)]-flo@][ 1 Q') }

i = i - d 2.2.24

ol ew |eow emoen B @229

Is o w-Ww, J' 9'(€) floE)] - flo(W)]
' 2ni @) —o(W,) &—W

W-w,
E-W

seklinde yazalim,

Lemma 2.2.2° nin ispatinda kullanilan (2.2.6) ve

lo'(§) <M

esitsizliklerinden kullanarak

~
I3

<A |W -]

ﬁf[qo(f)]—f[w(wnllq@)—q(m

)ld 2.2.26
N em || ew [ (2220
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burada,

_ 2®) - o(W)
q(®) = t W

yazabiliriz.

£ 4
Jlo® - fip'©) -
q€)-q(w,) = * -

~

E—w W, —W
dzdesliginden £ € L igin
|2(5) ~ 9(#,)| < 20(p, | ~ )

(6te'yandan E#W,E# W, W= W, oldugundan ( Sekil 2.2.2)3a > 0 reel sayist varolacaktir

ki,

If - WI < a-lf - W, l) = Alsw(¢'al§ ~ W,

),

yani

|2(8) - g(%,)| < Ay0(9', € ~ ) (2.2.27)

buluruz.

&
=

Sekil 2.2.2
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D bélgesi (J) sartin1 sagladigindan Teorem 2.1.2 geregince

f 2Py < 4 <oo, (2.2.28)

2|, ~w|
burada A;; W, ve W’ e bagimli olmayan sabittir.
1 g Y

Burada, ¢ = 2|v~v| - vTils degisken degistirmesi yapilirsa,

ds < 4, < (2.2.29)

elde edilir.

(2.2.26) ve (2.2.27)’ den

i1
IS,I

Ap|w -, (2.2.30)

o(f,t) m((p t)
| ] oo

buluruz. Buradan, yine de t = 2{\7', - Vvls degisken degistirmesi yapilirsa,

l J? w(f, W2 W, —Wls)ds
T2 | 5
buluruz. Buradan, (2.2.29) geregince
=
P Ziwl—wl W; - W|S)
Is11 <4, ds
; s

ve

- \Tv‘ls) =(2s+ l)w)mkv”v -W, l)
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oldugundan dolay: da

bl

2|, -
< A o(f.[# - | (2%)4;:
1

VEX

= Aw(ri: —2+4n —m_]w(f’ [‘7’1 - Wl)’

W, — W 2|w, -

dolayisiyla

'I 34

< Ay (f,[%, = W) (2.2.31)

elde ederiz.

~

I, igin buna benzer degerlendirme bulunabilir.

Bunun igin

L 0®  _d®-9)
E-W, o&)-o(w) E-W,

1 e 1
P'E)-9'(W) ¢'€)-¢'(W,) L)

seklinde yazip Lemma 2.2.2° nin ispatindaki (2.2.6) ve

m<|o'E) <M, [g|=r

esitsizliklerinden yararlanirsak,

RO |<|<p'<a>—<p'(%‘v,)l[ 1M ]
E-®, o®)-%,)  [g-%| [M-m (M-m)m, ]

yani
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L1 e® |, o@lE-#)
E-% o) - T |e-w|

bulunur. Buna gore,

< Azzlw_wllj-w(f,lé:_wi) w(wlal‘f—wll)]

I
pole-w 0 le-wm]

d¢|

(|§ - Vv|~|§ - W,I oldugundan)

5A23[V~V“VT’|| '[ w({at) (0((? ’t) dt

2w

(t= 2|W - v~v1|s degisken degistirmesi yapilirsa)

_ A Y ot
)

%, - Ws) oo 2, - ¥s) N

S S

=

bulunur. Buradan, (2.2.29) geregince I3:1'e benzer olarak,
|73,1| < Ays0(9', |, — W) (2.2.32)
buluruz.

I,, integrali igin I;,’ e benzer olarak,

|1 3,2] < Ayse0(@', |, ~ W) (2.2.33)
bulunur.

(2.2.21) ve (2.2.22) esitlikleri, (2.2.19), (2.2.20) esitsizlikleri, (2.2.23) esitligi, (2.2.31),
(2.2.32) ve (2.2.33) esitsizliklerinden

IFZ(WI)_ F,(w, )l < Aya(9,

W, — W| (2.234)
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elde edilir. (2.2.34) esitsizliinden Lemma 2.2.3” iin ispati agiktir.

Lemma 2.2.4 Eger f(z) fonksiyonu lz] <r dairesinde analitik ve lz[ <r dairesinde

siirekli ve f(z)’ nin Taylor serisi

ise, F(re®) = F(0) fonksiyonunun
% +3(c, coskf +d, sin k)

k=l

Fouryer serisi, f(z) fonksiyonunun |z| =r g¢emberi iizerindeki Taylor serisiyle aynidir.

ispat: F(B) = f(r.e™) fonksiyonunun Fouryer serisini

LI Z'(ck coskd +d, sinke)

2 I
2
B, = % .[f (re®)cosk6dd, k=0,12...
0

2n
dy -1 [f(re®)sinkodo, k=1,23,..
n 0

seklinde yazabiliriz. Buradan,

ik0 ~ik@
coskd=2—F% k=012,
2
k8 _ ,-ikd
sinkf=——————, k=12,..
2

oldugundan, F(B) fonksiyonunun Fouryer serisi
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52'—' + ZB (e, —id,)e™ + %(c,, +id, )e""”] (2.2.35)
k=1
olur.
1 . 1% o .
—(c, +id, ) =— jf(rc )(coskO +isink0)d6 =
2 2n
1 2z ' ' )
=— J. f(re™®)e*®do (re' = zdegisken degistirmesi yapilirsa)
7 0
1 2\ 1dz
== | f(z)[—] ==
T e r) iz
=1 [t s,
2mi 0,
dolayisiyla,

1 . | 4
*2~(ck +id, ) =r "; If(z)zk 'dz

[zl=r

olur. f(z) fonksiyonu [z] <t dairesinde analitik oldugundan Cauchy Integral Teoremi geregince

(Bagkan, 1998).
1 .
-2—(ck +id, )=0, k=12,.. (2.2.36)

olur. (2.54) ve (2.53)’ den F(B) fonksiyonunun Fouryer serisi igin

S 13 L (e, —idy)e* (2237)
2 o2

buluruz.
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1 . 1% ..

~(c, —id,) = = [f(re®) (cosk0 -isink6)do =

2 2n ;

2z
= El_ .[ f(re)e™dO(re” =z degisken degistirmesi yapilirsa)=
L

yani,

—(ck-—ld y=rt.— [ =4 (2.238)
21:1I

Z=r
elde edilir. Ote yandan

c, 1 f(z)
RN f ©)do = ~2d 2.2.39

olur. f(z) fonksiyonu lz[ <r dairesinde analitik oldugundan, Cauchy Tilrev Formiilii geregi

(Bagkan, 1998).

J'fff,) fm(o)k 0,1,2,...(2.2.40)
27z1j

]—r
(burada £ (0) = f(0) ve o!=1'dir)
yazilabilir.

(2.2.37), (2.2.38), (2.2.39) ve (2.2.40) formiillerinden F(0) = f(r.e™) fonksiyonunun

Fouriyer serisi igin



C /‘M)(U) k
—rz
per 4

ifadesini buluruz. Bu da f(z) fonksiyonunun ]z| =T ¢emberi lizerinde

iak.z",

k=0

(k)
ORI

Taylor serisinden bagka bir sey degil.

64
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2.3. Analitik Fonksiyonlara Yaklasim

f(z), |7| <r dairesinde analitik, |z| < kapali dairesinde stirekli fonksiyon ve

T(f,z) =) a,z*

k=0
> nin Taylor serisi olsun, N
gl k=0,12,cn, n=12,.cc........ ) yakinsakhk ¢arpani denilen garpanlar olmak
lizere
n
g a,zt @23.1)
k=0

sekilli toplami ele alacagiz.

Fouriyer serileri igin sozii gegen toplam

c?°gf,"’ +Y_(c, cosk@ +d, sink)g™ (23.2)
n=}

seklindedir. Burada, c, ve d,, F(0) = f(r.e") fonksiyonunun Fouriyer katsayilaridir.

segimiyle, (2.3.2) toplam F(B) fonksiyonunun orta aritmetik Fouriyer kismi toplamudir,

(n)
20

= CoSs
2n+1

segimiyle (2.3.2) toplam1 Bernstein — Rogozinskiy (Natanson, 1954) toplamu,

g o @)
T (=K +k)

secimiyle de Walle — Pouson toplamidir.
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Yakinsaklik g¢arpanlarinin yukarida ele alinan her bir segiminde reel degiskenli

2n periyotlu fonksiyonlara trigonometrik polinomlarla yaklasimlar i¢in belli degerlendirmeler

bulunur. Eger, bu belli degerlendirmeleri F(0) = f(r.e™) fonksiyonuna uygularsak, Lemma

2.2.4 geregi |z| <r kapali dairesinde f(z) fonksiyonuna (2.3.1) sekilli toplamlarla (polinomlarla)

yakinsaklik {iizerine benzeri degerlendirmeleri (teoremleri) buluruz. Fakat biz bununla
yetinmeyecegiz. Daha genel durumda (f dairede degil, bir kapali bdlgede analitik oldugu

durumda) yakinsaklik problemiyle ilgilenecegiz.

f(z) fonksiyonu kapali sinirli D bélgesinde analitik ve D de siirekli olsun. Bu durumda

f(z) fonksiyonuna yaklagim araci olarak

D gla, 0, (2) (2.3.3)

k=0

toplamini ele alacagiz. Burada @, (z) ele alinan fonksiyonun D bolgesine uygun Faber

polinomlari olup, ay katsayilari da (2.2.1) formiilii ile verilir.

Simdi f(z) analitik fonksiyonuna (2.3.2) sekilli toplamlarla yaklagim iizerine agagidaki

teoremleri verelim.

Teorem 2.3.1 D, (J) kosulunu saglayan bélge, f(z), D’ de analitik ve D’ da siirekli

bir fonksiyon olsun. Ayrica, f(z), D’da o, 0 <o <1 iissii ile Holder kogulunu saglarsa,
m — k = —
g, =l-—, k=0,12,..,n=12,..
n
olmak iizere herbir z € D icin

D)= 8", @, (2) < 22 (23.4)
k=0 n

degerlendirmesi dogrudur.
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Ispat: Gosterildigi gibi (Teorem 2.1.2) D bolgesi (J) kosulunu sagliyorsa, @'(w)
fonksiyonu siireklidir ve IWI =r gemberi iizerinde sifir degil. Buna gore,” @(w) fonksiyonu
lwl =r gemBeri tizerinde o =1 tissii ile Holder kosulunu saglar. Ters fonksiyonun tiirevi

hakkinda teoreme gore, ®'(z) vardir ve y lizerinde sifir degil. Dolayistyla, ®(z) fonksiyonu

da y lizerinde oo =1 iissii ile Holder kogulunu saglar.

(2.2.10) ve (2.2.11) formiilleriyle tanimlanan F,(w) ve F, (w) (Lemma 2.2.3) analitik
fonksiyonlart w =r ’ de (Gakhov, 1977).

F (t)——f[ (t)]+ j ["’(‘)d

2.3.5)
F; (t)——f[ (t)]+ j [‘*’(’)d ] =r
Itl

smir degerlerine sahiptir ve bu siir degerleri (Gakhov, 1977), teoremin hipotezi geregi
feH,(y) oldugundan, o iissii ile Holder kosulunu saglar. Ayrica, Sohkotskiy formiilleri
geregi (Gakhov, 1977).

flo®)]=F O -~F(t), |{=r (2.3.6)
olur.
F[D(2)] = M2),
E[D(2)] = 1(2),
z=9(1)

olsun. ¢ fonksiyonu y iizerinde o =1 iissii ile F; ve F, fonksiyonlari da |t| =r {izerinde Q.

iissii ile Holder kogullarimi sagladigindan A(z) ve u(z) fonksiyonlar da (bileske fonksiyon
gibi) y iizerinde o Gssii ile Holder kogulunu saglar. Lemma 2.2.4 dikkate alinirsa 27 periyotlu

reel degiskenli fonksiyonlarin yaklagimi igin Bernstein (Natanson. 1954) esitsizliginden F,(t)

fonksiyonuna Fouryer serisinin Feyer toplamlari ile yaklagimi igin,
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F (t)- Zg‘“’ t*

k=0

é—;“—, t|=r (3.7
n

esitsizligini yazabiliriz.

Biz ileride Faber polinomlan igin bilinen (Markusevig, 1977, Simirnov, Lebedyev,
1964),

k
®, (2) = [0@)] +2Lni j%dx (2.3.8)

esitliginden yararlanacagiz. Burada, vy, ltl =g >r g¢emberinin t=O(t) doniisiimii altinda

goriintiisii ve z ¢ y,’ dur. D bdlgesinin sinir1 y dogrultulabilir oldugundan integralleme 7y

tizere alinabilir ve z ¢ y herhangi noktadir.

Buna gore, z ¢ y igin

Zg(“’a @, (2) = Zg(“)ak[d)(z)] +~I~—Zg(“)ak[d)(t)]kdt (2.3.9)

k=0 Zi=o

elde edilir.

h (2)= p(z)—— j g™a, [O(1)]* d (2.3.10)

k=0

ifadesini ele alalim.

h,(z) fonksiyonunun v’ nin disarisinda (D°=C\D’ de) analitik ve kapanisinda (5c ’
de) siirekli oldugu agiktir.

(2.3.10)’ daki integrali asagidaki gibi yazalim,

Zm :ggmak [O()]* dv = —— I_"{Z g, [®(x) - AD]* }d‘c +

k=0
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f ) + ()
21t1

Burada, f(t) = A(t) — (1) esitsizliginden yararlanilmistir.

z¢y igin, Cauchy Teoremi geregi, (Bagkan, 1998)
L,J'Mdno, ij%r:-y(z) (23.11)
T — 27 ;T2

oldugundan,

2m {Zg‘"’aktcb(r)] —Mr)}dr- (z)+-j—2g‘"’ak[d>(r)]“dr,

k=0 Z k=0

dolayisiyla,

k=0

h,(z) = — I——-—{k(‘r) Z gMa, [o()]* }d‘t (2.3.12)

buluruz.

h,(Z), Z €y smrdegeri igin

h()—2—m—

{Mr) Zg‘"’ a, [ }dr——{Mz) Zg‘"’ ktm(’zn"}(z.s.ls)

elde edilir. |W|=1 igin

(Gakhov, 1977) oldugu dikkate alindiginda,

1

n 1 oo N n o
< Em- Zg( ‘2,1 }dv = E{FI(W)—ng( 2, W} =
k=0

27 |ef=r T— k=0
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—{X(Z) Zg‘"’a [@@)]"},

burada Z = (W), W = ®(Z), olacagindan

h, (Z )—-_ j'[ LAG N ]{F () - ngj‘)a T }dt (2.3.14)

2ni Lo -e(W) t-W
elde edilir.

Lemma 2.2.2 geregi (2.3.9) integrali mutlak yakinsak oldugundan (2.3.7)’ den
— A
I, (@) <=2 (2.3.15)
n

buluruz.

f(z)- Zg‘“’akd)k (2) =MD -W?) -

k=0

- Y g, [0 - J—Zg‘“’ak{d)(t)]" dr =

k=0

=M2) - Zg(“’ [P@)]* +h,(Z)dr =
oldugundan (2.3.7) ve (2.3.15) esitsizliklerinden
S(@)- Zg‘"’akq’ (Z)| < ——Z €y
n”

bulunur.

Modiiliin maksimumu hakkinda teoreme gore, (Bagkan, 1998) sonuncu esitsizlik herbir

zeD igin saglanacaktir. Bununla (2.3.4) esitsizliginin, yani Teorem 2.3.1” in ispat1 tamamdir.
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Teorem 2.3.2 D bdlgesi (J) kosulunu saglar ve f(z), D’ de analitik. D’ de siirekli

fonksiyonsa,

g.(f,D)< A,,.co( 1) (2.3.16)

n

esitsizligi saglanir. Burada, w(98), f(z) fonksiyonunun D de siireklilik modiiliidiir. As, sabiti

n’ye ve f(z)’ye bagimli olmayip, D’ye baghdir.

Ispat: Lemma 2.3.3’de F((w) fonksiyonu igin
o(F,,0) < 4,,0(f,5)
(esitsizlik 2.2.11) esitsizliginin saglandigini gordiik.
]WI =T igin
q®) =F, (re®)= F (W)
olsun. q(0) periyodik fonksiyonun siireklilik modiilii igin,
@(q,0) < A, 0(F,,6),
dolayisiyla,
w(q,0) < A;;0(f,06) 2.3.17)

olacaktir.

q(0) fonksiyonu igin

lg@@)-T, (H)I < 6.co(q, ;11-)

esitsizligini saglayan 2n-2 dereceli T, (8) trigonometrik polinomu vardir. (Natanson, 1954). Bu

polinomu,
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2n-2

T,(0) =) g a,0"
k=0

sekilde ifade edebiliriz. Burada, a,’ lar q(0) fonksiyonunun Fouriyer serisine agilimindaki

katsayilar ve

o k
g =1--
n
dir.
Lemma 2.2.4 geregi F,(W)’nin Taylor serisi ile q(0)’nin Fouryer serisi aym
oldugundan,
2n-2 i
R - gila,w <6.a)(q,—), W =1 (2.3.18)
k=0 n
olur. Burada,
1 F(7)
=— | —=d
) 2"i|r['£ ™

olup, F,(W) fonksiyonunun Taylor serisine agtliminin katsayisidir.

Teorem 2.3.1’in ispatinda yararlandigimiz h_(z) fonksiyonu Teorem 2.3.2’nin

hipotezleri geregi yine de, ¥ ’nin diginin kapaniginda (yani D™ de) siireklidir. Ayrica, h (z)
fonksiyonunun sinir degeri igin de (2.3.13) esitligi saglanacaktir. Buna gore, h_(Z), Z € ¥ siir

degeri icin (2.3.14) esitligi dogrudur. O halde (2.3.15) esitsizligine benzer sekilde,

~ 1
|h, ()] < A34a)(q, ;J (2.3.19)

elde edilir.

2n-2 2n-2

(@)~ > 8”2, @, (Z) =F(W)- ) g"a, ¥ +h,(2)
k=0

k=0
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esitligi (2.3.18), (2.3.19) ve (2.3.17) esitsizliklerinden

2n-2

~ " ~ 1)~
S(@)- Z&'/(‘ )ak(Dk(z) < A,Sw(f,;),z €y
k=0

buluruz. Buradan, modiiliin maksimumu hakkinda teoreme gore herbir z € D igin

- 2n-2 ) 1
f@)- Y 8"a,d,(2) < Assw(f ,;) (2.3.20)
k=0
olur. Ayrica, herbir z € D igin
_— 2n-2
g,(£,D)<|f(2)- D giVa, @, (2)
k=0

oldugundan (2.3.20)’ den (2.3.16)’nin dogrulugu gériilmektedir.

Simdi f(z) fonksiyonuna Faber polinom iizre seriye agiliminin kismi toplamlari ile

yaklagim problemini inceleyelim.

Teorem 2.3.3 Eger, D bolgesi (J) kosulunu saglar ve f(z) D’ de analitik, D’ da siirekli

bir fonksiyon ise, herbir z € D ve Vn>1 igin

2n-2

f(Z)- Y. a,®,(2)| <Ayg,(f,D).fnn (2.3.21)
k=0

esitsizligi saglanir. Burada A, > 0, n’ye bagli olmayan sabittir.

Ispat: Teoremin hipotezi geregi f(z), D’ da stirekli, @(w), ]wer’ de siirekli

oldugundan, ( Teorem 2.1.2 (Uyar1))

i“akwk
k=0

<A, ma})gslf(z)]. Inn (23.22)

esitsizligi saglanacaktir ( Lemma 2.2.1). (2.3.8) geregi z € D° = CID igin
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Za D, (2) Zak[(D(z) J'——Zak [e@]d  (23.23)

k=0 Zi=o

olacaktir (Gakhov, 1977).

n
k

a, T
L k=0 ‘ dT = .l
2mil T-W 2

n
D a Wk, W=0F),[W=r
k=0
oldugundan,

1& - 1 1
—5k§0ak[®(z)]“ o Yjﬁzak[%nkdr =

._.2Lj

e

[ (%) ]Z a,t (2.3.24)

oD -9(W) T-W |

W=0(Z),Zey elde edilir. (23.22) de D°32z—>Zey iken limite gegilir, (2.3.23) ve
(2.3.24) dikkate alinirsa,

Za @, (7) —Za W j{ @' ]Zakt

2711 e L P(T) = (p(w) T-W

buluruz. (2.2.3) esitsizligi, Lemma 2.2.2 ve sonuncu formiilden her bir Z € v igin

Za D, (Z) <A, maks]f (z)fenn (2.3.25)

k=0

bulunur.
S,(f,2)=S,(2)=).a,®,(2)
k=0

olsun. Py(2), D’da f(z) fonksiyonuna en iyi yaklasan n. dereceli polinom olsun.

S,(P,,2)=P,(2)
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[f(2)-P,(2)| < g,(f, D) (2.3.26)

oldugu agiktir. Her bir z € D igin

~[f(2)- P, @]+ [P, @) - Y2, D, (2] = [£(2) - P, @)] +

k=0

f(2)-Y2,0,()

k=0

+[S,(P,,2)-S,(f,2)] =[[f(2) - P,(2)]+ S, (P, -f,2z)]  (23.27)
yazilabilir,

Ote yandan, (2.3.25) esitsizligi geregince

IS, (P, —f,z)| = <A, magslf(z) —P, (2)|4nn,

iakcbk(z)
k=0

burada @, (z) f(z)—P,(z) fonksiyonunun Faber polinomudur, oldugundan (2.3.27) esitligi

ve (2.3.26) esitsizliginden her bir z € D igin

f(2)- Y a,®@, (2) < g, (£, D) + A, g, (£, D)L,

k=0

dolayisiyla,

< A,g, (f,D).fnn

f2)- Y 2, @, (2)
k=0

buluruz. Bununla Teorem 2.3.3’ {in ispati tamamdir.

Teorem 2.3.2 ve Teorem 2.3.3” den agagidaki sonucu ifade edebiliriz.

Sonug 1. Eger D boélgesi (J) kosulunu saglar, f(z), D’ de analitik ve D’ da siirekli ise

her bir z € D ve her bir n>1 igin,

f(@)- iak D, (zj < A33w( f }-).Znn (2.3.28)
k=0

’
n



esitsizligi saglanir.
Sonug 2. Eger, D bolgesi (J) kosulunu saglar, f(z), D’ de analitik, D’ da siirekli ve

alir(r)l w(f,0)Lné =0
ise f(z) fonksiyonu D’da diizgiin yakinsak
f(2) = Zakq)k (2)
k=0

serisi geklinde yazilabilir.
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3. Boliim

3

Kapah Egri Uzerinde Tanimh Fonksiyonlara Yaklasim

3.1. Gerekli Onermeler

ileride y ile orijini igine alan kapali Lyapunov egrisini gosterecegiz. Eger, y efrisi

kompleks diizlemde
t =t(s) = x(s)+iy(s), 0<s<{=mesy

denklemiyle gosterilirse t(s) fonksiyonunun t'(s) tiirev fonksiyonu Holder sinifindandir ve sifir
degildir (Muskhelisvili, 1992). Ayrica, t(s) noktasinda y egrisine gizilen tegetin Ox ekseninin

pozitif yonii ile olusturdugu 0(s) a¢1 fonksiyonu da ayni iistle Hélder sinifindan olur.

y iizerinde tanimh

8o = [Pl + W]+ VTt ] =2/ PLH(s)) = OCh)
kosulunu saglayan f(t) fonksiyonlar kiimesini Z(p) ile gosterelim.
Lemma 3.1.1. Eger f € Z(0) ise 0 <a <1 igin f e H ()’ dir.

ispat: flt(s)]=F(s) olsun

1 h
F,(s) = Eﬁ_{ F(s +1)dt
(Steklov) fonksiyonunu ele alalim. Kolaylikla géstermek olur ki,
F,:(s)=ﬁ[F(s+h)—F(s—h)] 3.1.1)

dir.

Bu esitligin dogrulugu
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Ii I
A0 A 2h a0 A

-h

4 ' h —
PG+ =F ) 1 Fls4748)=F(s+7)

1 h
=— |F'(s+1)dt
0 { (s+7)
esitliginden agiktir.

h
R)-Fo) = 5 [t +9]-flteke

ve f € Z(0) oldugundan,

E, (s) - F(s) = O(h) (3.1.2)
olacaktir.

F, (s) = F(s + As) farkini degerlendirelim.
|F, (s + As) — F(s)| =|F(s + As) - F, (s + As) + F, (s + As) —
—F, (s)+F, (s) - F(s)| < [F(s + As) - F, (s + As)| +
+|F, (s + As) - F, ()| +|F, (s) — F(s)|
yazilabilir. Buna gore, (3.1.1) ve (3.1.2) geregince
F(s) — F(s + As) = O(h) + O(Ash™") (3.1.3)
olur. h = J/As ahinirsa,

F(s) — F(s + As) = O{v/as )
olur. Bu eysitlikten ve (3.1.1)" den

F, =0(h™'?)
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elde edilir. Bu durumda (3.1.3) degerlendirmesi
F(s) —F(s + As) = O(h) + O(Ash™%)
seklinde olur. h = (As)'™"?) alinirsa,
F(s) - F(S + AS) = O((s)""),
olur. Buradan da (3.1.1) geregince
F; =0(h")
bulunur.

Prosediirii devam ettirirsek (n-1). adimda
F(s) - F(s + As) = O((4s)""")
buluruz.
f(t) - £(t + At) = F(s) - F(s + As)

ve As = O(At) oldugundan,
£(t) - f(t+At)=0(ag ™™
elde edilir. Buise f e H,,,, (y) demek oluyor.

w = ®(2), ¥ 'nin digin1 yani (D°)’yi lw] =1 birim gemberinin digina (yani, ]wl >1¢)
doniistiiren  konform ddniigiim olsun. ®(w0) =00 ve ®'(0) >0 kosullari saglansin.

@(w) =z, O(z) fonksiyonunun tersi, yani le >1’i D®’ye déniistiiren konform doniigiim

olsun.

oo’ un komgulugunda ®(z) fonksiyonu (Markusevig, 1950).

(D(Z) =0,Z+ Bo +Blz—l ‘|"BZZ—2 Foevenne
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seklinde yazilabilir.
Buna.gﬁre,
O (2) =0, 2" + o, 2" ot o, +2,27 +3,27 e
olur.

k -
O, (2)=0, 2" +a,z2"" +.ta,

polinomu ¥y egrisi igin k. dereceli Faber polinomudur.

D*(2) -, (2)=2L+22 4
z z°
fonksiyonu y diginda analitik ve sonsuzlukta sifirdir [CD" (0) =D, () = OJ. O halde, Cauchy
Teoremi geregi (Baskan, 1998).

k
"‘lqu)(t)—_%(t—)dbq’k(Z)-@“(Z), zeD® (3.1.4)
2mi ; t—z

olur.Cauchy integral Formiilii geregi (Bagkan, 1998).

L. jwdt =0, zeDC ise
21 ; t-z
oldugundan (3.1.4)’ den
k
D, (z) = D*(2) +L, jd’ (t) dt, zeDCise (3.1.5)
2nt ) t—z

Y

buluruz.

Lemma 3.1.2 Eger y tizerinde f € Z(0) ise |wi=l gemberi iizerinde

flo(w)] € Z(o)’ dir.

ispat: w=¢", w(B) = f[p(w)],
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A,0(0) = f(t+8,)+ Ft+A,0)=2£(1),
At =P(0+h)—W(0),
A,t=W¥(0-h)-¥(0),
¥, (0) = p(w) = p(e"),

olsun.

1
Ajt=h [0 +hr)ds,
0

1
Ayt =—h [¥'(6 - hr)dr
0

gosterimleri ve W'(0) e H,(7,) (¥'(0) = ¢'(w)ie” ve ¢'(w) |w| =1 de siirekli, sifirdan
farkli (bkz. 2.1° in sonu, uyar1) ve buna gére de 7y, ={W:|wl=l}'dea iistii ile Holder

smifindan oldugundan, ¥'(8) € H,, (v,) olur) geregince
At =¥'(0)h + O(h"™*),
A,t=-¥'(0)h + O(h"®)

bulunur.

s=s(t) t=t(s) fonksiyonunun ters fonksiyonu olsun. O halde, benzer sekilde,
Ais=s'(t).A,t+0(A, Y™,
A,s =-s'(8).A,t+0(A,Y"™)

olur. A,(t), A,(t)’ nin ifadelerinden ve son iki esitlikten

A;s =ch+0Mh"*),
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A,s = —ch+OHh"")

dt

C = |—
%

bulunur.

Simdi, Lemma 3.1.1 geregince,
|A,0(0)| =|F (s + A5)+ F(s + A,s) - 2F(s)| <
<|F(s + ch) + F(s —c.h) — 2F(s)| +
+[F(s)+ch) —F(s + A;s)| +|[F(s—ch) = F(s + A,s)| =
= O(h)

olur. Burada, F(s)=f[t(s)]’ dir. Bununla Lemma 3.1.2’ nin ispati tamamdir.

Not: Lemma 3.1.2°nin  ispatina  benzer olarak  gosterilebilir ki,

Y, lizerindef(w) € Z(o) ise y iizerinde fID(f)] € Z(0), w=®(¢)’ dir.

Lemma 3.1.3: y egrisinin merkezi t, € y noktasinda, y fizre uzunlugu 2c olan
yaym vy, ile, kalan kismini da y —7v,, ile gosterelim. v,'tn w = ®(t) déniisiimii zaman1 v,

ve Y—7,’ ya karsilik gelen kisimlarini sirasiyla y; ve v, —7vq ile gosterelim. t; ve t; ,y,

yaymin ug noktalari olsun. Bu taktirde t+ At # t, ve At =0(o), yani lirr(}ﬁ =0 ise
o> (e}

min |w—w,|>co, w,=0(t,)

WEYo—Yy

izt ot ~t, —At|

t,—t,  t—to—At] ofa)

olur.



ispat:

N
7
~~
£
A
b

w=>(z)

P

N
L4

1

(/
¢ WO
Yo Y

-1

Sekil 3.1.1
[t to] =[o(W) — p(w,)| <|w- Wol-”fg’f’k”'(f)l = M|w—w),
M= mgks](p'(t)l

oldugundan,

M

|w—wy|2

olur. Ayrica, t € Y ~7y, igin | —#,| > c.o oldugundan, Vw €y, —¥§ igin,
|w—w,|>co,
olur. Dolayistyla,

min [w - w,| > co,

weyy vy

oldugu elde edilir.
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t, —t
Lemmadaki ikinci degerlendirme t;’mn lAtl komsulugunda ¢n —+—2

fonksiyonunun

2 t()

bire — bir ve tiirevinin de

o +o(a)
¢ gy
o —o(o)

den kﬁ(,;i'lk olmasindan goriiliir.

3.2. Cauchy Singiiler integra!inin Swnir Degeri Uzerine

. Teorem 3.2.1 Eger, y iizerinde f € Z(p),p € N ise y lizerinde sf € Z(p)’ dir.

Burada,
sf(t,) =-1—_[ Q) dt, t, ey
T t—t,
Y
dir.
Ispat: Herbir p e N igin
r
NPt =~ [LLa, 1, ey
m; =i

oldugundan (Gakhov, 1977), teoremi p=0 igin ispatlamak yeter.

1, 1 J'de’

W~ W,
_1 - ew) 1
‘meg{f[“’(w)] f[(p(WO)]}{(p(w)—(p(wo) w_wo]dw,

=L [ 1010,
m,s =t
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_L [ fovo)=flotnl,,
i W-—Ww,

Yoo
olmak iizere
sf =1, +1,+1, +1,

seklinde yazahm,

AZygmund teoremine  (Zygmund, 1945) ve Lemma 3.1.2° yc gére
A,l, = O(h), yani I, € Z(0) olur. 1,’ yi degierlendirelim.

Kolaylikla gosterilebilir ki,

K(w,wy) = ow) | =
(W) —p(w, wW—w,

=y S e+ (v w e

dir. Ayrica,

o'(w)e H,(1o)s

t=t l[w — W ,o|minje'(7)|
So €Y,

lo(w) = p(w,| 2

S —
oldugundan,

K(w,wy)=0 (1“’ - w[” )
olur.

Lemma 3.1.1 geregince, Ve > 0igin (0 <g <1)

flp(w)] — Flow)] = 0 {w—w,| )



olduundan,

1,=0 ( Ilw - wola—aldwi} = 0(0"“‘"‘)

Yﬂ
olur. o = O(h'”““) ve £ = % alinirsa,
I, =0(h)
elde edilir. Buna gore,
A,I, =0(h)
olur.
A, 1, 1 degerlendirmek igin

L [0, L [0y
m gyt t—At m S ot — At

1 ¢ fO-f) 1 =ty ) 1, 41
Zﬂi,_!,_—t—to dt+{f(to)mA2(znt2_t0) Az[f(to)men—tz_to]}

seklinde yazalim.

Lemma 3.1.3 dikkate alinirsa

f(to)—l—.Az(fn"“’) [f(to) tn? ]O(h)
7 t —1,

2" ho
oldugunu gorebiliriz.
Ote yandan,

1,1 2 AtHA
f—t, =D t=tg—At t—ty  (E=t)t—ty = A)
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A (A=A,
(E=t)t =ty =AY =1, — A1)

oldugundan,
At+A,t f(t)-1(t,)
Al = .
T . (t=to)t—t, —At)
+ AZ’(AII "Azt) f(t)“f(to)
i Yo-re (= 1) 1y = A —1, = Ayt)

+0(h) = G, +G, +0(h)

elde edilir.

Fakat,
At+A,t=t(s, +h) +t(s, —h)—2t(s,) = 0(h"**),
A,t(At = A,t) = 0(h?),
t—t, —At=0(t—t,)=0(s—s,)
dir,
Buna gore,
o
G, =0(h"*) [s™"ds=0(h),
hl—nN
o¢l)
G, =0(h?) Is'z'“ds = 0(h),
hl—ul«l

olur. Dolayisiyla,

A1, =0(h)
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bulunur. Benzer gekilde,
A,1, =0(h)
oldugu gosterilebilir.

Bulunan degerlendirmeleri bir araya alirsak, A,sf =0(h), yani sf € Z(0) oldugu

anlasilir,
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3.3. Kapal Egri Uzerinde Tamml Fonksiyonlara Yaklasim

Teorem 3.3.1: Eger, w=f(z), y (kapali Lyapunov egrisidir) lizerinde tanmimh ve

f € Z(0) ise

g, (f,7) = 0(1)
n
dir.

ispat:

x( =~ [Ty,

11',17" W-—T

o=~ [T, zgy
nlyt—z

fonksiyonunu ele alalim.

Teorem 3.2.1 geregi @* ve
N 1 ., 1
X (Wo) = E(D [p(wo)]+ EX(WO)

fonksiyonlari y, iizerinde Z(o) simfindandirlar. O halde, Zygmund teoremi geregi

X (o) =P, (wp) = 0[1)
n

olacak sekilde n. dereceden bir

Pn (Wo) = zakwg

k=0

polinomu varolacaktir.

Gosterelim ki, {(Dk(lo)}, t, €Y ¥ icin Faber polinomu olmak tizere



Pt =S a8, (t,)

k=0

polinomu
" 1
O (t,)-P. () = O(-—)
n

esitligini saglar.

D (1) dt

O, (2) = D*(2) + 1jt_

= QX (1) to= J'w"K(w T)dw,

'(w) 1
owW)—o(t) w-t

K(w,1) =
I !
CORGY
z = ¢(1) € D€ ise ve ayrica,
K(w,7) = 0([w - rla_l )

oldugundan,

D, (t,) =Wy +L. Iw"K(w,wo)dw
2m 2

bulunur.

Sohkotskiy Formiillerinden (Gokhov, 1977)

D (t) dt,

<I>*(to)———jt_t
0

[fo'ow) = @'Te+ (w - tyuldu,
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fz -l ,, Jz O =0

f—l wW—Ww,

oldugundan,

O (1) = X () =27 (t)

=2t () + = cb*(to) dew

;W—w,

= 2" (o) += [ (W)K (w,w, )
n17

= 7" (%) + 5= [ (K Onwy )b
Z 14

elde edilir.

D*(ty) ve ®,(t,)’ m ifadelerinden

q)+(to)_iak®k (t)=x" (Wo)“iakwg +

k=0 k=0

1 . z
+ 2—7;):[;5 (w) - Zakw“]l((w, W, )dw

k=0
bulunur.,

[K (w,wy)dw = 0(1),

Yo
Lw)-Ya,w* =0(1J
k=0 n

oldugundan,
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+ C 1
@ (to)—Zakcbk(to)w(—)
k=0 hn
clde ederiz,

Benzer gekilde, degisken degistirme ile, @7 (t,) igin

O (t,)-P, (LJ = O(l)
t, n
esitliginin saglanacagim gdstermek olur.
f(ty) = D (t,) - D (t,)
oldugundan, son iki egitlikten

)’
n

(10)-R, () =0[ )

olacak sekilde n. dereceden

Rn (tO) = Zbktg

=—n

rasyonel polinomu varolacaktir.

Bulunan R (t,) rasyonel polinomu igin

g, (£,7) S|f(ty) - R, (t,))

oldugundan teoremin ispati tamamlanir,
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