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AYRIK SISTEMLER ICiN KONTROL TEQRI

Burcum OZDEMIR
Matematik Bolimii, Yiiksck Lisans Tezi, 2002
Tez Danigmant: Prof. Dr. Omer AKIN

OZET

Bu tczin amaci uygulamali matematigin ve miihendisligin g¢esitli dallarinda kullanilan
kontrol teoriyi 6zellikle matematikgilere tanitmaktir. Bu nedenle kontol teori ile ilgili tiim temel
bilgileri detayli bigimde ortaya koymaktadir. Tezde Lineer cebir, sonlu fark denklem sistemleri ve
difcrensiyel denklem sistemlert ile ilgili bilgiler temel olarak kullamilmugtir. Kontrol teori ile ilgili
arastrmalart takip edebilmek ve yeni arastirmalar yapabilmek igin gerckli olan temel bilgileri

vermek ve arastirmayi yonlendirmek tezin amagclan arasindadir.

Yukarida belirtilen amaglar dogrultusunda hazirlanan bu tez dért boliimden olusmaktadir.
Birinci béliimde tezde kullanilacak temel kavramlar ve ézellikleri iizerinde durulmustur. Ikinci
boliimde siirckli sistemler i¢in kontroledilebilirlik, erigilebilirlik, dualite ve aralarnndaki iligkiler
iizerinde durulmustur. Tezin esas kismu olan iigiincii boliimde ayrik sistemler igin kontrol teori
detavh olarak incclenmis, teoremler (ispatlan ile birlikic) ve 6mckler verilmigtir.  Tezin dordiincii
ve son boliimii kontrol tecorinin MATLAB yazilimi yardim ile bilgisayar uygulamalarina

ayrilmustir.

Anahtar Kelimeler: Ayrik Sistemler, Kontrol, Kontroledilebilirlik, Kontrol Sistemier.



CONTROL THEORY FOR THE DISCRETE SYSTEMS

Burcum OZDEMIR
Department of Mathematics, M.Sc. Thesis, 2002
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Omer AKIN

SUMMARY

The aim of this thesis is to introduce control theory, speacialy to mathematicians, which has
been used in applied mathematics and some branches of engineering. Therefore all fundamental
knowledge related to control theory in details will be presented here. In this work, noﬁons related
to lincar algcbra, systems of finite diffcrences and systems of differential equations are used as the
basis of this study. One of the aims of this thesis to give fundamental knowledge to understand

articles and do works related to control theory.

Under the aims mentioned above, this thesis consists of four parts. In the first part, we take
atiention to basic notions and properties used in the thesis. In the second part, the controllability,
rcachability, duality and some relations among them for the continious systems arc examined. In
the third part, which is the main part of the thesis, we examined the control theory for the discrete
svstems, give theorems (with proofs) and some examples. In the fourth and the last part, we give

some applications of the discrete control theory by using the software of MATLAB.

Keywords: Control, Controllability, Control Systems, Discrete Systems.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler Aciklama
R" nx1 tipindeki vektorlerin olugturdugu uzay.
R™ nx n tipindeki vektorlerin olugturdugu uzay.
R™ nx m tipindeki vektorlerin olusturdugu uzay.
£ Laplace déniigtimi.
L7 Ters Laplace déniigiimil.
x(t) Durum vektorii.
uft) Girdi (kontrol) vektorii.
w Kontrol edilebilirlik matrisi.
R Erigilebilir alt uzay.
R, Kontrol edilebilir alt uzay.
w, Erigilebilirlik Gramiani.
W, Kontrol edilebilirlik Gramiani.
RW) W 'nin deger kiimesi.
AT A matrisinin transpozu.
X7 Ulagilmast istenen durum.
Xy Baslangi¢ durumu.

W&WM‘W

TRTWANTASY



GIRIS

Otomatik kontrol sistemleri giiniimiizde ileri toplumlann ginlik yasantisina girmis ve
hemen hemen her alanda kullaniimaktadir. Evlerde kullamilan otomatik ¢amasir makinas,
otomatik bulagtk makinasi, termostath firnlar, itiiler, endiistriyel ve arastirma alaninda
kullanilan robotlar, mikro islemciler, bilgisayarlar, uzay tagitlart vb. kontrol sistemleri iiretimi
ve dretim kalitesini siirekli olarak arttirmakta olup hayatimiza etki etmektedirler. Kontrol
sistemleri herhangi bir endiistri toplumunun tamamlayict bir pargast olup, artan diinya
nitfusunun ihtiyag malzemelerini imetmek igin gereklidir. Bu ihtiyacin saghklr bir bigimde
kargilanabilmesi kontrol sistemlerinin iglevlerini uygun bir bigimde yapmasina baghdir.

Kontrol sistemlerindeki incelemeler genis anlamda uygulamali matematigin kullanima
alanma girer. Kontrol sistemleri Gizerinde yapilan ¢aligmalarmn temel amaglanindan biri analitik
araglar geligtirerek, tasarmmcmun Dbilgisayar benzetigimi ve uzun sikicr deneylere gerek

duymaksizin éngonilebilir ve giivenilebilir tasanimlar yapabilmesini saglamaktadir.

Sistemlerin kontrolii bilimler arasi bir konudur ve tim miihendislik alanlarma girer.
Cok yonlii otomatik kontrol konusu bugim en {imit verici alanlardan birisi olarak sayimakta ve
siirsiz bilyliyen bir potansiyel olarak ortaya ¢ikmaktadir.  Kontrol dongisi iginde
bilgisayarlarn kullanimi bu konuyu daha da genis kapsamh hale getirmigtir. Kontrol sistemleri
kisaca enerji, malzeme veya diger kaynaklann akiguu ditzenleyen aygitlar olarak tamimlanur.
Bunlarmn diizenlenmesi, karmagikligt ve gérimiigii kullanim amaglan ve iglevlerine gore degisir.
Kontrol sistemleri kontrol edilen niceliklerini sabit tutar veya bu degerlerin 6nceden belirlenmig

bigimde degisimini saglar.

Kontrol sistemlerinin tarihsel gelisimine gbz atildigmnda, ilging kontrol sistemlerinin
olusturuldugu gorilir. M.O. 430 yilnda Taretumlu Achytas hayvan taklidi yapan oyuncak
bigimi aygitlar yapt1 (otomatik giivercin). Iskenderiyeli Ktesbios’un (Herin) M.0.285-247 de
yaptifi su saati zamam Olgmeye ve su kemerlerindeki su dizeyini sabit tutmaya galigan
sistemlerdi. Bizde 1205°li yillarda yagamig olan Cizreli Eb-il-iz adinda bir Tiirk bilgininin
Diyarbakir’da otomatik makinalar yaptigi bilinmektedir (Yukandaki érneklerde geribesleme
ilkesi kullanilnugtir).



Hollandah C. Drebeelin (1572-1633) ve Fransiz D. Papin (1647-1712) de geri besleme
ilkesine dayali kontrol sistemleri iizerinde ¢aligmalar yapmugtir. 1950°li yillara kadar
Endiistriyel alanda da bir ¢ok ¢aligma yapilmustir.

1950°1i yillarin sonlarmda sayisal bilgisayarlarin geligtirilmesi, gok daha karmagik
otomatik kontrol sistemlerinin kurulmasina yol agti. Bu dogrultuda olugturulan sonuglar eski
“klasik kontrol” ‘den ayirt edilebilmeleri amactyla “madern kontrol” olarak adlandirilde
Modem kontrol kavranu “durum uzayr” yaklagimma dayamir ve 1960’larda yapilan tiim teorikl

gelismelerde bu yaklagim kullanilnustir.

Son yillarda kontrol sistemlerinde kullanilan donanim agisindan, itk énce bityiik 6lgekli
makinalar daha sonra minibilgisayarlar ve nihayet mikrobilgisayarlar olarak sayisal
bilgisayarlarm ¢ok yaygm olarak faydalandig: gozlenmistir. 1980 ler ve daha sonraki yillarda,

mikrobilgisayarlar kontrol organlan olarak diger aygitlarm yerini almaya devam etmistir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, ilerleyen bélimlerde sikg¢a kullanacagimiz bazi temel tanim ve sembolleri

tanitacagiz.

1.1.Tamm (Durum Uzayi):, x,,x,,...,x, Koordinat eksenlerini iceren n-boyutlu uzay durum

uzay: (state space) olarak adlandirilir. Durum uzayinda her durum bir nokta ile temsil edilebilir
(Ogata,1987).

1.2.Tamim (Lineer Diferensiyel Denklem):  #- mertebeden bir diferensiyel denklem;

'y, 4o
a Pl gl

teeeb@) }‘;()+a yO=1©® (1.1)

seklinde yazilir ve ay,a,,...,a,_; katsayilari y(f)’nin bir fonksiyonu olmadig: siirece lineer

diferensiyel denklem olarak adlandinilir (Kuo,1999).

1.3. Tamim (Durum Denklemleri) : (1.1) igin;

(xl(l) = y(t)
% (@) = 03’( )

i (12)
x.(0) = ""‘y(t)

déniigiimleri yapilirsa ,



(dx, (1) _
a0
dx, (1) _
|50 ) (1.3)
: J;;(t) :-aoxl(t)_alx2(t)_'“— 2% n1 (t)_an~1x"(t)+f(t)

sistemi elde edilir. (1.3) sistemindeki denklemlere (1.1)’in durum denklemleri denir
(Kuo,1999).

14.Tamm (Durum Degiskeni) : (1.3) sistemindeki x,(f),x,(f),...,.x (f) degiskenlerine

durum degiskenleri denir (Kuo,1999).

1.5.Tamm (Girdi): Kontrol sisteminde belli bir cevap almak iizere bir di enerji kaynagmdan
sisteme uygulanan uyanya girdi (input) denir (Yiiksel,2001).

1.6.Tanim (Cikti): Kontrol sisteminde sajlanan gergek cevaba ikt (output) denir
(Yiiksel,2001).

1.7.Tamm (Kontrol edilebilirlik): Bir sistemde, sistemin her bir durum degigkeni, efer

kisitlandinlmanug u(f) kontrol degigkeni ile, sonlu bir zamanda belirli hedefe ulagtinlabiliyor

ise sisteme tamamiyla kontrol edilebilir denir.

Durum degigkenlerinden herhangi birinin, u(f) kontrol degiskenine bagimli olmamasi

halinde, bu 6zel durum degiskeni belirli bir kontrol giiciiyle sonlu zamanda istenen bir duruma
getirilemez. Bu nedenle béyle bir 6zel durum kontrol edilemez ve béyle bir kontrol edilemez
durum bulundugu siirece tiim sistem de tamamiyla kontrol edilemez, ya da kisaca kontrol
edilemez denir (Kuo,1999). .

u(t) kontrol igareti X(t) durumlan

1] ——— ¢ 110 —.

Lincer, otonom sistemde kontrol edilebilirlik kavrami
Sekil 1.1



1.8.Tamm (Kontrol edilebilirlik matrisi):  x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) ile tammh sistemin

7 x nm boyutlu;

W =[B,48,---,4"" B|
matrisine kontrol edilebilirlik matrisi denir. Burada 4 R™ ve Be R™™ *dir (Elaydi,1996).

1.9.Tanmm (G&zlemlenebilirlik): x(t) durum vektoriiniin her bir bilegseni ya da sistemin herbir
durumu £, S1L¢4 arabpnda, ut) ve y(t) kontrol ve ¢ikis vektorleri yardim ile

belirlenebiliyorsa sisteme gozlemlenebilir sistem denir (Sarioglu,1999).

1.10.Tamm (Yapilandirilabilirlik): x(t) durum vektSriiniin her bir bilegeni ya da sistemin
herbir durumu ¢, <7</ arabfmda, ut) ve y(t) kontrol ve ¢ikig vekidrleri yarduni ile

belirlenebiliyorsa sisteme yapslandirdabilir sistem denir (Sanofhy, 1999).
1.11. Tamm (Siirekli Qtonom Sistem) : 4¢ R™ ve Be R™ olmak iizere;
%’4)— = Ax(t) + Bu(t) (1.4)

durum denklem sisteminde 4 ve B zamandan bagimsiz ise sisteme lineer siirekli otonom sistem

(continious time, time-invariant system) denir (Panos,1997). Burada sirasiyla;

[ %,()

X, (2)

x()= a.s)

an (t) (nx1)
Ve

—ux |

u, ()

u(t)y= a.6)

_u’” (t) (mx1)



durum ve girdi vektorleridir.

1.12.Tanmim (Durum Gegis Matrisi): Lineer, otonom (1.4) sistemi verildiginde, belirli bir

x(1,) baslangi¢ durumu igin f >/, olmak iizere;

2D — gyx00) a.n

lineer homogen sistemi saglayan ¢(f) matrisine durum gegis matrisi denir (Panos,1997).

Durum gegis matrisi ¢(f);

1. $(0)=1 (birim matris) (1.8)
2. ¢7()=¢(-1) (1.9)
3. 9, — )Pt —1,) =, —1,),  Viy,1,,t, igin (1.10)
4. [p@f =¢(ke), & =pozitif tamsayilar igin (1.11)

ozelliklerine sahiptir. Durum geg¢is matrisinin 3. 6zelligi durum gegis iglemini gok sayida

ardigik gegige ayirmaya imkan verdigi i¢in énemlidir (Kuo,1999).

1,13.Tamm (Siirekli Otonom Sistemler Igin Durum Gegiy Denklemi); Lineer, homogen
olmayan (1.4) durum denklem sisteminin ¢dziimiine, siirekli otonom sistemler i¢in durum gecis
denklemi denir (Kuo,1999).

Lineer, otonom;

d—’gﬂ = Ax(t)+ Bu(?) (1.12)



sistemi herhangi bir alisilagelmis diferensiyel denklem ¢6zme yontemi ya da Laplace doniigiim

yontemi kullanilarak ¢éziilebilir. Laplace doniigiimii ile ¢oziim agagida verilmigtir.
Eger (1.12)’de her iki tarafin Laplace doniisiimii alinirsa;

sX(8)—x(0) = AX(s) + BU(s) (1.13)
elde edilir. Burada x(0) ile 7=0 anndaki baglangi¢ durum vektori anlagihr. (1.13)
denkleminden X (s);

X ()= (sI — A" x(0) +(sI — A) ' BU(s) (1.14)

bulunur. (1.12) denklemine ait durum gegis denklemi, (1.14) denkleminde her iki tarafin ters

Laplace donigiimii alinarak elde edilir:

x(0)= £t — 4y (@) + £ [s7 - ) [BUCs)

=g(1)x(0) + j¢(t —7)Bu(r)dr, t>0 (1.15)

Elde edilen (1.15) durum gegis denklemi sadece baslangi¢ zamami =0 olarak

tammlandifinda gegerlidir. Baglangig zamaninmn £, ve buna ait baglangig durumunun x(7,) ile
ifade edildigini, # > O igin sisteme #(f) girisinin uygulandifmi varsayahm. Once 7 > £, almur

ve (1.9)da verilen ¢(¢) ozelliginden yararlanarak, (1.15) denklemi x(0) a gore diizenlenirse,

x(0) = ¢(~1,)x(t,) "¢(—to)_f¢(to ~7)Bu(z)dr (1.16)

elde edilir. (1.16) denklemi (1.14)’e uygulanirsa;
x(t) = g(O)p(1,)x(t,) — p()p(~t, )j)-¢(t‘0 —1)Bu(r)dr + j¢(t ~7)Bu(r)dr 1.17)

bulunur. Nihayet (1.10) 6zelliginden yararlanilir ve (1.17) deki son iki integral birlestirilirse;



x(O) =@t —£)x(t,) + j.¢(t ~7)Bu(r)dr, t=f, (1.18)

elde edilir . £, =0 igin (1.18) esitligi (1.15) e déniisiir (Kuo,1999).

Siirekli otonom sistemler igin durum gecis denklemi; (1.15) denkleminde ¢=T igin T

pozitif ve sonlu olmak iizere;
T
x, =e?x, +Je“" I Bu(t)dr (1.19)
0

dir (Panos,1997). Burada x, ulagilmasi istenen durum, x, ise baglangic durumdur.

1.14.Tamm : Bir u(?) girdisi, f € [0, T] olmak iizere, x(f) durumunu z=0 da orjinden sonlu
bir T zamaminda x, e gegirecek gekilde var ise x;, durumu erigilebilir olarak adlandinlir

(Panos, 1997).

1.15.Tanum: Erisilebilir tiim durumlann kiimesi olan R ’ye; ¥=Ax+Bu sisteminin veya

(4,B) ikilisinin erigilebilir alt uzay1 denir (Panos,1997).

1.16.Tanmm: Eger her durum erigilebilirse (R,=R"), %= Ax+ Bu sistemi veya (4,B) ikilisi
(tamamiyla durum) erisilebilirdir denir (Panos,1997).

1.17.Tanm: Bir u() girdisi, 7 € [0, T] olmak iizere,, x(f) durumunu =0 da x, dan orjine
sonlu T" zamanmnda gegirecek sekilde varsa, x, durumu kontroledilebilir olarak adlandirilir

(Panos, 1997).

1.18.Tanim: Kontroledilebilir tim durumlarm kiimesi R, ‘ye, %=Ax+ Bu sisteminin veya
(A, B) ikilisinin kontroledilebilir alt uzay: denir (Panos,1997).




1.19.Tanmm: Eger her durum kontroledilebilirse (R, =R") ,x=Ax+ Bu sistemi veya (4,B)

ikilisi (tamamiyla durum) kontroledilebilirdir denir (Panos,1997).

NOT:
R ={, =T de erisilebilir tim x, durumlarinmn kiimesi }

R_={,=0 da (orijine) kontroledilebilir tim x, durumlarmin kiimesi }

1.20.Tanum: T pozitif ve sonlu olmak iizere;

T
#,(0,T)= [ ™ * BB e dr (1.20)

]

ile tanimli nx» matrisine, x = Ax + Bu otonom sisteminin erigebilirlik Gramiam denir. W

simetriktir ve VT > 0 igin pozitif yarisonludur, yani W, =W ve W, >0 dir. Daha 6nceden
de tanimlandifn gibi nxmn boyutlu (orijinden) kontroledilebilirlik ya da diger bir ifadeyle

erigilebilirlik matrisi;
W =[B,4B,-.., 4 B]

bigimindedir. Otonom durumunda #,(0,T) nin deger kiimesi R(¥,(0,T)) ile gosterilir ve
herhangi sonlu 7" (>0) i¢in W kontroledilebilirlik matrisinin deger kiimesine egittir. Béylece
bir sistemin erisilebilir alt uzayi R, W nin deger kiimesi olan %(#) ya da baz sonlu 7>0
R(¥,(0,T) yardmn ile verilir (Panos,1997).

1.21.Tanim: T pozitif ve sonlu olmak tizere;

T
W.(0.1)=[e BB e "dr 1.21)

@

ile verilen n x # matrisine otonom sistemler i¢in kontroledilebilirlik Gramiam denir.
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w,(0.7)=e"W,0.1)""
dir. Dogrulugu;
w,(0,7)=¢(r,0p7,(0,7)¢" (T,0)

esitliginden kolayca goriiliir (Panos,1997).

1.22.Tamim (Dual Sistem ): 4, =47, B, =C", C, =B" ve D, =D olmak iizere;

X, =Apx, +Byu,, y,=Cyx,+D,u, 1.22)
sistemine;
x=Ax+Bu, y=Cx+Du (1.23)

sisteminin duali denir. Burada Ae R™, Be R™,C e R”"ve D e R”™ dir (Panos,1997).

1.23.Tanmun (Ayrik Otonom Sistem): A€ R™ ve Be R™™ olmak iizere;
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) (1.24)

durum denklem sisteminde 4 ve B zamandan bagimsiz ise sisteme lineer ayrik otonom sistem
(discrete time, time-invariant system) denir (Panos,1997).

1.24.Tamm (Ayrik Zamanh Sistemler Icin Durum Gegiy Denklemi); Lineer, homogen
olmayan (1.24) durum denklem sisteminin ¢éziimine, ayrik zamanlh otonom sistemler igin
durum gegis denklemi denir (Kuo,1999).

K >0 olduBunda, (1.24) sistemi igin (Chen,1993)’den durum gegis denklemi;
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K- i

x, = A%x, + ¥ A5 Bu(l) (1.25)

YV =0
\.——._W_/
sifir-girdist sifir-durumunun
cevaby cevabi
veya
x, =A%x, + WU, (1.26)

dir (Panos,1997). Burada;

W, =B, 4B, 4% B| (127)
ve

Uy =l & - 1,07 (K = 2),- 17 @] (1.28)
seklinde tanimhidir.

1.25.Tamm: Bir u(k), ke[O,K] girdisi x(k) durumunu k=0 da orijinden sonlu bir K

zamaninda X, e gegiriyorsa, X, durumu erigilebilirdir denir (Panos,1997).

1.26.Tamm: Eriilebilir tiim durumlarn kiimesi R, ’ye; x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) sisteminin

veya (4,B) ikilisinin erigilebilir alt uzay: denir (Panos,1997).

1.27.Tamm: , Eger her durum erisilebilirse (R, = R” ise), x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) sistemi
veya (A4,B) ikilisi, (tamamiyla durum) erigilebilirdir denir.

1.28.Tamm: Bir #(k) kel0,K] girdisi; x(k) durumunu k=0 da x, dan orijine sonly K

zamanda gegirecek sekilde varsa ,x;, durumu kontroledilebilirdir denir (Panos,1997).
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1.29.Tamm: Kontroledilebilir tim durumlarm kiimesi olan R, ’ye; x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)

sisteminin veya (A,B) ikilisinin kontroledilebilir alt uzay: denir (Panos,1997).

1.30.Tamm : Her durum kontroledilebilirse (R, = R" ise), x=Ax(k)+ Bu(k) sistemi veya
(4,B) ikilisi (tamamiyla durum) kontroledilebilirdir denir (Panos,1997).

1.31.Tanim: (1.24) ile verilen sistem igin;

K1
W,(0,K) ="y AXGDBRT (47} 129

=0

nxn matrisine Erigilebilirlik Gramianmi denir (Panos,1997).

K-1
W,(0,K)=> A'BB" (47} =w W]

i=0

esitliginden (1.29)’un dogrulugu goriilebilir.
1.32.Tanun: (1.24) ile verilen sistem igin;
K-l D)
W.(0,K)=Y A “ BB (47 ) (1.30)
=0

nxn matrisine Kontroledilebilirlik Gramiam denir (Panos,1997).

W,(0,K) nmn yalmzca 4 singiiler olmadiginda iyi tanimh olduguna dikkat edilmelidir.
Erisilebilirlik ve kontroledilebilirlik Gramianlan arasinda;

W,(0,K)=A"W,(0,K 4"\ (1.31)

bagintis1 vardir.
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A matrisi singiiler olmadiginda durumu, £=0 da x, dan Xx,=0 a » adimda gegirecek
girdi (3.14) Un kullamimiyla belirlenebilir.  Gegigi yapacak girdiyi belirlemek igin
U, = [uT n-1),---,u" (0)]’ ifadesinin degerini bulmak gerekir. Bunun igin de;

4w, <[4"B, -, 4B, =x, (132)

denklemini ¢ozmek gerekir. x, m kontroledilebilir olmasi igin gerek ve yeter sartin

—A"xe REV) veya x, e R(A™W) olmasmna dikkat edilmelidir. Bu, 4 ’'nin singiler olmadig:

durum igin sézkonusudur,

Kontroledilebilirlik durumunda (ve 4 nin singiler olmamas: zanm ile) W nin yerine,
AW wmatrisi ile ilgilenilir. Bu durumda, bir sistemin kontroledilebilir olmasi igin gerek ve
yeter sartm rank(A”"W )= rankW =n  esitliklerine doniigtigine dikkat edilmelidir
{Panos,1997).

1.33.Tamm (Ag¢ik-Cevrimli Sistem): Kontrol sistemlerinde, kontrol eylemi sistem g¢ikigindan

bagimsiz ise, kontrol sistemine agik-¢cevrimli kontrol sistemi denir (Yiiksel, 2001).

1.34.Tamim (Kapah-Cevrimli Sistem): Kontrol etkisinin sistem ¢ikigina bagli oldugu sisteme
kapah-cevrimli kontrol sistemi denir (Yiiksel, 2001).

Agik-gevrimli sistem ile kapali-gevrimli sistemi birbirinden ayiran en énemli unsur geri

besleme etkisidir.

1.35.Tamim (Geribeslemeli Sistem): Sistem ¢ikist geribeslenerek girise uygulandiginda bu tiir
sistemlere geri beslemeli sistemler denir (Yiksel, 2001).

1.36.Tamim (Benzerlik doniigiimii): x(¢), (#x1) boyutly durum vektdri, u(f) ve y(f)

skalar giris ve ¢ikis degiskenleri olmak iizere,



d’;(t) = Ax(t)+ Bu(t)

Y()=Cx(0)
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(1.33)

(1.34)

dinamik sistemleri verilmig olsun. Durum uzayinda analiz ve tasatim yapildiginda denklemleri

6zel bir sekle doniistiirmek genellikle kolaylik saglar.

(1.33) ve (1.34) ile verilen bir sistemin, P tekil olmayan (72x7) boyutlu bir matris

olmak iizers,

x(t) = Px(t)

déniigiimii ile, ayni boyutta bagka bir denklem takimina dénigtirildiging ve

x(£) =P x(t)

oldugunu varsayalim. Bu durumda (1.33) ve (1.34),

d’;(t) = Ax(t) + Bu(h)
y(t)=Cx(t)

olarak elde edilir. Eger, (1.36) denkleminin # ye gére tiirevi alnr,

dx(f) _pi B0 _,
dt dt

=P APx() + P~ Bu(f)

“ Ax(t) + P Bu(t)

(1.37) ile karsilagtinlirsa,

A=PAP

(1.35)

(1.36)

(137

(1.38)

(139

(1.40)
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B=P'B (1.41)
oldugu gorilir. Eger (1.35) den yararlanilirsa (1.38) denklemi;

() = CPx(t) (1.42)
seklinde yazilabilir. (1.42) denklemi (1.34) ile kargilastirilirsa;

C=CP (1.43)

elde edilir. Yukanda agiklanan (1.35) déniigiimiine benzerlik doniisiimii denir. Déniigiimden

sonra karakteristik denklem, 6zvektérler ve 6zdegerler gibi sistemin 6zellikleri aynen korunur
(Kuo,1999).

1.37. Tamum (Kontrol Edilebilir Kanonik Bigim):

?:Ax(r)wu(z) (1.44)

dinamik denklem sistemi (durum denklem sistemi) verilmis olsun. nx»n boyutlu A matrisine
iligkin karakteristik denklem;

A-A|=2 +a, A" +. . +ald+a, (1.45)

seklindedir. (1.44)’in  (1.35) doniigimiinden yararlanarak, (1.37) ve (1.38) bigimine

déniistiirmek igin doniigiim matrisi;
P=wM (1.46)
alinmalidir. Burada;

W =|B, 4B, -, 4" B| (1.47)
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ve

a a, - a,,; 1

a, a, 0
M=t & " i (1.48)

a,, 1 0 O

10 0 0

f o0 1 0 0

o 0 1 - 0
A=PAP=| : Do (1.49)

0 0 0 1

|8y, —4; —4a, Ay

v

0

B=P'B=|: (1.50)

0

14

olarak elde edilir. (1.49) ve (1.50) esitlikleri ile verilen 4 ve B matrislerinin tammladigs (1.44)

durum denklemlerine kontrel edilebilir kanonik bigimi denir. Kontrol edilebilir kanonik

bi;.imin verilebhilmesi P! matrisinin va_rhémn haglvlur, Ziva M matricinin determinant:

sifirdan farkh ve (~1)"" e esit oldugunda tersi hep meveuttur. (1.47) ifadesi ile verilen nxmn

boyutlu W matrisi ilerde kontrol edilebilirlik matrisi olarak tanimlanacaktir (Kuo,1999),

$ 231 'y =

UYARI: A ve B yi kontrol edilebilir kanonik bigime doniistiirmek icin W matrisi tekil

olmamalidir.

1.38.Tamm (Kdsegen Kanonik Bicim): (1.4) ile tamuml sistemi ele alahm. A4 matrisinin
ozdegerleri farkh oldugu sirece; tekil olmayan bir;

x(t)="Tx(r) ()]
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doniigiimii vardir ve bu doniigiim;

A=T7AT, B=T"B, C=CT (152)

olmak iizere denklem sistemini (1.37) ve (1.38) dinamik sistemlere déniigtiiriir. 4 matrisinin farkli »

ozdegeri A,,A, -+, A, olmak iizere ,Z matrisi;

(4 0 0 0]
0 4, 0 0

A={0 0 4, - O© (1.53)
0 0 0 - Z,,J(m)

seklinde kégegendir. (1.52) denkleminden elde edilen E,E matrisleri belirli bir yapida
degildir. (1.53) ile verilen 4 'nin tammladig (1.33) durum denklem sistemine kdgegen kanonik
bigim denir (Kuo,1999).

Asagida, kogegen kanonik bigime donigim matrisi 7 ’nin situnlan A ya iligkin

dzvektorlerden,
T=[p, p, ... p,] (1.54)

seklinde olusturulabilecegi gosterilecektir. Buna goére A, Szdegerlerine iligkin dzvektér,

i=12,---,n olmak iizere p, ile ifade edilirse (A,I - A)p, =0 egitliginden,
Ap =Ap,, i=12.-n (1.55)
yazilabilir. Eger bir #x » matris olugturulursa;

[ap, Ap, ... Ap)=lAp 4p, .. 4p,]
(1.56)

:A[pl b, - Pn]
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elde edilir. (1.56) denklemi;

[pl Py - pn]ZZA[pl Py .. pn] . (1.57)

seklinde yazilabilir. Burada A matrisi (1.49)°da tanimlandig gibidir.

Buna gore;

r=[p, p, - P, (1.58)
olarak tamumlanirsa, (1.57) denklemi;

A=T"AT (1.59)
seklinde yazilabilir.

Eger A matrisi kontrol edilebilir kanonik bigimde ve 4 matrisinin 6zdegerleri farkli ise,

A’nin bzdegerleri A,4,,.--4,  olmak izere, késegen kanonik bigime déniigtiirme matrisi;

o 1 1 .. 1]
A A Ay e A

n

T=| 2 2 2 - 2 (1.60)

n-1 n-1 n-1 n-1
Pl sl sy il

dir. (1.60)’da 7 ’nin /. Situnu i p, dzvektdriine egittir (Kuo,1999).
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2.SUREKLI, OTONOM SiSTEMLERDE KONTROL TEORI

X=Ax+Bu 2.1)
Burada A€ R™, Be R dir. Bu halde durum gegis matrisi;
#(t,7)=p( —7,0)=exp[(t — 7)A]= """ (22)

esitligi ile verilir. Otonom durumda ¢, —¢, =7 dir.(t, =T, t,=0 ve T pozitif sonlu bir sayidir.)
(2.1) sisteminin durum gegcis denklemi;
T
x, =ex, + I e~ Bu(r ) 3
0
dir.
2.1.Lemma: VT >0 icin; R (0, T)=R(W) dir.

ispat: (Bkz. Panos, 1997)

2.1.Lemma , eger x(0)=0 ise x=Ax+Bu otonom sisteminin tim durumlarmm
kiimesinin sonly zamanda erigilebilir oldugunu ifade eder. Tim durumlarm erigilebilir alt uzay:

olan R ; R(W) veya T>0 herhangi sonlu zaman olmak fizere R(W, (0, T)) yardimu ile verilir.

21.0rnek: %= Ax+Bu sistemi igin;

g -

olmak iizere;



1 ¢ {
e’ = ve e*B=
01 1

alalim. Erisilebilirlik Gramiani;

—7* =717

_13° 2
Ly g
2

dir. VT >0 igin;
detW,(O,T):%T" #0

oldupundan rankW, (0,T)=2 ve (4,B) sifti erigilebilirdir

W =|[B, AB]=[(1) ﬂ ve R(,.(0,T))=RW)=R"

. 0 1
dir ve 2.1.Lemma da saglanmig olur. Eger B =[J yerine l})

1 0
w=[B, AB]:[O O} dir ve (4,B) erisilebilir degildir. Bu durumda;

B =|
0

dir ve erigilebilirlik matrisi;

el

}ahrsakozaman

20
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dir. VT'>0igin RW)=RW,(0,T)) dur.

2.1.Teorem: x = Ax+ Bu sistemini ele alabm ve x{0)~0 olsun. Bir u girdisinin durumu

sonlu zamanda X, e gegirmesi igin gerek ve yeter sart
x, (W)

ya da buna denk olarak bazi sonlu T igin,
x, e R, (0,T))

olmasidir. Béylece erigebilir alt uzay R, igin; R, =R(W)=R(W,(0,T)) esitlikleri yazilabilir..
Sonlu T zamaninda bu gegisi yapacak uygun bir u girdisi;

u(t)=BTe” Ty, 249
esitligi ile verilir. Burada 7, ;¢ € (0,T) olmak iizere W, (0, T)y, = x,, olacak sekildedir.

(2.9) esitliginde T sonlu olmakla beraber, istenildigi kadar kiigiik segilebilir. Bu segim
dogrultusunda gegis gok kisa bir zamanda yapilabilir.

Ispat: (Bkz. Panos, 1997)

2.1.Sonu¢: % = Ax+ Bu sisteminin veya (4,B) ¢iftinin (tamamiyle durum) erigilebilir olmast
icin gerek ve yeter sart;

rankW =n 2.5)
veya buna denk olarak baz1 sonlu T igin;

rank W.(0,T))=n 2.6)
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olmasidir.

2.2.Teorem: Bir u girdisinin, x = Ax + Bu sisteminin durumunu X, dan sonlu T zamaninda

x, e gegirmesi igin gerek ve yeter sart f € [O.T] icin;

x, —e* ' x, € RP) 2.7
veya buna denk olarak;

x, —e’"x, € R.(0,T)) (2.8)
olmasidir. Bu girdi ¢ €[0,7] olmak iizere;

u(f)=B"e " p 2.9
esitligi ile verilir. Burada 7, ;

w(0T)y, =x, —e'x, (2.10)
nin bir ¢éziimiidiir.

2.2.Sonug: x = Ax+ Bu sistemini ele alahm. Bu sistem (tamamiyle durum) erigilebilir olsun.

O zaman bir u girdisi hethangi x, durumunu, bagka bir ¥, durumuna sonlu 7' zamaninda

gegirecek sekilde vardir. Béyle bir girdi, £ € [O.T ] i¢in;
ult)y=BTe"" "W (O,T){x1 —e* xo] 2.11)

egitligi ile verilir.
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Ispat: 2.1.Sonucundan; bazi 7" igin  rankW,(0,T)=n veya 9%(W, (O,T ))——-R" nin tam durum
uzayi olmasi sistemin erigilebilir olmasi anlamma gelir. Bu ise 2.2.Teoremden
x, —e*"x, € RW,(0,T)) vektorimiin olmas: demektir. Buradan (2.4)’deki girdinin gecisi

yapacak bir girdi oldugunu séyleyebiliriz.

Simdi siirekli, otonom sistemler igin erigebilirlik ve kontroledilebilirlik arasinda bagint1
kurabilirtz.

Bir u(f), ¢ € [0.T] girdisi
T

~e*x, = I e*"Bu(r)dr = L(,0,T)
[+

olacak sekilde varsa x, kontroledilebilirdir. Bundan baska e x, € (W,(0,T)) oldugunda
veya bazi sonlu T zamam igin R(L(,0,T))=R(W, (0,7)) ifadesinden;

ex, e () (.12)
oldugunda x, kontroledilebilirdir.
x, e RW) (2.13)

oldugunda x, durumunun erigebilir oldugunu unutmayalim.

2.2.Lemma: Eger x e R(W) ise 0 zaman Ax e R(V) dir. Zira erigilebilir alt nzay R =R(W),
bir A degismez alt uzaydir.

Ispat: Eger xeR(W) ise bir @ vektori [B,AB,...,A"“’B}: =x olacak gekilde vardir. Bu
durumda Ax:[AB, A’B, ... ,A"B}z dir. (Akin, 2002) den A” matrisi 4™,...,4,] nm
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bir lineer kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Bu ise bazi uygun S vektorii igin Ax=Wp

olmasi anlamina gelir. Bu yiizden Axe SI(W) dir.

2.3.Teorem: x = Ax + Bu sistemini ele alalim.

@ Bir x durumunun erigebilir olmasi igin gerek ve yeter sart kontroledilebilir olmasidir.
(i) R, =R, dir.
(iii) (1) sisteminin veya (A,B) giftinin (tamamuyla durum ) erigilebilir olmast igin gerek ve

yeter sart (tamanuyle durum) kontroledilebilir olmas:dir.

Tk

ispat: (i) x erigilebilir yani xeR(#) olsun. ™ =Z( r

)A" esitliginin her iki yanm
pard

sagdan x ile carparsak ve 1.2.Lemmadan Ax,A4’x,...,A*xe %(W) oldugu goriiliir. Bu yiizden
herhangi T igin e’ xeiR(W) dir. Aym zamanda. (2.12) geregince kontroledilebilirdir. Eger,
simdi x kontroledilebilir ise yani e*"x< R(W) ise 0 zaman, e x ifadesini soldan e~ ile
garparsak; e " (eAT x)::x ve ayni zamanda xeR(W) de olacaktr. Bu nedenle x aynt
zamanda erisilebilirdir.  Cimkit (e’” )_1 =e ™ tersi (inversi) vardr. Bu aynk zaman
durumuna kiyastir ve burada durum gegig matrisi ¢(k,0) " regiiler olmasi icin gerek ve yeter

sart A'nn singiler olmamasidir (Panos ,1997). (ayrik zamanli sistemlerde zamanm geri

cevirilemezligi (nonreversibility).
(ii) ve (iii) direkt olarak (i)’den elde edilir.
2.1.Dual Sistemler
2.1.1 Lemma: {4,B8,C,D} ile tammh (1.23) sisteminin erisilebilir (kontrol edilebilir) olmasi

igin gerek ve yeter sart {4,,B,,C,,D,} ile tanmmli (1.22) dual sisteminin gozlemlenebilir
(yapilandirilabilir) olmasidir,
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ispat:: (Bkz. Panos ,1997)

Daha once verdigimiz kontrol edilebilirlik, erigilebilirlik, gozlemlenebilirlik ve
yapilandinlabilirlik tanimlan dogrultusunda siirekli ve aynk zamanls sistemler igin agagidaki

Ozetlemeyi yapmak mitmkiindir.

Dual
Erigilebilirlik l I Gozlemlenebilirlik
.'; ’.". r;. "‘s
detd=0 |1 i
i i1 detAd=0
Kontroledilebilirik < > Yapilandirilabilirlik

Sekil 2.1: Siirekli zamanh sistemlerde erisilebilirlik (gozlemlenebilirlik),
daima kontrol edilebilirligi (yapilandirdabilirligi) ifade eder.  Aynk zamanli
sistemlerde ise yalmzca det 4 #0 oldugunda erisilebilirlik (gozlemlenebilirlik),
kontrol edilebilirligi (yapilandirlabilirligi) ifade cder.
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3.AYRIK (DISCRETE) KONTROL TEORI

Genel olarak ayrik zamanl: sistemler;

x(k +1) = A()x(k) + BRuk) , k>k, G.1)

denklem formuyla tanimlanirlar. Burada A(k) e R™, B(k)e R™™ dir ve u(k)e R™ girdisi

k >k, igin tamimlanir. & 2k, igin x(k) durumu;

k-1

x(k) = plk, ky)x(ky) + Y ok, i + DB()u() (3.2
iy

ile verilir. Burada durum gegis matrisi ¢(k,k,); 9(k,,k,) =1 Ozellifine sahip ve &>k, igin
ok, k) = Ak — 1) A(k —2)--- A(k,) esitligiyle verilir.

Sistemin otonom olmas: durumda (3.1) denklem sistemini;

x(k +1) = Ax(k)+ Bu(k) k=k, 3.3)

formunda alinz. Burada A€ R™ ve Be R™ dir. (3.3) iin (3.2) ile verilen x(k) ifadesindeki

durum gegis matrisi ise;
gk k) =4""  kzk, G4
esitligi ile veriliyor.

k, oldugunda durum x, olsun. k, >k, oldugu durumu da x, kabul edelim. Bir «
girdisi;

-1

x, =gk, k)%, + Y. ok, i + DB@Ou() (.5

1=k,
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denklemini saglayacak sekilde olmalidir.

Ayrik zamanli sistemler igin erigilebilirlik ve kontroledilebilirlik tamamiyla benzer bir
bigimde tamumlanmugtir. Daha kolay oldufu diginilerek integraller yerine sonlu toplamlar

kullanmlmigtir.

3.1.Ayrik Zamanh, Otonom Sistemlerde Kontrol Teori

Otonom sistem ig¢in durum denklem sistemi;

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)

(3.3)Y'de verildi. Sistemin otonom olmast durumunda %, =Ove & =K alarak &, —k,=K
zamanim kullaminz. @(k,k,) = A" durum gecis matrisi ile (3.5) i tekrar yazahm. X >0
oldugunda, (Chen, 1993)’den;

4k A=) K-(i+1) R
x,=Ax,+ 34 Bu(iy (3.6)
N =0
sifir-girdisinin sifir-durumunun
cevabi cevabi
veya
x, =A%x, + WU, &N)]
dir. Burada;
W, =[B, 4B,---, 45" B] (3.8)
ve

Ug =" & -1,07 (K =2),-,u” ©f (.9)
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seklinde tanimhidir.

3.1.1.Teorem: Baslangig durumu sifir alarak x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) sistemini diiginelim.

Bir u girdisinin sistem durumunu x,’e gegirmesi i¢in gerek ve yeter sart;
x, € R(W)

olmasidir. Bu durumda, x, erisilebilir ve R =R(#) dir. Uygun bir {u(k)} girdi dizisi;
k=0,---,n—1 olmak #izere; n adimda bu gegcisi yapar. Gegisi yapacak olan bu diziyi

U, =fu? (n=1),u7 (1 —2),---,u” O] esitligi ile belidleyecegiz. Bu U, ise;
WU, =x, (3.10)
denkleminin ¢oziimiidiir.

Agtklama: Bundan boyle biz, bir kontrol dizisi olarak U, e bakacagiz. Ashinda {u(k)}

dizisini diigiinecegiz.

Ispat: (3.6) dan x, in K adimda orijinden erisilebilir olmast igin gerek ve yeter sart x, =W, U,
ifadesinin bir U, ¢bzimiine sahip olmasi veya buna denk olarak x, € R(W,) olmasidir.
Ayrica tim  girdi dizileri; x, =W, U, denkleminin bir ¢bziimiidir. Efer erigilebilir bir x,
varsa bir sonlu K igin x, e R, ) olacak yekilde almaliyiz. x| in elemam olarak aldifimiz bu
deger kiimesi, W, =W nin deger kiimesi disinda artamaz. Zira K2#n igin R(W,)=RW,)
dir. Bu uygulamali lineer cebirin bir sonucudur (Akmn, 2002). Teoreme gore; (W) dan
alnan herhangi x vektorii, K > n igin, B, AB,---, A" B nin bir lineer kombinasyonu olarak
ifade edilebilir. Bu yiizden xeR(W,) dir. K <n olmak izere ézel bir x, igin, x, € RW,)
alnabilecedi tabiidir. Bu duramda W, , W, nin alt kiimesi oldufundan x, e R(W, ) dir. Bu da
x,’in erigilebilir olmasi igin gerek ve yeter sartm X, durumunun W, =W ’nin deger kiimesinde
olmasi anlamina gelir. Bu da ispat: tamamlar. Boylece (3.10) denklemini saglayan herhangi

U, istenen durum gegigini verecektir.

g
iy
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Yukandaki ispatta gosterildigi gibi K <n olmak iizere verilmig bir x, igin x, € R(W)
alabiliriz. Bu durumda gegis » adimdan daha az adimda yapilabilir ve uygun girdiler,

W, U, =x, denkleminin ¢6ziimiiyle elde edilebilir.

3.1.1Lemma: Herhangi N># igin W =|B, AB, A*B, ..., A*" B| matrisinin ranki # kontrol

edilebilirlik matrisinin rankina egittir.

Ispat: (Bkz. Elaydi 1999)

3.1.1.Sonug: (3.3)’de verilen x(k+1)= Ax(k)+ Bu(k) sisteminin veya (4,B) giftinin

(tamamiyla durum) erisilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart;
rankW =n (3.11)

olmasidir.

Ispat: (Yeterlilik): rankW =n olduunu farz edelim. R"’de x, ve x, iki keyfi vektor

olsunlar. (3.3) ile verilen sistemin ¢oziimij;
o K—l .
x(K)=A¥x(0)+ ). A BU()
=0
seklindedir. Buradan,
o Kh‘l o
X(K) - A¥x(0)=) A" BU@)
=0
esitligini yazabiliriz veya bu egitlik yerine;

*(K)— A x(0)=WU, (G.11%)

denklemini yazmak da miimkiindiir. Burada;
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u(K ~1)
u(K —2)

=

u(0)

dir. rankW =n oldugundan dolayi, rangeW =R"’dir. Bundan dolay: eger x(0)=x, ve
x(k) =x, alirsak;

x, —A*x, e rangeW
olur. Bundan dolayi bazi U € R™ vektérii igin;
x, — A% x, =WU
olur. Sonug olarak (3.3) sistemi (tamamuiyla durum) erisilebilirdir.

Gereklilik: (3.3) sisteminin (tamamiyla durum) erigilebilir ve rankW <n oldugunu abul
edelim. 3.1.1.Lemumadan;

rankW () <rankW (2) <...<rankW(r) = rankW{r +1) =...= rankW

olacak gekilde bir » € Z*nm var oldugu sonucuna varabiliriz. Buna ek olarak & >n igin;

rankW (k) = rankW

dir ve
W+ =), 4’B)

oldugundan dolay: herhangi & > # igin,
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rangeW (1) c rangeW (2) c...rangeW(r) = rangeW(r +1)
=rangeW

=rangeW (k)

dir.

rankW <n oldugundan, rangeW # R" dir. Boylece & ¢ rangeW olacak gekilde bir
¢ vektérii vardir. Bu ise, Vke Z* igin & ¢ rangeW (k) olmasi anlamma gelir. Eger (3.11%)
formiilinde x(0) =0 alirsak ve K terine £ yazarsak; x(k) =W U, elde ederiz. Bu nedenle baz
k igin x(k) 'va esit & vektori igin, &; Yke Z* igin W(k) nin deger kiimesinde olmalidir. Fakat
VkeZ' igin {grangeW(k) oldugundan ¢ vektdrii herhangi bir zamanda orijinden
erisilemeyebilir. Bu ise kabuliimiize zittir. Bu nedenle rankW=ndir (Elaydi, 1996).

3.1.2.Teorem: (3.3) de verilen x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k) sisteminin durumunu, K adimnm

bazi soulu sayilarinda x, dan X, e gegirecek bir # girdisinin var olmasi igin gerek ve yeter sart;
x, — A x, e RW,) (3.12)
olmasidir,
Gegigin yapilmasin saglayacak girdi dizisi;
Uy =p? k-1),07 (= 2),-,u" @]
seklinde olup;
WU, =x —A%x, (3.13)

denkleminin ¢éziimiiyle belirlenir,
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Ispat: ispat: direkt olarak (3.7)’den elde edilir (Bkz.Panos, 1997).

3.1.2.Sonug: (4.3) de verilen x(k+1)= Ax(k)+ Bu(k) sistemini alalm. Bu sistem
(tamamuyla durum) erisilebilir veya (4, B) ¢ifti erigilebilir olsun. O zaman durumu herhangi x,

dan sonlu bir adim sayisinda X, e gegirecek bir u girdi dizisi vardir. Bu girdi, (3.14) denklemin

¢oziimiiyle belirlenir.

Ispat: (3.8)’i diiginelim. (4,B) erisilebilir oldugundan, rankW, =rankW =n ve RW)=R"

dir. O zaman,;

WU, =x—-4"x, (3.14)

denklemi herhangi X, ve x, igin U, =[u(2-1),...,u" (O)f seklinde bir gozime daima

sahiptir. Bu girdi dizisi durumu x,; dan x, e » adimda gegirir.

3.1.2.Teoreme gore ézel bir x, ve x, i¢in durum gegisi K <n adimda (3.13) denklemi

yardumiyla yapilabilir.

- 01
3.1.1.0rnek: x(k +1) = Ax(k)+ Bu(k) sistemini ele alalm. Burada A:[l J ve

0 .. 01
B= [IJ dir. rankW = rank[B, AB]= rank[l 1} =2=n oldugundan sistem erigilebilirdir ve
herhangi x, durumu, bagka herhangi x, durumuna 2 adimda geger.

X, = {Z} ve X, :[ZO:I alalm. O zaman (3.14);
0

BN
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4 e W S ]

oldugunu ifade eder. (3.13) denklemine gore, eger x, ve X; se¢imi dyle yapilmahdir ki;

al [o 1}[a, a-b,
—Ax, = - . =
B [bJ [1 1 [bo} [b“ao "bo:l

ifadesi, 5R(W,)=$R(B)=span{ (1)]} dedir(x, — Ax, e (W, )). Bu taktirde durum gegisi bir

adimda bagarilabilir.

Omegin, x, = Bj! ve X, = [ﬂ olsun. O zaman Bu(())::[(l)jlu(O)::x:I — Ax, :l:g]

oldugundan x, dan x, e gegis 1 <2 =n adimda #(0) = 2 ile yapilabilir.

- 01 0
3.1.2.0rnek: x(k+1)= Ax(k)+ Bu(k) sistemini ele alalm. A= [O OJ ve B= [J

01
oldugunu diigiinelim, W =B, AB]:L o] oldugunda durumu herhangi x(0) = x, dan herhangi

x(n) = x, e (n-adunda) gegirecek bir girdi dizisi vardir. (3.14) ile verilen durum igin;

e .oy [0 1]
2 I SR RN E N CEES

dir.

Simdi (3.3) de verilen x(k +1) = Ax(k)+ Bu(k) aynk-zamanl otonom sistemleri igin
erigilebilirlik ve kontroledilebilirlik arasmda bagnt1 kurabiliriz.



34

K-1
x,=A%x, + > A"V Bu(i) esitligi ile verilen (3.6)’y1 diisimelim. Eger x, durumu
ry

sonlu bir K adimda orijine (x, 0) yonlendirilebilirse x, durumu kontroledilebilirdir. Bagka bir

ifadeyle x, durumunun kontroledilebilir olmas: igin gerek ve yeter sart baz1 X igin,

- A x, =W .U, 3.15)
olmasidir veya bazi K igin;

A¥x, e RWV,) 3.16)
oldugu zaman x, durumu kontroledilebilirdir.

x; € RWY) 3.17

oldugunda x, durumunun erigilebilir oldugunu da unutmayalim.

3.1.3.Teorem: (3.3) de verilen x(k +1) = Ax(k)+ Bu(k) sistemini digiinelim.

0] Eger x durumu erigilebilirse 0 zaman kontroledilebilirdir.

(i) R cR, dir.

@it)  Eger sistem (tamamyla durum) erigilebilir yada (4, B) cifti erisilebilir ise, o zaman
sistem aym zamanda (tamanuyla durum) kontroledilebilirdir va da (4,B) «ifti
kontroledilebilirdir.

Ayrica A singiiler degilse , o zaman (i) ve (iii) arasinda ¢ift yonlii gerektirme vardir
((i) <> @i1)). Kontroledilebilirlik aym1 zamanda erigilebilirligi ifade ettifinden (ii) bagintis1 igin
esitlik sézkonusudur.(R, = R,)

Ispat: (i) EBer x erisilebilir ise 0 zaman xeR(¥) dir. 2.2.Lemmaya gore R(¥) bir A

degismez alt uzay oldugundan A”x e R(W) dir. Bu da ayni zamanda (3.16) esitligine gére x in
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kontroledilebilir olmas1 anlamina gelir. x, R de bir keyfi vektor oldugundan, (i) ifadesi de
saglanmis olur. Eger (W) = R", tam durum uzay1 ise o zaman herhangi x vektérii igin 4"x,
REY) dedir ve bu. nedenle x vektorit aym zamanda kontroledilebilirdir. Bdylece erigilebilirlik,
kontroledilebilirligi ifade eder. Eger A singiler deBilse o zaman A" vardir. Eger x
kontroledilebilirse (yani 4"xeR(W)ise), o zaman xecR) olup x daima erigilebilirdir.
2.2 Lemmaya gore A", A nm terimlerinde bir gi¢ serisi olarak yazlabildiginden;
A" (A”x)z x dir ve aynt zamanda x € R(W) demektir.

Durum gegis matrisinin singiiler olmamas: igin gerek ve yeter sart A matrisinin singiiler
olmamasidir.  Bu ¢ift yénlii perektirme ayrik zamanh sistemlerde “zamanin geriye
cevrilebilirligi (reversibility)” icin sarttir. Aynk zamanli sistemlerde ¢(k,k0) singiiler
olabildiginden zamanda geri ¢evirilebilirlik (reversibility) mevcut olmayabilir. Buna kargihk
siirekli-zamanh sistemlerde ¢(t, 10) daima regilerdir. Bunun nedeni sirekli ve aynk zamanlh

sistemler arasmdaki davrams farklibklandir.  Bu farklibklar neticesinde, aynk zamanh
sistemlerde kontroledilebilirlik erigilebilirlii ifade etmeyebilir. Buna karsilik, siirekli-zamanh
sistemlerde hem kontroledilebilirlik erigilebilirlii hem de erigilebilirlik kontroledilebilirligi

ifade eder.

3.1.2.Lemma: Her K > igin (W) =R(W(0,K)) dur.

Ispat: (Bkz.Panos, 1997)

Bir sistem erisilebilir oldugu zaman, k=0 da x, durumunu k=K da X, e gegiren girdi

dizisi  erigilebilirlik  Gramianinin  terimlerinden  belirlenebilir. Kzn igin
rankW =n =rankW,_(0,K) almir ve

U, =WIW ©0,K)x, - 45x,) (3.18)

bagmtiss, W, (0,K) =W W, oldugundan (3.13) ii saglar.
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A matrisi singiiler olmadiginda durumu, £=0 da x, dan x,=0 a » adinda gegirecek
girdi (3.14) in kullantmyla belirlenebilir.  Gegigi yapacak girdiyi belirlemek igin
U, =[u’ n-1),---,u” (O)]T ifadesinin degerini bulmak gerekir. Bunun igin de;

AWl =|4"B,.-- A"BY, =x, (3.19)
[a-wh, =] b

denklemini ¢bzmek gerekir. X, m kontroledilebilir olmas: igin gerek ve yeter sartmn
—A"xeRW) veya x,cR(A™W) olmasma dikkat edilmelidir.  Bunun, A'nin singiler

olmadigi durumda sézkonusu oldugu tabiidir.

Kontroledilebilirlik durumunda (ve 4 nm singiller olmamasi zanni ile) W nin yerine,
A™W matrisi ile ilgilenilir, Bu durumda, bir sistemin kontroledilebilir olmas: igin gerek ve

yeter sartin rank(A "‘W)z rankW = n egitliklerine doniigtiigiine dikkat edilmelidir.

- 11
3.1.3.0rnek: x(k +1) = Ax(k)+ Bu(k) sistemini ele alalm. Burada A ={0 IJ ve

1 1
B= [Oj} dur. rankW = rank|B, AB]= rank[(l) 0} =1<2=n oldugundan bu sistem

(tamamuyla) erigilebilir (orijinden kontroledilebilir) degildir. Tiim erigilebilir durumlar a[;}

1
formundadir. Burada @ € R oldugundan {{OJ} ,» R@) =R, igin bir bazdir ve erigilebilir ait

uzaydir. Erisilebilirlik Gramiani K=n=2 igin;

W,(0.2) = BB" +(AB)(AB)" {; g}u

o ollo o

dir. R, (0,2)) icin bir baz, {Ll):l} dir ve RW) =R _(0,2)) dir.
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o 01 1
3.1.4.0rnek: x(k +1) = Ax(k)+ Bu(k) sistemini ele alalm. Burada 4= [0 O:I ve B= l:o]

dir.

10 o
rankW = rank|B, AB]= rank[o 0} =1<2=n oldugundan sistem (tamamuyla) erisilebilir

1 1
degildir. Tim erigilebilir durumlar a[o:l formundadir. Burada a € R oldugundan {[0}} ,

RI) =R, igin bir bazdir ve erisilebilir alt uzaydir.
R_ kontroledilebilir alt uzaymni belirlemek amactyla; Cayley-Hamilton Teoremine gdre

K=n igin (3.16) ifadesini diigiinelim. 4 singiler oldugundan A~'W , simdiki (mevcut) durumda

kullanilmayabilir.
00 0
onfy e[

oldugundan, herhangi bir x, durumu kontroledilebilir bir durum olacaktir. Yani sistem

(tamanuyla) kontroledilebilir ve R, =R” dir. Bu 3.1.2.Teoremden dogrulanir ve 6mekle izah

edilir ki kontroledilebilirlik erigilebilirlii ifade etmez.

Dikkat edilirse herhangi x;, durumunu orijjine (x, =0) nakledecek kontrol dizisini

belirlemek igin (3.14) kullanilabildi. Bilhassa;

WU":[I 0][14(1)]2[0]:_142%
0 0|u@| {0

dir. bu yizden #(0) =« ve u(l)=0 dir. burada @ € R herhangi durumu orijine nakledecektir.

Bunun dogrulugunu ispatlamak igin;

(1) = Ax(0) + Bu(0) = [g ;JK‘” ] + ma - {x"’; “}

ve
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x(2) - Ax(l) + Bu(]_) = [g ;:u:xm (;" a:l + [:;}0 = [g]

diigiinebiliriz.
3.1.5.0rmek:  x(k +1) = Ax(k)+ Bu(k) sistemini ele alalim.

01 0
Burada A= [1 l] ,B= [1] dir. Bu durumda (orijinden) kontroledilebilirlik matrisi;

W =B, AB]:[(I) ;]:?ranszz

dir. Bu yiizden sistem (veya (4,B) ikilisi) erisilebilir ya da orijinden kontroledilebilirdir. Yani
sifir durumundan herhangi X, durumuna sonlu adimda, en gok {u(O),u(l),---,u(n—-l)} ile
verilen n-girdi uygulamasiyla erigilebilir.(h=2)

Bunu gérmek igin; x, = [‘Ij alabm. O zaman (3.14)’den;
al {0 1 u()
b |1 1] ()
veya
ud)| (-1 1lja| (b~a
u@©]| |1 o{la] | a

dir. Buldugumuz bu #(0) =a ve u(1) = b—a kontrol girdileri durumu k=0 da orijinden k=2

de [:J durumuna gegirecektir.
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Bunun dofrulufunu gérmek icin buldugumuz #(@) ve w(l) kontrol ifadelerini

sistemimizde yerine yazalim,

x(1) = Ax(0) + Bu(0) = [ﬂa = [z}

ve

X(2) = Ax(l) + Bu(l) = m . m(b _a)= m

olduu goriiliir.

Sistem erigilebilirligi ayni zamanda herhangi bir x, durumundan bir X, durumuna en

gok n=2 admmda erisilebilecegini de ifade eder. Bunu bir Smekle izah etmeye ¢aligalim.

1
x(0) = [J alalim. O zaman (3.14)’den;
x——Atha—l Ll ja-2) 10 1}ud)
! b1 2l e-31 |1 1]u()
()| |b-a-1
= u{0) i oa-2

1

dir. Bu ¢oziim; durumu k=0 da x(0) = L

a
} durumundan k=2 de LJ durumuna gegirecektir,

Herhangi bir x, durumu sonly sayida adimda sifir durumuna gegirilebiliyorsa sistem
(veya (4,B) sifti) kontroledilebilirdir veya orijine kontroledifebilirdir. (3.14)’den herhangi bir
Xy gn A"x, e REY) olduu zaman sistemin kontroledilebilir oldufunu goriyoruz. Eger

rankA=n  ise, rankW=n oldufu zaman bir sistem kontroledilebilirdir, By durumda
a;ziétdaki B X mit matrist sistemimizin kontroledikebilirligi hakkmda bize yardime: olacaktir.
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AW =[4"B,---, 4" B]

Sistemin kontroledilebilir olmasi icin gerek ve yeter sartn rank(A"”W)zrankW =n olmasidur.

Eger rankA < n ise kontroledilebilirlik erigilebilirligi ifade etmeyecektir.

3.1.6.0rnek: 3.1.5.0mekteki sistem (orijine) kontroledilebilirdir. Bunu gdstermek igin
(3.14)’de x, =0 alarak denklemi tekrar yazalm.

o, = -E ﬂ[ﬂ: [B,ABI[Z(%))]: [(1) H[Z((é))}

dir. Buradan girdi vektor matrisini gekersek;
u(| |-1 1{1 1{a| | O -1ja| | —b
w0]| |1 off1 2fla] |-1 -1{|6] |~a-b

a 0
elde ederiz. Elde ettigimiz bu girdiler durumu k=0 da [b} den k=2 de [0} a gegirecektir.
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3.2.Geri Besleme ve Etkileri

Sistem ¢ikig1 geribeslenerek girise uygulandiginda bu tiir sistemlerin geri beslemeli

sistemler olarak adlandinldigum 1.Béliimde ifade etmigtik.
Geri besleme tasariminda kullantlan pek ¢ok davranig kriteri arasinda, en dnemli kogul
sistemin kararh olmasidir. Karalilik, bir sistemin giris komutunu takip edip edemeyecegini

belirleyen bir kavramdir. Kararsiz bir sistem genelde kullanilamaz kabul edilir,

Lineer, otonom siirekl bir sistemin girigini #(k), ¢ikisint y(k) ile ifade edelim. Sifir
baslangi¢ kosullarmda, bir sisteme sinurls bir u(k) girigi uygulandiginda y(k) ¢ikagt smnurlt ise
sistem sinirh girig-sinurh gikag kararli ya da basitge kararhidir.

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) (3.20)

denklem sistemini gozéniine alalim. Kapali gevrimli sistem durum degiskenleri sabit katsayili
K kazang matrisi lizerinde geri beslenerek elde edilic. Buna gére K geri besleme matrisi
(m x n) boyutlu ve sabit katsayili olmak iizere;

u(k) =—Kx(k)
dir. Ve bu doéniigiim ile (3.20) agik gevrimli sistemini;

x(k +1) = (4 - BK)x(k) (.21

kapah ¢evrimli sisteme déniigtiirelim. Eger (3.20) sistemi kontroledilebilirse, (3.21) sistemini
de kontroledilebilir kilan bir X matrisi vardir.

AeR™, Be R™ ve u(k) skalar kontrol girdisi olmak iizere A ya iligkin karakteristik

polinom bulunur.

|4-A|=% +a, " +a,i"” +..+a,

A
i

N\ @ Ab
e )
Y W \K‘w@\“
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H,, kapali gevrimli (3.21) sisteminin karakteristik polinom katsayilarmi géstermek

izere;
[HA-u)=2 +62"" +5,47 +---+b,
i=1

olsun. (3.20) ve (3.21) sistemlerinin kontroledilebilirligini incelemek iizere kontrol edilebilir

kanonik bigimden yararlanalim
P=WM

olacak gekilde P matrisini (7 x # ) tipinde tanimlayalim.
w=[B,4,--, 4" B]

kontroledilebilirlik matrisi ve M de;

a,, 4,4 a 1
sy Gns 1 0
M=| : : :
a 1 0 0
1 0 0 0]
oldugunda;
[0 1 0 0 ]
0 0 1 0
A=P AP = :
0 0 0 1
| —4, —4a,, —4,, - —d|

B=P'B=(0 0 --- 0 17

dir. (3.21) sisteminde;



x(k) = Px(k)
benzerlik déniisiimii yapildiginda;
x(k +1) = (4 - BK)x(k)

denklem sistemini elde ederiz. Burada;

K=KpP
dir.
E = [bn - an bn*l - an~1
segelim. O zaman,;
[0 0
0 0
BK=|
0 0
bﬂ - aa bn—l - a,,..]

dir.

A-BK=P"'AP-P'BKT =P (4~ BK)P

oldugundan 4—BK min  ,A-BK ya benzer oldugu géritlilir.

Simdi [4— BK | matrisinin szdeferlerine bakalim.

43
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A1 0
o A 0
|4- BK — a1|=[4-BK - 41| = :
o 0 1
-b, —b,, A—b,
=2 +b A b,

dir. K =KP™ oldugundan
K:[bn‘an b,,-a,, b _al]P~I
esitligi ile K matrisi bulunmus olur.

Simdi s6zkonusu K matrisinin bulunmasina iligkin bir 6rnegi inceleyelim (Elaydi, 1996).

3.2.1.0rnek: x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) kontrol sistemini gozoniine alalim.

olsun. Kapali ¢evrimli sistemin o6zdegerleri % ve % olacak sekilde bir K durum
geribesleme matrisi bulunabilir.

Simdi K durum geribesleme matrisini bulalim.

Metod 1: Oncelikle A4 ya ait karakteristik denklemi bulalm.

1— -
|4~ all= S BN VIO
4 2-4 T

=>a,=-3 a,=14



bulunur.
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b; ve b, katsayilar1 da verilen }é ve % kapali ¢evrimli sistem Gzdegerleri

yardimiyla bulunur.

R RS PR NPT P
(—u)2 ,u,)—(ﬂ 2)(/1 4)_,1 o
[SRUIL N S

b b,

dir. Ve simdi sistemimize iligkin kontroledilebilirlik matrisini bulalim.

1 -2
w=[B AB]:[1 6J
det W =6-(-2)=8%0

oldugundan sistemimiz (tamanuyla) kontroledilebilir oldugundan
kontroledilebilir kilan bir K matrisi vardir.

formundadir. a; degerini M matrisinde yerine yazalim.
-3
M= !
1 0
P:WM:I -21-3 1:—5 1
1 6f1 0 3 1

K =KP oldugundan K =KP~' dir. Buhalde P™' matrisini hesaplayalim.

(A-BK, B) ciftini



oo A1 -
T 8]-3 -5

K:(b2 ~a,, b “ax)P-l
oldugundan;

K=(b2—a2, bl"al)}rl
8 4 8)-3 -5

16 -1
64 64

elde edilir. Yani sézkonusu kontol sistemi x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) kontrol edilebildiginden,
,(4 — BK) ¢iftini kontroledilebilir kilan bir bir K’ matrisi bulabildik.
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Metod 2: Bu metodda K =(k, k,) matrisini; kapal ¢evrimli sistemin Gzdegerlerini

hesaplarken yerine yaziyoruz. Buradan elde edilen karakteristik polinomun katsayilan ile

Gmegimizin ifadesinde verilen 1 ve V] kapah gevrimli sistem Szdegerlerinin birbirine esit

olmasi gerekir. Elde edilen esitliklerle de X matrisini olugturabiliyoruz.

a-sx-at=], -l 3]
L T HE B A

-k ~4 -3~k l

:>det[A—BK~/U]=J b 2k 4
1 2

=22 - A3~k ~k,)+14-5k, +3k,

1

1., 1 3
A-YA-)=2 -4+
“-é- 4778
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idi. Bu ifade ile kapali gevrimli sistemin karakteristik polinomu biribirine denk oldugundan

3k -k, =-

14 - 5k, +3k2=%

Bu denklem sistemini ¢dzdiigiimiizde;

R
64 64
bulunur. buradan X =| 1% 211 c1de edilir.
64 64

Bu problem durum geri beslemesi ile kutup yerlestirme tasarimu (Bkz. Kuo,1999) olarak
da bilinir. Tasanmun amacy, K geri besleme matrisini kapali ¢evrimli (4 — BK) sisteminin
ozdegerleri belirli degerler alacak sekilde belirlemektir. Burada ‘kutup’lann kapah gevrimli
sistem transfer fonksiyonuna iligkin (4 — BK) 6zdegerlerine egdeger oldugu gériiliir.

Durum geribeslemeli tasarimda karakteristik denklem kokleri dogrudan kontrol
edildiginden, sabit yapih peleneksel kontrole pgére ¢ok daha esnek bir yapidadir.
Kontroledilebilir kararsiz bir sistem durum geribeslemeli kontrol ile hep kararli hale
getirilebili.  Durum geribeslemeli kontroliin sakmcali tarafi tiim durumlarmn 6lgiiliip

geribeslenme zorunlulugudur.

Sonug olarak, (3.20) deklem sisteminin kontro! edilebilir olmas: halinde, (4 - BK)

dzdegerlerini istenen yerlere yerlestirilebilmesini saglayan sabit katsayih bir X matrisi
mevcuttur (Kuo, 1999) (kutup = karakteristik denklem kékleri)



4.MATLAB UYGULAMALARI

MATLAB éziinde lineer cebir ozellikli g¢ok yonlii bilgisayar paket programmdir.
MATLAB ismini MATrix ve LABoratory kelimelerinin ilk iiger harfinden almigtir. MATLAB,
bilgisayar orijinli lineer cebir hesaplamalan igin ¢aligilmig profesyonel gelistirme projelerinin
pargalaridir.  Bununla birlikte MATLAB’m  kullandign kod C dilinde yazilmigtir. Pek qik
rutinler (program pargast) fonksiyonlar MATLAB dilinde yazilir v yeni sunulan MATLAB
sirimleriyle gincellestirilebili. MATLAB Microsoft Windows igletim sistemi ile PC ve
Macintosh bilgisayarlarda ve Unix isletim sistemi kullanan sistem bilgisayarlarinda
kullanilabilir (Akm, 2002).

Asagida, MATLAB programim kullanarak, kontrol sistemlerine iligkin bazi érnekleri

inceleyecegiz

4.1.0rnek: Bu omekte; verilmis bir lineer otonom sistem igin sistemin kontrol edilebilirligi
incelenmigtir. Ekrana >> help ctrb komutu yazildigina MATLAB bize sistemin kontrol
edilebilirligi hakkinda asagidaki bilgileri verecektir:
>> help ctrb
CTRB Compute the controllability matrix.

CO = CTRB(A,B) returns the controllability matrix [B AB A"2B ...].

CO = CTRB(SYS) returns the controllability matrix of the

state-space model SYS with realization (A,B,C,D). This is

equivalent to CTRB(sys.a,3y5.b).

For ND arrays of state-space models SYS, CO is an array with N+2

dimensions where CO(;,:,j1,...,J]N) contains the controllability
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matrix of the state-space model SYS(,:,j1,...JN).
Sec also CTRBEF, SS.

Bu bilgiler dogrultusunda, sisteme iligkin A ve B matrislerini girdigimizde W matrisini kendisi
olugturarak sistemin kontrol edilebilirligi kolayca gorillecektir. Simdi A ve B matrislerini

girerek sistemin veya (A;B) ikilisinin kontrol edilebilirligini inceleyelim.

>> A=[0 1;-2 -3]

A=
0 1
2 3
>> B=[0;1]
B=
0
1

>> W = ctrb(A,B)

>> rank(A)
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ans =

A ve W matrislerinin ranklarinin birbirlerine egit olmasi nedeni ile sistem tamamiyla kontrol
edilebilirdir.

4.2.0rnek Bu dmekte; A, (4x4) ve B, (4x2) boyutlu oldugu durumda sistemin veya (A,B)

¢iftinin kontrol edilebilirligi incelenmistir.

>>A=[-1100

1210

01-12

1001]

A=

110
2

01 -1 2

1 0 0 1

>> B=[01;10;0 0; 1 0]



—_ O -~ O
c o o -

>> W=ctrb(A,B)

W=

1 -1 -3 2 11 -5
2 1 8 -3 -22 11
3 0 -3 315 -6
1 1 2 0 -1 2

- O = O
[ B v S = B

>> rank(W)

4
rank A= rank W oldugundan sistem tamamuyla kontrol edilebilirdir.

51
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4.3.0rnek: Otonom sisteme iliskin A ve B matrisleri sirastyla, (6x6) ve (6x1) boyutlu

olmak iizere sistemin veya (A,B) ikilisinin kontrol edilebilirligini inceleyelim:

>>A=[010000
160-8000
000100
-16016000
000001
000000

]
A:

o

O O O O O -
P

< N

©C o o = © o

16

(=]

-16

(=)
O = o 0 o ©

S O o O o O

>> B=[0;-1,0;0;0;1]

-0 O O

>> W=ctrb(A,B)
W=

0 -1 0 -16 0 -384
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-1 0 -16 0-384 0

0 0 0 16 0 512
0 0 16 0 512 0
o1 0 0 0 O
1 0 0 0 0 O
>> rank(A)
ans =
5
>> rank(W)
ans =
6

rank A=5 ve rank W=6 oldugundan sistem (tamamuyla) kontrol edilebilir degildir.

4.4.0rnek: Bu omekte; (1.4) ve (1.24) sistemleri igin, durum kontrol edilebilirlik, durum

gozlemlenebilirlik, kontrol edilebilirlik ve gdzlemlenebilirlik Gramianlan incelenmigtir.

>>A=[-1000,0-200;,00-30;,000 -4]

A=
-1 0 0 O

0 -2 0 0

0 0 -3 0

0 0 0 4

>>B=[1;1,0,0]

B=
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O QO -

>>C=[1010]

ile tamimli sistemin kontrol edilebilirligini ve gozlemlenebilirligini 6grenmek {izere
ekrana >> help gram komutunu girelim. Bu taktirde MATLAB bize su bilgiyi

verecektir;

>> help gram

GRAM Controllability and observability gramians.

Wc = GRAM(SYS,'c') computes the controllability gramian of
the state-space model SYS.

Wo = GRAM(SYS,'0’) computes its observability gramian.

In both cases, the state-space model SYS should be stable.
The gramians are computed by solving the Lyapunov equations:

* A*We+ We*A'+BB'=0 and A*Wo + Wo*A+C'C=0
for continuous-time systems
dx/dt=Ax+Bu, y=Cx+Du

* A*Wc*A'-Wc+BB'=0 and A*Wo*A - Wo+C'C=0
for discrete-time systems
X[n+1]=A x[n] + B u[n], y[n]=C x[n] + D u[n].

For ND arrays of LTI models SYS, Wc and Wo are arrays with N+2
dimensions such that

Wc(:,:,jl,...,jN) = GRAM(SYS(,:,j1,...,jN),'e) .

Wo(:,:,jl,...jN) = GRAM(SYS(,:,j1,...,jN),'0") .
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See also SS, BALREAL, CTRB, OBSV.

Overloaded methods
help lti/gram.m

MATLAB’de Gramianlari tammladiktan sonra >> help obsv komutu girilerek sistemin

gozlemlenebilirligi hakkinda bilgi alabiliriz,

>> help obsv

OBSV Compute the observability matrix.

OB = OBSV(A,C) returns the observability matrix [C; CA; CA™2 .. ]
CO = OBSV(SYS) returns the observability matrix of the
state-space model SYS with realization (A,B,C,D). This is
equivalent to OBSV(sys.a,sys.c).
For ND arrays of state-space models SYS, OB is an array with N-+2
dimensions where OB(:,:,j1,...,jN) contains the observability
matrix of the state-space model SYS(,:,j1,....jN).
See also OBSVF, SS.

Overloaded methods
help lti/obsv.m

Bu yardimlari aldiktan sonra artik sistemimizin kontrol ediliebilirlifi  ve

gozlemlenebilirligini inceleyelim;

>> W=ctrb(A,B)

W=

0

-1
-8

O O
o O
O O Ko
OO

>> rank(W)

ans =

Lo o
w@mﬁ@
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kontrol ediliebilirlik matrisinin rankina bakttktan sonra >> help ss komutu yardimiyla
MATLAB’de sistemin durum degeiskenlerinin # kontrol girdisiyle etkilesimini ekranda

gorebiliriz;

>> help ss
-— help for zpk/ss.m ---
SS Create state-space model or convert LTI model to state space.

Creation:
SYS = SS(A,B,C,D) creates a continuous-time state-space (SS) model
SYS with matrices A B,C,D. The output SYS is a SS object. You
can set D=0 to mean the zero matrix of appropriate dimensions.

SYS = 8S(A,B,C,D,Ts) creates a discrete-time SS model with sample
time Ts (set Ts=-1 if the sample time is undetermined).

SYS = S8 creates an empty SS object.
SYS = SS(D) specifies a static gain matrix D.

In all syntax above, the input list can be followed by pairs
‘PropertyNamel’, PropertyValuel, ...
that set the various properties of S models (type LTIPROPS for
details). To make SYS inherit all its LTI properties from an
existing LTI model REFSYS, use the syntax SYS = SS(A,B,C,D,REFSYS).

Arrays of state-space models;
You can create arrays of state-space models by using ND arrays for
AB,C,D above. The first two dimensions of A,B,C,D determine the
number of states, inputs, and outputs, while the remaining
dimensions specify the array sizes. For example, if A,B,C,D are
4D arrays and their last two dimensions have lengths 2 and 5, then
SYS = SS(A,B,C,D)
creates the 2-by-5 array of SS models
SYS(:,:,k,m) = SS(A(:,:.k,m),...,.D(,. k,m)), k=1:2, m=1:5.
All models in the resulting SS array share the same number of
outputs, inputs, and states.

SYS = SS(ZEROS(INY NU S1...8k])) pre-allocates space for an SS array
with NY outputs, NU inputs, and array sizes [S1...Sk].

Conversion:
SYS = SS(SYS) converts an arbitrary LTI model SYS to state space,
i.e., computes a state-space realization of SYS.
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SYS = SS(SYS,'min") computes a minimal realization of SYS.
See also LTIMODELS, DSS, RSS, DRSS, SSDATA, LTIPROPS, TF, ZPK, FRD.

There is more than one ss available. See also
help tf/ss.m
help ss/ss.m
help frd/ss.m
help par/ss.m
help dfilt/ss.m
help cas/ss.m
help idmodel/ss.m
help idfrd/ss.m

simdi sistemimizin AB,C,D kaysayt matrislerinin yardimiyla sistemin durum

degeiskenlerinin « kontrol girdisiyle etkilesimini gorelim;

>> sys=ss(A,B,C,D)

a=
x1 x2 x3 x4
x1 -1 0 0 0
x2 0 -2 0 0
x3 0 0 -3 0
x4 0 0 0 -4
b=
ul
x1 1
x2 1
x3 0
x4 0
c=
x1 x2 x3 x4
yl 1 0 1 0
d=
ul
yl 0

ve sisteminin gozlemlenebilirligini inceleyelim;



>> O=0bsv(A,C)

0=
1 0 1 O
-1 0 -3 O
1 0 9 O
-1 0 -27 O
>> rank(O)
ans =

kotrol edilebilirlik Gramiamnt inceleyelim;
>> We=gram(sys,'c")
Wce =

0.5000 0.3333 0 0

0.3333 0.2500 0

0 0 0 0
0 0 0 0

o

>> rank(Wc)
ans =
2
Gozlemlenebilirlik Gramianini inceleyelim;

>> Wo=gram(sys,'0')

Wo =
0.5000 0 0.2500 0
0 0 0 0
0.2500 0 0.1667 0
0 0 0 0
>> rank(Wo)

ans =

58
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Yukandaki bilgiler dogrultusunda su sonuca varilir;
x;: kontrol edilebilir ve gbzlenebilir,
xy: kontrol edilebilir ancak gozlenemez,
x3: kontrol edilemez ancak gozlenebilir,

x4. kontrol edilemez ve gdzlenemez.

4.5.0rnek: x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) sistemini diigiinelim. Sistemin orijine kontrol

1
edilebilirligmni gostermek iizere x, =0 ve x, = LJ alalim. Erigilmesi istenen durum igin;

x, = A"x, =W,U, . @.1)

1 0
J, B= l:IJ,xl ve x, matrislerini (4.1) denkleminde

0
denklemini daha énce vermigtik. 4= [1 ]

yerine yazarak sistemimizin orijine kontrol edilebilirligini inceleyelim:

>> A
A=
0 1
1
>>B



>>x1=0

x] =

>> (A*2)*x0

>> We=ctrb(A,B)

W=
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>> U=inv(W)*(-(A"2)*x0)

olarak elde edilir. Bu matris bize durum gegigini yapan U girdi matrisini gosterir. Dogrulugunu

gormek iizere bulunan U matrisini (4.1) denkleminde yerine yazalim:

>> x1=(AN2)*¥%0 + WHU

elde edildiginden sistem orijine kontro! edilebilirdir.

o . 01 0
4.6.0rnek: x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) sistemini diigiinelim. Burada 4= [ ] 1] , B= [l:l olarak

verilmis olsun. Kontrol edilebilirlik matrisi;

w=[B, AB]zrankl:(l) ﬂ=2 =n



oldufundan sistem eriilebilirdir ve herhangi x, durumu, baska herhangi x, durumuna adimda

0
geger. Gegisin #=2 adindan daha az adimda yapilabilecegini gostermek iizere x, = [ 1] ve

1
x, =[3J alalim.

>> A
A=
0 1
1 1
>>B
B=
0
>> W=ctrb(A,B)
W=
0 1
1 1
>>x1=[1 ;3]
X1 = ]
1 -
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>> x0=[0 ;1]

>> (x1-(A*x0))

ans =

0
2
oldugundan x, dan x, durumuna gegis /<2=n adimda »(0)=2 girdi uygulamast ile yapilabilir.

4.7.0rnek: (1.24) ile verilimig bir sistem igin 4 ve B matrisleri agagidaki gibi tammlanmig
olsun. Sistemi kontrol edilebilir kanonik bigime doniigtiirmek igin gerekli P matrisinin nasil

hesaplandigint MATLAB’de gérelim.

>> A=[020;120:-101]

0 2 0

1 2 O

-1 0 1
>>B=[0;1;1]
B=

0

1

1

>> eig(A)



1.0000
2.7321
-0.7321

>> W=ctrb(A,B)

W=
0 2 4
1 2 6
1 1 -1
>>M=[12.7321 1;2.7321 1 0;1 0 0]

M=

1.0000 2.7321 1.0000
2.7321 1.0000 0
1.0000 0 0

>> P=W*M

9.4642 2.0000 0
12.4642 4.7321 1.0000
2.7321 3.7321 1.0000

Bdylece kontro edilebilir kanonik bigime déniistiirme matrisi elde edilmis olur.
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