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SINGULER OPERATORLER VE
ONLARIN FOURIER SERIS{ TEORISINDE UYGULAMALARI

Erhan SORKUN
Matematik bolimi, Yiksek Lisans Tezi, 2002
Tez Danismant : Prof. Dr. Ferhad H(G). NASIBOV

OZET

Fonksiyonlarin yaklagim teorisi, Reel Degiskenli Fonksiyonlar Teorisinin XX. Yiizyilda
ortaya gikmiy ve geligmis olan bir dalidur.

Burada da gok gesitli konular bulunmaktadir ve bu konularm her biriside giiniimiizde
¢ok gelismis durumdadirlar.

Bu konular arasinda da en 8nemli yerlerden birisini fonksiyonlarin herhangi basit
ifadelerle yaklagimi almaktadir.

Bu ¢aligmada Fonksiyonlarin Singiiler operatorler ile yaklagimi konusu ele alinmugtir,
Oncelikle Singiiler integral kavrami tanimlanmis, genel &zellikleri verilmis ve onlarmn Fourier
serilerinde yakinsaklik problemlerine uygulamasi gésterilmistir.

Ayrica galiymada, Fourier serilerinin tek bir olmasi konusuna da deginilmisgtir.
Son olarak da Lineer operatorler ile yaklasim tizerine P. P. Korovkin teoremleri ve

bununla bajglantis: olan bazi teoremler(R. H. Mamedov, V. K. Dzyadik) ifade edilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Lineer Operatdr, Singiler integral, Yaklagim.



SINGULAR OPERATORS AND THEIR APPLICATIONS IN THE
THEORY OF FOURIER SERIES

Erhan SORKUN
Department of Mathematics, M. Sc. Thesis, 2002
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Ferhad H(G). NASIBOV

SUMMARY

The theory of Approximation of the functions, is an advanced branch of the theory of
Real Variable Functions emerged in 20™ Century. Here, there are numerous matters and each of

these matters are in a state of developed condition.

One of the most significant points among these matters is the approximation of the

functions with any simple statement.
In this study, approximation of functions singular operators is dealt with.

The term of singular integral is defined, its general characteristics are applied and its

application on approximation problems in Fourier Series is demostrated.
In the study, it is also mendiated that Fourier Series are the only.
Finally, Linear Operators and P. P. Korovkin approximation, and in relation to it a

few theorems (R. H. Mamedov, V. K. Dzyadik,etc.) are deallt with.

Keywords: Linear Operator, Singular Integral, Approximation.
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GIRIS

Fonksiyonlarin bir formiille ifade edilmesi — gésterimi gerekliligi ¢ok eski zamanlardan

giiniimiize kadar pek ¢ok durumda giindeme gelmis ve giiniimiizde de gelmektedir.

Boyle problemler, her seyden once fonksiyon cetvel veya grafik seklinde verilmisg
oldugu zaman ortaya ¢ikiyor.

Fakat bu tiir problem, yalnizca hi¢bir formiiliin olmadif1 durumda ortaya ¢ikar anlamina
da gelmez, boyle diisiinmek de gok yanlis olur.

Kapali gekilde verilmis fonksiyonlari, kullanilmast zor, fakat mevcut olan formiilleri,
elemanter fonksiyonlarla sonlu sekilde ifade olunamayan integralleri, ¢6ziimiiniin varlig: ve tek
bir oldugunu s6ylemek imkam saglayan diferansiyel veya integral denklemlerin ¢dziimlerinin
acik sekilde bulunmast veya bulunamamasi vs. problemler bu diisiinceyi kanitlayan &nemli
sebeplerdir.

Ornegin,

f(x)=|x| fonksiyonunun polinomlarla ifade edilmesi,

t

a t t
js“”‘dx, J1-g? cos? x dx(0<g <1), Isinxzdx
0 0

° X

vb. gibi fonksiyonlarmn elemanter fonksiyonlarla sonlu sekilde ifade olunamadig;,
cos(x —y)+2* —~3Y +In(x? +y? +3) =5 denkleminin ¢6ziimiiniin net olarak bulunamadigs vs.

herkes tarafindan bilinmektedir.

Dolayssiyla, pratik hesaplamalarda ortaya gikan bu tiir fonksiyonlarla islem yapmak
miimkiin olmadigindan veya zor oldugundan, onlar1 daha basit fonksiyonlarla ifade etmek
kesinlikle gerekmektedir.

Boyle basit fonksiyonlar olarak ilk zamanlarda cebirsel veya trigonometrik polinomlar
kullamimaktayd: ve K. Weierstrass’ in teoremleri de bu problemi ¢6zen ilk teoremlerdendir.

Fakat daha sonralart bdyle polinomlarin biitlin miimkiin olabilen benzer problemlerin
¢0Oziimii igin yararli olmadig belirlendi.

Ik kez S. N. Bernsteyn boyle problemler ile ilgilenmeye baslamis ve sonlu dereceli tam
fonksiyonlarin boyle bir arag olarak kullanilabilecegini gostermistir. kisa bir zaman sonra
agirhk fonksiyonlarini igeren yaklasim problemleri, rasyonel kesirlerde approksime problemleri,

lineer operatorlerle yaklagim, singiiler integraller ile yaklagim problemleri vs. ortaya ¢ikmis



oldu. Béylece, uzun seneler boyunca yapilan ¢aligmalar sonucunda Fonksiyonlar teorisinin bir
dali olarak “Fonksiyonlarin yaklagim teorisi” olugmaya ve gelismeye bagladi.

Bu calismada Singiiler Integraller ve onlarin Fourier Serilerinin yakinsaklik
problemlerinin aragtiriimasina uygulanmasi konusu ele alinmigtir.

Caligmada Singiiler integrallerin tammi, onlarin genel dzellikleri ve yani sira, I. P.
Natanson, P. [ . Romanovsky, D. K. Faddeyev’in temel olusturan teoremleri, onlarin
trigonometrik serilerin yakinsakhk problemlerine uygulamalan (Fejer Operatorii, Dirichlet
Operatoril, Fejer tipli operatorler) verilmistir.

Bu ¢aliymada, verilmis 2 w- periyotlu fonksiyonlarin trigonometrik seriye agilmi ile
ilgili tek bir olma problemi de ele ahnmigtir.(B. Riemann, Valle-Poussin, G. Kantor, vb.
teoremleri.)

Calismada daha sonra lineer operatdrlerle yaklagim problemi de genel sekilde ele
alinmigtir.

Ayrica belirtelim ki, son zamanlarda P. P. Korovkin’in “ii¢ fonksiyon hakkinda
teoremler”i ¢ok etkili olmus ve uygun teorilerde ¢ok Onemli geligmelere varmaya imkan
saglamugtir.

Bu konu Azerbaycan’da da ¢ok genis bir sekilde aragtinlmig bir konudur. Azerbaycan
Matematikgilerinin bu konuya iligkin ¢ok Onemli ¢alismalari mevcuttur. Bu konuya ait
caligmalar yapan bilim adamlarindan Prof. Dr. Ibrahimov I.I. onun G&grencileri ve de
devamcilari olan Prof. Dr. Mamedov R. H., Prof. Dr. Haciyev A. C., Dog. Dr. Cafarov A. S. ve
onlarin 63rencilerini gosterebiliriz.

Bunu dikkate alarak, ¢alismamizda bu bilim adamlarinin neticeleri hakkinda az da olsa

bilgi vermek istedik ve bazi teoremleri de ¢aligma igerisinde verdik.

¢ YOXSEXOCRETIM KUNULY



1. TEMEL BILGILER
1.1 Mutlak Siirekli Fonksiyonlar

1.1.1 Tamm: [a,b] arahiginsda reel degerli f(x) fonksiyonu verilmis olsun. Ye>0" a gore dyle

8 >0 sayis1 olsa ki,

n

Z(bk "ak)<5

k=1

sartini saglayan ve arakesitleri bos olan her {(a,,b,)}} intervaller sistemi igin

Z"j[f(bk)—f(ak)jq
k=1

sarti saglansin, o zaman f(x) fonksiyonu [a,b] araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon olarak

adlandirilir.

Bu tanimdan goriiliir ki her mutlak siirekli fonksiyon siireklidir (n=1 almak yeterlidir).
Fakat bunun tersi dogru degildir.

Eger [a,b] da siirekli fonksiyonlar uzayini C[a,b], mutlak siirekli fonksiyonlar uzayini da
ACf[a,b] = AC ile gosterirsek, C[a,b] > ACJ[a,b] oldugu goriiliir ve C[a,b]\ AC[a,b] = A .

. T 0<x<l
Ormegin  f,(x) = X. COSE; O<x<
0 , x=0

fonksiyonu stireklidir, fakat mutlak stirekli degildir. Bu asagida ki teoremden goriilmektedir.

1.1.2 Teorem: Mutlak siirekli fonksiyon sonlu salhimimlidir.

fi(x) eCl[a,b] her hangi bir fonksiyon olsun.

Eger fi(x) € AC[a,b] olsaydi, ayni1 zaman da sonlu salimmli olurdu ki bu da dogru
degildir. fo(x) € C[a,b] dir, fakat sonlu salimml degildir. Mutlak siirekli fonksiyonlarin birkag

Onemli 6zelligini daha verelim.

1.1.3 Teorem : [a,b] de mutlak siirekli olan iki fonksiyonun toplams, farki, garpimi ve paydasi

sifirdan farkl oldugunda béliimii de o parcada mutlak siireklidir:



f(x), o(x) € AC[a, b] = f(x) + @(x), f(x) — o(x), £ (x).0(x), p(x) # 0 oldugunda

1) ACta, b] dir.

o(x)
1.1.4 Teorem. f(x) e ACfa,b] ise [a,b] nin sanki her bir noktasinda sonlu f'(x) tiirevi vardir ve

bu tiirev integrallenebilir fonksiyondur.
1.1.5 Teorem: Eger f(x) € AC[a,b] igin f'(x)=0 (h.h.) ise, 0 zaman f(x)=sabit

1.1.6 Sonug: f(x),p(x) e AC[a,b]igin £'(x) ~ ¢'(x) ise, 0 zaman f(x) — @(x) =sabit

1.2. Lebesgue Belirsiz Integrali ve Lebesgue Noktasi

Oncelikle bize gereken bazi kavramlari tammlayalim.

1.2.1 Tamm: f(t), [a,b] araliinda tanimlanmis ve integrallenebilen bir fonksiyon olsun. Bu
F()=c+ [f(t)dt (@)

fonksiyonuna f(t) nun (Lebesgue anlaminda) belirsiz integrali denir.

Burada c- istege bagli bir sabittir. Buradan da goriiliir ki, bir tane f(t) fonksiyonunun sonsuz

sayida belirsiz integralleri vardir ve bunlar biri birilerinden c- sabit toplamu ile farklilagirlar.

Bu sekilde tamimlanan f(x) fonksiyonunun bazi gerekli ve onemli 6zellikleri vardir ve

onlardan:
1.2.2 Teorem: ( o ) formiilii ile tanimlanan F(x) fonksiyonu mutlak siireklidir.

1.2.3 Sonug: F(x) fonksiyonu hemen hemen her yerde tiirevlenebilirdir ve onun tiirevi f{x)

integrallenebilir bir fonksiyondur.



’

1.2.4 Teorem: []‘f (t)dt] = (F(x))’ =f(x) esitligi dogrudur.

1.2.5 Teorem: Mutlak siirekli fonksiyon kendi tiirevinin belirsiz integralidir:

Yani
F(x)=c+ j F/(t)dt
dir.

Ispat: F(x)- mutlak siirekli bir fonksiyon olsun. O zaman F(x)’ in h.h.h. yerde tiirevi vardir ve

bu F'(x) tiirevi integrallenebilir bir fonksiyondur.
$(x)=F(a)+ [F(dt ®)

diyelim. Bu fonksiyonda mutlak siireklidir(Teorem!) ve onun tiirevi integrantina esittir:
¢'(x) =F'(x) . Oyle ise ¢(x)—F(x) =sabit. Diger taraftan, ¢(a)=F(a)+0dir. Ve buna gore de
¢(a)~F(a) =0. buise ¢(x)—F(x)=0, ¢(x)=F(x) olmasi demektir. Yani, (B) formiiliiniin sol
tarafinda yazilan ¢(x) fonksiyonu F(x)’ in ta kendisidir. Dolayisiyla

F(x)=F(a) + }]‘F’(t)dt *
dir.

1.2.6 Tamm: x noktasinda f(x) = + o ve

x+h

llliino% fley-feope=0

sart1 saglandiginda x, f(t) fonksiyonunun bir Lebesgue noktasidir denir.

1.2.7 Teorem: Eger x, f(t) nin bir Lebesgue noktasi ise, o zaman bu x noktasinda

F(x) = .[ f(t)dt belirsiz integralinin tiirevi vardir ve f(x) dir: F'(x) = f(x).

F(x +h) - F(x) s

: i
ispat. - ~fx) =+ xj[f(t)—f(x)]dt,



x+h

FOx+0) - F(o) f(x) < % _ﬂf(t) — f(x)|dt

h

AF(x)
h

oldugundan, 1llin(1) =f(x),F'(x)=f(x) %

1.2.8 Not: Bu teoremin tersi genellikle dersek, dogru degildir.

1.3 Approksimativ Siireklilik

Herhangi bir dlgiilebilir E kiimesini g6z Oniine alalim. X, her hangi bir nokta ve h>0
olsun.
E(x4,h) =EN[x, —h,x,+h]=E e[x, —h,x, +h]

mE(x,, h)

dersek, bu da olgilebilir bir kiime olur. oranina E kiimesinin [x, —h, X, +h]

arahifinda “orta yogunlugu” denir.

13.1 Tamm: lim Toke:)

e , E kiimesinin X, noktasinda yogunlugu olarak adlandirilir ve

D, E seklinde gosterilir:
fim MEGo.0) _ v b

h—0 2h %o

D, E=1 olduunda X, E kiimesinin yogunluk noktasi D, E=0 oldugunda ise

seyreklesme noktas: olarak adlamr.

Ayrica belirtelim ki, bu tanimda x, € E olmasi mecburi degildir. Ve, her kiimenin de her

noktada yogunluga sahip olmasi s6z konusu degildir.

1.3.2 Ornek: E=[-2,2] olsun. X, €(—2,2) olmak {izere herhangi bir nokta olsun.
h>0,[x, ~h,x, +h] € (-2,2) olsun. O zaman

E(xy,h) =[-2,2]e[x, —h,x, +h] =[x, —h,x, +h], mE(x,,h)=2h oldugundan



DXOE=]imM=“m zh =

W0 2h h-0 2h
olur ve E=(-2,2) kiimesinin her noktasi onun bir yogunluk noktasidur.

1

1.3.3 Not: Tammu uygun sekilde degistirirsek, noktada tek tarafli yogunluk kavramim. vermis
oluruz ve bu nedenle de, -2 ve 2 noktalarinin da uygun olarak sag ve sol tarafa yogunluk

noktalar1 oldugunu goriiriiz.
1.3.4 Teorem: Olgiilebilir E kiimesinin her noktas1 yogunluk noktasidir.
$imdi bu kavramla siki iliskide olan yeni bir kavrami tammlayalim.

1.3.5 Tamm: [a,b] araligunda tammh f(x) fonksiyonu ve x, e[a, b] verilmis olsun.
Eger 6yle E c[a,b] kiimesi olsa ki, Xo onun yogunluk noktasi olsun ve f(x) fonksiyonu

da E kiimesi {izere X, da siirekli olsun, o zaman f(x), xo noktasinda approksimativ siirekli bir

fonksiyondur denir.

Bu tammdan grilliir ki, her siireklilik noktasi, ayn1 zamanda approksimativ siireklilik
noktasidir. Fakat olgiilebilir fonksiyonun hig siireklilik noktasi olmaya da bilir. Ornegin
Dirichlet fonksiyonu béyle bir fonksiyondur.

Bunun yaninda asagidaki 6nemli teorem bulunmaktadir.

1.3.6 Teorem (A.Denjoy): f(x), [a,b] araliginda verilmis 6lgiilebilir ve sanki her yerde
sonlu bir fonksiyon oldugunda, o fonksiyon [a,b] pargasimin sanki her yerinde

approksimativ stireklidir.

7L TiksEROGRETI T
BOFATRIARTTASY Ot Gt i0isk Ll



2.SINGULER INTEGRALLER VE ONLARIN GENEL OZELLIKLERIi

2.1 Singiiler integral Kavramu

Reel degiskenli fonksiyonlar teorisinin bazi analiz problemlerine uygulamalar: vardir. Bu
uygulamalar arasinda trigonometrik seriler teorisinde uygulamalarin Snemli yeri vardir. Boyle
uygulamalarda ise birkag tane genel teorem kullanilmaktadir ve bu teoremlerin ispatinda
kullamlan diisiince ve metotlar arasinda “singiiler integral” kavramimin da ayrica yeri vardir

Bundan dolay: ncelikle singiiler integral kavramimi tammlayalim[i. P. Natanson).

2.1.1 Tamm: IT,=[a<t<b; a<x<b] karesinde tanimlanmis ¢_(t,x) (n=0,1,2,3,...)

fonksiyonlari her a< a <x <B<b igin
B
lim j¢n(t,x) dt =1 )]
sartim sagladiginda bu ¢, (t,x) fonksiyonu g¢ekirdek fonksiyon olarak adlandirilir. Buradan

¢, (t,x) nin her sabit x igin t’ nin integrallenebilir bir fonksiyonu oldugu goriiliir.

2.1.2 Tamim: ¢, (t,x) herhangi bir ¢ekirdek oldugunda
b
fa(x) = [0, (t%) () dt @)

bigiminde olan integrallere singiiler integral denir.

Singiiler integraller teorisinin gesitli uygulamalari vardir. Esas problem lim f, (x) ile f{t)
n—®

fonksiyonunun t=x noktasindaki degeri arasinda ne gibi bir iliskinin olabilecegini arastirmaktir.

Agiktir ki tek bir x noktasinda f{(t) nin degerinin degigmesi f(x) in degerlerine etki etmez.
Buna gore de fonksiyonun f{x) degerinin x noktasina ¢ok yakin olan bagka noktalarda degerleri
ile herhangi bir iligkisinin mevcut olmasi gerekmektedir. Bu sekilde bir iligkiye 6rnek olarak, x
noktasinda f{t)’nin siirekli olmas1 halinde, approksimativ siirekli olmasi, x noktasinin d noktasi

veya Lebesgue noktasi olmast gerekliligi ¢ikartilabilir.



2.1.3 Ornek:

1
¢ (t X)—;m— (n—1,2,...) (3)

fonksiyonunun bir ¢ekirdek oldugunu ve t=x noktasinda (t) nin siirekli oldugu durumda

lim £, (x) = lim = _fod
e S+t (t~x)

=f(x) )

sartnin saglandigim gosterelim.(0<x<1)

n(t-x)=z degisimi yapilirsa, dt=d—Z- olur ve sonugta,
n

j¢ (6t =2 ]L 1

l+n?(t-x) 7 J 1+z

olur ve n > oo da

1 1 n(l-x) 1 ©
lim I(bn(t, x)dt = lim — =— J'
n—»o 5 n—>w I i 1+Z T cO]

N

oldugu goriiliir.
Yani, ¢,(t,x) fonksiyonu (1) sartim saglar, yani, ¢ekirdektir.

Simdi (4) bagintisinin saglandigim gosterelim. r, (x) = f, (x) —f(x) olsun.

r,(x)=f, (x)- f(x) = J.%tf(—i))dt
dir.
Oteki yandan, f(t) fonksiyonu t=x noktasinda siirekli oldugunda, Ve >0 igin dyle
8> 0 bulunur ki |t—x| <& oldufunda |f(t)—f(x)| <& olur. 0 < x — & < x + 3 < 1 oldugunu

kabul edersek,

x-8

fO-fx) 4 +£xf_f_(9__f(_x)dt+5 }MdmA +B, +C

_n

n 5'. +0%(t-x)* @ _51+n2(t~x)2 n_s 1+n*(t-x)*
r,(x)=A,+B,+C,

bigiminde yazabiliyoruz. B,, t=x noktasinda f{t) nin siirekli olma sartindan dolay: agagidaki gibi

degerlendirilebilir:
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f fO-fe f s? it
s 1+n’(t-x)* - s 1+n’ (t x)? n_m1+t2
Anve C, integrallerinde ise |t—x|> 8 oldugundan dolays,
|An|<mxf{f(t) o <22, e, L
olur ve bu nedenle de
|rn|=|fn(x)—f(x)|<s+M<2 (m>n,(e))

dir.
Bununla da (4) bagntisi ispatlanmis olur.%

Bu ispat yapilirken t=x noktasinda f(t) nun siirekli olmasi sart1 kullanildi. B6ylece n yeteri
kadar bitytik oldugunda f{t) ve f(x) birbirlerinden hi¢ farklagmaz gibidirler ve bundan dolay: da,

1
[on (&0 ()t ~£(x)
0

olur. Burada ortaya ¢ikarilan bu diigiince daha sonra daha genis olarak verecegimiz

arastirmalarm ana fikrini olugturan bir diigiincedir.

2.1.4 Teorem (A. Lebesgue):
[a,b] araliginda &lgiilebilir fonksiyonlarin {q)n (t)}‘;u dizisi verilmis olsun Oyle K sabiti
varsa ki, Vnve Vtigin

@] <K (5)

ve Vc(a<c<b)igin
lim ch»n (Yt =0 ©)
olsun, o zaman [a,b] aralifinda integrallebilir her bir f{t) fonksiyonu i¢in
lim bjf(t)wn (t)dt=0 ™

dir.
ispat: [o, B], [a, b] icerisinde yerlesen herhangi bir parca olsun. [a, B] = [a, oc]+ [a, B]
oldugundan



[]'cp,, (tydt = ‘ifcp,, (t)dt —].(P,. (t)dt

yazilir ve bir kez c =, bir kez de ¢ = a dersek, (6) sartindan gikarilir ki, sa§ taraftaki

integrallerin her ikisinin n— oo da limiti sifirdir. Buradan,
B
lim (o, (t)dt =0 (8)
n—a o

olur.

1. Simdi f(t) stirekli bir fonksiyon olsun. Ve >0 verildiginde [a,b] arahgini
Xg=a<X,<Xy...<Xn=b noktalan ile o kadar kiigiik parcalara aywralim ki, onlarin her biri igin
[f)-f(x,)|<& (te[XwXin]) olsun.

Bundan dolay: asagidakileri yazabiliyoruz.

b m-1%x-) m-1 X1
[fo.mdt=Y" [r®) -fx)lp, Bdt+ Y £(x,). o, ()t ©
a =0 x, k=0 Xy

X 41

[le®-fx ko (t)at

Xy

SKE(X ey —Xy)

m-] X4

Y [lFe - fecokn (et

k=0 Xy

buradan <Ke(b—-a) (10)

olur. Oteki yandan, (8) esitligi geregince Syle ny( € ) bulunabilir ki,n> n, oldugunda

X+ € m-1 Xi41 emM
xj%(t)dt < g;f(xk)xjcp,,(t)dt S (Jfx)<M )
olur ve sonugta
b
j’ f(ty, (dt| <e[K(b—a)+1]

elde edilmis olur ki, buda siirekli fonksiyonlar i¢in ispati tamamlar.

2. Simdi f(t) fonksiyonu &lgiilebilir smirli fonksiyon oldugu durumda (7) esitliginin
saglandigini gosterelim

Gergekten |f(t) <M olsun. O zaman N.N.Luzin teoremi geregince, dyle bir g(t) siirekli

fonksiyonu bulunur ki, mE(f #g)<¢ ve|g(t)] <M olur. O zaman (I.P. Natanson, 5.301)

11
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b b b
[, (e = [lEm-g®]e, dt+ [g(te, (0t

olur.
Fakat,

j [f()-g®], ()t < 2K Me,

E(f=g)

b
[lE®-elpa 0t

dir, teorem’e gore ise ( g(t) siirekli oldugundan)

<g (nxn,)

b
[a(o, (1t

olur, sonugta

<2KMe+e=e2KM+1) (n=n,)

b
[fwe, et

b
elde edilir. Yani, lim If(t)(pn (dt=0 dir. %

3. Teoremin her integrallenebilir fonksiyon i¢in dogru oldugunu gosterelim.

£>0 olsun. Integral mutlak siirekli oldugundan dolay: (I. P. Natanson, 5.168) &yle

8> 0 bulunur ki me <3 sartini saglayan her Sl¢iilebilir e  [a, b] kiimesi i¢in, ﬂf (t)]dt <g

olur.f(t) integrallenebilir bir fonksiyon oldugundan, sanki her yerde sonludur. O zaman
dlgiilebilir fonksiyonlarm yapi teoremlerine gore (I. P. Natanson,, s.113) 6yle &lgiilebilir sirh

g(x) fonksiyonu bulunur ki, mE(f # g) <& olur. E(f #g) kiimesinde g(t)=0 kabul ediyoruz. O

Zaman:
b b b
[ie, (0t = [[F() -2, (Vdt + [a(t)p, (vt

olur.
Fakat,

= <K,

[HOUENGL

E(f=g)

b
[lF) -l
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Oteki yandan da, yeteri kadar biiyiik n igin < g olacagindan,

b
[eho, (et

< (K +1)e

b
[f(he, (1t

olur ve ispat tamamianir. %

2.1.5 Ornek: 1) ¢, (t) = cosnt olursa, ‘Fpn(t)dt=w -0 (n—>w)
n

Cos(na)—Cos(nc)
n

2) o¢,(t) =Sinnt olursa, ISir(nt)dt— -0 (n—Hx)

ifadelerini kullanarak (ve Teorem ’ i kullanarak) asagidaki teoremi ispatlayabiliriz.

2.1.6 Teorem (Riemann-Lebesgue): [a,b] araliginda integrallenebilir her bir f(t) fonksiyonu

icin
b b
lim If(t)Cosntdt:lim J’f(t)smntdt =0
n—>w n—>wo

olur.
Ozel halde, f(t)- 27 periyothu ve integrallenebilir bir fonksiyon ise, 0 zaman onun a,, b, Fourier

katsayilan

2n
lima_ = lim jf(t)Cosmdt =0
n— n—>w b

n-o>x n—»w

2n
lim b, = lim If(t)Sinntdt =0
0

sartlarini saglar.

2.1.7 Not: £(t) integrallenebilir bir fonksiyon oldugunda, bu Snerme Z (a2 +b?) serisinin

yakinsak olmasi sonucu olarak ortaya ¢ikar.

2.1.8 Not: (7) bagintis: her integrallenebilir f(t) fonksiyonu i¢in saglandiginda {(pn(t)} zayif

anlamda sifira yakinsar denir ve @, (t) = 0(z,y) gibi gosterilir.
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2.2 Fonksiyonun Verilmis Noktada Singiiler integral ile Gosterimi

Her defasinda belirtmesek bile, ¢, (t,x) nin her bir n ve x i¢in sinirlt oldugunu
diiglinecegiz. Boylece y (x)>0 fonksiyonu bulunursa ki,

|¢n (t, x)l <y, (x) (n=0,1,2,3,...) olur. Bu durumda

b
(0= o, (5 0f()dt M

integrali her integrallenebilir f(t) i¢in vardir.

2.2.1 Teorem (A.Lebesgue): Eger;
1-) (a,b) araligindan alinmis her x (a<x<b) ve her & >0 igin [a, X— 8] ve [x +39, b]
parcalarmin her birinde ¢, (t,x) — 0(zy.) ise ve

2-) n-e bagh olmayan &yle bir H(x) fonksiyonu varsa ki,
b
_ﬂq;n (t, x)ldt < H(x) )

olsun, o zaman x noktasinda siirekli olan her bir integrallenebilir f(t) fonksiyonu i¢in,
lim f (x) =f(x) 3)

dir.
Ispat: ¢_(t,x) gekirdek oldugundan,

b
lim j¢n(t, x)dt =1

dir.

Teoremin ispatin1 tamamlamak igin,
b
lim J' [f(t) - £ ()}, (1, x)dt =0
n—w

oldugunu gostermek yeterlidir.

Bu amagla g > 0 sayisim alalim ve 6yle 3>0 bulalim ki, |t-x |[<8 oldugunda

€
3H(x)

IF(t)—F(x)] < @)
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olsun.
O zaman Vn:
x+8 e
JlE® - 00k & x)dt) < )
x-5
dir.
Oteki yandan da,
x-8 b
lim j [f(t) - £}, (£, x)dt =0, lim J' [ft) - )}, (t,x)dt =0
e a " mx+8
oldugu goriliir.

Demek ki, n>n, i¢in bu integrallerin her biri (modiilii) <§- olur.

Dolayist ile

<€ (n=n,)

b
Jle® - £Coa 6 x)dt

olur ki, bu da ispat1 tamamlar. %

Bu teorem t=x noktasinda siirekli olan fonksiyonu bu noktada singiiler integral limiti
seklinde gdsterme imkani saglar, Fakat integrallenebilir fonksiyonun higbir siireklilik noktasi
olmayabilir. (Ornegin, Dirichlet fonksiyonu). Bundan dolay1 da Teorem kendi 6nemini

diigiirmiis oluyor.

Daha biiyiik merak uyandiran, integrallenebilir fonksiyonun bagka tiirlii noktalarda
(Lebesgue noktasinda, kendi belirsiz integralinin tiirevi oldugu noktalarda (bdyle noktalara
fonksiyonun d noktalart denir ) vb.) boyle gosterimin miimkiin olmasidir, zira bu tiirlii noktalar
fonksiyonun tamm aralifint hemen hemen dolduran noktalardir. Bdyle noktalar olarak
approksimativ siireklilik noktalar1 da olabilir. Fakat, singiiler integraller teorisi igin bu tiirlii
noktalar boyle merak uyandirmaz. Nitekim, 1931 yilinda I. P. Natanson gostermistir ki her
integrallenebilir fonksiyonu biitiin approksimativ siireklilik noktalarinda tasvir edebilecek boyle
singiiler integraller yoktur.(I.P. Natanson, 5.304) Buna gére de yalmizca Lebesgue noktalar

veya d noktalar1 s6z konusu olacaktir.

2.2.2 Lemma (1. P. Natanson): [a,b ] aralifinda



16

a+h

1
M= —| f(t)dt
,,3::5.3{h frw

sartin1 saglayan f(t) integrallenebilir fonksiyonu verilmis olsun. O zaman, [a,b] araliginda

}<+oo (6)

verilmis ve integrallenebilir olan her bir azalan g(t) > 0 fonksiyonu i¢in
b
[ftecat )

integrali vardir ( t=a olugunda has integral olabilir ) ve

b
[foe(yde

b
<M. [g(t)dt ®)

esitsizligi dogrudur.

Bu esitsizlikte M sabitini azaltamayiz, zira f{t)=1 oldugunda (8) esitsizligi esitlige

doniisiir.

Ispat: Lemma da g(a)=+ o0 hali miimkiin olan bir haldir. g(a)<+co durumunda g(t) sinirh olur
ve (7) integrali adi anlamda Lebesgue integrali oluyor. Ayrica belirtelim ki, genelligi bozmadan
g(b)=0 kabul ediyoruz. Aksi taktirde,

. g(t), a<t<b
t)=
g {0 . t<b

fonksiyonunu goz oniine alir ve sonugta g (t) yerine g(t) yazardik, zira bir noktada (t=b) degerin
degismesi integrallerin deBerini degistirmez. Demek: g(b)=0. a <o <b olsun. [a, b] araliginda

g(t) smirhidir. (t=a noktasinda tehlike olabilirdi!) ve integral

b

GO ©
vardir. Simdi

F(t) = J’f(u)du (10)

diyelim. O zaman (9) integralini sdyle de yazabiliriz:
b b
[fmewat = famar
a a

ve kismi integrasyon uygularsak, buradan
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b b b
[fe(t)dt = -Fleg(or) + Fb)g(b) + [F(M-g(t)] = -F(og(o) + [F(t)dl—g(t)]

elde edilir.

Diger taraftan, (6) sartindan,

[F(t)| <M.(t -a) (11)
oldugu goriiliir.
Gergekten (10) formiiliinden —Q = —1— j f(u)du yazabiliyoruz ki, buradan da (6) sartina gore
|F(t)| 1 tJ'f(u)du =M
. t t—a .
olur.

Oteki yandan, g(t) azalandir. Oysa,
:[g(t)dt 2 g(a)(a—a) (12)
(11) det=c dersek |F(a) < M.(o.—2)| oldugundan dolayy,
[F(a)g(a)] < M(o—a)jg(o)] = Mg(a) (o —a) < M.:j'g(t) dt

g(t) azalan oldugundan (-g(t)) artan olur. O zaman (11) den aliniz ki,

b
[Ftyai-g(o)

b
<M. f(t-2) d(-g(t)

olur.

Simdi, sag tarafta olan integrali kismi integrasyon yaparak,
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b b
[t -a)d-g) =glaxa-a)+ [s(at

[+

bigiminde yazabiliyoruz. Buradan ve (12)’den de

b
Jit-a)d(-g(t)

a

< ojg(t)dt +]’g(t)dt =l:fg(t)dt

bulunur.

Boylece,

b
j’f(t)g(t)dt

a b
sM{ jg(t)dt + j g(t)dt} (13)

olur. (13)’ii biz g(b)=0 durumunda ispatladik. Fakat, yukarida da sdyledik ki bu Snemli degildir
ve (13) g(b) #0 olsa da dogrudur. Burada b= (a <B<b) alabiliyoruz. Sonugta ise

B
lim If(t)g(t) dt=0 (a—>a,p—>b) (14)

esitlifine ulagmig oluruz. Bununla da (7) integralinin varlig: ispatlandi. En sonda (13)

esitsizlifinde o — a limit alirsak, (8) esitsizligi ispatlanmus olur. %

2.2.3 Teorem (P. I. Romanovskiy): ¢, (t,x) gekirdegi:
1-) ¢,(t,x) >0 ve
2-) Her sabit n ve x i¢in t- nin fonksiyonu olarak [a,x] araliginda artan, [x,b] arahginda

azalan olursa, o zaman x noktasinda kendi belirsiz integralinin tiirevi olan her bir

integrallenebilir f(t) fonksiyonu igin
b
lim [[£(t)~£()Rpa (8 x)dt = 0 (15)
esitligi saglanir.
Ispat: ¢, (t,x) gekirdek oldugundan dolay:

b
lim I[f(t)—f(x)]q)n(t,x)dt =0 (16)



oldugunu ispatlamak yeterli olur. Bunun i¢in ise bu ifadede olan integrali [a,x]ve [x,b] olmak

lizere iki parga halinde integrallere aywralim ve onlardan ikincisi tizerinde duralim.

f(t) kendi belirsiz integralinin tiirevi oldugu i¢in, Ve >0a gore dyle & > 0 buluruz ki,
0<h< 3 oldugunda

x+h

- Ji - oo

<€

sart1 saglanir.

Lemma geregince

x+3

[tecy - o8, (¢, x)dt

x+5

b
<& [ ¢a(tx)dt <& [¢a(t,x)dt

a

dir.
Diger bir taraftan ¢,(t,x) gekirdektir. Buna gore de,

b
lim J’¢n(t, x)dt =1

olur.

Limitler teorisinden bilindigi gibi sonlu limiti olan ifade sinirlidir. Demek ki dyle K(x)

bulunabilir ki,
b
[ba (6 x)dt <K(x)

olur. Bdylece,

x+3

J' [£(t)—F(x)1,, (t, x)dt| < K (x) (17)

elde edilir.

Oteki yandan, x +8 <t <b olursa o zaman,

x+3

0 (1) S0, (48,053 [ 4, (60 <0

S

(18)

olur.
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Demek ki, ¢,(t)=4¢,(t,x) fonksiyonlar: [x +5,b] araliginda diizgiin sinirhdir. ve 2.1.4
Lebesgue teoreminin (5) sartim1 saglarlar. O teoremde bulunan (6) sart: da saglanir ¢iinkii
o,(t,x) cekirdektir. O zaman ¢, (t,x) fonksiyonlart [x +8,b] araliginda zayif anlamda sifira

yakinsar ve yeteri kadar biiyiik n ler i¢in

IJj[f(t) ~£(x)1p, (t,x)dt| <€
x5
elde edilir.
Boyle n ler igin ((17)’ye gore)
hﬂo—ﬂmnxnnm<anqg+u
olur, yani;
lim ?[f () —£(x)]9,, (t, x)dt =0. 19

[x,b] parcast iizerinde ispat tamamlandi [a,x] iginde benzer sekilde ispatlanir. %

2.2.4 Ornek:

b
W_(f,x)= % J‘e 260 fpyde
T

a
formiilii ile tammlanan ve K. Weierstrass singiiler integrali olarak adlandirilan integrali géz

Oniine alalim.
b0 (%) = W, (6,%) == expf- 0 (t-%)?
Jr

fonksiyonu ¢ekirdektir, zira a < x <8 oldugunda,

g n{B-x) ©
Wt 0dt=—=. [ dz—> [e'dz=1
a n n{e-x) -0

Wi(t,x) >0 ve a <t <xoldugunda artan x <t <boldugunda ise azalandir. Demek ki V f(t)eL
igin kendisi belirsiz integralinin tiirevi oldugu her x noktasinda lim W_(f, x)=f(x) %
2.2.5 Tamm: Her bir x igin y(t,x) fonksiyonu [a,x] araliginda artan, [x,b] araliginda azalan bir
fonksiyon ise ve

|6(t, x)| < w(t, x) (20)

sarti da saglanirsa o zaman y(t, x) , ¢(t, x) fonksiyonu igin “konveks bir tist simr” adim alir.
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2.2.6 Teorem (D. K. Faddeyev): ¢_(t,x) gekirdegi her n i¢in y_ (t, x) konveks bir iist simra

sahipse ve
b
Iwn(t, x)dt < K(x) < +o0 1)

ise (K(x), yalnizca x-e baghdir), o zaman t=x Lebesgue noktast olan her bir f{t) <L fonksiyonu
i¢in

b
lim If(t)d)n(t, x)dt = f(x) (22)

esitligi saglanir.

Ispat: Romanovskiy teoreminde oldugu gibi burada da (19) esitliginin dogrulugunu ispatlamak
yeterlidir. Ve>0i¢in 8>0 varki, 0 <h <8 oldugunda

x+h

% fiE®-foldr <e

olur.

Lemmay1 uygularsak,

x+8 x+8 x+8
j {£()~ TN, (4, x)dt] < j E) - fCOlw, (L, x)dt <& j’ W, (1, x)dt <X (x)
elde ederiz.

Diger taraftan [x +3,b] araliginda ¢, (t) = ¢, (t,x) dizisi zayif anlamda sifira yakinsar, giinkii

t e [x +8,b] i¢in

1 x+8 K(X)
|¢n(t,x)|S\pn(t,x)S\pn(x+8,x)sg. [watxdt < :

(18)

dir.
Bdylece, Romanovskiy teoreminin ispatinda oldugu gibi (18) sart1 yeniden ispatiand.
Romanovskiy teoreminin (18) den sonraki ispatin1 tekrarlayarak, burada da teoremin ispatim

bitirmig oluruz. %

2.2.7 Not: D. K. Faddeyev, 2.2.6 Teorem’inin sartlarimn hem de gerekli oldugunu géstermistir:

tcmocm




t=x noktas1 Lebesgue noktast olan her f{t)e L fonksiyonu igin (22) esitliginin saglanmasi igin

(21) sartin1 saglayan y_ (t,x) konveks bir tist sinirinin var olmasi gerekli ve yeterlidir.

[Faddeyev D. K.]

22
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3. SINGULER INTEGRALLERIN TRIGONOMETRIK SERILER TEORISINDE
UYGULAMALARI

3.1 Dirichlet Operatorii ve Onun Yakinsakhk Problemindeki Yeri
2 periyotlu f(x) fonksiyonunu goz dniine alahm. f(x)e L' (0,21) =L’ oldugunda, onun Fourier
katsayilart

a, =—71; If(x)dx, a = If(x)cosnxdx, b, =% jf(x)sinnx dx, (1)

al-

formiilleri ile hesaplanabilir. Bu katsayilar1 kullanarak f(x) in trigonometrik fonksiyonlar

cinsinden bir seri agilimi1 yazilabilir.

f(x)~a7°+z (2, coskx +b, sinkx), @)

k=1

Her seride oldugu gibi, bu serinin de yakinsaklik probleminin ayrica incelenmesi gerekir.

Yakinsaklik problemi { S, (x)} kismi toplamlar dizisinin yakinsaklit ile belirlenir:
s,,(x)zs,,(f;x)=a7°+z (a, coskx + b, sinkx), 3)
k=1

{ S, (x)} dizisi yakinsak oldugunda (2) serisi yakinsaktir denir. Fakat burada s6z konusu
lim S, (f; x) =f(x) 4)

esitliginin saglamp saglanmamasi probleminin aragtiritmasidir.

Boylece, esas inceleme objesi olarak S (f;x) kismi toplami ortaya ¢gikmig oluyor.

Burada birinci olarak yapilacak is S, (f;x) i¢in limiti incelenebilecek uygun bir formiiliin

bulunmas: igidir. Bunun igin S, ifadesinde ao,ay,be katsayilarinin (1) formiilleri ile bulunan

ifadeleri kullamlir. Sonugta, asagidaki iglemleri yapmus oluyoruz.

S, (£;%) =% [ectyat +71£ few Z [ cos kx. cos kt +sin kx.sin kt ]dt
- - k=1

- %:T[f(t) B +k21: cosk (x - t)]dt )

Simdi integral altinda olan
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D, (u)=l+ Zcos ku
2 &
toplamim: hesaplayalim — daha basit bir hale déniistiirelim. Bellidir ki,
. 1 . | . u
sin| k +— [u —sin| k — = ju =2sin —.cos ku k=123,..,n)
2 2 2
. u . u
sin— = sin—
2 2
bu esitlikleri taraf tarafa toplarsak, sonugta

sin(n+l u=25inE l+z:cosku
2 212

k=1

esitligine ulasiyoruz ki buradan da

sin(n + %)u
D, (v)=——%
2sin

2
elde edilir. bu ifadeyi de (5) de dikkate alirsak,

,, sin(n + l)(t —X)

S (F;x)=1. [fOD, (x - tyat =14 [f dt
11 T . t—x
- -x 2sin ——
2
olur. Dolayisiyla,
. sin(n + %)(t -X)
S, (f;x)=—. J’ f(t) dt (6)
T . t—x
-n 2sin =

formiilii ispatlanms olur.

Bu formiile Dirichlet formiilii denir. Goriildiigii gibi, ashnda burada

f(t) > S, (f; x) seklinde bir operator s6z konusudur ve buna da Dirichlet operatérii denir.

Eger f(t)=1 olursa, a,=2, a,=b,=0 (n>1) olur ve bu nedenle de S,=loluyor. Bunu da (6)

formiiliinde dikkate alirsak, sonugta:
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. 1
" sm(n +— )(t -X) | sm(n + E]t
—. . dt=1 veya -—. J.—t——dt =1 @)
Ta o 2sin—— T& 2sin-

2 2

formiiliine ulagsmis oluruz.

Bu ise gosteriyor ki D_(x,t)=D_(x-t)=4¢,(x,t) bir ¢ekirdektir ve fy(x)= Sy(f;x)
dir.

Simdi kargimuza ¢ikan problem
lim S_ (f; x) =f(x) (8)
esitliginin saglanip saglanmadiini incelemek problemidir.

(6) esitligi ile tanimlanan integral de aslinda bir singiiler integraldir. Bu integralin n — « da f(x)

e yakinsak olmast igin

2sint_—x
2

" sm(n + 2)(t X)
Sa (%)~ f(x)=—. ﬂf(t) —f(x)] dt ©)

farkimn sifira yakinlagmasi gerekiyor.

Sag tarafta 6nce t-x=u, t=u+x, dt=du d6niisiimii yapilirsa,

i sm(n + 2)
S, (£; %)~ £(x) = % JlEc + %)~ fO0}——22du

2sin —
2
elde edilir. Burada da -;—=t dersek, du =2 dt olur ve sonugta
1 % sin(2n + l)t
S (F;%)— f(x) =—. j’ [f(x +2t) - f(x)———L gt (10)
T sint
72
elde edilir.
Elemanter doniigiimler yaparak, bunu da
sin(2n + l)t
S, (5 %)~ f(x) =—. j [fox+20 - 26+ fx - 20 =—=dt (1)
sin

sekline doniistiirebiliyoruz.
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Bu formiilden goriildiigii gibi, sag taraf yalnizca
sin(2n + )t
sint

<M oldugunda [S, (f;x)]<M.A, olur bu ise

d ()=

ifadesi n-e baglidir ve agikg¢a goriilir ki,
S, (f;x)-f(x)—>0
’de

P
x“=3ﬂ$m?”4”m
T sint

sabitinin roliiniin ne derece de 6nemli oldugunu géstermektedir. Bu sabite Lebesgue sabiti

denir.

Oncelikle bu sabiti degerlendirelim.

[ofﬂ-o LAy
201 | "2@n+D) | {2(2n+1)°2

n
2(2n+l1)

| + ? =1, +1,
0

olsun. O zaman,

>
]
2N

2(2n+1)

olmak iizere iki integrale ayirabilir ve bunlari da ayrica degerlendirebiliriz.
I de [sin(2n + Dt|<(2n + sint ifadesi kullanilirsa,

n

2(2n+1)
9 Idt=2n+]. 2% _
0

2=1

2_% I |sm(2n +1)t|dt 2n ]
T

1
sint T . 2(2n+1) 2

0

I de |sin(2n + l)t| <1 ,sint> —2~t ifadesi kullanilirsa,
T
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A !
12=3 I s'"(z,"“)tdtsﬁ.z j‘ ﬂ:lntFZ“ =2 -m—"_|=mn+1y
T sin t 2 t 3 2 2(2n+1)
n T (2n+1)
2(2n+1) 2(2n+1)

2 +l<e (n >2)den 2n+1< n.e ve In(2n+1)<In (n.e)=1+In n olur ve sonugta < 1+In n olur.
n

Buna gére de A, <! +Inn olur ve buradan goriiliir ki, A, smirh degildir ve A, —> o (n — )
Simdi, t=x noktasinda f(x) siirekli olsun. O zaman £ >0 i¢in & >0 vardir ki,

[x+2t—x|=[2t] =2]t| < 2.5 oldugunda |[f(x +2t) - f(x)| <& olur. buna gore de (10) dan

sin(2n + 1)t
sint

|Sn(f;x)—f(x)|s—[ ﬂf(x+2t) £ dt + j [£(x +2t) - £(x))
ft|>8

S .
., j-sm(2n+1)t|dt M. “‘ {S_m(z.ﬂl_)t’dt Sl(8+2M)-}\-n
3 sint > sint n

Boylece V f(x)eC;, fonksiyonu igin,

sin(2n + l)t
sin t

olur.

£+2M

IS, (f;x) - £(x)| < A, <c(1+Inm)

elde edilir ki, buradan da (8) esitligi glkarllamaz.

Su ana kadar sdylediklerimiz kamtlar ki, V f(x)eC}, i¢in S, (f;x)— f(x) bagntisinin
dogru oldugunu sdyleyemeyiz. Yani, t=x noktasinda f(x)’in yalmzca siirekli olmasi Fourier
serisinin onu fireten f(x)'e yakinsayacafim sdylemek imkam vermez. Buna goére de, f{x) ek
birka¢ sart1 saglamahidir ki bu problem diizgiin bir sekilde ¢6ziilebilsin. Bununla ilgili birgok

¢aligmalar vardir ve biz bunlardan yalmzca su teoremi verelim.

3.1.1 Teorem(Lebesgue): 2 periyotlu f(x) fonksiyonunun, derecesi <n olan trigonometrik

polinomlarla en iyi yaklagim E; ¢

E,(f)=

n
t, =a, +Z(ak cos kx + b, sinkx)
k=1

olursa, 0 zaman her x noktasinda
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IS4 (F;x) = f(x)| <(3+In n).E; (f) (12)

esitsizligi saglanir.
3.1.2 Sonug: Eger bir f(x) fonksiyonu i¢in

lim|in n.E, (F)]= 0 (3)

sart1 saglaniyorsa, o zaman onun Fourier serisi f(x)’e diizgiin yakinsar.

3.1.3 Sonug: V f{x) e C,, i¢in
1S, (F;%) —F(X)| <K.3+In n).w(f;g) (14)
esitsizligi saglanir, burada
o(f;8) = ;Tlsg"f (x+h)-f(x)|= ;Tg;{'?ff(lsn (£;x)-f (x)l}

seklinde tanimlanir ve f(x)’in siireklilik modiilii olarak adlandirilr.

Buradan da goriiliir ki, (13) sart1 yerine
lim [ln n.o(f; l)} =0 (15)
n—>w) n

sart1 kullanilabiliyor ki, bu da pratik agidan daha 6nemlidir.

3.2 Fejer Operatorii ve Onun Verdigi Yakinsakhk

Bir dnceki bolimde gordiik ki, her stirekli f(x) i¢in Fourier kismi toplamlar dizisi o seriyi
iireten fonksiyona yakinsamaz. Bu problemle iliskili olarak Fejer yeni bir operatér olusturmus

ve bu operatdriin s6z konusu olan problemi ¢6zebildigini gdstermistir.

“Fejer toplam1” denilen toplam
o, (x)=0,(f;x) =l[so(f; x)+S,(F;x) +...+S,_,(f;x)] )
n

seklinde tanimlamr.

3.1 deki (6) formiiliinii kullanarak, o, (x)igin



29

n~|

. D sin(k+ %)(t -x)

1 -
o, (X)=—. jf(t). k=0 dt
2m sin t-x

formiiliinii elde ederiz. Diger taraftan da,

n-1 S 2

sin(2k + u = U *)

= sinu
dogrudur.
Simdi (*) formiiliinii dikkate alirsak,

n 2
;" Sin —(t-x)
o, ()= [f(t) —2 dt @
2nn

-n Sin-(t-x
2( )

formiiliine ulagmis oluruz.

(2) integraline Fejer singiiler integrali denilir.

1. f(x)=1 oldugunda o (I;x)=0,(x)=1. Gergekten, f(x)=1 fonksiyonunun Fourier
serisi f(x)= 1+0+0+. . . + oldugundan Vk i¢in Si(x) =1 ve bu da o, (x)=1 olmasi
demektir.

2. f(x)20 oldugunda o, (x) >0.
3. [f(x)|<M oldugunda [o, (f;x)|=|o, (x)|<M.

3.2.1 Teorem (Fejer): Her bir siirekli ve 2 m periyotlu f{ix)( V f{x) € C3._ ) igin
limo, (f;x)=f(x) (dy.) 3)
dir.

Ispat: Once o, (x) ifadesini gereken sekle doniistiirelim:
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2 2
nt nt
! Sin —

() =——]| [f(x+1) 2 dt + [fox+ ) —2-| dt
2n% - Sin t 0 Sin1
2 2

=]
£
=1

i
Bl

. . nt

B SmE n Sin - -
= jf(x—t) dt+J'f(x+t)
nm .t .

0 Sm—2~ 0 Sin -

2

n Sin —

t=2u
f(x+t)+f(x—t dt
OI[(x )+f(x~1) (dtﬂduj

2n t

Sin —
2

_ L j[f(x+2t)+f(x zt){s‘m‘t} dt
Sint

Yani,
% Sinnt
o, (x)=— j f(x +2t) + f(x — 2t){ ] dt )
Sint
dir.
Diger taraftan:

olur. Bu ifadeyi f(x)’e (;arpahm:

fio=— j 2f(x ){S‘“ ‘:‘) dt ®)

(4) ve (5) den

o, (%)~ f(x)_— j F(x +26) = 26(x) + F(x — 2)] S “t] it (6
olur.
Sag taraftaki integrali [0, 8] ve [8,;} parcalarn iizerinde iki integrale ayiralim:

=0, (x)—-f(x) =]+, diyelim:

5
=L7t5[ [2=L2
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f(x) siirekli oldugundan Ve>0 igin Syle >0 bulunabilir ki, Ix'—x"l<28 oldugunda,

If(x") - f(x")| <% olur. I=I;+I; de kullamlan §>0 burada bulunan § olarak segilmistir. O

zaman
[f(x +2t) - 2f(x) + f(x - 2t)] <&

olur. Buna gore de

s/

1 as 2
<& | Snnt g _®
nx ; Sint nxw

5 . )
hll = _nln ﬂf(x +2t) - 2f(x) +f(x - 2t){sslf;rit] dt
0

Nl§
N,

Iz ’de
fx +20) - 2f(x) + f(x ~2t)] <4 M ( M=Maxf(t)| )

dir.

Diger taraftan, § <t <g oldugunda |sint|>sin3,

sinnt| <1 oldugundan

B e 2
IIZIS4.M.J'{SIf1nt dt< AM 7 _ 2.1:/1 .1<§_
nw J| Sint nmsin?d 2 sin’8 n 2
olur.
Yani, n >——— gibi segilirse, |12|<E oluyor.
£.5In° & 2

£.sin? &

Hepsini toparlarsak, n >

|

diizgiin olmas1 demektir. %

igin o, (x) - f(x)| <& olur ve buradan da

aM
25

- } +1=n,(e) sayisimn yalmzca ¢’a bagh secilebilecegi goriiliir. Bu ise yakinsakligin
e.sin

3.2.2 Not: [spat edilen bu tecorem K. Weierstrass teoreminin bagka bir ispatidir.
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Fakat, singiiler integraller i¢in 2. b6liimde verilmis olan teoremlerin bir sonucu olarak

¢ikartilmas: da miimkiindiir.

o, (x) integralinin D. K. Faddeyev teoreminin biitiin sartlarim sagladigim gosterelim. Her
seyden once f(t)=1 diyelim. O zaman a=2, a,=b,=0(n>1) olur ve S, (f:x)=1(n=0,1,2,...)
oldugundan o, (x) =1 oluyor. Buna gore de (2) formiiliinden gériiliir ki,

2

.. n
1" SmE(t—x)

nn .1
-o Sin—(t—x
mz( )

- dt=1 0

dir.
Bunu dikkate alirsak (2) den, |f(x)| <M oldugunda |o,, (f;X)| <M olacag: goriilmektedir.

Simdi herhangi bir, xe (—x, %) noktasi alalim ve —t<a<x<B<n olsun. Vte[-m, a] igin,

L L — =A(x,0)
Sinza(t—x) Sinzi(a—x) Sinzi(—n—x)
Dolayist ile,
2
a Sin L (t—x)
L oo —2— | arA%)
"M % | Sin—(t-x) n
2
burada A(x,ct) ifadesi n- ye bagh degildir.
Son eyitsizlikten goriiliir ki,
n 2
a] Sin —(t — x)
lim ! 2 dt=0
n 20 3 Sin S-%)

olur.

Benzer gekilde,

1" Sin-t}(t—x)
lim — f dt =0
"R ety Sini(t—x)

oldugu da ispatlanir.
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Oteki yandan (7) formiiliinii,

seklinde yazarsak,

oldugu ispatlanmis olur.

Biitiin bunlar da gdsteriyor ki,

n
Sin —(t—
m2( x)

=0, (t,x)
207 | gin %(t —x)

bir gekirdektir.

Simdi bu ¢, (t, x) i¢in konveks bir fist simir olusturalim. Bunun i¢in VueR oldugunda

> 2—1—2 ve sin’u<1 oldugundan

|Sin u|<|u| oldugundan, >1 yazariz ve buradan

sin“u u sin” u
da iki esitsizligi taraf tarafa toplarsak,
2
- 12 21(1+L2J=u—-:1, sin? u <2 >
sin“u 2 u 2u l+u

esitsizligine ulagmis oluruz. Simdi u = ) dersek son esitsizlikten,

n(t—x
2
20(t-%) _ 2n?(t —x)?2

S 2
2 n(t Xx) +4

®

aliyoruz.

Oteki taraftan, |ul sg oldugunda [Sin u ZEM, yani,
T

.ot
Sin?

x Zan(t_x)z ©)
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(8) ve (9) dan dolays,
2
Sin = (t—x) 2
1 3 1 2n%(t—x)? n’ nn
2nx Sin%(t—x) T 2nm n?(t-x)2+4 (t-x)2 n?(t—x)? +4

olur. (9) esitsizliginde t-x sg olmasi gerekmektedir. Fakat

t-x > ki olabilir. Bu aslinda
2 2

sonuca etki etmez. Gergekten, a = max{—— T, X — 1:}, b= min{n, X+ n} diyelim. O zaman,

2

| »/Sin B t-x)
c, -c;-—:cn—z . % dt — 0(n — )
M2l Sin _ (t—x)
2
... - t=x|_|o. —7m—x]
oluyor. Ornegin, —x <t <a oldugu durumda |Sin 3 IZ Sin 5 | olur.
Bu nedenle de biitiin islemleri o, iginde yapabiliyoruz.
Dolays ile,
nx
(%)= o —
M n?(t-x)* +4

ifadesi, ¢, (t,x) igin konveks bir iist siurdir.

n

J' nx dt ]‘ ndt
<
n(t-x)>+4 244

T 2
T

t,x t = = —
_j;\u( X >

-0

-
nz
Yani, D. K. Faddeyev’in teoreminde olan K(x)= -5 < oluyor ve o teoremin biitiin sartlar

saglanmis oluyor, sonug olarak,
lim o (f;x) =f(x) (h.h.h.)
n-—>w

esitligi saglanmig oluyor.
Dolayisiyla, D. K. Faddeyev’in teoreminin sonucu olarak agagidaki teoreme ulagmis oluyoruz.

3.2.3 Teorem (L. Fejer — A. Lebesgue): Vf(x)e L"l (-m,m) i¢cin hemen hemen her x
noktasinda
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lim o (x) =f(x) (10)
dir.
Bu esitlik her Lebesgue noktasinda , 6zel halde f(t)’ nin [-m, n]iginde yerlesen her siireklilik
noktasinda saglanir. Gergekten fe L fonksiyonu i¢in sanki her x € [, ®] noktasi Lebesgue

noktasidir. Her siireklilik noktasi da Lebesgue noktasidir.

3.2.4 Not: f(x)e L’,(-n,m) =L’, oldugunda Parseval formiiliinii kullanarak ispatlayabiliyoruz ki

Fourier katsayilarmin tiimii sifir ise, f{x)~0 olmas: demektir. Simdi f(x)’in L'2 den alinmasi

kosulu kaldirilabilir ve agagidaki teorem bu durumda gergeklenir.

3.2.5 Teorem: Eger integrallenebilir bir f(x) fonksiyonunun biitiin Fourier katsayilan sifir ise, o

zaman bu f(x) sifira denktir.

Gergekten, bu durumda a;=a,=b,=0 oldugunda S, =c, =0 olur ve  hemen hemen her

yerde f(x)= lim o, (x) =0, yani f(x)~0 olur. %
n—e®
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4. TRIGONOMETRIK SERILERDE TEK OLMA PROBLEMI
4.1 Schwarz Anlamnda Tiirev Ve Fourier Serilerinde Tek Olma Problemi

1. Biz bu boliime kadar herhangi bir fonksiyonun trigonometrik seriye agilimi, bunun
miimkiin olup olmamasi, yakinsaklik problemlerine deginmistik. Simdi trigonometrik
seriye agilimin tek degerli olmasi (veya olmamasi) problemini, boyle agilimin tek olmasi
problemini gbz 6niine alacagiz. Bunun igin ise fonksiyonlar teorisinde 6zel 6nem tasiyan

bilgilere ihtiyacimiz vardir. Bu bilgileri kisaca verelim.

4.1.1 Tamm: x noktasmin herhangi bir komsulugunda tammlanmig F(x) fonksiyonu igin

iy FOH D) —F(x—h)
h—>0 2h

limiti varsa, bu limite F(x)’in x noktasinda Schwarz Tiirevi denir ve F®(x)gibi gosterilir.
Belirtelim ki, x noktasinda adi anlamda F (x)tiirevi varsa, o zaman F® (x) Schwarz tiirevi de

vardir. Gergekten

F(x +h)—F(x-h) _l[F(x+h)—F(x) N F(x—h)—F(x):I
2h 2 h —h

esitliginde limit alirsak (h—0), F"(x) = -;—[F'(x) n F'(x)]= F(x)olur.

Fakat,bunun tersi dogru degildir. F"(x) tiirevinin var olmasi F (x) tiirevinin varolmasin

gerektirmez.

4.1.2 Ornek: F(x) = | x | fonksiyonu igin x=0 noktasinda F'(0) tiirevinin olmadig bellidir.
F(0Y’in var oldugu ve F'(0)=0 oldugunu gésterelim.

Gergekten,

F(0+h)-F(0—h) [0+h|-|0-h| h-h
2h 2 2h

F(0+h)—F(0—h) _
2h -

0

=O:>F“)(O)=lllin(1)

dir. %

4.1.3 Ornek: f(x)=x.Sin 1 fonksiyonu igin f(0) tiirevi yoktur. Fakat f"(0) Schwarz tiirevi
X

vardir. Gergekten,
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. . N 1
%[f(0+h)—f(O—h)]=%[(0+h)SmO—j_h-—(O—h)Sm O—h}
= %[hsm %-h.sm ﬂ = %[Sin %—Sin ﬂ =0,
olur. Yani,
£ (0) = 1111251)%[1%0 +h)-f(0-h)]=0
dir. X

as w oo

Orneklerden de, goriildiigii gibi, Schwarz tiirevi kavrami adi tiirev kavraminin genellegmesidir:

f(x) tiirevi olan fonksiyonlar smifi f’(x) tiirevi olan fonksiyonlar sinifin bir alt kiime olarak

kapsamaktadir.

4.1.4 Tamm: x noktasmin herhangi komsulugunda tamiml f(x) fonksiyonu i¢cin

lim f(x+h)-2f(x)+f(x~h)
h—>0 hz

limiti varsa ona f(x)’ in ikinci mertebe Schwarz tiirevi denir ve £O(x) gibi gosterilir.
Gosterelim ki, adi anlamda £7(x) tiirevi olan fonksiyonun fO(x) tiirevi de vardir ve

fO(x)=f"(x) dir. Gergekten, f(x) tiirevinin var olmasi f'(x) tlirevinin varolmasim
gerektirmektedir. f{x+h)+f(x-h)= o (h) diyelim.

O zaman,
f(x+h)-2f(x)+(x-hy= ¢ (h) - ¢ (0)

olur. Burada, iki fonksiyon orani i¢in Cauchy teoremini uygularsak,

f(x+h)-2f(x) +f(x—h) _ @(h)—¢(0) _ 9'(c)

(0<c<h :>0<%<1; 9:%; c=0.h)

h? h? 2he
oldugundan,
f(x+h)-2f(x) +f(x—h) _ o (6.h)
h? 2.h0
dir.
Boylece f(x+h)-2f(x)+f(x—h) _ f'(x +6.n)—f'(x-6.h) ve buradan h—s0da

h? 2h0
fOx)=f"(x)-*
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f(x) = J.t.Sin%dt fonksiyonunun f"(x) tiirevi yoktur. Fakat f'(x)=x.Sinl oldugundan, bu
X
0

fonksiyonunda Schwarz tiirevinin oldugunu yukarida gérmiistiik. Yani, f"(x)yoktur, f”(x)ise

x=0 noktasinda vardir.

4.1.5 Teorem(G. A. Schwarz): [a,b] araliginda tammli ve siirekli f(x) fonksiyonu i¢in

Vx e(a,b): fO(x)=0 sart1 saglanirsa, o zaman f(x) lineer bir fonksiyondur.

Gergekten ispatlanabilir ki, teoremin sartlarim saglayan f{(x) fonksiyonu
f(x)=f(a) +f(—bg-_—f(—al.(x —a)
-a

seklinde gosterilebilir.

2. Simdi fO(x) Schwarz tiirevi belli oldugunda f(x) ilkel fonksiyonunun bulunmasi

problemini g6z 6niine alahm.

4.1.6 Tamm: Oyle {h, >0;h, — 0} dizisi varsa ki,
i £+ 1) =2f () + f(x ~h,)

n—w hg

A=

olsun. O zaman A sayisina f{(x) in x noktasinda Schwarz tiirev sayist denir.

Kolayca gosterilebilir ki, her bir f(x) in her bir x noktasinda Schwarz tiirev sayilar vardir ve x
noktasinda fO(x) ikinci mertebe Schwarz tiirevinin olmasi igin biitin A Schwarz tiirev

sayilarinin birbirlerine esit olmas1 gerekli ve yeterli kosuldur

4.1.7 Teorem (S. J. Valle- Poussin): [2,b] araliginda siirekli ve (a,b) arahifinda O (x)=fx)

tirevine sahip bir F(x) fonksiyonu verilirken, f(x) her yerde sonlu ve integrallenebilir

oldugunda,

F(x) = ]dt tjf(u)du +Ax+B= xjdt ]F(')(u)du +Ax+B (1)

formiilt dogrudur.
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Ispat:

f(x), f(x)<n
n

lfeol, =<p,.(x>={ , f0>n

fonksiyonlarin1 g6z oniine alalim.
o (%) <[F(x)| 2)
oldugundan |q)n (x)I e L, dir. Simdi,

8.0 = [t fo, (u)du ve | R,(0=F()-0,(x)

t
diyelim. J-(pn (u)du =y, (t) siirekli oldugundan Vx €[a,b]igin

6,00 = o, (u)du

olur.
Bu formiiliinde sag tarafi, sanki her yerde ¢, (x)’e esit olan tiireve sahip oldugundan, sanki her
X igin
b (x)=0,(x)

dir.
O zaman, bu gart1 saglayan x noktalarinda ((2) sart1 var!)

RI(0)=f(x)-9,(x)=0
olur.
Dolayisiyla, R.(x) in hi¢ degilse bir tane negatif 2.Schwarz tiirev sayisinin mevcut oldugu
noktalar kiimesinin dlgiisii sifirdir.

Diger taraftan, Cauchy formiilii geregince

0, (x+h)=2¢,(x)+0,(x~h) _¢,(x+6h)-¢,(x~6h) 1 *'F
h? - 26h ~20h [odu<n

x—0.h

olur ve buna gore de,

R,(x+h)~2R, () +Ry(x~h) | F(x+h)~2F(x)+F(x-h) _
h? - h?

elde edilir.



40

Buradan da goriiliir ki, Ry(x)’in higcbir 2. Schwarz tiirev say1si - ’a esit degildir. O zaman
Ri(x) konkav bir fonksiyon olur. Diger yandan n—»>oda ¢, (x)— f(x).Bundan ve (2)

sartindan dolay1 B.Levi teoremine gére

t t

j o, (u)du — j f(u)du .
dir.
Fakat,

t b

I(pn (u)duj < J. | (u)|du
olur.

Bu nedenle de, her bir x i¢in
X t X t
6 () = [dt [0, (wdu — [dt [f(u)du

dir.
Demek ki,

X t
RE)=F(o- [dt [f(u)du
oldugundan bu R(x), Konkav R,(x) fonksiyonlarinin limiti olarak konkavdir. Yani Vx,,x, igin

R(i“;l) s%[R(x,)+R(x2)] 3)

dir.
Eger F(x) yerinde —F(x) goz &niine alinms olsaydi, f{x) yerinde —f(x) gelirdi ve bununla da R(x)

isaretini degistirmis olurdu ve bu nedenle de (3) yerine

R(x' +x2)Z R(x,)+R(x,)

5 5 4)

olurdu. (3) ve (4)’den ise

1
R[%};[R(x])m(xz)]

olacag elde edilir.

Buradan ise Vx € (a, b) ve yeterince kiigiik h>0 igin

R(x+h)-2R(x)+R(x-h)=0 ve demek ki R’ (x) =0
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olur. Burada da Schwarz teoremine gore
R(x)=Ax+B

alinir ki, buradan da

F(x)— ]dt ]-f(u)du =Ax+B

F(x) = ]dt t_[f(u)du +Ax +B

a a

formiilii gergeklesmis olur. %

4.2 Fonksiyonun Trigonometrik Seriye Agihmimin Tek Olmasi

1. Bu boliimde agiklamak istedigimiz problem sudur: Verilmis olan bir fonksiyon kag degisik

yontemle trigonometrik seriye agilabilir.(Eger boyle agilim miimkiinse!)
f(x), R=(- 0 ,+0 ) ekseni Gizerinde taniml1 2 t periyotlu fonksiyon olsun.

4.2.1 Teorem: Eger R iizerinde tamumli f(x) fonksiyonu diizgiin yakinsak olan bir trigonometrik

seriye agilabiliyorsa, o seri f(x)’ in Fourier serisidir.

4.2.2 Yorum: R ekseni {izerinde tanimh ve 2 = periyotlu f(x),R de diizgiin yakinsak

f(x)=32°—+2(akCoskx+kainkx) 1)
k=1
serisine agilabilirse, o zaman a,,ay, by katsayilari f(x)’in Fourier katsayilaridir.
= l J- (x)dx, a, l J- (x)Cosnxdx, = -1— J‘ (x)Sinnxdx, )
TC x T i b1 S

Gergekten, (1) esitligini Cosnx,Sinnx fonksiyonlarma ¢arptiZimizda onlarin diizgiin
yakinsakligi bozulmaz ve demek ki, onlari terim terim integralleyebiliyoruz ve sonugta (2)

formiillerine ulasabiliyoruz. %

Boylece, diizgiin yakinsak trigonometrik seriler igin tekbir olma problemi 4.2.1 Teorem

ile ¢oziilmiis olur.
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2. Simdi daha sonra bize gerekli olacak bir dnerme verelim:

4.2.3 Lemma (B. Riemann):

a +a,+a,+--a,+---=S 3
yakinsak seri oldugunda.
Sinh \ Sin2h ) Sinnh \?
a,+a,|— | +a, +eetay | —— | 4+ 4
h 2h nh
serisi de her h # 0 igin yakinsaktir ve onun toplami S(h) fonksiyonu
. - 3
limS(h) =S )

sartini saglar.
Ispat: (3) serisi yakinsak oldugundan a, —0 (n—> ) olur ve dyle M>0 sayis1 bulunur ki,
vn: fa,|< M olur. O zaman, (4) serisinin genel terimi

(. ]2
n
nh

M
<=7 (0 (6)

sartin1 saglar ve onun yakinsak oldugu ispatianir.

Simdi,

0 «© . 2
rn =Zaka rn(h)=zak(st:h)
k=n

diyelim. Ve >0 igin n=n(€ ) bulunur ki, k> n oldugunda |r, | <& olur. Bu n sayisini sabit olarak

tutalim ve sona kadar degistirmeyelim ay=ri-ry:; oldugundan

2 Sinkh )’
=3, - +)[ );
T kznrk rkl kh

_(sinmh)? & |(Sinkh)* (Sin(k-Dh)’|
rn(h)—r“( = ) +k=zn+1rk{( 0 ) —( (k—Dh ) 3

olur.

Fakat,
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. N2 kh . N2
i(Smx) il < _[ i(Smx)
dx\ x dx\ x

(k-Dh

[Sinkh T _(Sin(k-Dh\’
kh (k—Dh

(k=Dh

dir.
Burada,
Sinx 2 d (Sinx)’ d (Sinx )
|t ()| < ||+ D e —( ) dx <g/ 1+ [;——( ) <gl 1+‘H—( ) dx
él (k‘!‘)hdx X HEA odx\ X
ifadesinde
*Hd (sinx)
L=1+ J/,d—(—) dx dersek Ir.(h)<e(+L) olur simdi L<+w oldugunu
Jldx { x
gosterelim.

oldugundan x=0 noktasi komsuluunda bu fonksiyon

d (Sinx) g Smx x.Cosx —Sinx
2

dx\ x X X
sinurhidir.
. 2 .
4 _S_ﬁj <M olsun. x=o0 noktas1 komsulugunda ise E (St s2.x+1 esitsizligi
dx\ x dx\ x x?
kullanilabilir, dolayisiyla
=j—d—(—) i(s"‘") dx <Ma+2. x+1dx
slax\ x Jldx\ x : x>

=M 2J'—-+2.|'—=M += +L—M < +o0

dir ve L<o oldugunu bdylede gosterebiliyoruz.

f(x)= (Smx) tipi o=2 olan tam fonksiyondur ve

r “ Sinx
jf(x)dx = |22 dx=n
X



Yani, f(x) € W,,,. Buradan S. N. Bernsteyn esitsizligine gore

°jﬂf "(x)|dx <2. a].f (x)dx =2.7

olur.
© . 2
Dolayisiyla j_d_(Smxj dx <2.m, L<2=n
ldx\ x
elde edilir.
Daha sonra,
ot |/Sinkh }®
Sth)-S=)> a —1p+r,(h)-
(h) glk{[kh) r, (h)-t,
oldugundan,
! Sinkh)2
h)-S§{< ) [a ~1+(L+2)
|s<>;§|k|{(kh L+2)
dir.
. (Sinkh \? . ) : 3
Fakat, ]llu_g et loldugundan €>0 a gore &> 0 vardir ki, hi <9 oldugunda
ol 1 Sinkh )’
Zlak[.( ) ~1<e
o= kh
olur. O zaman, boyle h-lar igin
S(h)-8| < (L +3)e
elde edilir ki, buda ispat: tamamlar. %
3. Simdija|<M, [b]<M, ™
olmak tizere
% , Z(anCosnx +b,Sinnx) ®)

2

n=]

trigonometrik serisini goz oniine alalim.
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Formal olarak (8) serisini iki kez terim terime integrallersek,

i nCosnx +b Sinnx

€))

n=l

serisini elde etmis oluruz.

o

(7) sartlarma gore (9) serisi Zﬁz serisi ile konveks iist simrlanir ve bundan dolay: da (9)

n=l
serisi diizgiin yakinsar. Bu durumda o serinin toplam: siirekli bir fonksiyon olur ve bu

fonksiyona (8) serisi i¢in Riemann fonksiyonu denir.

Soylediklerimizden goriiliir ki, (7) sartlarim saglayan her trigonometrik (8) serisi
Riemann fonksiyonuna sahiptir. Ozel halde Kantor-Lebesgue teoreminin sartlan saglandiginda
(mE>0 olmak fizere VxeE noktasinda a_ Cosnx + b Sinnx — 0(n — o) oldugunda
a,—0,b,—0) mE>0 sarimi saglayan bu kiimede seri yakinsak oldugunda onun Riemann
fonksiyonu vardir. Bunun yanmi sira bir noktada yakinsak olan serinin Riemann fonksiyonu

vardir diyemiyoruz. Ornegin,

inZSinnx

n=l

serisi x=0 noktasinda yakinsaktir ve iki kez integralleme sonucu olarak

serisi alinir ki, bu da x # kn oldugunda raksaktir.

Gergekten, V x 2kx

S, (x) =) Sinkx = "
k= 2.Sin 5

formiiliinden goriiliir ki, n — oo da bu toplamin limiti yoktur.

4.2.4 Tamm: Eger herhangi bir X, noktasinda F(x) Riemann fonksiyonunun FO(x ) Schwarz

tiirevi varsa burada bu FO(x )-a (8) serisinin X, noktasinda Riemann anlaminda toplam: denir.
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4.2.5 Teorem (B. Riemann): Eger (8) serisi (7) sartlarim saglarsa ve herhangi x, noktasinda
yakinsarsa, o zaman bu noktada o serinin Riemann anlaminda toplami vardir ve bu onun adi

toplamina egittir. FO(x,)=S.

Ispat:

o

2
F(x) = AoX —Z-—lz—(anCOSnx +b,Sinnx)
n=1 n

4

ifadesi yardimu ile gereken hesaplamalar yapildiginda

. 2
F(x, +2h)~2F(x,)+F(x, ~2h) _a Smnh) 10)

a3 7°+Z(anCosnxo+bnSinnxo)( -

esitlifini elde etmis oluruz.

(4) serisi (1) serisinden nasil almmgsa benzer sekilde de (10) serisi x=x, halinde (8)
serisinden alinmugtir. O halde 5.3 Lemma (Riemann) uygulanabilir ve bu lemma geregince
. F(x,+2h)-2F(x,)+F(x, —2h)
lim =
h—0 4h?

oluyor, burada S, (8) serisinin X, noktasinda toplamidir. Teorem ispatlandi. %

S

Bu teoremden de agagidaki teorem gikartilabilir.

4.2.6 Teorem (G. Kantor):Eger trigonometrik seri (8) biitiin R ekseni iizerinde yakinsarsa ve

her yerde onun toplamu sifir ise 0 zaman o serinin biitiin katsayilari sifirdir.

Ispat: 4.2.3 Lemma’mn ispatinin sonunda hatirlatilan Kantor-Lebesgue Teoremi geregince a,
ve b, katsayilari (7) sartim saglar. Bu nedenle de trigonometrik seri F(x) Riemann fonksiyonuna

sahiptir. 4.2.5 Teorem(B. Riemann) geregince FO(x_)=0 (her x noktasinda). Bu durumda 4.1.5

Teorem(Schwarz Teoremi) uygulanir ve bu teoreme gére F(x)=Ax+B seklinde olur. Boylece

vx eR igin
2 .
a_x = a,Cosnx +b_Sinnx
AxeB=tol % Ban O an
n=1

Burada, x=n ve x=-7t dersek,
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2 o 2 ©
a~w a Cosnt a_m a
An+B=-—2 —E L =——_) L(_°
4 n=1 n2 4 §n2( )
o0 an
A(—TI:)+B— —2( nH"

n=1
olur. Bu esitlikleri de taraf tarafa ¢ikarsak,
2An=0, A=0

oldugu elde edilir. Daha sonra, x=0 ve x=2 © dersek o zaman a,=0 oldugu goriiliir.

Sonugta (11) esitligi

_B- Z nCosnx+b Sinnx 12

n=|]

seklinde yazilabilir.

(12) de olan seri diizgiin yakimsaktir. Bu ise sag taraftaki seri ~B toplaminin Fourier

serisi olmas1 demektir. Yani,

8 _1 [(-B)Cosnxdx =0
n° =

dir.
Baoylece, V n : a,=0. benzer gekilde b,=0 (¥ n) olur. %

4.2.7 Teorem(G. Kantor): Her yerde yakinsak olan iki trigonometrik serinin toplamlar1 aym

olursa o zaman aym isimli katsayilar1 da aym olurlar.

Yani, eger

a7°+2(anCosnx+bnSinnx)=f(x)

R (VxeR) (13)
= C +d_Si =f

5 +Z(cn osnx +d,Sinnx) = f(x)

n=l1

ise 0 zaman ag=b,, a,=cp,b,=d, (V n)

Gergekten, (13) esitliklerini taraf tarafa gikarsak,
a,—~b,

+Z[a —c, JCosnx +(b, —d, )Sinnx]=0
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olur. Yani, her yerde 0’a yakinsayan bir seri var. Burada o zaman 4.2.6 Teorem geregince o
serinin biitiin katsayilar1 da sifir olur. as-by=0 , a,-c,=0, b,-d,=0. Buradan da a;=b,, a,=c,, b,=d,
olur. %

4.2.8 Not: Ispatladigimiz 4.2.7 Teorem “bir fonksiyonu yalmiz bir trigonometrik seriye

agabilecegimizi” bize gosterdi.

4. Burada su soru ortaya gikiyor: Trigonometrik serinin katsayilar1 onun toplami yardimi ile
nasil belirlenebiliyor.
Diizgiin yakimnsak seriler i¢in bu soruya 4.2.1 Teorem de cevap verildi. Asagidaki

teorem daha genel durumda bu soruyu cevaplandiran bir teoremdir.

4.2.9 Teorem (P. Dyubua- Reymond- S. J. de lya Valle-Poussin): Her yerde yakinsak
trigonometrik serinin toplami (L) integrallenebilir bir fonksiyon oldugunda o seri o fonksiyonun

Fourier serisidir.
Ispat: f(x), her bir x igin
a 0
f(x)=—+ a_Cosnx +b_Sinnx 14
== Z( y o Sinnx ) (14)

sartimt saglayan sonlu integrallenebilir bir fonksiyon olsun. (14) serisi (7) sartlarin
sagladigindan onun siirekli F(x) Riemann fonksiyonu vardir. 4.2.5 Teorem(Riemann)

geregince, FO(x)=f(x). Buradan ise 4.1.7 Teorem geregince,

F(x)=®(x) + Ax + B= ]dt jf(u)du +Ax+B
0

0

olur.
Boylece,
X t 2 © ]
o(x) = Id’t If(u)du =3X  Ax-B _z a,Cosnx tbnSmnx
0 0 n=1 n
dir.

Buradan ise, bazi basit hesaplamalar yapildiktan sonra,
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d(x +2h)—-2¢(x) + ¢(x —2h) - &+i(anCosnx +bnSinnx)( .

Sinnh )’
4h? 2 = nh

formiiliine ulagmis oluruz. Sag taraftaki seri diizgiin yakinsaktir ona gore de bu seri sol taraftaki

toplamin Fourier serisidir. Bu ise

Cosnxdx

. (Sinnh ]2 1 7R(x +2h) - 2(x) + ¢(x — 2h)
"Unh ) =m J 4h?

esitliginin saglanmasi1 demek olur ki, buda ¢(x +2h) —2¢(x) + ¢(x — 2h) = @(x) dersek

2
M"—“ﬂ~ J'q)(x)Cosnxdx (15)

seklinde yazilabilir. iki kez kismi integrasyon uygularsak,

2 2n 2R .
a(h)= [§(x+2h)Cosnxdx = [d}(x + 2h)8ﬂ} ~ oo+ 2h)§“r‘l—“"—dx
0 0

0

1 2z{ x+2h
_ J'f(u)du Sinnxdx
n

0 0
2n+2h

:% j f(u)dy ——. j £(x + 2h)Cosnxdx

formiiliinii aliriz. Burada da periyodik fonksiyon &zelligini kullanirsak, sonugta
2n
a(h) =—-. [fGo[l - Cosn(x - 2h)]dx
n 0

formiiliinii alinz.

Bunlari esas alarak,

4Sm nh

27
j(p(x)Cosnxdx = a(h) ~20(0) + o(~h) = j f(x)Cosndx
0

formiiliine ulagtyoruz. Bu formiilii de (15) de dikkate alirsak
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2n
a, =l If(x)Cosndx
T 0

oldugunu ispatlamis oluyoruz. Benzer sekilde ao, b, katsayilarinin da Fourier katsayilari oldugu

ispatlanir. s



5. LINEER OPERATORLERIN YAKLASIM ARACI GiBi KULLANILMASI

5.1 Fejer Operatorii Ve Onun Approksimativ Ozellikleri

Vallee Poussin, Fejer’in o, (x) toplamu i¢in farkli bir formiil gostermistir. O burada

1 = 1

sinz 24 (z+kn)?

acithmim kullanmigtir.
Bunu dikkate alirsak (bkz. Achiezer, s.143-145)

. nt nt nt
sin — © smz—z— 2

F)=———2 =t %

23 o
2am g ot 20w ST (04 2km)? S (t+ 2kn)?

olur ve sonugta;

o, (t)= jf(x+t)F (x)dx—— J'f(x+t)

T oo -

(x +2kn)?

olur. Buradan da x+2k n =y dersek, x=y-2k n, dx=dy olur ve sonugcta

5 @, @br sin? M
o, (=" J'f(t +y —27k) 2 gy
L e e y

olur. Burada da
sin? n(y — 2nk) ny 2nk ny . 2nrk . ny

=sin—-.c0s —— — c0s —-.5in —— =sin —-.cos 7k =(—1)* sin =
2 2 2

2 2 2 2
oldugunu dikkate alirsak,

, & (2k+D)z sin” —~
cn(t)z—;—.z jf(t+y—2nk) y22 dy

T ko (2k-1)n

. n
w (kD sin2 Y

n. 1t k=—0  (2k-Dx

. , 0
sin? ™Y

-2 [ft+y)
nm

esitligine ulagmis oluruz. Burada da 22)1 =X, y= gi, dy = de dersek,
n n

51
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_22 2xsmx

c,(t)= — |f(t+ )
nx n 2
(?J

o (t)-—— If(t 2x. szxdx
X
formiillerine ulagmis oluyoruz.
Boylece
» NX
sin? —
o, (t)=—— jf(x+t)
veya
o, (t)=— J'f(t+2" sin” = dx (1)

seklini almig olur.
Bu formiiller f(x)eC,, ve ne N sartlari gerceklestiginde ispatlanmisti. Fakat, onlarin var

olmast i¢in bunlarin var olmas: gerekli degildir.

Gergekten,

® A 2
_l_j(smx) 1 @
I x

dogrudur. Bunu su sekilde ispatlayabiliriz:

sinx 1' ixt 1 PR 1 b fx
=— le dt=—."—. e™dt =——. ‘/—.e"“dt
X 2 _‘!- 27 2 _‘!‘ V2 _J‘ 2

1

oldugundan goriiliir ki, Smx fonksiyonunun Fourier d6niisiimii

sinx " I x| <1
(L, anlaminda) =<V 2
X

0, x| >1

seklinde tanimlanir.

Burada Parseval formiiliinii uygularsak,

% sin x 2 ! sinx " ?
ISIESCY
BANR ¢ A X

1
dx = I—de=1t
_12

dir. Yani,
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olur.
Diger taraftan

@ 2.sin’ —(t—u)

2x sin? x J-(u) 2 du 3)

- If(t
integrali daha genis sartlar icinde vardir ve bu durumlarda f{t) nin 2t periyotlu olmasina da

()

5 € L(—0,0) sartim saglamasi tam olarak yeterli

ihtiyag yoktur. f{(t) nin olgiilebilir ve

olur.(|f(t) <M, f(t) € L(-,0)... olabilir).
Bununda yami sra A mn da dogal sayr olmasinda bir Snem yoktur ve A>0 olmasi tam

yeterlidir.
Baylece, (3) integraline Fejer integrali ,

ifadesine ise Fejer ¢ekirdegi denilir.

Bu operatériin A — o da hangi 6zellige sahip olmas: gerektigi ayrica incelenir ve daha genel
sonuglara varilabilir, 6zel durumda yukanda s6zii edilen Fejer teoremine (f(x)eC,, ve A=n
i¢in) doniigiir.

N. Achiezer (3) yerine daha genel sekilde tamimlanan bir operatorii géz Sniine almigtir,
(Achiezer, N. 1.,1956) K(x) ¢ekirdek olmak iizere

Klf(x)=k°‘i.f(u)K(}.(x —u))du (A>0), )

olsun. K(x)’ eger asagidaki sartlari saglarsa; ona Fejer tipli ¢ekirdek denir
1) K, (-x)=K(x);

2) e‘]'K(x) dx =1;

3) -1<x<1 araliginda K(x) simrlidir;

4) x2K(x) ise biitiin (- o, o) ekseni iizerinde simridir.

f(X)

] € L(—om,0) sartim saglayan her f(x) ve A >0 i¢in (4) integrali vardir.
+x2
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f(x)

1+x?

5.1.1 Teorem: € L(-,0) ve f(x,A)=K,f(x) ise Fejer tipli ¢ekirdegi olan operator

olsun. O zaman:

1) Eger (h>0)
h
fim L (fx+D-fx=8 g o, )
0 h ] 2
olursa, 0 zaman
2‘luim f(x,A)= }!im K,f(x)=s; (6)

dir.
2) Eger f(x) sonlu a<x < intervalinde siirekli olursa, 0 zaman (a,) nin her
bir kapali alt intervalinde diizgiin yakinsaklik anlaminda
;{im f(x,A)=f(x) @)

olur.
Ispat: Once 1)’i ispatlayalim.
K(x)’in 1) ve 2) sartlarina gére Vs icin

f(x+t)—f(x—t)_s
2

f(x,A)-s=2A ]'[f(u) —s]K(A(x —u))Mdu =2ij{ }K(?Lt) dt

Simdi, §>0 ve A >% olsun ve

% d )
f(x,A)—s=2% _[{f("“);f("‘t) —s}K(M)dt +20 420 4, + 1, +1,
0 )

A

diyelim. K(x)’in 3) ve 4) sartlar1 geregince

sup [K(x)| = A, sup sz(x)l =B
-1<x<l1 —0<X <0
dir.
t
Daha sonra da o(t) = ¢(t; x.s) =% ﬂf(x tu) ; fx-w _ s|du dersek,
0
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|I[<2|x|j1|f("”)2f(" H_ lK(kt)dt

<2 lﬂ fx+w)-fix-w) |,
ts 2
1

=2A.9(t) = ZA'(P(X); (8)
ve

2B f(x+t) f(x—t) |dt

hl=3 2 1
y
2B L0} l j"’(t) dt<6.B. sup fo(t) ©)
t_/ l/l xSxSS
2B f +)—f(x-t dt
ll3l <Z- (X ) ( ) = (10)
2 t
olur.
Simdi Ve>0 verilmis olsun. O zaman, (5) sartina gére dyle 8=25(c) bulunabilir ki,
o(t) < A i B olur. (8) ve (9) da 8=25(g) dersek, |II| + |I 2| <g olur.
Diger taraftan § sabit oldugundan, (10) dan {im I; =0 oldugu da goriiliir ve sonugta
~»00
lml[f(x,A)~s]=0

olur.%

Simdi de 2) yi ispatlayalim.

f(x)’in herhangi bir (o, B) intervalinde siirekli oldugunu farz edelim ve A ile bu

intervalin her hangi kapah alt intervalini gosterelim: A=A c(a,P).

O zaman, 6yle 8 =05(g) gosterebilirizki 0<x <§ oldugunda Vx e A igin

]f(x+t)+f(x—t)_f(x)< £
2 2A+6B
dir.
Yani, 0<x <8 ve Vx €A i¢in s=f(x) (p(t)s—— olur.

2A +6B
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Bu & sayisimt degistirmeden (8) ve (9) dan ]I,l + IIZI <¢g ifadesi alinir( Vx e A).

Diger taraftan § sabit oldugundan (10) dan }!im I, =0 olur ve sonugta Vx € A igin
—>00

diizgiin olarak

)lﬁi_rg[f(x, A)— f(x)l =0
dir. Bu gekilde teoremin 2) si ispatlanmus olur. %
5.1.2 Not: (5) sart1 f(x)’in her siireklilik noktasinda saglanir.
Eger
S=%[f(x +0)+f(x-0)]
dersek, o zaman (5) sartt her bir birinci tiirden siireksizlik noktasinda da saglanir.

Lebesgue g6stermistir ki, f(x) her sonlu intervalde integrallenebilir ise ve S=f(x) ise, o

zaman (5) sarti hemen hemen her noktada saglamyor.
Bu teorem su sekilde ifade edilebilir.
5.1.3 Teorem(Lebesgue): Eger f(x)eL[a,b] ise, 0 zaman hemen hemen her x e(a,B) igin
L "
lim E__![f(x +1)—f(x)]dt =0

dir.
5.2 Lineer Operatorler ile Yaklasim

1. Daha &nce soylediklerimizden goriildiigti gibi trigonometrik serilerin yakinsakhk
problemi S, (f;x),o,(f;x),V,(f;x),... gibi 6zel sekilde tamumlanmus ifadelerin yardimi ile
¢ozilebilir. Bu ydnde caligmalar, daha genis anlamda serilerin integrallenebilirlik problemine
doniigmiis oldu ve burada Cezaro, Abel, K. Weierstrass vb. integrallenebilirlik yontemleri

ortaya gikt1 ve daha da gelisti.
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Diger taraftan, S, (f;x),0,(f;x),V,(f;x),... gibi, aym Cezaro, Abel, K. Weierstrass
yontemlerinde ortaya ¢ikan ve aragtirma konusu olan ifadeler, her seyden once birer

operatdrdiirler: f(x)— S, (f; x), f(x) > o, (f;x) vb.

Bu diisiincede daha yeni yaklasim ySntemlerinin diizenlenmesi, aragtirilmasi problemini

ortaya ¢ikarmis oldu.

Dolayisiyla, her hangi 6zel bir operatoriin degil de, genel sekilde Ly(fix)= L(f(t);x)
seklinde operatorlerin onlar Greten f(x)’e yaklagip yaklasmadigini 63renmek problemi giindeme
gelmis oldu. Bu konu da gok genis bir konudur. Ayrica belirtelim ki, singiiler operatérler de bu
konu kapsaminda kalan bir konudur. Bu nedenle, genel sekilde Lineer operatorlerle bagl olan

bazi neticeleri ele alarak, tezimizi bitirelim.

2. {L,} her hangi E uzayinda tammh lineer operatorler dizisi olsun: L,(E, —E,) olsun.
Vf eE, i¢in L,(f;ix) — Lo(fix) (E2’de) oldugunda {L,} dizisi L, operatériine yaklagir denir. Bu

ashnda eger Ej, E; lineer normlanmis uzaylar ise o zaman |L, (f;x)~L,(f;x)|, >0 (n—> )
2

olmast demektir.
Approksime problemlerinde en ¢ok uygulanan agagidaki teoremleri verebiliriz.

5.2.1 Teorem (Banach-Steynhauz): E Banach uzayinm her x noktasinda simirl: olan yani,
vn: |L,(x)|<sM(x)

sartin saglayan lineer stirekli operatérlerin {L,} dizisi igin ﬂL“H} dizisi de sinurhidir.

5.2.2 Teorem: {L,} operatdrler dizisinin bir L, operatoriine yakinsak olmas: i¢in asagidaki iki
sartin saglanmasi gerekli ve yeterlidir:

1) ﬂILn ||} dizisi simirlt olsun;

2) Elementlerinin lineer ifadeleri E uzayinda her yerde yogun olan E, € E kiimesinin

her x e Eq elemant igin L(f;x) — Lo(£;x) olsun.



Bu teoremin bir ¢ok 6nemli uygulamalar vardir. Fakat, daha sonra yapilan aragtirmalar 5.1.2
Teoreminin 2) sartinin daha hafifletilebilecegini gdstermistir. Bu konuda P. P. Korovkin

teoremleri vardur,

Vf(x) 20 i¢in L(f(t);x) > 0 oldugunda L- pozitif operator olarak isimlendirilir.

L(f(x) > P,(x)eH,) oldugunda L- polinamal operator olarak adlanir.

5.2.3 Teorem (P. P. Korovkin): {L,} lineer ve pozitif operatérler dizisi (n— o’ da)
1) Lu(1;x) > 1;
2) Litx) —x;
3) Lut5x) »>x°

sartlarim1 saglarsa, o zaman Vf(x)e C[a,b] igin L (f(t);x) — f(x) olur.

Ispat: P. P. Korovkin’in bu teoreminin uygulamasina bir 6rnek verelim.

(a+b)" =) Chb*a™™ (1)

k=0

binom agihiminda a=1-x, b=x dersek (0 <x< 1),

D Crx . (-x)"* =1 )

k=0
olur. (1)’de b=x diyelim. O zaman

(x+a)"=(@a+x)" = ZCﬁ.a"'k.x"
k=0

alinz. Bunu x-e gore diferansiyenelliyelim ve daha sonra da x ile ¢arpalim:

nx(x+2)"" =) kCpa"*x* 3)

k=0
Bu son egitligi bir daha x-e gore diferansiyelleyelim ve sonucu x ile garpalim:
n(n-Dx*.(x+2)"? +nx(x+2)"" =) k*.Cra"* x* 4)
k=0

(3) ve (4) formiillerinde de a=1-x alirsak, o zaman asagidaki esitliklere ulagmis oluruz:
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> CEx*(1-x)"* =1
k=0

D kCEx*(1-0)"* =n.x; | (5)
k=0

Zk2.C§.xk(l -x)"* =n(n-1)x> +nx;
k=0

Simdi, S. N. Bernsteyn polinomunu -operatoriinii- yazalim:
£(x) - B, (f;x) = Zf(k).cﬁ.xk.(l - ©
k=0 n

(5) formiillerinden goriiliir ki,
B, (;x)=1;
c k k Kk n-k
B, (tx)=) —C x".(1- =X;
(5X)=Y = Chxt(1-0" =x

k=0

n 2
B, (t*;x) =Z(E) Chxka-x)»* ol
n

k=0 n

=~

Bu ise,
limB,(1;x)=1;
n—»w
lim B, (t;x) =x;
n—ya0
lim B, (t*;x) =x?;
-»®
esitliklerinin gergeklegmesi demektir.
Oteki yandan, (6) formiiliinden de goriiliir ki, f(x)>0 oldugunda B,(fix) =0 dir. B(f:x)’in
lineer olmasi ise agikca goriiliir. Dolayisiyla By(f;x) lineer pozitif operatorii i¢in P. P. Korovkin
teoreminin sartlan saglanir zira bu operat6riin normu ||Bn"=l dir. O zaman P. P. Korovkin
teoremini uygulayabiliyoruz. Sonugta Vf{(x)e C[0;1] i¢in
lim B, (f;x)=f(x) (d.y) @)
n—>w©

esitligi saglanir ki bu da S. N. Bernsteyn’ in su teoremini ispatlamig olur.
5.2.4 Teorem (S. N. Bernsteyn): [0,1] araliginda siirekli her bir f(x) fonksiyonu igin B,(f;x) S.

N. Bernsteyn operatorii [0;1] arahginda f(x)’e diizgiin yakinsar; yani (7) esitligi saglanir.

5.2.5 Teorem (P. P. Korovkin): Eger lineer pozitif operatdrierin {L,} dizisi
1) Lu(1;x) = 1;
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2) Ly(sint;x) —»>sinx;
3) Ly(cost;x) —cosx
sartlarint saglarsa, o zaman her bir f(x)e C;, fonksiyonu igin

lim L, (F(t);%) = £(x) (dy.)

sart1 da saglanir,

Bu teoremlerin her birisine “ii¢ fonksiyon hakkinda” teorem denilir ve bu bilgileri [4],
[5], [10] kitaplarinda bulunabilir.

Daha sonralar1 bu teoremler bagka uzaylara da genisletilmis, ¢esitli uygulamalar

bulunmustur. Bunlardan;

5.2.6 Teorem(R. H. Mamedov): Eger (C[a,b] —M][a,b]) uzayindan olan lineer pozitif

operatdrlerin {L,} dizisi:

1) Ly(1;x) > 1;
2) Lutx) »>x+oP(x);

3) Ly(t’x) > x+0P (x)

sartlarin saglarsa, o zaman Vf(x)e C[a;b]i¢in
| L (f5; %)) - %) | = Oloo(f; 1, )] (Vx €[a,b]) (n — 0)
sart: da saglanir burada o(f;p,) f(x) in stireklilik modiiliidiir.

i, =y (0P -2x0P (%)) .

5.2.7 Teorem(R. H. Mamedov): 2 7 periyotlu fonksiyonlarin C_ uzayindan simirh

fonksiyonlarin M, uzayma yansima veren lineer pozitif operatérlerin {L,} dizisi
1) Lo(;x) -1
2) Ly(sint;x) —>sinx + ¢P(x);
3) Ly(cost;x) —cosx + o2 (x)

sartlarini saglarsa, o zaman her f(x)e C;n fonksiyonu igin n— 90 da
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| L. (£ %)) - fx) | = Olo(f; A, )]

sartim saglar, burada

A, = J(pfl') (x).sin x + @ (x).cos x

P. P. Korovkin teoremini L'p (p=1) uzayr i¢in V. K. Dzyadik asafidaki bigime

doniistiirmiis ve ispatlamistir.

5.2.8 Teorem: L'p (p=1) uzaym L'p uzayina yansitan, Lineer pozitif operatorlerin {L,}

dizisinin Vf eL‘p icin f(x) fonksiyonuna yakinsayan olmasi igin gerekli ve yeterli sartlar
agagdakilerdir:
1) {L,} dizisinin normlar dizisi ﬂILnn} stirlt olsun;
2) L, metriginde n— o halinde
a) Lo(1;x) > 1;
b) L.(sint;x) —>sinx;
¢) Ly(cost;x) —>cosx

limit bagintilar1 saglanmis olsun.
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