BURGER DENKLEMININ
B-SPLINE FONKSIYONLAR YARDIMIYLA
NUMERIK COZUMLERI
Ali SAHIN
Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dali
Agustos- 2004



[fo5TE
|S038T

B-SPLINE FONKSIYONLAR YARDIMIYLA
NUMERIK COZUMLERI

Ali SAHIN

Dumlupinar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Lisansiistli Yonetmeligi Uyarinca
Matematik Anabilim Dalinda
YUKSEK LISANS TEZI
Olarak Hazirlanmugtir.

Damgman : Dog. Dr. Idris DAG

[5055€

Agustos — 2004



iii

KABUL VE ONAY SAYFASI

Ali SAHIN' in YUKSEK LISANS tezi olarak hazirladiyi BURGER DENKLEMININ
B-SPLINE FONKSIYONLAR YARDIMIYLA NUMERIK COZUMLERI baslikli bu caligma,

jurimizee lisansiistli ydnetmeliginin ilgili maddeleri uyarinca degerlendirilerek kabul edilmistir

Uye : Dog.Dr. Idris DAG S } . h,

Uye : Dog.Dr. Murat ALP :

. A4

Uye : Yrd.Dog.Dr. ismail EKINCIOGLU

Fen Bilimleri Enstitiisiin Yonetim Kurulu'nun 13..08./ 94 giin ve AL

onaylanmuisgtir.

7. sayili karariyla

%a},b.c...\f\..-@d,b AICBLU

Fen Bilimleri Enstittistt Midira ™M




iv

BURGER DENKLEMININ B-SPLIiNE
FONKSiYONLAR YARDIMIYLA NUMERIK COZUMLERI

Ali SAHIN
Matematik, Yilksek Lisans Tezi, 2004
Tez Danismani: Dog. Dr. Idris DAG

OzET

Bu tez onbir bdltmden olugmaktadir. Birinci bdliimde B-spline {onksiyonlarin baz
Ozellikleri verildi. Kuadratik, kiibik ve kuintik B-spline fonksiyonlar ifade edildi. Ayrica Burger
denklemi, baglangi¢ ve sinir kosullart ile birlikte tanitildi ve denklemin &nceden bulunmusg

niimerik ¢dziimlerinden kisaca bahsedildi.

Konuma gére pargalanmig Burger denkleminin kuadratik B-spline kolokeysin
metoduyla ¢6ziimii ikinci béliimde verildi. Zamana gore pargalanmig Burger denkleminin kiibik
B-spline kolokeysin metoduyla ¢oziimii {igiincii boliimde yapildi. Konuma gore pargalanmig
Burger denklemi kiibik B-spline kolokeysin metoduyla dérdiincii bolimde ¢oziildii. Burger
denkleminin kiibik B-spline kolokeysin metoduyla c;iizﬁrhii beginci boliimde yer aldi. Altinc

bslitmde kiibik B-spline kolokeysin metodu kullanilarak Burger denkleminin ¢dziimii incelendi.

Burger denkleminin kuadratik B-spline Galerkin metoduyla ¢6ziimii yedinci boliimde
caligildi. Denklemin kiibik B-spline Galerkin metoyuyla ¢dziimil sekizinci boliimde verildi.
Dokuzuncu bdlimde, Kuintik B-spline Galerkin metoduyla denklemin ¢6ziimii yer aldi. Onuncu
boliimde zamana gére pargalanmis Burger denkleminin kuintik B-spline Galerkin metoduyla

¢6ziimii incelendi ve son bdliimde kullanilan metodlarin kargilagtiriimasi yapilda.

Denkemin’' ¢oziimii i¢in verilen metodlar, iki standart test problemi ile test edildi.
Niimerik gdziimler analitik ¢dziimlerle kargilastirildi. Metodlarin giivenilirligi igin L, ve L

hata normlar1 hesaplandi ve Fourier yontemi ile bazi metodlarin kararlilik analizleri yapildi.

Anahtar Kelimeler : B-spline fonksiyonlar, Burger Denklemi, Galerkin metodu, Kolokeysin

metodu, Sonlu elemanlar metodu.



NUMERICAL SOLUTIONS OF THE BURGERS’ EQUATION
BY USING B-SPLINE FUNCTIONS

Ali SAHIN
Mathematics, MSc Thesis, 2004~
Thesis Adviser: Assoc. Prof. Dr. idris DAG

SUMMARY

‘This thesis consists of eleven chapters. In the first chapter, some properties of B-spline
functions are given. Quadratic, cubic and quintic B-spline functions are presented. Besides, the
Burgers’ equation is introduced together with initial and boundary conditions. Some of the

previous numerical methods about the equation are mentioned.

The quadratich-spline collocation solution of the space splitted Burgers’ equation is
given in the second chapter. Cubic B-spline collocation solution of the time splitted Burgers’
equation is set up in the third chapter. The space splitted Burgers® equation is solved by using
cubic B-spline collocation method in the fourth chapter. Chapter fifth includes cubic B-spline
collocation solution of the Burgers’ equation. Solution of the Burgers’ equation is obtained by

using cubic B-spline collocation method in the sixth chapter.

Quadratic B-spline Galerkin solution of the Burgers’ equation is presented in the
chapter seven. Cubic B-spline Galerkin solution of the Burgers’ equation is examined in the
chapter eight. In the ninth chapter, quintic B-spline Galerkin solution of the Burgers’ equation is
studied. The chapter ten includes quintic B-spline Galerkin solution of the time splitted
Burgers’ equation, Numerical solutions which are obtained from the methods compared in the
last chapter.

The methods which are given to solve the Burgers’ equation are tested by using two

standard test problems. Numerical solutions are compared with analytical solutions.
L, and L, error norms are calculated for the reliability of the methods and also Fourier

stability analyses are done for the some methods.

Keywords : B-spline functions, Burgers’ equation, Collocation method, Galerkin method,

Finite element mehtods.
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1 GIRIiS

Bu boltimde diger b8limlerde kullanilacak temel kavramlar kisaca tamtilacaktir, 11k
olarak B-spline fonksiyonlarin tanmimi ve bazi 8nemli 8zellikleri verilecek daha sonra nlimerik
¢bziimlerde kullanilacak kuadratik, kibik ve kuintik B-spline fonksiyonlar ifade edilecektir. Son

olarak Burger denklemi tamtilacaktir.

1.1 B-spline Fonksiyonlar

Giintimiiz. diinyasinda yasanan biylk geligmelerden sonra, bilgisayar g¢izimlerinde
egrileri tamimlayabilmek igin ¢ok ydnlii yaklasimlar sunan B-spline fonksiyonlar, geometrik

modelleme, bilgisayar ¢izimleri ve daha bagka birgok alanda Snemli bir konuma gelmisgtir.

Cok sayidaki veri noktalarina bir tek egri ile yaklagmak bityitk kolayliklar saglasa da
bazi hallerde bu durum biiyiik hatalara neden olabilir. Ayrica bu amagla kullanilan Newton ve
Lagfange Enterpolasyon polinomlarinin derecesi nokta sayist arttikga artacagindan, bu tiir
polinomlarla yapilacak iglemler zorlasir. Bu durumda, d%igiim olarak adlandirilan noktalarda
birbirlerine bagli, polinom eri pargalarindan olusan B-spline fonksiyonlar yardimiyla yapilan

yaklagimlar bir alternatif olarak karsimiza gikar.

B-spline fonksiyonlarla diferensiyel problemlerine yapilan yaklagim mefodlarmdan iki
tanesi Galerkin ve Kolokeysin metodlaridir. Galerkin metodu, B-spline yaklagim metodlarmin
iginde en ¢ok kullanilan metoddur. Kolokeysin metodu isc sadece diiflim noktalarinda
hesaplama yaptig1 i¢in Galerkin metoduna gdre hesaplama zamanindaki azalma nedeniyle daha

ckonomik bir alternatifi temsil eder.

1.1.1 B-spline fonksiyonlarin baz zellikleri

d , negatif olmayan bir tamsay1 ve x = (xm), en az d +2 uzunlugunda, azalmayan,
bir reel say1 dizisi olsun. x = (xm) dizisine digiim vektorii yada digiim dizisi denir. Bu

durumda x diigimlerine sahip, d. Dereceden, m. B-spline fonksiyonu ¢,, nin baz

dzellikleri agagidaki sekilde verilebilir.

1. m. B-splinc fonksiyonu @, ,, sadece X, X, s Xy, 4,y didgiimlcrine baglhidar,

2. () Eger x, [xm,xmdﬂ) araligiin diginda isc ¢, ,(x) =0 dir. Eger x,, =x,,,,,

ise Vx igin ¢, ,=0 olduBuna dikkat edilmelidir.



() Eger x, I:x”,xw) arahinda bulunuyorsa ve m<u—d ya da m> u ise

¢m,d (\) = () dir,
3. Eger xe (xm’xm+d+|) ise @, 4 (x) >0 dir. Burada, [x,,,,x,,Hd“] kapali arali§1 ¢m‘ g

nin destegi olarak adlandirilir.

4. Her bir ¢$,d (x), d. dereceden bir polinom olmak iizere ¢, ; B-spline fonksiyonu,

m+d

Bna (¥) = D B0a (D)o (%)
k=m
seklinde yazilabilir.
5. Eer 2=X,, ==X, 4 <Xy 4 i5¢ @, ,(2)=1 ve iz m igin ¢, ,(z) =0 du.

6. Eger z sayisi, X, ,...,X,, ., arasinda ¢ defa goriinilyorsa ¢, , nin 0,l,...,d —¢ inci

mertebeden tiirevlerinin hepsi z noktasinda siireklidir.

7. x,y € R olmak iizere,
PX+ Y| Xy + VsoesXpygr T V) =G(X | X 50005 X i q01)

esitligi saglanir.

8 Herhangibir [xm,xm +1) araliginda d. dereceden B-spline fonksiyonlardan en fazla

d +1 tanesi sifirdan farklidir ve sifirdan farkli bu d +1 B-spline fonksiyonun toplam: 1 dir.
9. Eger diigiimlerin sayis1 ¢ +1, B-spline fonksiyonlarin derecesi d ve derecesi d olan

B-spline fonksiyonlarin sayisida n+1 ise t =n+d +1 dir.
Baz: dilsiik dereceden B-spline fonksiyonlar: tanitalim.
1.1.2 Kuadratik B-spline fonksiyonlar

[a,b] aralgmi, a=x,<x <-+<xy=b noktalarinda esit uzunluklu alt araliklara

bolelim. Bu alt araliklar {izerinde olusturulan kuadratik B-spline fonksiyonlars,

m=-1,0,..,N ve h=x,,, —x, olmak iizere,



((xm2 —x)’ =3(x,., —x)2 +3(x, ~x)", x e [%et5%n ]
4, (x)= i2< (%2 =%)" =3(%ps — %)’ xe[x,,x,,]
, h (xm+2 _x)z > X€ [xm+l’xm+2]
o, D.D.

seklinde tanimlanur. [xm,x ] araligindaki kuadratik B-spline sekil fonksiyonlart Sekil 1.1 ile

m+1

verilmigtir,

A i,

/ Pimy-1 Ban 1 \\“

Sekil 1.1

#,(x) kuadratik B-spline fonksiyonlarmdan olusan X, =L{¢—1’¢0""’¢N’¢N+l}

kiimesi, [a, b] arahig: lizerinde tanimh fonksiyonlarin bir tabanidir [21].

Sekil 1.2 de ¢(x|0,1,2,3) Kuadratik B-spline fonksiyonu, kendisini olusturan polinom
pargalan ile birlikte goriilmektedir. $ekilde ii¢ polinomun @(x|0,1,2,3) Kuadratik B-spline
fonksiyonunu olugtururken, fonksiyonun birinci mertebeden tilrevinin siirekli olabilmesi igin

birbirlerine nasil gizel baglandiklarina dikkat edilmelidir.



Sekil 1.2

Kuadratik B-spline fonksiyonu ¢, ,(x) ve onun tiirevi, [xm_],xm +2] araligimin diginda

sifirdir. Diglim noktalarmin esit aralikh olmasi durumunda ¢, ,(x) Kuadratik B-spline

fonksiyonunun ve onun tirevi ¢, ,(x)nin, [x,_,%,,,] araliginda, dugim noktalarmdaki

degerleri Cizelge 1.1 ile verilmektedir. Burada A iki diigiim noktasi arasindaki uzakhiktir,
Cizelge 1.1
X xm I ‘x/n xlllll xml)
¢m,2 (x) 0 1 1 0

B2 (%) 0 2

>
]
|
=




1.1.3  Kiibik B-spline fonksiyonlar

[a,b] arahgimi, a=x,<x <---<x, =bnoktalarinda esit uzunluklu alt araliklara

b8lelim. Bu alt araliklar Uzerinde olugturulan kubik B-spline fonksiyonlari,

m=-1,0,.,N+1 ve h=x,,, —x, olmak lizere,

r(x — X2 )3 s X e [xm—z 2 Xt ]
B +30° (x=x,,)+3h(x-x,.,) =3(x-x,.), xe [%pt5%n ]
Bz (x) = %J P +3h*(x,,,, —x)+3h(x,,, - Jc)2 =3(Xpy — x)3 , xe[x, : o ]

(xm+2 '—x)3 > Xe [xm+1’xm+2]
0, D.D.

\

seklinde tamimlanir. [xm,xm +1] araligindaki kiibik B-spline gekil fonksiyonlar Sekil 1.3 ile

verilmisgtir.

Sekil 1.3

#,,(x) kiibik B-splinc fonksiyonlarindan olusan X, = I,{¢»,,¢(,,...,¢,',,,¢N,,,} kiimesi,

[a,b] araligi tizerinde tanimh fonksiyonlarin bir tabamidir |21].



Kibik B-spline fonksiyonu @, ,(x) ve onun tiirevleri, [x,, _Z,x,,,,,z] arahiZinin disinda
sifirdir, Diigiim noktalarinin esit aralikli olmasi durumunda $,3(x) kibik B-spline

fonksiyonunun, onun birinci tiirevi ¢}, ;(x) nin ve onun ikinci tirevi @ ,(x) nin [x,,,_z,xmz]

aralifinda, diigim noktalarindaki degerleri Cizelge 1.2 ile verilmektedir. Burada A iki digiim

noktas: arasindaki uzakhktr,

Cizelge 1.2

X xm-z xm—-l xm xm+l xm+2
B, 5(x) 0 1 4 1 0
; 3 3
(X 0 = 0 - 0
@,5(x) 7 P
” 6 12 6 1
G A - - - A

1.1.4  Kuintik B-spline fonksiyonlar

[a,b] araligimi, a=x, <x <:--<X, =bnoktalarnda esit uzunluklu alt araliklara

bolelim. Bu alt araliklar {izerinde olugturulan kuintik B-spline fonksiyonlari,
m=-2,~-1,...N+2 ve h=x,,, ~x, olmak lizere,



((x_xmd)s ’
(x50s) 60~
(x=%5) —6(x~
| (x"xm-s) 6(x
Pus (“\) =h—s< (x—'xm 1) (
(x-x,,) - ~6(x-
0,

S

seklinde tanimlanir. [xm,x

verilmigtir.

X €[ %35 %5 ]

X, ‘)5, [ Xm-25%, 1]
Xny) +15(x=x,.), X €[ X,1,%, |
xm 2)5 +15(x xm 1) 20()&' .?Lm I) [‘x xm+1]
m 2)s +1 ( m l) 20(x xm I)
+15(x xm+l)5’ XG[ m+1° m+2]
%) +15(x~x, )’ ~20(x~x,.,)
+15(x m+1) 6(x +2) [ m+29xm+3]
D.D.

- +1] arah@ndaki kuintik B-spline sekil fonksiyonlar1 Sekil 1.4 ile

/ "o 1),‘1‘.,, + l\h 1
26 'f’m- X “‘km %
]
O T 2
Lm € Peye3 N .
Sekil 1.4

@, (x) kuintik B-spline fonksiyonlarindan olusan X, =L{¢_2,¢_1,...,¢N+1,¢N+2}

kiimesi, [a,b] aralig1 iizerinde tanimh fonksiyonlarin bir tabanidir [21].



m+3

Kuintik B-spline fonksiyonu ¢, ;(x) ve onun tiirevleri, [xm_3,x ] araliginin diginda
stfirdir. Diigiim noktalarinin esit aralikli olmasi durumunda ¢, ;(x) Kuintik B-spline
fonksiyonunun ve onun dérdiincii mertebeye kadarki tiirevleri g, ;(x), @) ;(x), &, s(x), 8,5 (x)

nin [x,,,_3,xm+3] aralifinda, diifiim noktalarindaki degerleri Cizelge 1.3 ile verilmektedir.

Burada 4 iki diigiim noktasi arasindaki uzakliktir.

Cizelge 1.3
x xm—3 xm—-2 xm—l xm xm+l xm+2 xm+3
Prs(X) 0 1 26 66 26 1 0
s 50 50 5
' (x 0 = — 0 gl i 0
s () h h h h |
. 20 40 120 40 20
s I - I - R
m 60 120 120 60
end B ol el B B B
120 480 720 480 120
l’u’” (x) O - - 0
P A’ A’ h’ A '
1.2 Burger Denklemi
Vv, bir reel sabit olmak iizere;
U+UU,-v,_ =0 (1.1)

denklemi Burger denklemi olarak bilinir ve ilk olarak Bateman [3] tarafindan caligilmigtir.
Burger [6], dzellikle turbulansin modeli olmas gibi, bu denklemi igeren genis gapta galismalar

yapmistir. Bundan dolay: denklem Burger denklemi olarak adlandirilmistir.
Burger denklemi igin baslangi¢ ve sinir kogullar sirasiyla

U(x,0)=f(x), a<x<b (1.2)
U@, t)=a, U,t)=4, te[O,T] (1.3)



olarak segilir,

Burger denklemi, is1 iletimi, gaz dinamigi, esneklik, sayilar teorisi, sok dalga teorisi ve

turbulans problemlerinin modellemesinde kullanilir.

Burger denklemi, non-lineer konvektif UU  terimi ve vl viskozite teriminden
dolay1 Navier-Stokes denklemine benzer ozellikler gosterir. Bu nedenle Navier-Stokes
denkleminin niimerik ¢oziimlerine gegmeden 6nce daha basit bir model olan Burger denklemini
caligmak uygun bir baslangigtir. Bu ylizden Burger denklemi, Navier-Stokes denkleminin
niimerik ¢6ziim metodlarinin kararhilik ve dogrulugunun test edilmesinde bir model olarak

kullanilir.

Hopf [13] ve Cole [7], keyfi baslangi¢ kosullar1 igin Burger denklemini analitik ve
birbirinden bagimsiz olarak ¢ozmiiglerdir. Birgok durumda bu ¢éziimler, v viskozite sabitinin

kiigiik degerleri igin ¢ok yavas yakinsayabilen sonsuz serileri igerir.

Bugiine kadar birgok bilim adami Burger denkleminin nilmerik ¢éziimlerini bulabilmek
igin gesitli niimerik ¢6zilm metodlar: kullandilar. Cok kilgilk vizkozite degerlerinde denklemin
niimerik ¢6ziimlerinde zorluklarin ortaya ¢ikt1gi goriildii. Rubin ve Khosla [22], kiibik spline
fonksiyonlann alarak kolokeysin metoduyla Burger denkleminin niimerik ¢Oziimiinil
aragtirmuglardir.  Jain ve Holla [15], kiibik spline fonksiyonlar yardimiyla sonlu farklar
metoduyla bir ve iki boyutlu Burger denkleminin nitmerik ¢6zlimil lizerinde galigmiglardir. Jain
ve Lohar [16], bir ve iki boyutlu Burger denklemini ikiye pargaladiktan sonra kiibik spline
kullanarak sonlu farklar metoduyla nlimerik ¢tziimler izerinde durmuslardir, Varojlu ve Finn
[23], agirlikl1 rezidli metodu ile Burger denkleminin sayisal ¢dziimiinli vermiglerdir. Christie,
Griffiths, Mitchell ve Sanz-Serna [6], kuadratik gekil fonksiyonlar: alarak Burger denkleminin
Petrov-Galerkin metoduyla nilmerik ¢6zlimiinii elde etmiglerdir. Caldwell, Wanless ve Cook
[5], Galerkin sonlu elemanlar metoduyla Burger denkleminin nlimerik ¢Szlimiinii vermiglerdir.
Herbst, Schoombiec ve Mitchell [12], lincer ve kiibik gekil fonksiyonlart kullanarak Burger
denkleminin Petrov-Galerkin metoduyla niimerik ¢6ziimii iizerine galigmuglardir. Fletcher [11],
bir ve iki boyutlu Burger denkleminin bes ve yedi noktali sonlu farklar metoduyla, lineer,
kuadratik ve kiibik sekil fonksiyonlarim kullanarak da sonlu elemanlar metoduyla sayisal
¢oziimii lizerine galiymig ve buldugu sonuglan birbirleriyle kiyaslamugtir. Evans ve Abdullah
[10], sonlu farklar metodunun bir uygulamas: olan explicit grup metodu yardimtyla Burger
denklemini niimerik olarak ¢6zmiisler ve metodun kararliifini incelemiglerdir. Nguyen ve

Reynen [20], lineer gekil fonksiyonlan ile en kiigiik kareler metoduyla Burger denklemini
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¢ozmiiglerdir. A.H.A Ali, L.R.T Gardner ve G.A. Gardner [1], kuadratik B-Spline kullanarak
Galerkin metoduyla Burger denkleminin ntimerik ¢d8zliimiinii aragtirmiglar, metodun kararliligini
incelemiglerdir.  A.H.A Ali, L.RT Gardner ve G.A. Gardner [2]. kiibik spline alarak
Kolokeygin metoduyla Burger denkleminin ntimerik ¢8ztminil aragtirnuglardir. Kakuda ve
Tosaka [18], genellestirilmis sinir elemanlar: yaklagimiyla Burger denkleminin niimerik ¢oziimii
iizerinde galigmislardir. Iskandar ve Mohsen [14], Burger denklemini ikiye pargalayarak sonlu
farklar metoduyla niimerik ¢ziim {izerinde durmuglardir. Jain, Shankar ve Singh [17], Burger
denklemini {ige pargaladiktan sonra kiibik spline ile sonlu farklar metodunu kullanmis, niimerik
¢0ziim bulmus ve yerel kesme hatasim1 hesaplayarak metodlarinin kararliligini incelemiglerdir.
Kutluay, Bahadir ve Ozdes [19], sonlu farklar metodunun bir uygulamas: olan explicit ve tam
explicit metodlariyla Burger denkleminin niimerik ¢8ziimiinii elde etmiglerdir.

Bu tezde, Burger denkleminin E-spline ¢0ziim metodlan bir araya getirilecektir. Tezin
2. bdliimiinde konuma gore pargalanmis Burger denkleminin kuadratik B-spline kolokeysin
¢Oziimi, 3. bolimiinde zamana gore pargalanmig Burger denkleminin kiibik B-spline
kolokeysin ¢6zlimil ve 4. bdliimiinde de konuma gdre pargalanmig Burger denkleminin kiibik B-
spline kolokeysin ¢dzimil yapildiktan sonra gesitli makaleler incelenecektir. Bu baglamda 5.
bolimde A.H.A Ali, L.R.T Gardner ve G.A Gardner tarafindan hazirlanan “A collocation
Method for Burgers® Equation Using Cubic Splines” baghikli galigma incelenecektir. 6. béliimde
I.Dag, D.Irk ve B.Saka’ nin yayinladig: “A Numerical Solution of the Burgers® Equation Using
Cubic B-splines” isimli ¢aligma yer alacaktir. 7. bolimde A.H.A Ali, L.R.T Gardner ve G.A
Gardner’ m “A Method of Line Solutions for Burgers’ Equation” baglikli makalesi
galigilacaktir. 8. bolimde S.1. Zaki tarafindan hazirlanan “Solitary Waves of the Korteweg-de
Vries-Burgers® Equation” baglikli galigma incelenecektir. 9. ve 10. béliimlerde ise I.Dag, B.Saka
ve A.Boz’ un yaymladif “A Quintik B-spline Galerkin Methods for Numerical Solutions of the

Burgers® Equation™ isimli ¢aligma yer alacaktir.

1.3 Test problemleri

Lineer olmayan Burger denkleminin nilmerik ¢8ziimil asagida verilen baglangi¢ ve sinir

kosullar1 altinda aragtiritmigtar.
1. Burger denkleminin H.Nguyen & J.Reynen tarafindan verilen analitik ¢6ziimii

ty = exp(i) olmak iizere;
8v



*
U(x, 1) = L 121
1+ 1 ex (f»--)
, P
seklindedir.
Bu test probleminde [a, b] tanim aralif: olmak iizere;
x
U(x,]) = as<x<b

f 1 x2’
1+ [— Gl
+ ” exp(4v)

Ua,t)=U(b,1)=0, =1

baslangi¢ sarti ve

sinir sarti kullanilacaktir. [20]

olmak iizere;

2. Bu test probleminde, [a,5] tanim aralhiginda 7 = ax-pw-y)
v

U(x t)=[a+,u+(a—,u)exp(77)] as<x<b,t20
’ 1+ exp() ] ]

iken

a(x - f)
v

analitik ¢6ziimii ve denklemde 7 = 0 alarak 7 =

U(e0) = 12+ 4 @ mexp)]
1+exp(n)

baglangi¢ sartiyla beraber  =0.4, ©=0.6 ve y=0.125 alinarak elde edilen
U(a,t)=1, Ub,6)=0.2,t20

sinir sartlar1 kullanilacaktir. [6]

i1

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
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2 KONUMA GORE PARCALANMIS BURGER DENKLEMININ KUADRATIK

B-SPLINE KOLOKEYSIN METODUYLA COZUMU

Bu béliimde, konuma gore pargalanmig Burger denkleminin kuadratik B-spline

kolokeysin metoduyla niimerik ¢éziimleri verilecektir.

21 Kuadratik B-spline Kolokeysin Metodu

Bu kisimda (1.1) ile verilen Burger denklemine V(x,t)=-U (x,f) doniisiimii

uygulanarak denklemin kuadratik B-spline kolokeysin metoduyla niimerik ¢dziimleri

verilecektir. Bu doniigim ile Burger denklemi, bilinmeyen - fonksiyonlar
U, V, bunlarin konuma gore tiirevleri U,, ¥, ve U nun zamana gore tiirevi U,  olan

denklem sistemi halini alir.

V(x,t) =-U (x,t) doniigiimii altinda (1.1) ile verilen Burger denklemi, (1.2) ile

verilen baglangi¢ kosulu ve (1.3) ile verilen sinir kosullari sirasiyla

U, -UV+wW, =0
2.1)
V+U, =0
U, 00=f(x), V(x0)=-f"(x), a<x<b (2)
Uaty=a, Ub,t)=p, V(a,t)=V(b,t)=0, te (0, T] 2.3)

olarak yeniden yazilabilir.

[a,b] arah@m, x, diigiim noktalar yardimiyla
A=X, <X <-<Xy=b

seklinde esit uzunluklu alt araliklara bolelim. m=-1,0, ..., N olmak lizere ¢,(x)
fonksiyonlari, diiglim noktalarinda tanimli, kuadratik B-Spline fonksiyonlar olsun. (2.1)
denklemindeki U(x,f) veV(x,t) analitik fonksiyonlariin yaklasik ¢dziimlerinin,
U,(x,t) ve Vy(x,t) oldugunu varsayalim. Bu yaklagik ¢6ziimler kuadratik B-spline

fonksiyonlar cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:



Up(x0)= 2,8,(0)8,(x)

m=~]

=0 (D9, (x) + 5, )y (%) ++--+ 3y Dy (%),
V0 =Y 0,8, )

m=—1

=0, ()4.(x) + 0, (o (X) + -+ oy ()P (%)

24

Buradaki &, ve o, degerleri, (2.1) denkleminin kuadratik B-spline kolokeysin

formundan, (2.3) sinir kogullar1 kullanilarak elde edilecek zamana bagh paramétrelerdir.

Kuadratik B-spline fonksiyonlar ardigik 3 aralig: orttiigiinden [xm,xm+l] aralig1 3
ardigik B-spline fonksiyonu tarafindan ortillir. (Sekil 1.1) Boylece U ve V yaklagik

¢oziimleri [xm Xy +1] aralifinda ardigik kuadratik B-spline fonksiyonlari cinsinden

m+]

U = Z 9,9,

y " (2.5)
Vi Z a9,

J=m-1

seklinde yazilabilir. (2.4) denklemi ve Cizelge 1.1 kullamlarak, U,,, V,, fonksiyonlarinin ve bu
fonksiyonlarin birinci mertebeden tiirevilerinin, m=0,1,..,N olmak iizere, x, diiglim

noktalarindaki degerleri, eleman parametreleri cinsinden

U,=U(,)=9¢,,+6,

m "

U =U'(x,)= /3(6"’ ~5,.)
! (2.6)
V,=V(x,)=0,,+0,

R 2
V:=V'(x)= ;(crm -0,)

olarak bulunabilir.

o, zamana bagh tiirev ve d =4,  +0, olmak lzere, (2.6) esitlikleri (2.1) denklem

sisteminde yerlerine yazilirsa, 2N +2 denklemden olugan



((5:11—1 + b;m) - d(Gm~l + Gm) + V%(o’m - o-m~l ) = O
2.7)

(o-m—l + Gr;l) + %(‘Sm - ‘Sm——l) = 0

diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

6, ve o, eleman parametrelerinin iki ardigik zaman .araligs 7 ve n+1 deki

degerleri, lineer interpolasyonla

n+l n n+l n
=6m +4,, o =On O

§m 5 N m = _2— (28)
ve bunlarin zamana gore tirevleri, Crank-Nicholson formitlil yardimiyla
o ntl _ on ° ntl _ __n
5 =% On  _On ~On 2.9)

"' At " At

olarak bulunur. Bu esitlikler (2.7) denklem sisteminde yerlerine yazilirsa

i(a;t} S+ )--‘21(0;1‘, +ol,+am +on )+
2 (0w +on~ot ~ot,) =0
-;—(0',’,',‘:'1 ro" 4o +0',’,',)+-2%;(§;” N R

clde cdilir. Bu sistemde gerekli diizenlemeler yapilarak 2N +2 denklemden olusan 2N + 4

bilinmeyenli

208,y = POy + 206, + B,,00" = 2057, + B,,00, +2h5" — B,,07,
=260 +holt +26 + hott =267 - ho,_ —26, —ho, (2.10)
m=0,1...,N

denklem sistemi bulunur. Burada B, = hdAt +2vAt, B, =—hdAt+2vAt ve d=6,  +6,
dir. |



Bu denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in iki bilinmeyenin yok edilerek denklem sayist

ile bilinmeyen sayismin esitlenmesi gerekir. Bu ylizden J_, ve o, parametreleri,
Uy=6_+06, ve V,, =0,_ +0c, smir kosullar1 kullanilarak elimine edilecektir. Boylece

(2N + 2)x (2N + 2) boyutlu, 5 siitun elemanlh k&gegen denklem sistemi elde edilir.

(2.3) sinir kosullar, eleman parametrelerini kullanarak

o,+6,=a
2.1
Gy, +oy =0
yeklinde yazilabilir. Buradan sinir parametrelerinin degerleri
o,=a-4,
(2.12)
Oy =0y

olarak yazlabili. Bu degerler (2.10) denklem sisteminde yerine yazildiginda istenilen

eliminasyon iglemi yapilmis olur:

F; = 2h fl +ﬂmlo-:‘1 +2h6(;' —ﬁmzag
F, =26" ~ho", -26; —ho}

n n n n
Fyyq =2h6y_ + B0y, +2h05 — B,,0y

Fynia =26y, —hoy_ 26y —hoy
olmak iizere (2.10) denklem sisteminden m =0 igin,

n+l n+i n+l n+l
2h6") - a0l +2h67T + B,,00" = F

(2.13)
28" +ho" +263" + hoy = F,
ve m= N igin,
20y = BT + 208" + Ba08 = By, @.14)

n+i n+l n+l n+l .

csitlikleri bulunur. (2.12) eleman parametreleri (2.13) ve (2.14) denklemlerinde yerlerine

yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa (2.13) denklemi,



n+l n+l n+l
~f 00 +06," + B,,0," =F —2ha

ho't' +46;" +hoyt = F, +2a

ve (2.14) denklemi,

:
n+l n+l n+l .
2h8,° —~ (B + Bua)oyo +2h6y" = Fy
=263 + 00y + 263" = Fyy,,

16

scklinde yeniden yazilabilir. Buna gdre (2.10) denklem sistemi, /7 = Bd, olmak tizere

olarak matris formunda bulunmusg olur. Burada,

(_ﬂm] 0 ﬂm2
h 4 h
0 2k -8, 2h B,

ml

-2 h 2 h 0

-2 h 2 h

-2 0

nel T

T
n+l  on+l __n+l n+l n+l
d [a_l N Y 7SR o A 3 :I

ve

0 2h _ﬂml 2h ﬂmz

0

O 2h _(ﬁnll+ﬂ012) 2h

2

(2.15)

-
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0 2h ﬂml 2h ",Bmz

0 2h lel 2h —181112

T
n n n 1 n n
d,= [6_1,0'_1,60 ,ao,...,é'N,aN]

dir.

0_, ve oy smir parametreleri, her zaman adiminda (2.12) denklemleri yardimiyla

bulunabilir,

Lincer olmayan (2.10) denklem sisteminin ¢6ziimli, asagidaki itcrasyon formiilil

kullanilarak her zaman adiminda iyilestirilebilir:

(5:)" = o7 +%(5:,+‘ -82), (o0)" =7 +%(o;’,’,“ ~a7). 2.16)

(2.15) sistemi kullanilarak, Thomas algoritmas: yardimiyla, 6™ ve o' yaklasimlan
bulunur. Yeni zaman adimma gegmeden dnce, 5" ve o' degerlerini iyilestirmek igin bu

degerlere (2.16) ile verilen iterasyon ii¢ yada dort defa uygulamir. Boylece 6™ ve o™

yaklagimlarinin yeﬁi degerleri elde edilmis olur.
2.2 Baslangi¢c Durumu

(2.15) denklem sistemine iterasyon uygulanabilmesi igin é’,?, ve 0',?, baslangig
parametrelerinin hesaplanmasina ihtiyag vardir. Bunun igin U(x,0) ve V(x,0) baslangig
kosullarindan (2.4) yaklagik fonksiyonlari yardimiyla & ve o baglangig parametreleri

hesaplanacaktir.

Baslangi¢ kosulu igin (2.4) denklemlerinden
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Up(0)= 3 89,3
= §?1¢-1 (x)+ 5(?¢o (x)+--+ 61?’¢N (x),
VN (x’ O) = Z o-r(r):¢m (x)

=004, () + 0y, (X) + -+ Ty (X)

yazilabilir. Buradaki 5,?, ve 0':, parametreleri belirlenecek olan parametrelerdir. Baglangig

kosullarinin diigtim noktalarindaki
Uy(x,,0)=U(x,,0) ve V,(x,,0)=V(x,,0), m=0,1,...N

degerleri kullanilarak, & parametresi igin,

U(x,,0)=6_, +4,

U(x,,0)=6, +
Yy (2.17)
U(xy,0)=08,_,+0,
ve benzer sekilde o parametresi igin de,
Vix,,0)=0_+0,
Vix,0)=0,+0
0=+ (2.18)

V(xy,0)=0,_, +oy,

seklinde N +1 denklemden olusan N +2 bilinmeyenli denklem sistemleri elde edilir. Bu
denklem sistemlerinin ¢ziilebilmesi igin birer tane bilinmeyenlerinin elimine edilmesi gerekir.
Eliminasyon islemin i¢cin U)(a,0) ve Vy(a,0) smnir kosullan kullanilirak &, ile o
parametreleri yok edilebilir. Bdylece N +1 bilinmeyenli N +1 denklem sistemleri elde edilir

ki, bu sistemlerin ¢oziimleri yerine koyma ile kolayca bulunabilir,

U}, (a,0)=0 ve V;(a,0)=0 sinir kosullarindan



19

2
'1;'(60 "6—1) =0

2
'/;(o'n"a |)=0

yaulabilir. Buradanda J_, =36, o_, =0, oldugu bulunur. Eldec edilen bu sinir parametreleri

(2.17) ve (2.18) denklem sistemlerinde yerlerine yazilirsa,

U(x,,0) =26,
U(x,0)=5,+5,

U(xy,0)=6,_ +6,

ve

V(xy,0)=-U"(x,,0) =20,
V(x.,0)=-U'(x.0)=0,+0,

V(xy,0)=-U'(xy,0) =0y, +oy

bulunur. Buradan eleman parametreleri

U(x,,0
5, =2 )

o, =U(x,0)-46,
Oy =U(xy,0)-6y,

Ve

o = U C00
2
O, =—U'(x190)—0-0

oy =-U'(xy,0)—0y,

olarak elde edilmis olur.
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23 Test Problemleri

Bu kisimda, iki test problemi ile Burger denkleminin niimerik sonuglari sunulacak ve

metodun dogrulugu

L= \Fﬁj‘(u, -(Uy),) - [V -vyl, =maxjiz, -(uy),| @19

/=0

seklinde verilen L, ve L_ hata normlar ile dlgiilecektir.

2.3.1 Birinci test problemi

Birinci test probleminde, Burger denkleminin (1.4) ile verilen analitik ¢6zilimilyle
beraber, [O,l] tanim_araliginda, (1.5) baslangig ve (1.6) simir sarti kullamlarak denklemin
niimerik sonuglan elde edildi. Niimerik ¢oziimler igin 2=0.005, Ar=0.01 ve v =0.005
alinarak program 7 = 3.25 anma kadar ¢aligtinildi. Elde edilen sonuglar Cizelge 2.1 ile verildi.

Cizelge 2.1 h=0.005, Ar=0.01 ve v=0.005

t=1.7 t=2.5 t=3.25
x
NUMERIK ANALITIK | NOMERIK ANALITIK | NOMERIK ANALiTiK
0.1 0.05882 0.05882 0.04000 0.04000 0.03077 0.03077

0.2 0.11764 0.11765 0.08000 0.08000 0.06154 0.06154
0.3 0.17646 0.17646 0.12000 0.12000 0.09230 0.09231

0.4 0.23517 0.23517 0.15998 0.15998 0.12307 . 0.12307
0.5 0.29190 0.29190 0.19982  0.19983 0.15380 0.15380
0.6 0.29572 0.29591 0.23811 0.23812 0.18430 0.18430
0.7 0.04207 0.04193 0.25302 0.25310 0.21269 0.21270
0.8 0.00063 0.00065 0.10228 0.10210 021838 0.21844
0.9 0.00000 0.00000 0.00553  0.00554 0.10170  0.10126
L,x10° 0.07215 0.05103 1.24901

L, x10° 0.31153 0.18902 8.98390
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Viskozite sabitinin v =0.0005 olarak daha kiigiik segilmesi ile elde edilen sonuglar

Cizelge 2.2 ile verildi. Cizelge incelendiginde viskozite sabitinin kiigiik se¢ilmesi ile ¢6ziimdeki

hatamn artigr gOzlendi.

Cizelge 2.2 h=0.005, Ar=0.01 ve v=0.0005

t=1.7 r=2.5 t=3.25
¥ NUMERIK ANALITIK | NUMERIK ANALITIK | NUMERIK ANALITIK

0.1 0.05882 0.05882 - 0.04000  0.04000 0.03077  0.03077
0.2 0.11765 0.11765 0.08000  0.08000 0.06154 0.06154
0.3 0.17646  0.17647 0.11999  0.12000 0.09232  0.09231
0.4 0.23525 0.23529 0.15998 0.16000 0.12309  0.12308
0.5 0.29414  0.29412 0.20002  0.20000 0.15383  0.15385
0.6 0.35303 0.35294 0.24005 0.24000 0.18457 0.18462
0.7 0.00001 0.00000 0.28002 0.28000 0.21536 0.21538
0.8 0.00000  0.00000 0.00719 0.00977 0.24615 0.24615
0.9 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.12021 0.12434

L x10° 1.24624 1.43951 1.24624

L x10° 13.8155 16.7712 13.8155

2.3.2 ikinci test problemi

Ikinci test probleminde, Burger denkleminin (1.7) ile verilen analitik ¢oziimiyle

beraber, [O,l] tanim aralifinda, (1.8) baslangig ve (1.9) siir sart1 kullanilarak denklemin

niimerik sonuglar elde edildi. Niimerik ¢oziimler igin A=1/36, Ar=0.01 ve v=0.01

almarak program ¢ =1.5 anma kadar ¢aligtirildi. # = 0.5 anindaki, Burger denkleminin analitik

sonuglan ile elde edilen niimerik sonuglar Cizelge 2.3 ile verildi.



Cizelge 2.3 h=1/36, At=0.01 ve v=0.01

t=0.5
* NUMERIK ANALITIK

0.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000
0.278 0.997 0.998
0.333 0.977 0.980
0.389 0.838 0.847
0.444 0.472 0.452
0.500 0.237 0.238
0.556 0.202 0.204
0.611 0.200 0.200
0.667 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200
L,x1 0 4.48881

L, x10" 19.80734
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3 ZAMANA GORE PARCALANMIS BURGER DENKLEMININ KUBIK

B-SPLINE KOLOKEYSIN METODUYLA COZUMU

Bu béliimde, zamana gore pargalanmig Burger denkleminin kiibik B-spline kolokeysin
metoduyla niimerik ¢6ziimleri verilecek ve niimerik metod igin Fourier kararhlik analizi

yapilacaktir.

3.1 Kiibik B-spline Kolokeysin Metodu

Bu kisimda, zamana gdre

U, +20U, =0

3.1
U -2U,_ =0 G-

seklinde pargalanan Burger denkleminin niimerik ¢6ziimleri verilecektir. (3.1) denklemi ikinci
mertebeden tiirev igerdiginden niimerik ¢éziimler igin kiibik B-spline fonksiyonlar kullanilacak

ve bdylece fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevlerinin siirekliligi temin edilecektir.

[a,5] araligim, x,, digim noktalar: yardimiyla
a=x,<Xx <--<xy=b

scklinde cgit uzunluklu alt araliklara bolelim. m=-1,0, ..., N+1 olmak Uzerc @, (x)
fonksiyonlari, diglim noktalarinda tanimh, kibik B-spline fonksiyonlar olsun. (3.1)
denklemindeki U (x,t) analitik fonksiyonunun yaklagik ¢dziimiiniin, U, (x,#) oldugunu
varsayalim. Bu yaklagik ¢6ziim kiibik B-spline fonksiyonlar1 cinsinden agagidaki gibi

yazilabilir:

N+l

Uy(x,0=. 6,()8, ()

m=—1

=0, (DP1 (%) + 6, (NP (x) ++ -+ Oy (D1 (%)

(3.2)

Buradaki J,, degerleri, (3.1) denkleminin kiibik B-spline kolokeysin formundan, (1.3)

sinir kogullar kullanilarak elde edilecek, zamana bagli parametrelerdir.
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m+l

Kiibik B-spline fonksiyonlar ardigik 4 arahigi Srttiigiinden [x ] aralid1 4 ardigik

B-spline fonksiyonu tarafindan ortitliir. (Sekil 1.3) Béylece U yaklasik ¢bziimleri [ X, +1]

araliginda ardisik kiibik B-spline fonksiyonlar cinsinden

m+2

U,= > 59, (33)

J=m-1

seklinde yazilabilir. (3.2) denklemi ve Cizelge 1.2 kullamlarak, U, fonksiyonunun ve bu
fonksiyonun birinci ve ikinci mertebeden x ¢ gore tlirevierining m=0,1,..., N olmak tzere,

x,, diifiim noktalarindaki degerleri, eleman parametreleri cinsinden

u, =U(x)=c>‘ +46,+0,,,
=U'(x,)=— ( i1 — Ot (3.4)

U,:=U"(x,,,)='—}—l7(5,,,_1 -20,+6,.)

olarak bulunur.

o, zamana bagh tirev ve d =9, _, +40, +0J,,, olmak iizere, (3.4) esitlikleri (3.1)

m+1

denklem sisteminde yerlerine yazilirsa, 2N +2 denklemden olugan

5 +46 +6

m+1

+2d3 ( ) =0 (3.5)

m+l m—

S, +48,+5,, ;2-(0',,,_. -20,,+0,,)=0 (3.6)

diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

g,

, €leman parametrelerinin ve bunlarin zamana gore tiirevlerinin iki ardigik zaman

araligt n ve n+1/2 deki degerleri (3.5) denklemi igin,

(§n+l/2 —6,:) 3.7
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olarak ve J, eleman parametrelerinin ve bunlarin zamana gére tiirevlerinin iki ardisik zaman

araligi n+1/2 ve n+1 deki degerleri (3.6) denklemi igin,

5;“"'8::“/2 4 1 cnn oneiizy .-
5,” =—4——, 5”, =E(5m —5”‘ ) t (38)

olarak bulunur. Bu esitlikler (3.5) ve (3.6) denklem sisteminde sirayla yerlerine yazilirsa

_1_(5n+ll2 -5" )+_£’_(5’:+I/2 _5;)_*_ 1 (;s':::ilz _éi;-u)'i'

m-| m-1

At At
o (Bna o -as, o) =0
(8- a4 (0 -8+ -8 -

&( 5™ + 5,:’3/2 ) 5:'+1 ) 5':+1/2 +o™ 4 5n+l/2) =0

4 h 2 m=1 m+l m+l1

denklem sistemi elde edilir. Bu sistemde gerekli diizenlemeler yapilirsa her biri N +1 denklem

ve N +3 bilinmeyen igeren

n+l1/2
6m+1

a0 + a0 + e =a,00 , +a,0n +aon., (3.9)

m-1
ve
a4§n+l +a55;+l +a4§n+l =a66nt:/2 +a7§;+l/2 +a66n+l/2 (310)

m~1 m+l m m+l

m=0,1,... N
denklem sistemleri elde edilir. Burada
a,=2h-3dAt, a,=8h, a,=2h+3dAs,
a, =h*-3vAt, a;=4kr*+6VAl, a,=h +3vAt, a,=4h"—6vAt
dir.

N +1 denklemden olusan N +3 bilinmeyenli (3.9) denklem sisteminin ¢6ziilebilmesi

icin 2 tane bilinmeyenin yok edilerek sistemdeki denklem sayis1 ile bilinmeyen sayisi

esitlenmelidir. Bu yiizden &_; ve Jy,, parametreleri, U(a,0)=U, ve U(b,t)=U, smrr
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kosullar kullamlarak yok edileccktir. BOylece (N +l)><(N +l) boyutlu, 3 stitun clemanh
kdsegen denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi Thomas algoritmasi yardimtyla

goziilebilir. m=-1,0,...,N+1 olmak iizere buradan bulunan 5"*"> parametreleri ayn: siir

kosullar1 kullanilarak (3.10) denklem sisteminin ¢6ziimiinde kullanilir ve bdylece é‘:,“ ¢oziim

parametreleri bulunmus olur.

3.2 Baslangi¢c Durumu

o' ¢bziim parametrelerinin  bulunabilmesi igin oncelikle &) baglangig

paramctrelerinin  bulunmasi gerekir. Bunun igin asafidaki baglangic ve simir kosullari

kullanilabilir:

r 3 ’
U (x,0) =706, =0.1) =U'(%,,0) =0
Uuy(,,00=06,,+45,+96,,, =U(x,,0), m=0,..,N 3.11)
r 3 14
(Y )N(xN,O)=—}-l-(6N+, —0y.,)=U"'(x,,0)=0.

(3.11) ile verilen sistem kullanilarak 6': baslangi¢ parametreleri bulunduktan sonra

geriye kalan &, parametreleri (3.9) ve (3.10) cebirsel denklem sistemlcrinden hesaplanabilir.

Her zaman adiminda ™' ¢ gegmeden 6nce (2.16) ilc verilen itcrasyon, dogrusal
olmayan cebirsel denklem sisteminin ¢SzOmintn iyilestiriimesi i¢in iki ya da U¢ kez

uygulanmalidir.

Baglangi¢ kosullarinin diigtim noktalarindaki degerleri kullanilarak, & parametresi igin,

U(x,,0)=0_ +45,+6,
U(x,,0) =38, +46,+3,

(3.12)
U(xy,0)=0,_,+46, +38,,,
seklinde N +1 denklemden olusan N +3 bilinmeyenli denklem sistemi elde edilir. Bu

denklem sisteminin ¢ozdlebilmesi igin (3.11) ile verilen kogullar kullanifarak &, ile &,,,
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parametreleri yok edilebilir. BSylece N +1 bilinmeyenli N +1 denklem sistemi elde edilir ki,
bu sistemin ¢8ziimi), Thomas algoritmasi ile bulunabilir.

3

;(51 - 6—1) =0

2(()',“, —0y.)=0

h

csitliklerinden elde edilen o_, =9, ve oy, =0, degerleri (3.12) denklem sisteminde yerine

yazilirsa,
U(x,,0) =46, +26,
U(x,,0) =0, +46, +6.
(x, ): o 1 T 0, G.13)

Ul(xy,0) =26, +45,

bilinmeyen sayisi ile denklem sayisi esit olan sistem elde edilir.

(3.13) denklem sistemi
(4 2 18] [U@) T
1 4 1 5 U(x,)
1 4 1 5 |_| Ux)
1 4 1 5:,_1 U(xy,)
2 4] _é‘,?,J _U(xN)j

seklinde matris formunda yazilabilir. Thomas algoritmasi ile bu sistem ¢Ozillerek bir sonraki

zaman adimina gegilir.

33 Kararhhk Analizi

Niimerik metodun kararliginin arastirilmas: Von Neuman teorisinc dayanir. Bu tcoriyc

gére, k& mod sayist ve A cleman bilytikligil olmak tizere

o =5"e™ (3.14)
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ile verilen Fourier modu, niimerik metodun lineer hale getirilmesi igin belirlenir.

Niimerik metodun kararlilifi igin (3.9) ve (3.10) denklemleri kullanilarak metodun
kararhgi aragtinlmalidir, n+1/2 ve n+1 zaman adimlarinda (3.10) ile verilen tekrarli baginti
dikkate alinir, (3.14) esitligi bu bagintida kullanilir ve bdylece elde edilen denklem diizenlenirse

u = 4hcos(kh)+8h,
b = 06d A« sin(kh)

olmak iizere
(a+ib)5™ =(a—ib)8"
esitligi bulunur.
g, bitylime garpani olmak fizere 6™ = g 8" oldugundan

a-ib
a+ib

elde edilir.

£ nin modiili alimrsa |g|=l bulunur. Buna gore |g|$1 kosulu saglanacagindan

niimerik metod kosulsuz kararlidir.
(3.9) denklemi igin de kararlilik analizi benzer gekilde yapilabilir.

34 Test Problemleri

Bu kisimda, iki test problemi ile Burger denkleminin niimerik sonuglart sunulacak ve
metodun dogrulugu (2.19) ile verilen L, ve L_ hata normlan ile lgiilecektir. '
3.4.1 Birinci test problemi

Birinci test problcminde, Burger denkleminin (1.4) ilc verilen analitik ¢dzUmiyle

beraber, [O,l] tanim aralhifinda, (1.5) baglangic ve (1.6) sinir sartlari kullanilarak denklemin



niimerik sonuglar elde edildi. Niimerik ¢bziimler igin 2=0.005, Ar=0.01 ve v =0.005
alinarak program ¢ =3.25 anina kadar ¢aligtirildi. Elde edilen sonuglar Cizelge 3.1 ile verildi.

Cizelge 3.1 h=0.005, Ar=0.01 ve v=0.005

. t=17 t=2.5 t=3.25
x NUMERIK ANALITIK | NOUMERIK ANALITIK | NOMERIK
ANALITIK
0.1 0.05882 0.05882 0.04000  0.04000 0.03077 0.03077
0.2 0.11764 0.11765 0.08000  0.08000 0.06154 0.06154
0.3 0.17646  0.17646 0.12000  0.12000 0.09230  0.09231
0.4 0.23517 0.23517 0.15998 0.15998 0.12307  0.12307
0.5 0.29192  0.29190 0.19983 0.19983 0.15380 0.15380
0.6 0.29492  0.29591 0.23812 0.23812 0.18430 0.18430
0.7 0.04299 0.04193 0.25275 0.25310 0.21269 0.21270
0.8 0.00066  0.00065 0.10269 0.10210 0.21817 0.21844
0.9 0.00000 0.00000 0.00568 0.00554 0.10124 0.10126
L, x 10° 2.46642 2.11187 1.92482
L x10° 27.5770 25.1517 21.0489

Viskozite sabitinin v =0.0005 olarak daha kiigiik segilmesi ile elde edilen sonuglar
Cizelge 3.2 ile verildi. Elde edilen sonuglara bakildidinda vizkozite sabitinin kiigiilmesi ile

hatanin arttif1 gézlendi.



Cizelge 3.2 h=0.005, At=0.01 ve v=0.0005
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_ t=1.7 1=25 t=3.25
! NUMERIK ANALITIK | NOMERIK ANALITIK | NUMERIK ANALITIK
0.1 0.05882  0.05882 0.04000  0.04000 0.03077 0.03077
0.2 0.11765 0.11765 0.08000  0.08000 0.06154 0.06154
0.3 0.17647  0.17647 0.12000  0.12000 0.09231 0.09231
0.4 0.23529  0.23529 0.16000  0.16000 0.12308 0.12308
0.5 0.29412  0.29412 0.20000  0.20000 0.15385 0.15385
0.6 0.35294  0.35294 0.24000  0.24000 0.18461 0.18462
0.7 0.00000  0.00000 0.28000  0.28000 0.21538  0.21538
0.8 0.00000  0.00000 0.00845  0.00977 0.24615  0.24615
0.9 0.00000  0.00000 0.00000  0.00000 0.11037 0.12434

1,x10° 2.46642 2.11186 1.92482

L, %10’ 27.5770 25.1517 21.0489

342 Ikinci test problemi

Ikinci test probleminde, Burger denkleminin (1.7) ile verilen analitik ¢ziimiiyle

beraber, [0,1] tamum aralifinda, (1.8) baslangic ve (1.9) simr sarti kullamlarak denklemin

niimerik sonuglart elde edildi. Nimerik ¢dziimler i¢in 2=1/36, At=0.01 ve v=0.01

alinarak program ¢ =1.5 anina kadar galigtirildi. # = 0.5 anindaki, Burger denkleminin analitik

sonuglari ile elde édilen niimerik sonuglar Cizelge 3.3 ile verildi.



Cizelge 3.3 h=1/36, Ar=0.01 ve v=0.01

t=0.5
¥ NUMERIK | ANALITIK

0.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000
0.278 1.000 0.998
0.333 0.983 0.980
0.389 0.825 0.847
0.444 0.465 0.452
0.500 0.244 0.238
0.556 0.204 0.204
0.611 0.200 0.200
0.667 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200
L,x10° 5.86664

1, x10° 22.23450

3t
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4 KONUMA GORE PARCALANMIS BURGER DENKLEMININ KOBIK

B-SPLINE KOLOKEYSIN METODUYLA COZUMU

Bu boliimde, konuma gére pargalanmig Burger denkleminin kiibik B-spline kolokeysin
metoduyla niimerik ¢oziimleri verilecek ve niimerik metod i¢in Fourier kararlilik analizi

yapilacaktir.
4.1 Kiibik B-spline Kolokeysin Metodu

Bu kisimda (1.1) ile verilen Burger denklemine V(x,t)=-U, (x,f) doniigimi
uygulanarak denklemin kiibik B-Spline kolokeysin metoduyla niimerik gbziimleri verilecektir.

Bu ddniisiim ile Burger denklemi, bilinmeyen fonksiyonlar U, V, bunlarin konuma gbre

tiirevleri U, V, ve U nun zamana gore tiirevi U, olan denklem sistemi halini alir.

V(x,t) =-U (x,t) doniisimii alunda (1.1) ile verilen Burger denklemi, (1.2) ile

verilen baslangig kosulu ve (1.3) ile verilen sinir kogullan sirasiyla;

U, -UV+W, =0

V+U, =0 “1
Ux,00=f(x), V(x0=-f'(x), a<x<b 4.2)
Ulat)=ay, Uty =ay, V(@) =V(b1)=0, 1e(0,T] (4.3)

olarak yeniden yazilabilir.

[a,b] araligim, x, digiim noktalart yardimiyla
A=Xy <X, < <Xy =b

seklinde esit uzunluklu alt araliklara bélelim. m=-1,0, ..., N,N+1 olmak iizere ¢, (x)

fonksiyonlari, diigim noktalarinda tanimli, kiibik B-spline fonksiyonlar ofsun. (4.1)
denklemindeki ~ U(x,f) veV(x,f) analitik fonksiyonlartin yaklapk ¢dziimlerinin,

Uy(x,0) ve Vy(x,t) oldugunu varsayaim. Bu yaklagik ¢6ziimler kiibik B-spline

fonksiyonlari cinsinden agagidaki gibi yazilabilir:
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N+l

UN(xat) = Z 5m(t)¢m(x)

=1

=0, (x) + 5, (1) (x) + -+ 8y, )y, (%),

Vyx0=3 0,08,(x)

me—-}

=0_ ()P, (x)+ 0, (P (x) +---+ 0Ty, (P, (x)

(4.4)

Buradaki o, ve o, degerleri, (4.1) denkleminin kitbik B-spline kolokeysin

m

formundan, (4.3) swur kogullari kullanilarak clde edileccek zamana bagh parametrelerdir.,

Kiibik B-spline fonksiyonlar ardigik 4 arahis Sritiigiinden [x,,,,x,,,+,] arahif 4 ardigik
B-spline fonksiyonu tarafindan ortiiliir. (Sekil 1.3) Bdylece U ve V yaklasik ¢dziimleri

[xm ,me] aralifinda ardigik kiibik B-spline fonksiyonlar cinsinden

m+2

Un = Z 5,9,

>y (4.5)
Vo= Z o9

J=m-1

seklinde yazilabilir. (4.4) denklemi ve Cizelge 1.3 kullanilarak, U, , V, fonksiyonlarinin, bu
fonksiyonlarin birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerinin, m=0,1,..,N olmak iizere, x,

diigiim noktalarindaki degerleri, eleman parametreleri cinsinden
Uv,=U(x,)=0,,+46,+9,,,
Uy =U' )= (b0 =6,0)
u,=U,(x,)= %(ﬁm_, ~28,+6,.1)

V,=V(x,)=0

m-1

4.6
+40, +0,, (4.6)
' ’ 3
Vm =V (xm) = '];(o-mﬂ —o-m-l)

Vll't' = Vn't’(xm) = ';?T(Gm-l —20'," +o-m+l)

olarak bulunabilir.
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o, zamana bagh tirev ve d =46, +46, +J,,, olmak iizere, (4.6) esitlikleri (4.1)

m-1

denklem sisteminde yerlerine yazilirsa, 2N +2 denklemden olugan

a

(B s+ 48, +8,)=d(Gpy +45y +C )+ V(G =0y s) =0

h3 ' 4.7
(o-m«l + 4Gm + O.m+l ) +7;(§m+l - é‘m—l) = O

diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

J, ve o, eleman parametrelerinin zaman aralifi #» ve n+1 deki degerleri igin

(2.8) ve (2.9) ile verilen esitlikler (4.7) denklem sisteminde yerlerine yazilirsa

1 d
— (O — 8y +405" — 45y + O — By —E(a,',’,t‘l +oh, +4oy +4on +on +an, )+

m-] m-1 m+1 m m
At

3
_(O_n+l +o_n _0_r1~_0--11 _o.n_l)= 0

m+l1 m+1 m m

m+

1 +1 1 1 3 n+l |
5(0';-: +0, +40," +40, +0,, +0,, )+—2—};(§m+l +0 =0, =6, ) =0

elde edilir. Bu sistemde gerekli diizenlemeler yapilarak 2N +2 denklemden olusan 2N +6

bilinmeyenli

2h5:ut: - ﬂmla:xtll + 8h5,:+l = BusC :.H + 2h5,::lx + 3,0 :::ll =
2h§” + 0" +8h5:1 _ﬂm362+2 r:+1 _ﬂmzo';m

m-1 ml~ m-1
=38 + hot + 080 +4ho™H 4380 + hoh = (4.8)
36", —ho”_, +05" —4ho” —38" —ho"

m=0,1,..., N
denklem sistemi bulunur. Burada B, =hdAt+3vAL, B, =3vAt—hdAt ve B,, =4hdAt
dir.

Bu denklem sisteminin ¢dzitlebilmesi igin ddrt bilinmeyenin yok cdilerck denklem

sayist ile bilinmeyen sayismun cgitlenmesi gerekir.  Bu ylzden 6,0, 9y, ve b'm,
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parametreleri, U, Uy, V] ve V; smir kogullan kullanilarak elimine edilecektir. Boylece

(2N +2)x(2N +2) boyutlu, 7 siitun elemanh kdsegen denklem sistemi elde edilir.

(4.3) sinir kogullari, eleman parametrelerini kullanarak

0,-20,+6,=0
Oy =20y +06y, =0 (4.9)
o-0,=0
Oy~ Oy =0
seklinde yazilabilir. Buradan simr parametrelerinin degerleri
6_] = 260 - 6‘ .
T 4.10
Oy = Oy +20y, @19
Onu =Ona

olarak yazlabilir. Bu degerlerin (4.8) denklem sisteminde yerine yazilmasi ile istenilen

eliminasyon iglemi yapilmis olur:

F =2h0", + B,,0”, +8hd; + B,,00 +2hé, — B0

F, =36", —ho'’, + 06, —4ho, —38] —ho}

Fyy =200y + B0y +8h0y = B,.0% +2h0y 1 — B,20
Fyyy =36y, —hoy_ +06y, —4hoy =36y, ~hoy,,

olmak {izere (4.8) denklem sisteminden m = 0 igin,

2087~ B0y +8hE)" — Bu0u + 261 + 0t = F

n+l 1 1 1 1 1 (4'1 I )
-30%" +ho'y" +06"" +4hoy™ +38," +ho(* = F,
ve m= N igin,
2h5;/t11 = B0 17—11 + 8h51's’/+l -B,.:0 1':/+l + 2h6:l-+0-11 + B0 :;:»]1 =HFya 4.12)

n+l n+l n+l1 n+l n+l n+l
—=36\5 + hoyt + 08" +4hoy” +36,, +hoy, = Foy.,
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esitlikleri bulunur. (4.10) eleman parametreleri (4.11) ve (4.12) denklemlerinde yerlerine

yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.11) denklemi,

|2h§(’)hLl - m.'ia'(')”I +O§lmI +(ﬂmZ —ﬂml )(rln” = Fl
~65." +4ho™ + 66 +2ho™ =F,

ve (4.12) denklemi,

n+l

083"+ (B = Bu)s 1208 = B0y = By,
6835 +2hoy + 68" +4hoy! = Fy,,

seklinde yeniden yazilabilir. Buna gore (4.8) denklem sistemi, /' = Bd, olmak iizere

Ad,, =F (4.13)

n+l

olarak matris formunda bulunmusg olur. Burada,

(12h -f,, 0 —2hdAtl
-6 4h 6 2k

2h -B, 8 -B., 2h B,

3 h 0 4k 3 h 0

0 2» -, 8 B, 2k B,
-3 R 0 4 3 . h

0 —2hdAt 12k -8,

-6 2k 6 4h |

ntl =

T
n+l n+l  on+l n+l n+l
d —[50 305 50, e Oy ,0'~]

ve
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_2h ﬂn:l 8h —ﬁmS 2h _ﬂmZ
3 -h 0 —4h -3 -h 0
0 2 B, 8h -B,, 2h -

m3 m2

0 2 B, 8 -B, 2 -

m2

' T
_[on _n on _n n n
d,= [5-1’0'-1950 0% 3""5N+150-N+1:|
dir.

0,0, Oy, V€ Oy, smr parametreleri, her zaman adiminda (4.10) denklemleri

yardimiyla bulunabilir.

Lineer olmayan (4.8) denklem sisteminin ¢oziimii, (2.16) iterasyon formiilii kullamlarak

her zaman adiminda iyilestirilebilir:

(4.13) sistemi kullamlarak, Thomas algoritmasi yardimiyla, "' ve o™ yaklagimlari
bulunur. Yeni zaman adimma gegmeden dnce, 8™ ve o' degerlerini iyilestirmek igin bu

n+l

degerlere (2.16) ile verilen iterasyon ¢ yada dort defa uygulamir. Boylece 6™ ve o

yaklagimlarinin yeni degerleri elde edilmis olur.
4.2 Baslangic Durumu

(4.13) denklem sistemine iterasyon uygulanabilmesi i¢in &° ve o’

m m

baglangig
paramctrelerinin hesaplanmasina ihtiyag vardir. Bunun i¢in U(x,0) ve V(x,0) baslangi¢
kogullarindan (4.4) yaklasik fonksiyonlar1 yardimiyla (5',2 ve a‘,‘,’, baglangi¢ parametreleri

hesaplanacaktir.

Baslangi¢ kosulu i¢in (4.4) denklemlerinden
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N+

Uy(x,0)= 3 5,8,,(x)

me—|

= 5?1¢—| (x)+ 5(?¢u (x)+--+ 5[3+I¢N+l (x),
N+l

Vy(x,0)= Y o0, ()

m=—1

=0 2‘¢_1 (x)+ 0.(())¢0 (x) teeet 0-1?1+1¢N+1 (x)

yazilabilir. Buradaki 5: ve 0'3, parametreleri belirlenecek olan parametrelerdir. Baslangi¢

kogullarinin diigiim noktalarindaki

Uy(x,,00=U(x,,0) ve V,(x,,0)=V(x,,0), m=0,1,...,N.
degerleri kullanilarak, & parametresi igin,

U(x,,0)=0_,+46, +,

U(Jcl.,0)=.50-|.-4é‘,+é’2 @.13)
U(x;v,O) = 5~‘-1 +46, + 8y,
ve benzer sekilde o parametresi igin de, :
V(x,,0)=0_ +40, +0,
V(x,., 0) = o, -l.-4o'l +0, 4.15)

Vixy,0)=0,_ +40, +0,,,

seklinde N +1 denklemden olusan N +3 bilinmeyenli denklem sistemleri elde edilir. Bu

denklem sistemlerinin ¢dziilebilmesi igin ikiger tane bilinmeyenlerinin elimine edilmesi gerekir.
Eliminasyon islemin igin Uy (a,0)=Uy(b,0)=0 ve V;(a,0)=V}(b,0)=0 smr kosullart
kullamlirak &6_,0_,,0y,, Ve o, parametreleri yok edilebilir. Boylece N +1 bilinmeyenli

N +1 denklem sistemleri elde edilir ki, bu sistemlerin ¢dziimleri Thomas algoritmas: ile

kolayca bulunabilir.

Uy(a,0)=Uy(5,0)=0 ve Vy(a,0)=V;(b,0)=0 smir kosullarindan
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6

—(6.-26,+8)=0,

6

'};2—(0'_1 ""20'0 +O'l) = 0,

6

71'2—(5 1 _25N +5N+l) =0,

6
h—Z(aN" 20y +0y,)=0

yazilabilir. Buradan da

O, =20,-0,,
o, =20,-0),
Oy =0y +25N’

o, =—0y+20y,

oldugu sdylenebilir. Elde edilen bu sinir parametreleri (4.14) ve (4.15) denklem sistemlerinde

yerlerine yazilirsa,
U(x,,0) = 66, + 06,
U(x,,0)=6,+46,+6,
U (x;,O) = Oé‘:N_, +66,
ve

V(x,,0)=-U"(x,,0) = 60, +00,
V(x,0)=-U'(x,,0)=0,+40,+0,

V(xy,0)=-U'(xy,0) =00, +60,

bulunur. Boylece
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-
- A O
...AH
—_

1 4 1
0 6

8° =[50,8% 0]’
b=[Ux) U ) Uxy)]

T

o_,0 =|:O'g,0'10,...,0']?,] .

14 (4 (4 T
c= [—U (%), =U'(x)s....-U (xN)]
olmak iizere her iki eleman parametresi i¢in de matris formunda
A8’ =b ve A6’ =c

denklem sistemleri elde edilmis olur. Elde edilen bu denklem sistemleri (N +1)x(N +1)

tipinde, 3 siitun elemanli, ksegen denklem sistemleridir. Bu sistemler Thomas algoritmasi

kullanilarak ¢ozillirse baglangig igin 6° ve o eleman parametreleri bulunmug olur. Bulunan

bu degerler (4.13) denklem sisteminde kullanilarak iterasyona gegilir.

4.3 Kararhihk Analizi

Niimerik metodun kararliginin aragtirnilmas: Von Neuman teorisine dayanir. Bu teoriye
gore, k mod sayisi ve /1 eleman bﬁyﬁklﬁgﬁ olmak lizere (3.14) ile tanimlanan Fourier modu,

niimerik metodun lineer hale getirilmesi i¢in belirlenir.

& ve o eleman parametreleri igin (3.14) esitligi

A
6,: =5nelmkh

A

o_,’l'l’ =O'” eimkh

(4.16)

scklinde yazilabilir. # ve n+1 zaman adimlarinda, (4.16) csitlikleri (4.8) denklem sisteminde

yerlerine yazilir ve denklemlier dilzenlenirse
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(4105 (kh) + 88) 3"+ (( Bz — )05 (k) = B +1((Bo + Bz )sin (K1) ) 0™ " @17

(4h cos(kh) +8h)3‘ ”+(( By = Bay ) cos(kh) - B, ~i (( B+ ,Bmz)sinf(kh)))a"

Ve

i6sin(kh)$'"“+(2hcos(kh)+4h)c;'”“ = —i6sin(kh)3‘”j (2hcos(kh)+4h)c”  (4.18)
-denklemleri bulunur.

a=2hcos(kh)+4h
b= (ﬂm2 _ﬂml )COS(kh)‘—ﬂm3 +i((ﬂml +ﬁm2 )Sin (kh))

m = (B = Bz )cos(kh) = B3 — i((ﬂml + Boa ) sin (kh))
n = i6sin(kh)

olmak tizere (4.17) ve (4.18) denklemleri

2a8"™'+bo™ =2a6"+mo" @.19)
né™'+ac™ =-né"-ac”’
seklinde yeniden yazilabilir.

A N A

g bilyiime garpani olmak fizere 6" =gé&" , 0" =go”" oldugundan (4.19)

denklemlerinden

2a(g-1 c;'" bg - A”=0
a(g-1)5"+(bg—m)o" = w20

n(g+l)§"+a(g+1)c;\'” =0
sistemi elde edilir.

Bu sisteminin agikar olmayan ¢bzilmiiniin olabilmesi igin katsayilar determinant: sifir

olmalidir. Bu durumda g igin ikinci dereceden
2a*(g* -1)-n(g+1)(bg-m)=0

denklemi elde edilir. Bu denklemin kékleri z, =2a” —mn ve z, =2a” —nb olmak iizere
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g=-1 ve g=i

scklindedir.

Niimerik metodun kararlih) i¢in | g| <1 olmas: gerektiginden

Z
Zi<]
)

oldugunu géstermek yeterlidir. Bunun igin ise |z|12 —Izli < 0 oldugu gosterilebilir.
Izll2 —|.z|§ =—1152h* sin’ (kh)At(vcos2 (kh)+4v cos(kh)+4v +d>At cos(kh))

ve

—1152h%sin® (kh) At <0

olacagindan (V cos” (kh)+4v cos(kh)+4v + d* At cos (kh)) >0 olmalidir. Bu csitsizlik v

ye gore ¢oziiliirse

2
> —d Atcos(khz
(cos(kh)+2)
-cos(kh) . . . . S
bulunur. ——————— ifadesi en bilyiik 1 degerini alacagindan metodun kararlili: igin
(cos (kh)+2)

v>d’At
kosulu elde edilir. Boylece niimerik metodun kogullu kararli oldu@u sdylenebilir,

4.4 Test Problemleri

Bu kisimda, iki test problemi ile Burger denkleminin niimerik sonuglari sunulacak ve

metodun dogrulugu (2.19) ile verilen L, ve L hata normlar ile dlgiilecektir.
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Birinci test problemi
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Birinci test probleminde, Burger denkleminin (1.4) ile verilen analitik ¢oziimiiyle

beraber, [O,l] tanim araliginda, (1.5) baslangic ve (1.6) smir sarti kullamlarak denklemin

niimerik sonuglart elde edildi. Niimerik ¢dziimler igin #=0.005, Af=0.01 ve v=0.005

alinarak program ¢ =3.25 anma kadar ¢alistinldi. Elde edilen sonuglar Cizelge 4.1 ile verildi.

Cizelge 4.1 ©=0.005, Ar=0.01 ve v=0.005

t=1.7 £=2.5 t=3.25
g NUMERIK ANALITIK | NUMERIK ANALITIK | NUMERIK ANALITIK
0.1 0.05882  0.05882 0.04000  0.04000 0.03077  0.03077
0.2 0.11764  0.11765 0.08000  0.08000 0.06154  0.06154
0.3 0.17646  0.17646 0.12000  0.12000 0.09230  0.09231
0.4 0.23517  0.23517 0.15998  0.15998 0.12307  0.12307
0.5 0.29191  0.29190 0.19982  0.19983 0.15380  0.15380
0.6 0.29594  0.29591 0.23812  0.23812 0.18430 0.18430
0.7 0.04191 0.04193 0.25312  0.25310 0.21270 0.21270
0.8 0.00065 0.00065 0.10208 0.10210 0.21844 0.21844
0.9 0.00000 0.00000 0.00554  0.00554 0.10091 0.10126 |
L, x10° 0.01077 0.01800 1.28504
L, x10° 0.04054 0.13987 9.25009
4.42 ikinci test problemi

Ikinci test probleminde, Burger denkleminin (1.7) ile verilen analitik ¢cOziimilyle

beraber, [O, 1] tamm aralifinda, (1.8) baslangigc ve (1.9) sinir sarti kullamlarak denklemin

nimerik sonuglan elde edildi. Niimerik ¢oziimler icin 2=1/36, Ar=0.01 ve v =0.01

alinarak program ¢ =1.5 anina kadar galistinldi. ¢ =0.5 anindaki, Burger denkleminin analitik

sonuglan ile elde edilen niimerik sonuglar Cizelge 4.2 ile verildi.




Cizelge 4.2 h=l/36, Ar=0.01 ve v=0.01

i (=05
NUMERIK | ANALITIK
0.000 | 1.000 1.000
0.056 | 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000
0.167 | 1.000 1.000
0222 | 0.994 1.000
0278 | 0.993 0.998
0333 | 0977 0.980
0380 | 0.846 0.847
0444 | 0.446 0.452
0.500 | 0.238 0.238
0.556 | 0.204 0.204
0.611 0.200 0.200
0.667 | 0.200 0.200
0.722 | 0.200 0.200
0.778 | 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200
0.889 | 0.200 0.200
0944 | 0200 0.200
1.000 0.200 0.200
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5 BURGER DENKLEMININ KUBIK B-SPLINE KOLOKEYSIN METODUYLA

cOZOMU

Bu bdlimde Burger denkleminin kilbik B-spline kolokeysin metoduyla niimerik

¢bziimleri verilecek ve nilmerik metod i¢in Fourier kararlilik analizi yapilacaktir. {1]

5.1 Kiibik B-spline Kolokeysin Metodu
Bu kisimda (1.1) ile verilen Burger denkleminin (1.3) smir kogullan altinda kiibik

B-splinc kolokeysin metoduyla niimerik ¢ozlimleri verilecektir.

[a,b] araligim, x,, diigiim noktalar: yardimiyla
=Xy <X, <+<Xy=b

seklinde esit uzunluklu alt araliklara bolelim. m=-1,0,..,N +1 olmak iizere ¢, (x)
fonksiyonlari, diigiim noktalarinda tamimbh, kiibik B-spline fonksiyonlar olsun. Burger
denklemindeki U(x,#) fonksiyonunun yaklasik ¢6ziimiinin U, (x,#) oldugunu varsayalim.
{¢—n¢ow-’¢~+1} kiimesi [a,b] arah@inda tanimh fonksiyonlar igin bir taban oldugundan bu

yaklagik ¢6ziim kiibik B-spline fonksiyonlari cinsinden agagidaki gibi yazilabilir:

N+l

U, (x,0) = Z 0 (8, (x) 6.1

=6_ (DG (x) + G ()y (x) ++ -+ Oy (DPy 1 (%).

Buradaki J,, degerleri (1.1) denkleminin kiibik B-spline kolokeysin formundan ve (1.3)
sinir kosullarindan elde edilecek zamana baglh parametrelerdir.

Kiibik B-spline fonksiyonlar ardigik 4 arah Orttigiinden [x,,,,x,,,ﬂ] aralhif 4 ardisik

B-spline fonksiyonu tarafindan &rtiifiir. (Sekil 1.3) Boylece U yaklagik ¢oziimii [x,,,.x,,m]

araliginda ardsgik kiibik B-spline fonksiyonlari cinsinden
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m+2

Uy,= Y. 69, (5.2)

J=m-1
seklinde yazilabilir, (5.1) denklemi ve Cizelge 1.2 kullanilarak, U, fonksiyonlarinin, bu
fonksiyonlarin birinci ve ikinci mertebeden firevierinin, m=0,1,..,N olmak Uzere, X,

dugtim noktalarindaki degerleri, eleman parametreler] cinsinden

Uu,=U(x,)=90,_,+46, +3,,,
(]"n = (}'(xm) = %(b;nﬂ _'(sm—l ) (53)

U =Us(50) = 3(801 =26, + 5,)

olarak bulunabilir.

o, zamana bagh tirev ve d =0, ,+46, +3,,, olmak iizere, (5.3) esitlikleri (1.1)

denkleminde yerlerine yazilirsa, N +1 denklemden olugan

°

0,.,+ 4c‘§m+ 5,;+1+%(5

m-1

6v
+ 45”; + 5m+l )(5m+l - 5m—1) —F(am—l h 25»1 + 5m+1) =0 (5. 4)

m=0,1,...N
diferensiyel denklem sistemi elde edilir.

0, eleman parametrelerinin zaman aralifs » ve n+1 deki degerleri igin (2.8) ve (2.9)

ile verilen egitlikler (5.4) denklem sisteminde yerlerine yazilirsa

3d

(00 = 80+ AL A8 + 81 = Bl )4 S 4 By = A =8 -

At
3v n+l n n+1 n n+l n
O +61,— 20, 28, + 7 + 5),) =0

m—1 m+1

m=1 m+1

elde edilir. Bu sistemde gerekli diizenlemeler yapilarak N +1 denklemden olusan N +3
bilinmeyenli '

+ a8, +a,0,

~n+l o+l on+l ~n
além—l +a2ém +a3é - a4é m+1? (5 5)

m+1 m-1
m=0,1,.... N
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denklem sistemi bulunur [1]. Burada

3dAt  3vAt 6VAL 3dAt 3vAr .
o =l-——-", =4t @y =1t

2h h h 2h h

3dAt  3vAr 6VAL 3dAr  3vAt

_1____

a4= 2h + hz » a5=4_ hz s a6_ 2h h2

dir. -

Bu denklem sisteminin ¢8zilebilmesi igin iki bilinmeyenin yok edilerek denklem sayist

ile bilinmeyen sayismin esitlenmesi gerekir. Bu yiizden &, ve O, parametreleri
U,=a, Uy = sinir kogullar1 kullamlarak elimine edilecektir. Boylece (N +1)x(N +1)

boyutlu, 3 siitun elemanh kdsegen denklem sistemi elde edilir.
Sinir kogullan eleman parametreleri kullanilarak

Uy=6_,+46,+6,=a
Uy =0y +46y +6y, = p

seklinde yazilabilir. Buradan sinir parametrelerinin degerleri

5, =a—48,- 6,

(5.6)
Oy =B —06y—46y

olarak yazilabilir. Bu degerler (5.5) denklem sisteminde yerine yazildifinda istenilen

eliminasyon iglemi yapilmig olur:

E =8 + a6y + o)

Fya =0y, +aby +ady,
olmak iizere (5.5) denklem sisteminden m =0 igin,

a8 +a, 0" + a8 = F, (.7
ve m=N igin,

n+l1 +1 +1
A0y + @0y + a6y = Fy,, (5.8)
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esitlikleri bulunur. (5.6) eleman parametreleri (5.7) ve (5.8) denklemlerinde yerlerine yazilip

gerekli diizenlemeler yapilirsa (5.7) denklemi,
(o, +,)8," +(a, — )8 = F —a-q
ve (5.8) denklemi
(@~ ;)03 +(@, —4a,)0y' = Fy = -
seklinde yazilabilir. Buna gore (5.5) denklem sistemi, 7' = Bd, olmak iizere
Ad, =F (5.9)

olarak matris formunda bulunmus olur. Burada,

—Ha +a, o,—a

@, @, a,
a, Q, a,
A= ] ) L
@, a, @,

a-a, a,—4a,|

r
_ n+l n+l n+l
dyy =[50, ... 80" ]
ve
@, & &
a, o a

d,=[6%.8,s80]

dir.
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8" ve 557, smir parametreleri her zaman adiminda (5.6) denklemleri yardimiyla

bulunabilir.

Lineer olmayan (5.5) denklem sisteminin ¢bziimii, (2.16) iterasyon formiilii kullanilarak

»

her zaman adiminda iyilestirilebilir:

(5.9) sistemi kullanilarak, Thomas algoritmasi yardimiyla, 6" yaklagimlari bulunur.
Yeni zaman admmuna gegmeden dncee, o degerlerini iyilegtirmek igin bu degerlere (2.16) ile
verilen iterasyon ilg yada dort defa uygulanir. Bylece 5™ yaklagimlarinm yeni degerleri elde

edilmis olur.

5.2 Baslangic Durumu

(5.9) denklem sistemine iterasyon uygulanabilmesi i¢in é‘,g baglangi¢ parametrelerinin
hesaplanmasina ihtiyag vardir. Bunun igin U(x,0) baslangic kosulundan (5.1) yaklasik

fonksiyonlar: yardimiyla 6,2 baglangig parametreleri hesaplanacaktir.

Baglangig kosulu igin (5.1) denkleminden

N+l

Uy(x,00= 3. 8p()¢, (%)
s

m=—

= 531 )., (x)+ 53 Oy (x) +---+ 513+1 Oy (x)

yazilabilir. Buradaki 5,2 parametreleri belirlenecek olan parametrelerdir.  Baslangig

kosullarimin diigiim noktalarindaki

U,(x,,0)=U(x,,0), m=0,L,...N

degerleri kullanilarak & parametresi igin

U(x,,0)=0_,+45,+,

U(x,,0)=6,+46,+6, (5.10)

U(xy,0)=06,_+40, +6,,
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seklinde N +1 denklemden olusgan N +3 bilinmeyenli denklem sistemi elde edilir. Bu
denklem sistemlerinin ¢oziilebilmesi igin iki tane bilinmeyenin elimine edilmesi gerekir.
Eliminasyon islemin i¢in U}, (a,0)=U(,0)=0 sinir kogullar1 kullanilirak &_, ve Jy,,

parametreleri yok edilebilir. Boylece N +1 bilinmeyenli N +1 denklem sistemi elde edilir ki,

bu sistemin ¢8ziimli Thomas algoritmasi ile kolayca bulunabilir,

Uy(a,0) =U,(b,0) =0 simnir kogullarindan

3
','1'(61 -4, ) =0,

3, . .
;(‘)NH - 01«/—1) =0

yazilabilir. Buradan da

o =9,

5N+1 = é'1v—1

oldugu sdylenebilir. Elde edilen bu sinir parametreleri (5.10) denklem sisteminde yerlerine

yazilirsa,

U(x,,0) =6, +26,
U(x,,0)=06,+40, +5,

U(x,,0)=28,_, +46,

bulunur. Baylece

—
— AN

.-hu'—‘
—

8 =[82,6¢,...65]

b=[UG) U@, Ux)] s
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olmak iizere & eleman parametresi icin matris formunda
A8°=b

denklem sistemi elde edilmig olur. Elde edilen bu denklem sistemi (N +l)x(N +l) tipinde, 3
siitun elemanli, kdsegen denklem sistemidir. Bu sistem Thomas algoritmasi kullaniarak

gozilliirse baglangig igin 6° eleman parametreleri bulunmus olur. Bulunan bu degerler (5.9)

denklem sisteminde kullanilarak iterasyona gegilir.

5.3 Kararhhk Analizi

Niimerik metodun kararhiinin arastirilmas: Von Neuman teorisine dayanir. Bu teoriye
gére, & mod sayisi1 ve 4 eleman biylikligi olmak iizere (3.14) ile verilen Fourier modu,

nlimerik metodun lineer hale getirilmesi igin belirlenir.

Burger denkleminde yer alan ve lineer olmayan UU, terimi Fourier kararlilik metodu

ile clde cdilemez. Bundan dolay: denklemi lincer hale getirebilmek igin dcnklcmin lincer

olmayan UU, teriminde U ycrine d ycrel sabiti kullanilir. Bylece lineer hale gelen Burger

denkleminin n ve n+1 zaman adimlarindaki tekrarh bagntisi (5.5) ile verildi:

(3.14) ile verilen Fourier modu (5.5) denkleminde yerine yazilip denklem diizenlenirse

a=1 —I%vAt sin®(hk/2)+2cos*(kh/2), b=9dAtsin(hk),

a =1+ %VN sin’® (hk / 2)+2cos’(kh/2), b, =9dAtsin(hk)
olmak iizere
(a,+ib)6™ =(a-+ib) 5"
esitligi bulunur [1].

A

g, bityilme garpani olmak iizere "' = g 8" oldugundan



bulunur.

£’ nin modiilii alimirsa l gl <1 olacagindan niimerik metod kosulsuz kararlidir.

54 Test Problemleri

_a+ib
a, +ib,
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Bu kisimda, iki test problemi-ile Burger denkleminin niimerik sonuglari sunulacak ve

metodun dogrulugu (2.19) ile verilen L, ve L hata normlan ile dlgiilecektir.

54.1 Birinci test problemi

Birinci test probleminde, Burger denkleminin (1.4) ile verilen analitik g¢dziimiiyle

beraber, [0,1] tamim aralifinda, (1.5) basglangic ve (1.6) sir sarti kullamilarak denklemin

niimerik sonuglan elde edildi. Viskozite sabiti v nin v =0.005 ve v =0.0005 olmasmna gore

clde edilen L, ve L, hata normlarinin degerleri Cizelge 5.1 ile verildi.

Cizelge 5.1
v =0.005 v =0.0005
(=17 | t=24 | t=31 | =175 | t=25]1t=325
L, x 10° 0.857 0.423 0.235 0.567 0.308 0.239
L x10’ 2.576 1.242 0.688 5.880 2.705 2291

54.2

Ikinci test problemi

Ikinci test probleminde, Burger denkleminin (1.7) ile verilen analitik ¢ziimilyle

beraber, [0, I] tanim araliginda, (1.8) baglangig ve (1.9) smir sarti kullanilarak denklemin

niimerik sonuglan elde edildi. Ntimerik ¢bziimler igin ~=1/36, Af=0.025 ve v =0.01

alinarak program ¢ =1.3 anina kadar ¢aligtirldi. # = 0.5 anindaki, Burger denkleminin analitik

sonuglari ile elde edilen niimerik sonuglar Cizelge 5.2 ile verildi.



Cizelge 5.2 h=1/36, At=0.025 ve v=0.01

t=05

* NUMERIK | ANALITIK
0.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000
0.278 0.999 0.998
0.333 0.985 0.980
0.389 0.847 0.847
0.444 0.452 0.452
0.500 0.238 0.238
0.556 0.204 0.204
0.611 0.200 0.200
0.667 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200
L x10° 5
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6 BURGER DENKLEMININ KUBiK B-SPLINE FONKSIYONLARI

KULLANARAK KOLOKEYSIN METODUYLA COZUMU

Bu boélimde (1.1) ile verilen Burger denkleminin kiibik B-splinc fonksiyonlar
yardimiyla (1.2) baglangig ve (1.3) smur kogullan altindaki niimerik ¢8ziimleri verilecck ve

niimerik metod igin Fourier kararlilik analizi yapilacaktir [8].
6.1 Kiibik B-spline Kolokeysin Metodu
[a, b] araligim, X, diigiim noktalari yardimiyla

A=Xy <X <-<Xy=b

seklinde esit uzunluklu alt aralikiara bslelim. (1.1) ile verilen Burger denkleminin U,, yaklagik
goziimleri, (f), =UU,), —v(U,,), olmak iizere
U, +A-6)1, +6£," =0 6.1)
¢oziimiinden elde edilebilir [8].
(6.1) denklemine zamana gore tiirev igin sonlu fark yaklagim uygulanirsa
Umt =-Us +(1=0)AY" + 6™ =0 (6.2)
bulunur. (6.2) denklemi lineer hale getirebilmek igin

WU =U U, +UnU,)," ~Un(U,),

esitligi kullamlarak (6.2) denkleminde (UU, Y yerine esiti yazilirsa denklem,

m

Up =Un + (=M Up U + U U, ~Un U =v(U,L ) |

n+l n n n+l n n n+l (63)
+OAL U (U, Yo +Un(U, Yo =Un(U, Yo —v(U . ) ]=0



55

halini alir. Kiibik B-spline fonksiyonlarin (5.3) ile verilen esitlikleri (6.3) denkleminde yerine

yazilip denklem diizenlenirse

n n ' 3 b
Ll = 6m—1 + 45 + 5m+1’ h ( m+1 ‘Sm—l )9
L= +45 473, 3(5;;: 5,

( =20, +0p.1)

olmak iizere;

S+ 6L, - 392’11 6‘9 )+<s"+1 (4+40ML, +v 129‘” )
vorivan, + 204, 6;” ) 64
=L-( "0)At[l'xL4 +L,L, - L1, "VLs]'*‘ OAtL L,

m=0,1,..,N

denklem sistemi bulunur [8]. Bu sistemde, bilinmeyenler d"*' = {5"1* Lot 5;,:',} olmak

tizere, N +1 denklem ve N +3 bilinmeyen vardir. Sistemin ¢dziilebilmesi igin iki tane

bilinmeyenin elimine edilerck denklem sayisi ile bilinmeyen sayisinin egitienmesi gerekir. Bu

ylizden 6., ve O,,, cleman parametreleri (1.3) sinir kosullar kullamlarak yok edilecektir.

Béylece (N +1)x (N +1) boyutlu, 3 siitun elemanh kdgegen denklem sistemi elde edilir.
(1.3) smir kogullari, eleman parametreleri kuilanilarak

U(x,) =81 +46," +6" = e
Ulxy) =0y +46y" + 6y, =

seklinde yazilabilir. Buradan siir parametrelerinin degerleri

5:1;—1 - 4 561-&-1 _ (Slml

(6.5)
Sy = B— 835 —48y"

olarak elde edilir. Bu degerler (6.4) denklem sisteminde yerine yazildiginda istenilen

climinasyon yapilmig olur.
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6.2 Baslangic Durumu

(6.4) denklem sistemine iterasyon uygulanabilmesi igin d"={§f) ‘,(5]',’....,52,,,,}

baglangi¢ parametrelerinin hesaplanmasma ihtiyag vardir. .Bunun igin (1.2) baslangig

kosulundan (5.3) esitlikleri yardimiyla baslangi¢ aninda m2 =0,1,..., N olmak iizere x,, diigiim

noktalarindaki

U(x,) =08y, +460 +50

m+1
Uey) =2 (88 = 35.1)

Uy (x,) = —héz'(arg—l 26, +6;g+1)

degerleri hesaplanabilir.

ikinci zaman adimmdaki d' = {61,,6(},...,5}\, +,} bilinmeyenlerini hesaplamak igin (6.4)

denkleminde 8 =1 alarak kapali ¢6ziim aragtirilirsa (6.4) denklemi
3
iy =5,2_1+45,?, +6,2+1’ Lz =7l(6r2+1_6:—1)

olmak lizere

8, (1+ALL, _%_V%ﬁ)wm”mz » 1212&)

+5I:l+l(1 +Atl‘2 +§SAh£_‘V*6l$) = L' +A1L|L2 (6.6)
)

m=0,l,..,.N

denklemine doniigiir [8].

(6.6) denklem sisteminde N +3 bilinmeyen ve N +1 denklem vardir. Smir kosullar:
kullanilarak bulunan (6.5) esitliklerinin, bu zaman adiminda, eliminasyon igin kullanilmasiyla
iki tane bilinmeyen yok edilmis olur. Boylece (6.6) denklem sistemi (N +1)x(N +1) lik, 3

siitun elemanli, kdsegen denklem sistemine doniisiir. Bu sistem Thomas algoritmas: ile
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goziilebilir. Buradan d'= {511,53, 5N+1} eleman parametreleri bulunmus olur. Bulunan

bu degerler, m = 0,1,..., N olmak izere x,, diilim noktalarindaki

U(x,)=0,_,+45, +8..,
, 3
U (xm) = _( m+l 01:: 1 )

Us(5a) =5 (8h4~20 + )
esitliklerinde kullanilarak U(x,,),U"(x,,) ve U, (x,,) degerleri hesaplanabilir.

Ugtincti zaman adimindaki d° ={5_21,§02,...,5§, +1}bilinme:yenlerini hesaplamak igin

(6.4) denkleminde @ =% alarak Crank-Nicolson yaklagimi kullanilirsa (6.4) denklemi

L=3), 448, +8h  L=2(8h,-0L),
3
L, 52.+45°+62+[, L= h((s;’”l Onr);
LS_ 251 +é‘1+l)
olmak iizere

A, ML 3At

2 2 oar.
82,1+ Y )6(4+2AtL2+v )

2 AtL, 3AL 3
+0,,,(1+ > + > th) 67)
L,-—[L,L +L,L,—-LL,~vL ]+—qu2
m=0,1,...,.N

denklemine doniigiir {8].

(6.7) denklem sisteminde N +3 bilinmeyen ve N +1 denklem vardir. Simir
kogullari kullanilarak bulunan (6.5) esitliklerinin, bu zaman adiminda, eliminasyon igin

kullanilmasiyla iki tane bilinmeyen yok edilmis olur. Boylece (6.6) denklem sistemi
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(N +1)x (N +1) lik, 3 siitun elemanli, kdgegen denklem sistemine doniigiir. Bu sistem Thomas
algoritmas: ile ¢dziilebilir. Buradan d° ={ R . 3 +,} eleman parametreleri bulunmug

olur. Bulunan bu degerler, m = 0,1,..., N olmak iizere x,, diigiim noktalarindaki

U(x,) =2,

m—1

U'x,) = ‘Z‘(&:m ~0y )

+462 + 82

m+1

Us(x,) = (82, -260 +01.,)

eyitliklerinde kullanilarak U(x,,),U'(x

m

) ve U] (x,) degerleri hesaplanabilir.

m

Ugiincii zaman adimindan sonraki tiim zaman adimlarinda, d"*' = {5:’; ',55"“,..., 1’,’,11,}

eleman parametrelerinin hesaplanmasi igin 6nceki iki zaman adiminda bulunan &, eleman

parametreleri kullamlir. Ugiinclt zaman adimina kadar yapilan islemlerin tekrarlanmasi ile

iterasyona devam edilir.

63 Kararhhk Analizi

Niimerik metodun kararliginin arastirilmasinda Von Neuman teorisi kullanitlir. £ mod
sayis1 ve A eleman biiyiikliigii iken, lineer hale getirilmis (6.7) denkleminde (3.14) esitligi

yerine yazilir ve denklem diizenlenirse

a=2cos(kh)+4—(1 —0)%%:(1 —cos(kh)), b=(1 —0)%dAt sin(kh),
12

a, = 2cos(kh)+4-—()h—2vAt(l—cos(kh)), b = ()%a'AI sin(kh),

olmak tizere

(a,+ib)6™ =(a—ib) 6"

esitligi elde edilir [8].

g , bilyiime ¢arpam olmak iizere 6™ = g 5" oldugundan



bulunur.

_a-ib
a, +ib,

1
£’ nin modild alinirsa 06[5,1] igin lngl olur. Bu durumda niimerik metod

kosullu kararlidir.

6.4

6.4.1

Test Problemleri

Bu kisimda, iki test problemi ile Burger denkleminin niimerik sonuglari sunulacaktir.

Birinci test problemi

Birinci test probleminde, Burger denkleminin (1.4) ile verilen analitik ¢Oziimiiyle

beraber, [0, 1] tamim arah@inda, (1.5) baslangic ve (1.6) smr sarti kullamlarak denkiemin

niimerik sonuglan elde edildi. Niimerik ¢8ziimler i¢in 4 =0.005, Af=0.01 ve v =0.0005

alinarak program ¢ =3.25 anma kadar ¢alistirlldi. Elde edilen sonuglar Cizelge 6.1 ile verildi.

Cizelge 6.1 h=0.005, At=0.01 ve v=0.0005

t=1.7 =25 t=3.25
¥ NUMERIK ANALITIK | NUMERIK ANALITIK | NOMERIK ANALITIK
0.1 0.05883 0.05882 0.04000 0.04000 0.03077 0.03077
0.2 | 0.11765  0.11765 0.08000 0.08000 0.06154  0.06154
0.3 | 0.17648  0.17647 0.12001 0.12000 0.09231  0.09231
0.4 0.23531 0.23529 0.16001 0.16000 0.12308  0.12308
0.5 | 0.29414  0.29412 0.24001 0.20000 0.15385  0.15385
0.6 { 0.35296 0.35294 0.28001 0.24000 0.18462  0.18462
0.7 | 0.00000 0.00000 0.28915 0.28000 0.21539  0.21538
0.8 | 0.00000 0.00000 0.00811 0.00977 0.24616  0.24615
0.9 | 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.12358  0.12435
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6.4.2 likinci test problemi

ikinci test probleminde, Burger denkleminin (1.7) ile verilen analitik ¢dziimiiyle
beraber, [0,1] tanim araliinda, (1.8) baslangig ve (1.9) sir sartt kullamlarak denklemin
nimerik sonuglart elde edildi. Numerik ¢ozimler ig¢in v =0.01 almmarak

h=1/36 ile Ar=0.025 ve h=1/18 ile Ar=0.001 durmunda ¢=0.5 amindaki sonuglar,
Cizelge 6.2 ile verildi.

Cizelge 6.2
1=0.5
. NUMERIK
K=1/36 n=1/18 | ANALITIK
A =0.025 At =0.001
0.000 1.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000 1.000
0.278 0.999 0.996 0.998
0.333 0.986 0.994 0.980
0.389 0.850 0.835 0.847
0.444 0.448 0.461 0.452
0.500 0.236 0.240 0.238
0.556 0.204 0.199 0.204
0.611 0.200 0.199 0.200
0.667 0200 | 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200 0.200
0.778 0.200 -0.200 0.200
0.833 0.200 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200 0.200
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7 BURGER DENKLEMININ KUADRATIK  B-SPLINE GALERKIN

METODUYLA COZUMU

Bu béliimde Burger denkleminin kuadratik B-spline Galerkin metoduyla niimerik

¢oziimleri verilecek ve niimerik metod igin Fourier kararlilik analizi yapilacaktir [2].
7.1 Kuadratik B-spline Galerkin Metodu

Bu kisimda, [a,b] tanim aralifinda (1.1) ile verilen Burger denkleminin Galerkin

metoduyla niimerik ¢6ziimiiniin yapilabilmesi igin smnur kogullart
Uat)=a, Ub,t)=f yada UU(a,t)=U_(b,))=0 te[O,T] .1
scklinde segildi .

W (x) agirhk fonksiyonu olmak iizere (1.1) denklemine Galerkin teknigi uygulanirsa
b
[ww,+uU,~vU,)dx =0 (72)
]

denklemi elde edilir.

Kuadratik B-spline fonksiyonlarin ikinci mertebeden tlirevieri stireksiz oldugundan U,
fonksiyonu, kuadratik B-splinc fonksiyoular yardimiyla ifade cdilemez. Bu' yuzden (7.2)

b
denkleminde IW U,dx integraline kismi integrasyon uygulanir ve (7.1) simr kosullart

kullanilirsa

I].WUndx=WU,|Z —].Wxedx=—I_’fochbc (13)

esitligi bulunur. Boylece (7.2) denklemi



b b
[ww,+vv,ydx+v (WU dx =0 (7.4)

denklemine doniisiir.

[a,b] arahigm, x, diigiim noktalar: yardimiyla
a=x,<x < <xy=bh

seklinde esit uzunluklu alt arahklara bolelim. [xm,xm +1] arahs, @, .0, ve @, kuadratik
B-spline fonksiyonlan tarafindan ortiiliir ($ekil 1.1). h=x,, —x, olsun. 0<&<1 olmak
izere hf=x—-x, donisimi [x,,x, )] arahginda @, .4 ve ¢, kuadratik B-spline

fonksiyonlarina uygulanirsa [xm,xm +1] aralig [O, h] araligmna, ¢, .4, ve @,,, kuadratik

B-spline fonksiyonlar da

o = G =30 = ey =B =5, = (=R =1-2£ 487
$, = ;12-[(;%2 —x)? =3(x, = %) | = ;]2—[(::,,,+2 —hg =x,) =3(x,, ~h&~x,)" |
= z[@h-he) ~30h-he)*] =1+ 22 -2
an =55 sy =0 =3 =2 + 35y~ 2]
= oo = =3, =350 = =5, + 35 ~E-2,)"]

—— [ G- ey ~32h~ k) + h-hey ] =&

fonksiyonlarina dnilsiir. Bdylece kuadratik B-spline gekil fonksiyonlari & ye baglmh olarak

8" =Bty b br) = (=28 +&7,14 26 - 252, £7) (7.5)
seklinde bulunmus olur.

[x X, +1] aralifinda Burger denkleminin U}, yaklagik ¢dziimleri

m?



|

Uy =UE D)= Y 5,0 (&) (7.6)

i=m-1

seklinde ifade edilebilir. Burada &, ler, bulunmasi gereken, zamana bagl parametrelerdir.

[%,,%,.1 ] araliginda (7.4) denklemi

]’ [WW,+UU)+vW U, ]dx =0 (7.7

T
scklinde yazilabilir.

(7.7) integral denkleminin itegrant fonksiyonunda agirlik fonksiyonu W nin yerinc ¢,

kuadratik B-spline fonksiyonlari, U nun yerine de (7.6) ile verilen esiti yazilirsa, o, zamana

bagli tiirevi gostermek iizere integrant fonksiyonu

_m_l[f¢¢ dx]é' + 35 [ [¢p,ax ]55 s [ [ow, dx] (1.8)

j“’ﬂ"l k=m-1 _m—

halini alir.
A° ile C° 3x3 boyutlu, L ise 3x3x3 boyutlu ~matrisler  ve

( 1150m> O “)T olmak tizere (7.8) -ifadesi
A°6°+6°L'6° +v(C6° (7.9)

seklinde matris formunda yazilabilir [2]. Metod uygulanirken, I matrisinin yerine 3x3
boyutlu,
m+l
= Z L0,
=m-1

seklinde tanimlanan, birlesik B matrisi kullanilacaktir.

A® ve C° matrisleri &° eleman parametrelerinden bagimsiz, B° ise &°eleman

parametrelerine bagimhdir.



h
. h
A,.J=J'¢,.¢,d§=-3-(-)- 13 54 13/,
0

h
e Iy 2
¢, = j‘¢,¢_,dcf=§-h- -1 2 -1y, (7.10)
0

1 (=10,-19,=D)*  (8,12,00° (27,5
B, = ,Jk—j¢¢¢k5d§—3— (-19,~54,-7)8° (12,0,-12)6° (7,54,19)5° |.
(-1,-7,-2)5°  (0,~-12,-8)5° (1,19,10)5°

(7.9) ve (7.10) ifadelerinin birlestirilmesiyle (7.7) denklemi & =(5_,,8,,6,,..., 5N)T

olmak iizere

A6+ B(6)5 +vCE =0 (7.11)

denklem sistemine ddnlglie 2], Burada &, =(9,,.,,0,1,0,,.0, ‘)m+2) olmak llzere

m=12 Yy e

A,B(8) ve C matrisleri, m. satiri

A :-ﬁ(l,26, 66,26,1)
30
C‘—%—(—l —2,6,-2,-1)
°3h o4 > Vs >

B(5) :3%[(—1, 0,1,0,0)6,,,(-7,-31,31,7,0)5,,,(~2,-62,0,62,2)5,,,
(0,-7.-31,31,7)3,,,(0,0,-1,0,1)5,, |

olan 5 siitun elemanh kdsegen matrislerdir.

J,, ecleman parametrelerinin iki ardigtk zaman aralift » ve n+1 deki degerleri igin
(2.8) ve (2.9) esitlikleri kullanilirsa (7.11) denklemi,
sl o ol oH N -1
42200 gy o8 H
At 2 2

denklemine doniigiir. Bu denklemin diizenlenmesiyle J igin
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(A +%t—(B(é"’)+vC))é‘”“ .—.(A—i‘zﬁ(B(a")wc))(s" (7.12)

tekrarli bagintis: elde edilir [2].

(7.12) sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in (7.1) smir kosullan kullamilarak 6, ve &y,

parametreleri elimine edilmelidir. Bdylece, bilinmeyenleri (5;“,5;’*‘,...,5;;*_‘,) parametreleri

olan N x N boyutly, 5 siitun elemanl kgegen denklem sistemi elde edilir. Bu sistem Thomas

algoritmast yardimiyla ¢ozttlebilir.  Ardindan her zaman adiminda J , ve é'N' parametreleri

hesap edilebilir,
7.2 Baglangic Durumu

(7.12) denklem sistemine iterasyon uygulanabilmesi igin 5,‘,’, baglangig¢ parametrelerinin

hesaplanmasina ihtiyag vardir. Bunun i¢in U(x,0) baslangi¢ kosullarindan yararlanilacaktr.

U, (x,t) yaklasik ¢oziimii, kuadratik B-spline fonksiyonlar1 yardimiyla

Uy(x,0) = Y. 6,0, (%)

me-

=6_()¢., (%) + 8 ()P (x) +-+-+ Oy (py (x)

(7.13)

seklinde ifade edilebilir. Baslangi¢ kosulu i¢in (7.13) denkleminden

Uy(x,0)= Y 59, (x)

me~|

= 850, () + 83y (6 + -+ S (),

yazilabilir. Buradaki 5: parametreleri belirlenecek olan parametrelerdir. Baglangsg

kosullarmm diigiim noktalarindaki

Uy(x,,0)=U(x,,0) ve Vy(x,,0)=V(x,,0), m=0,1,...N

degerleri kullanilarak, & parametresi igin,



U(x,,0)=0_, +,
U(x,,0)=0, +0,
(‘.),":‘ (1.14)
U(xy,0)=8,_+0d,
scklinde N +1 denklemden olusan N +2 bilinmeyenli denklem sistemi clde edilir. Bu

denklem sistemnin ¢dziilebilmesi igin bir tane bilinmeyenin elimine edilmesi ya da bir tane daha
denklemin sisteme eklenmesi gerekir. Uy (a,0)=0 veya U, (5,0)=0 smir kosulunun

kullaniimasiyla denklem sayisi ile bilinmeyen sayisi egitlenebilir. Boylece N +2 denklemden
olusan N +2 bilinmeyenli denklem sistemi elde edilir ki, bu sistemin ¢6ziimii kolayca

bulunabilir.
, S g—— - c
Uy (a,0) =0 simmir kosulundan 71—(60 = é_,) = 0 yazilabilir. Buradan (7.14) sistemi

U'(x,.0) = ,3(50 -5,)
(]

U(x),0)=0_, +6,
U(x,,0) =6, +9,

U(xy,0)=06,_ +9,
halini alir. Bu sistemin ¢tziilmesi ile &_,6,,...,0,, degerleri, baglangi icin

U(x,,0)
o, =0, =——2°—-—

6, =U(x,0)-6,
dy =U(xy,0)-0y_,
olarak bulunur.

7.3 Kararhhk Analizi

Niimerik metodun kararhginin arastinimasinda Von Neuman teorisi kullanilir.
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Lineer olmayan UU_ teriminin yerine yerel sabit alinarak lineer hale getirilmis Burger

denklemi, (7.12) esitliginin kullanilmasi ile

o =t _YAAL VAL _pef_joYdAL_ YA
a3=66£—+()_‘A’_, a“____zéi_,_mvdm_zﬂ,
h  vdAr vAl

730 6 3k

olmak tizere
A+l 41 4+l i+ nl
ad,, +a,8," +a. 8, +a,8, +ab,, = (7.15)
aso, +a,0,

m~2 m+2

+a,0,

m-1

+a,6, +a,0,,,

seklinde yazilabilir {2].

(3.14) esitligi (7.15) esitliginde yerine yazilir ve denklem diizenlenirse

a= 3_%(33 +cos (2kh) + 26 cos (kh)),
VAL, . .
a = 2—3;;—(sm2 (kh)+2sin’ (kh/2)),

b =("d‘“ +-‘9’-)sin(2kh)+(1o vdar -2l’ﬂ)sin(kh)
6 3k 6 3k

olmak {izere

(a+a, +ib)3""’l =(a~q -—ib)g’”

esitligi elde edilir [2].

g , bilyiime ¢arpan1 olmak iizere 6" = g 5" oldugundan

_a—a,—ib
a+a +ib

‘4

bulunur.
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£’ nin modiild alindifinda lglsl oldugu gbriiliir. Bu durumda niimerik metod

kosulsuz kararhdir,

7.4 Test Problemleri

Bu kisimda, iki test problemi ile Burger denkleminin niimerik ¢6ziimii yapilacak. ve
metodun dogrulugu (2.19) ile verilen L, ve L, hata normlar ile lgiilecektir.

7.4.1 Birinci test problemi

Birinci test probleminde, Burger denkleminin (1.4) ile verilen analitik ¢oziimiiyle
beraber, [O,l] tamim aralifinda, (1.5) baslangic ve (1.6) smur sarti kullanilarak denklemin
niimerik sbnuc;lan elde edildi. Niimerik ¢dziimler igin /#=0.02 ve Af=0.1 alinarak program
t=3.25 anna kadar galigtirildi. v =0.005 ve v=0.0005 durumlan igin bulunan

L, vc L, hatalan Cizelge 7.1 ile verildi.

Cizelge 7.1 h= 0.02, Ar=0.1

v =0.005 v = 0.0005
t=1.7 t=24 t=3.1 t=1.75 t=25 | t=3.25
L,x10° 2.281 1.175 0.808 2.023 2.094 0.933
L x10* 7.150 2921 2.297 14.033 12,618 8.394

Viskozite sabitinin her iki durumunda da bulunan niimerik sonuglar analitik sonuca
oldukga yakindir. Viskozite sabitinin degerinin kiigiilmesi, olusan hatay: bilyttse de sonuglar
hila kabul edilebilir yakinlktadir.

7.4.2 Ikinci test problemi

ikinci test probleminde, Burger denkleminin (1.7) ile verilen analitik ¢dziimiiyle
beraber, [0,1] tamm aralifinda, (1.8) baslangic ve U (0,£)=U (L,{)=0 smr sarts
kullamlarak denklemin niimerik sonuglar1 elde edildi.
h=1/36, At=0.025 ve v=0.01 alnarak #=0.5 anminda, Burger denkleminin analitik

Niimerik ¢6ziimler icin

sonuglari ile elde edilen niimerik sonuglai' kargilagtirildi. Karsilagtirma Cizelge 7.2 ile verildi.



Cizelge 7.2 =136, Ar=0.025ve v=0.01

1=0.5

¥ NUMERIK | ANALITIK
0.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000
0278 0.998 0.998
0.333 0.985 0.980
0.389 0.851 0.847
0.444 0.447 0.452
0.500 0.238 0.238
0.556 0.205 0.204
0.611 0.201 0.200
0.667 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200
L x10° 50
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8 BURGER DENKLEMININ KUBIK B-SPLINE GALERKIN 'METODUYLA

cOzZOMU

Bu boliimde Burger denkieminin kiibik B-spline Galerkin metoduyla niimerik
gdzlmleri verilecek ve nimerik metod igin Fourier kararlhilik analizi yapilacaktir {24].

8.1 Kilbik B-spline Galerkin Metodu

Bu kisimda, [a,b] tamm aralifinda (1.1) ile verilen Burger denkleminin Galerkin

metoduyla niimerik ¢Sziimiiniin yapilabilmesi i¢in swnur kosullari
Ua,t)=U(b,t)=0 yada U (a,0)=U(b,t)=0 te[O,’I'] (8.1

seklinde secildi .
W (x) agirhk fonksiyonu olmak iizere (1.1) denklemine Galerkin teknigi uygulanirsa

b
(W, +UU, —vU )dx =0 (8.2)

b
denklemi elde edilir. Bu denklemde J' WU . dx integraline kismi integrasyon uygulanir ve (8.1)

stnir kosullar: kullanlirsa

b Lt b

[WU de=wu,|. - (WU de=-[WU,dx (8.3)
esitligi bulunur. Boylece (8.2) denklemi

b b

frw, +vu yds+v (WU dxc=0 (8.4)

denklemine ddniisiir.

[a,b] araligini, x, diiglim noktalar1 yardimiyla
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A=Xy <X, < <Xy =b

seklinde esit uzunluklu alt araliklara bdlelim. [x,,,,x,,,+,] aralig, ¢, ,.4,.9,., ve &,., kibik
B-spline fonksiyonlari tarafindan ortitliir (Sekil 1.3). A =x,,,~x, olsun. 0<&<h olmak
tzerc &=x-x, donlgimi [x,,x,.] arabginda @, .¢,.8,. v¢ @,,, kiubik B-splinc
fonksiyonlarina uygulanirsa [x,,,x,,,] arahig [0,4] araligma, &, ,.8,.8,. Ve &,., kibik

B-spline fonksiyonlar da

1 1 1
¢m—l = ;lT(xﬂH-l - X)3 = F(xm-rl - 5 —Xp )3 = ;IT(h - 6)3
b = 5[ H 3y =0+ 305 =) =300 =)'

= [ 3t = = 50+ Gy —E =5, =3y =€ =5
1
P
1
7).7
L

K]

(1 43K (h—£)+3h(h~£)* ~3(h—£)']

B =3[ I +31(x=x,) +3h(x~x,)" ~3(x-x,)" ]

(7 4302+, ~%,) +3h(E +%, =%, )} =3(E+x, -x,) |

=

—_

43R E+3hE" 38 ]

bron = 5[ G- 5,7 =2 +5, =5, ] =8

3
fonksiyonlarina doniigiir. Béylece kiibik B-spline sekil fonksiyonlar1 & ve A ye bagimli olarak

¢e = [¢n14 "¢m’¢m+l ’¢m+2] (8.5)
1
=?I:(h—§)3 J(H +302 (h=£)+3h(h— &) =3(h— &) ), (W +3K°E +3RE —35’),53]
seklinde bulunmusg olur.
X, 5% araliginda Burger denkleminin Uy, yaklagik ¢8ztimleri
m>m+l N

m+2

Uy, =UE D= Y. 5,1)¢,&) (8.6)

i=m-1
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seklinde ifade edilebilir. Burada J; ler, bulunmasi gereken, zamana bagli parametrelerdir.

[%,5%,.,1 ] araliginda (8.4) denklemi
j [W (U, +UU,)+vW,U,]dx=0 8.7
scklinde yazilabilir.

(8.7) integral denkleminin itegrant fonksiyonunda agirlik fonksiyonu W nin yerine ¢,

kibik B-spline fonksiyonlar, {/ nun yerine de (8.6) ile verilen esiti yazilirsa, o, zamana bagh

tiirevi gostermek iizere integrant fonksiyonu

m+2

[ (44, de59+ '"22 'L‘f [ [s9,9: }mew > [ |04, de 5 (8.8)

j—m-l J=m—1k=m-1 J=m-1

halini alir. Burada 8° =(8,_,8,,8,,,158,;) dir.

m-1°

A° ile C° 4x4 boyutlu, L' ise 4x4x4 boyutlu matrisler olmak lizere (8.8)

ifadesi

A5+ +vCese 8.9)
scklinde matris formunda yazilabilir. Metod uygulanirken, 7 matrisinin yerine 4 x4 boyutlu,

m+2

= 2 Ly

k=m-1
seklinde tanimlanan, birlesik B° matrisi kullanilacaktir.

A° ve C° matrisleri 6° eleman parametrelerinden bagimsiz, B® ise &°eleman
parametrelerine bagumlidir.

AL

s ve C° matrisleri
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h
A; = I¢i¢jdx>
0
h
Ly, = (o4 g, (8.10)
0

h
C/; = J.¢/'¢/'dxa
0

integrallerinin hesaplanmasi ile bulunabilir.

(8.9) ve (8.10) ifadelerinin birlegtirilmesiyle (8.7) denklemi & =(J_,,6,,0,,...,0, N+,)T

olmak iizere

AS+ B(8)S +vCS =0 (8.11)
denklem sistemine déniigiir.

J,, cleman parametrelerinin, iki ardisik zaman arahigr » ve n+1 deki degerleri igin

(2.8) ve (2.9) csitlikleri kullanilirsa (8.11) denklemi,

ntl __ on n+1 n 7+l ]
A= gm0 2
At » 2 2
denklemine déniisiir. Bu denklemin diizenlenmesiyle & igin
At n n+l __ At n n
(A +7(B(5 )+vc))5 _(A—7(3(5 )+vc))5 (8.12)

tekrarli baZintis1 elde edilir [24].

Burada B(6)d matrisinin & ya bagimli olmast lineerligi bozmaktadir. Bundan dolay:
Burger denkleminde lineer olmayan UU, ifadesindeki U, bir yerel sabit olarak alinirsa ilgili
0, parametreleri de sabit say1 olacaktir. Bu sabit saymin ¢ oldugunu kabul edersek (8.11)

sisteminde yer alan A, B(0) ve C matrisleri, m. satir elemanlart
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A= (1,120,1191,2416,1191,120,1)
140
B:4—6;)-(—6,—336,—1470,0,1470,336,6)

C: —1—37 (-3,-72,-45,240,-45,-72,-3)

olan 7 siitun elemanh k8segen matrisler olarak ifade edilebilir [24].

(8.12) sisteminin ¢Oziilebilmesi igin (8.1) swmur kogullarnt kullamilarak &, ve 6,
parametreleri elimine edilmelidir. Boylece, bilinmeyenleri (04 ' 07 v....0x'") parametreleri
olan (N +1)x(N +1) boyutlu, 7 siitun elemanh kosegen denklem sistemi elde edilir. Bu
sistem Thomas algoritmasi yardimiyla ¢6zilebilir. Ardindan her zaman adiminda O, ve oy

parametreleri hesap edilebilir.

Lineer olmayan (8.12) denklem sisteminin ¢oziimii, (2.16) iterasyon formiilii

kullanilarak her zaman adiminda iyilestirilebilir:

(8.12) sistemi kullanilarak, Thomas algoritmasi yardimiyla, 8" yaklagimlar: bulunur.
Yeni zaman adimina gegmeden 8nce, 8™ degerlerini iyilestirmek igin bu degerlere (2.16) ile

verilen iterasyon iig yada dort defa uygulamir. Boylece 5™ yaklagimlarinin yeni degerleri elde

edilmis olur.
8.2 Baslangi¢c Durumu

(8.12) denklem sistemine iterasyon uygulanabilmesi igin 5,?, baglangi¢ parametrelerinin

hesaplanmasina jhtiyag vardir, Bunun igin U(x,0) baglangig kosullarindan yararlanilacaktir,
U, (x,t) yaklagik ¢8zlimi, kiibik B-spline fonksiyonlar: yardimiyla

N+l

Uy(e,0)= . 8,8, (x) | (8.13)

=8 (1)@, (x) +5,(1)@,(x) +-+-+ 5y, (Py, (x)

seklinde ifade edilebilir. Baglangi¢ kosulu igin (8.13) denkleminden
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N+l

Uy(x,00= D 5p, (x)

m=~1

=800, (1) + Foy (X) ++++ 5y, By, ().
yazilabilir [24]. Buradaki 5: parametreleri belirlenecek olan parametrelerdir.
Baslangi¢ kosullarmm diigiim noktalarindaki
Uy(x,,00=U(x,,0) m=0,1,.,N
degerleri kullanilarak, & parametresi igin,

U(x,,0)=5_, +45, +5,

U(x,,0) = 5, +43, +35, .14

U(x,,0)=0,_,+46, +,,,
seklinde N +1 denklemden olusan N +3 bilinmeyenli denklem sistemi elde edilir. Bu
denklem sisteminin ¢b6ziilebilmesi igin iki tane bilinmeyenin elimine edilmesi ya da iki tane
daha denklemin sisteme eklenmesi gerekir. (8.1) sinir kosulunun kullanilmasiyla iki tane
bilinmeyen elimine edilerek denklem sayisi ilo bilinmeyen sayisi egitlenebilir. Boylece N +1
denklemden olugan N +1 bilinmeyenli denklem sistemi elde edilir ki, bu sistemin ¢6zlimil
kolayca bulunabilir,

U,(a,t)=U_(b,t)=0 simnir kosullarindan %(5, —64) =0 ve %(5N+, —JN_I) =0

yazilabilir [24]. Buradan elde edilen 6, =6, ve &, =8, esitlikleri (8.14) sisteminde

yerine yazilirsa

U(x,,0) =46, +20,
U(x,0)=6,+40,+5,

U(xy,0) =26, +45,

denklem sistemi bulunur. Béylece
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-_ AN
R N
[y

1 4 1
2 4]

5 =[68,6%,..5%]
b={U(x,),U ()5 U(xy)]
olmak iizere & eleman parametresi igin matris formunda
A5’ =b

denklem sistemi elde edilmis olur. Elde edilen bu denklem sistemi (N +1)x (N +1) tipinde, 3

siitun elemanl, kdsegen denklem sistemidir. Bu sistem Thomas algoritmas: kullanilarak

cOztiltirse baglangig igin 6 cleman parametreleri bulunmus olur. Bulunan bu degerler (8.12)

denklem sisteminde kullanilarak itcrasyona gegilir.
8.3 Kararhhk Analizi

Niimerik metodun kararliginin aragtiriimasinda Von Neuman teorisi kullamlir. & mod
sayisi ve /1 eleman biiyiikliigii iken, lineer hale getirilmis (8.12) denkleminde (3.14) esitligi

yerine yazilir ve denklem diizenlenirse

a=2(———3—-)cos(3kh)+48[5L—3ﬁJcos(2kh)+

140" 208 140~ 20%

2(1191-]1-—45-‘1Ai)cos(kh)+2(1208——h—+120—1ﬂ},
140 20k 140" 20h

b =122 sin (384) + 672 92 sin (24h) + 2940 %2 sin (k)
30 80 30
olmak iizere

(a+1b)6™ =(a—ib)5"
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esitligi elde edilir [24].

g, bilylime garpant olmak iizere 5™ = g 6" oldugundan i
_a-ib
a+ib

bulunur.

£’ nin modillid alnirsa lg|==l olacagindan Iglsl kosulu saglanir, Bu durumda

niimerik metod kogulsuz kararhdir.

8.4 Test Problemi

Test probleminde, Burger denkleminin (1.4) ile verilen analitik ¢Gziimiiyle beraber,

[0, 1] tamim aralifinda, (1.5) baslangic ve (1.6) smir sarti kullamlarak denklemin niimerik

sonuglart elde edildi. Niimerik ¢dziimler igin Af =0.2 alnip program ¢=35.0 anina kadar
calistinldi. A=0.01 iken v=0.5, v=0.05 durumlan i¢in ve 2=0.001 iken v =0.005,

v =0.0005 durumlar i¢in bulunan L, ve L hatalar1 Cizelge 8.1 ile verildi.

Cizelge 8.1

v=0.5 v =0.05 v =0.005 v =0.0005
Lx10° | L x10° | L,x10° | L, x10°| L,x10° | L x10° | L,x10° | L x10

1.0 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 | 0.00000 { 0.00000 | 0.00000
2.0 | 0.01369 | 0.01585 | 0.01206 .| 0.02419 { 0.00090 | 0.00431 | 0.00117 | 0.01208
3.0 | 0.01125 | 0.00942 { 0.01035 | 0.01522 | 0.00078 | 0.00228 | 0.00060 | 0.00433
4.0 | 0.00961 | 0.00676 | 0.00913 | 0.01094 { 0.00070 | 0.00171 | 0.00237 | 0.05097
5.0 | 0.00846 | 0.00536 | 0.00826 | 0.00084 | 0.00222 | 0.01434 0.00553 | 0.12089
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9 BURGER DENKLEMININ KUINTIK B-SPLINE GALERKIN METODUYLA
cOZUMU
Bu béliimde Burger denkleminin kuintik B-spline Galerkin metoduyla niimerik
g6ziimleri verilecektir [9].
9.1 Kuintik B-spline Galerkin Metodun

Bu kisimda, [a,b] tamm araliginda (1.1) ile verilen Burger denkleminin Galerkin

metoduyla niimerik ¢6ziimiiniin yapilabilmesi igin smr kogullar:

Ua,t)=a, Ub,)=f yada U(a,0)=U,(,)=0 t&[0,T] ©.n

yeklindo segildi

W (x) agirlik fonksiyonu olmak iizere (1.1) denklemine Galerkin teknigi uygulanirsa
b .
W, +vU, -vU, s =0 9.2)

denkiemi elde edilir.
[a,b] araligim, x,, diigiim noktalar1 yardimiyla
A=X, <X <-<Xy=b

gcklinde csit uzunluklu alt araliklara bolclim. m=-2,-1,..,N+2 olmak dzcre ¢@,(x)
fonksiyonlar, digim noktalarinda taniml, kuintik B-splinc fonksiyonlar olsun.  Burger
denklemindeki  {/(x,¢) analitik fonsiyonunun yaklagik ¢dziiminin U, (x.¢) oldugunu
varsayalim. o, degerleri bulunmasi gereken zamana bagh parametreler olmak iizere bu

yaklagik ¢dziim kuintik B-spline fonksiyonlari cinsinden agagidaki gibi yazilabilir:



9

N+2

Uy(®0)= 2 5,09, ()

m==2

=8,(NP,(x)+ 8, ()P (X) +++ 8y ()P, (%)

(9.3)

(9.3) denklemi ve Cizelge 1.3 kullanilarak U, fonksiyonlarinin ve bu fonksiyonlarin
dordiincii mertebeye kadarki tiirevlerinin 7= 0,1,..., N olmak iizere x, diigiim noktalarmdaki

degerleri, eleman parametreleri cinsinden

U =U(x,)=5,,+265,

m-1

+665, +265, . +5

m+1 m+29

U::: = U'(xm) = %(§m+2 + ] O§m+l - ] Oé‘m—l - 5»1—2 )’

Ur =U"(x,) = 22(5,,,,+26,, 65, +28,, + 5,2, ©04)

h2 m+2

U, =U"(x,)= %9(6m+2 =26, %26, -0, ) >

.@-(61:&2 - 46m+l + 66101 - 46»1—1 + 5m—2 )'

U;:n: U””(x,,,) = h4

olarak bulunabilir.

[%p> %] araligy, @, 2.8, 1:0, PGz VE &,.5 kuintik B-spline fonksiyonlan
tarafindan ortiiliir (Sekil 1.4). h=x,-x,, olsun. 0<Z<h olmak iizere §=x-x,
doniigimii  [x,,,%,,,| araliginda @, .8, 1,8, .Bp1>Puis  VE P,y Kibik  B-spline
fonksiyonlarma uygulamwsa [x,,x,,,] araligs [0,h] araliima, @, 5.0, 158y Pnirs P

ve @,., kiibik B-spline fonksiyonlart da



80

ol 4 A1
sonfl) g (o5
e ol o]
o] (g (] ol
sl ol ()
ol

fonksiyonlarina doniigiir. Boylece kiibik B-spline sekil fonksiyonlar1 £ ve /4 ye bagimh olarak

(9.5)

bulunmus olur.
[xm » Xy +1] araliginda Burger denkleminin U}, yaklagik ¢dziimleri

m+3

Uy =UE D)= 5,1)¢,(%) (9.6)

i=m-2
scklinde ifade edilebilir.

[ Ko +,] araliginda (9.2) denklemi
TW(U,+UUI—vUn)dx=o ©.5)

seklinde yazilabilir.

(9.5) integral denkleminin itegrant fonksiyonunda agirhik fonksiyonu W nin yerine ¢,
kuintlk B-spline gekil fonksiyonlari, I/ nun yerine de (9.4) lle verilen eyiti yazilirsa, s, zamana

bagl tiirevi gbstermek iizere integrant fonksiyonu
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S [W dr:}s‘ 55 [[:j¢,¢,¢;d:}>‘,:}>l—v 3 [ f¢¢'d¢]o‘ ©6

Jam-2 Jmm=2 kom-2 Jmm=2

halini alir. Burada m=0,1,...,.N—1 ve 6° = (5 8, 150030,,.150,.250,

m=2°%Ym-12 m+1? Y m+22 Y m+3

) dir.

A ile C° 6x6 boyutlu, L’ ise 6x6x6 boyutlu matrisler olmak lzere (9.6)

ifadesi
A4° 5e+(6e)TLe§e—VCe§e 9.7)

seklinde matris formunda yazilabilir. Metod uygulanirken, L maftrisinin yerine 6x6 boyutlu,

m+3
e __ e oe¢
B = 3 Ly
k=m-2

seklinde tanimlanan, birlesik B° matrisi kullanilacaktir.

e

ve C° matrisleri ° eleman etrelerinden ‘bagimsiz, B° ise O°eleman
param

parametrelerine bagimhdir. A°, i, ve C° matrisleri

h
4= I¢,¢,~d¢,

L, =’:[ ¢.0,0,4¢, (9.8)
0
h
i = Jogac.

integrallerinin hesaplanmasi ile bulunabilir.

.7 ve 9.8) ifadelerinin birlestirilmesiyle 9.5 denklemi
8 =(8.558.15045+s01,1504,,)" Olmak izere

A5+(B(8)-vC)5=0 99

denklem sistemine doniigiir.



0, eleman parametrelerinin, iki ardigik zaman araligt # ve n+1 deki degerleri icin

(2.8) ve (2.9) esitlikleri kullanilirsa (9.9) denkiemi,

n+l_ n n+1 n n+1 N
Aé‘Zti+B(5”)5 LLARVL i LA

2 2

0

denklemine doniigiir. Bu denklemin diizenlenmesiyle ¢ igin lineer olmayan
(24+ AB(5™) - vAIC) 5™ =(24- MB(5") +vAIC) 8" (9.10)

tekrarli bagintisi elde edilir [9]. Bu sistemin ¢oziilebilmesi igin sistemdeki denklem sayis: ile

bilinmeyen sayisun esitlenmesi gerekir. 0 ,,0_,,0y,,,0y,, cleman parametrelerinin elimine
edilmesi sistemin ¢oziilebilmesi igin yeterlidir. 0, ve J_, parametrelerini elimine edebilmek
igin U(a,t)=U_(a,f) =0 smir kogulu, &,,, ve J,,, parametrelerini elimine edebilmek igin

de U(b,t)=U,(b,t) =0 simr kosulu kullanilabilir.
(9.4) esitlikleri kullanilarak U(a,t) =U_(a,t) =0 kosulundan
O, +260_, +660, +266, + 5, =0,
20 .
—}17(62 +26,~68+25_ +8,)=0
ve Ub,0)=U_(b,t)=0 kosulundan
Oy_y +260,_, +665, +266,,, +6y,, =0,

20
h—z(é‘N+2 +20y,, =68y +20y_ +6y,)=0

yazilabilir bu eyitlikler kullanilarak istenilen eliminasyon yapilabilir.

Lineer olmayan (9.10) denklem sisteminin ¢6ziimii, (2.16) iterasyon formiilii

kullanilarak her zaman adiminda iyilestirilebilir:

(9.10) sistemi kullanilarak, Thomas algoritmas: yardimiyla, 5" yaklagimlari bulunur.

Yeni zaman adimina gegmeden dnce, 5™*' degerlerini iyilestirmek igin bu degerlere (2.16) ile



23

verilen iterasyon li¢ yada dort defa uygulanir, BOylece s yaklagimlarinin yeni degerleri elde

edilmis olur.,
9.2 Baglangic Durumu

(9.10) denklem sistemine iterasyon uygulanabilmesi igin éﬁ baglangi¢ parametrelerinin

hesaplanmasina ihtiyag vardir. Bunun igin

U.),(@0)=0. (U,),(6.0)=0
(U)(@0)=0, (U, (5,0)=0,
Uy (x,0)=U(x,,0), m=0,..,N

baglangi¢ kosullarindan yararlanilacaktir.
(9.4) esitligi ile verilen Uy (x,) yaklagik ¢oziimii, baslangi¢ kogulu igin-

Ni2

Uy (%,0)= Y 638,(x)

m=—2

=850, () + P, (K) -+ Sy ofy,n (%)
seklinde yazilabilir. Buradaki é',?, parametreleri belirlenecek olan parametrelerdir.

Baglangig kogullarinin diigiim noktalarindaki U, (x,,,0)=U(x,,0) m=0,1,..,N
degerleri kullanilarak, & parametresi igin,

U(x,,0) =6, +266., +668, + 268, +6,

U(x,,0) =6, +265, +665, + 265, +0, -

U(xy,0)=38,_, +268,_, +660, +263,,, +8y.,

scklinde N +1 denklemden olugan N +5 bilinmeyenli denklem sistemi elde edilir.  Bu

denklem sisteminin ¢dziilebilmesi igin d6rt tance bilinmeyenin olimine cdilmesi gerokir.

(U,),(@0=0,

(Uy), (@0)=0 9.12)
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ve

(U,), 6,0)=0,

9.13
(Uy),, (8,0)=0 ¢-13)

sinir kogullarinin kullamiimasiyla dért tane bilinmeyen elimine edilerek denklem sayis: ile
bilinmeyen sayisi egitlencbilir. B8ylece N +1 denklemden olugan N +1 bilinmeyenli denklem

sistemi elde edilir ki, bu sistem ¢o6ziilebilirdir.

(9.12) sinir kosullarindan ., =%52 +%§1 —%50 ve 0, = %50 -56, —%52 olarak

3 3
yazilabilir. Bunun yaninda (9.13) smir kosullarindan dy,, =:1t-5~_2+5§~_,—z5~ ve

Oysa =1755N -5, ——;-JN_Z yazilabilir. Elde edilen bu egitlikler (9.11) sisteminde yerine

yazilirsa

U (x,,0) = 545, + 606, + 65,

015 135 10

1 5
U(x,,0)= 2 o + > o, + 2 S, + 6,

17(x,,0) = &, + 268, + 665, + 265, + 5,

105 135 101
O,y + Oy +
4 N=2 2 N-1 4

U(xy,0) = 66,_, +605,_, +543,,

U(xy,0) =8y + Sy

denklem sistemi bulunur. Boylece
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[ 54 60 6
101 135 105
4 2 4
1 26 66 26 1
e 1 26 66 26 1
1 26 66 26 1
, 105 135 101
4 2 4
i 6 60 54

& =[68,80,.80] .

b=[U(x,),U(x),--Ux,)]

olmak lizere & eleman parametresi igin matris formunda A5 °.= b denklem sistemi elde edilmis
olur. Elde edilen bu denklem sistemi (N +1)x(N +1) tipinde, 5 siitun elemanli, kigegen
denklem sistemidir. Bu sistem Thomas algoritmas: kullanilarak ¢oziiliirse baslangic igin

0°cleman parametreleri bulunmug olur. Bulunan bu degerler (9.10) denklem sisteminde

kullanilarak iterasyona gegilir.

9.3 Test Problemleri

Bu kisimda, iki test problemi ile Burger denkleminin niimerik ¢6ziimii yapilacak ve

metodun dogrulugu (2.19) ile verilen L, ve L hata normlan ile 6lgiilecektir.

9.3.1 Birinci test problemi

Birinci test probleminde, Burger denkleminin (1.4) ile verilen analitik ¢6ziimiiyle
beraber, [0,1] tamm araliginda, (1.5) baslangic ve (1.6) smir sart: kullamilarak denklemin

niimerik sonuglan elde edildi [12]. Niimerik g6ziimler igin 4 =0.02, At =0.1 ve v =0.005

alinarak program /=3.1 anmna kadar ¢aligtirildi. Elde edilen niimerik sonuglar ile analitik
sonuclarin kargilagtiriimasi Cizelge 9.1 ile verildi.
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Cizelge 9.1 7=0.02, Ar=0.1 ve v=0.005

t=1.7 t=24 t=3.1

NUMERIK | ANALITIK | NOMERIK | ANALITIK { NOMERIK | ANALITIK

0.1 (0.058823 | 0.058823 | 0.041666 | 0.041666 | 0.032258 ().()32258
0.2 0.117645 | 0.117645 | 0.083332 | 0.083332 | 0.064515 | 0.064515
03 | 0.176458 | 0.176458 | 0.124995 | 0.124995 | 0.096771 | 0.096771
0.4 |0.235166 | 0.235168 | 0.166640 | 0.166640 | 0.129021 | 0.129021
0.5 |0.291875 | 0.291904 | 0.208111 | 0.208114 | 0.161230 | 0.161231
0.6 |0.295812 | 0.295910 | 0.247396 | 0.247417 | 0.193123 | 0.193127
0.7 |0.041931 | 0.041929 | 0.252093 | 0.252172 | 0.221847 | 0.221867
0.8 | 0.000648 | 0.000646 | 0.072996 | 0.073025 | 0.215071 | 0.215135
0.9 | 0.000005 | 0.000005 | 0.003023 | 0.003023 | 0.070789 | 0.070874
L, x10°| 0.029000 0.02581 0.15713
1 x10% 0.11314 0.07877 1.09575

9.3.2 lkinci test problemi

Ikinci test probleminde, Burger denkleminin (1.7) ile verilen analitik ¢oziimiiyle
beraber, [0,1] tanm araligmda, (1.8) baslangi ve (1.9) siir sartlan kullamilarak denklomin

nilmerik sonuglar elde edildi. Nimerik ¢dzlimler igin 2=1/36, Ar=0.01 ve v=0.01

alinarak ¢=0.5 aninda, Burger denkleminin analitik sonuglar ile elde edilen niimerik

sonuglarin karsilastirmasi Cizelge 9.2 ile verildi.



Cizelge 9.2 h=1/36, Ar=0.0]1 ve v=0.01

L x10°

Y
g NOUMERIK  ANALITIK
0.000 1.000 1.000
0.056 1.001 1.000
0.111 1.001 1.000
0.167 1.001 1.000
0.222 1,000 1.000
0.278 0.998 0.998
0.333 0.980 0.980
0.389 0.849 0.847
0.444 0.455 0.452
0.500 0.238 0.238
0.556 0.204 0.204
0.611 0.200 0.200
0.667 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200
L, x10° 1.00253
4.25544

87
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10 ZAMAN GORE PARCALANMIS BURGER DENKLEMININ KUINTIK

B-SPLINE GALERKIN METODUYLA COZUMU

Bu boliimde zamana gére pargalanmig Burger denkieminin kuintik B-spline Galerkin
metoduyla nlimerik ¢6ziimleri verilecek ve niimerik metod igin Fourier kararlilik analizi
yapilacaktir [9].

10,1  Kuintik B-spline Galerkin Metodu

Bu kisimda, zamana gire

U, +2UU, =0

10.1
U,-2vU, =0 (10-)

seklinde pargalanan Burger denkleminin niimerik ¢dziimleri verilecektir. Niimerik ¢oziimler igin

kuintik B-spline fonksiyonlar kullanilacaktir.

[a,b] tamm arahgmda (1.1) ile verilen Burger denkleminin Galerkin metoduyla

niimerik ¢dziimiiniin yapilabilmesi i¢in (9.1) ile verilen sinir kogullar: kullanilacaktir.

W(x) agirlik fonksiyonu olmak iizere (10.1) denklemlerine Galerkin teknigi

uygulanirsa

[

J.W(U, +2UU ,)dx =0,

X (10.2)
[rw,-2v0)dc=0

denklemleri elde edilir.

[a,b] araligini, x,, diigiim noktalar1 yardimiyla

A=Xy <X, <+ <Xy=b
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seklinde esit uzunluklu alt araliklara bolelim. m=-2,~1,...,N+2 olmak iizere ¢,(x)

fonksiyonlar, dUgtim noktalarinda tanimli, kuintik B-spline fonksiyonlar olsun. (10.1) lle
verilen pargali Burger denklemindeki U/(x,/) analitik fonsiyonunun yaklasik ¢8ziimiiniin

Uy(x,t) oldugunu varsayalm. &, degerleri bulunmasi gereken zamana baglh parametreler

olmak iizere bu yaklagik ¢6ziim kuintik B-spline fonksiyonlari cinsi.nden (9.4) esitlikleri ile

verilir,

[x,,x a] arahgy, @, .8, 1.0,.8usPz  VE P, kuintik B-spline. fonksiyonlan

tarafindan ortiiliir (Sekil 1.4). h=x,—x,, olsun. 0<&<h olmak iizere £=x-x,
donisimii  [x,,x,,,] arahginda @, .8, .0, 90 15Pn2 Ve B, kiibik B-spline
fonksiyonlarina uygulanirsa [xm,xml] arahig [O,h] araigma, @, 5.8, >8> Pui1>Pmsa

ve kiibik ~ B-spline fonksiyonlar: da (9.5) ile verilen fonksiyonlara déniisiir. [x,,,%,,,, ]

m+3

araliginda Burger denkleminin Uy, yaklagik ¢dziimleri (9.6) esitligiyle ifade edilir.

[x,,, s Xpat ] araliginda (10.2) denklemi

[ww,+20U,)ax =0,

(10.3)
| W, -2vU,)dx=0

Ln

seklinde yazilabilir [9].

(10.3) integral denklemlerinin itegrant fonksiyonlarinda agirhk fonksiyonu W nin
yerine (9.5) ile verilen ¢, kuintik B-spline gekil fonksiyonlari, U nun yerine de (9.4) ile verilen

esiti yazilirsa, o, zamana bagl tiirevi gostermek {izere integrant fonksiyonlar

med [ B 1 - mi3  med h
2. | Jogds |5 +23, 3 H I¢,¢,¢;d¢)o‘;}>}'-
J=m=-2] 0 R Jem-2k=m-2] \ ¢

(10.4)

mid Fh 7] n mi3 h
> Lfmdf 5-2wy [ M:d:]é‘;
0 B

J=m-2| 0



90

halini alr. Burada m=0,1,..,N =1 ve 8° =(6,,_,,6,,150,> 01150 1s2>Opns3 )T dir.

A° ile C° 6x6 boyutluy, L' ise 6x6x6 boyutlu matrisler olmak iizere (10.4)

ifadesi

e oe e\T re oe
A°O°+2(6°) L°O (10.5)
A°6°-2vC*o°
seklinde matris formunda yazilabilir. Metod uygulanirken, L matrisinin yerine 6x6 boyutlu,

mid

B = 2. Lydy

k=m-2
seklinde tanimlanan, Birlesik B° matrisi kullanilacaktir.

A® ve C° matrisleri §° eleman parametrelerinden bagimsiz, B° ise J°eleman

parametrelerine bagimlidir. 4°, L, ve C° matrisleri

h
45 = [b9,d¢,
h
Ly = f¢;¢,¢£d§, (10.6)
0
h
C; = [¢dde,

integrallerinin hesaplanmasi ile bulunabilir.

(10.5) ve (10.6) ifadelerinin  birlestirilmesiyle  (10.3)  denklemi
6 =(02,0_1,0p5-s Opras> Oy.,)" olmak iizere

A45+2B(5)5 =0 (10.7)

AS-2CE =0 (10.8)

denklem sistemine doniisiir.
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é, eleman parametrelerinin, iki ardigtk zaman araligi n ve n+1/2 deki degerleri

igin (3.7) eyitliklori kullanilirsa ve donklem dilzonlenirse (10.7) denklemi,
(24+ AIB(8™)) 6™ = (24~ AIB(S5")) 5" (10.9)

denklemine dénilsiir [9].

Benzer sekilde, O, eleman parametrelerinin, iki ardisik zaman aralijt
n+1/2 ve n+1 deki degerleri igin (3.8) esitlikleri kullanilirsa ve denklem diizenlenirse
(10.8) denklemi,

(24-vA1C) 6™ =(24+vAtC)5™'"? (10.10)

denklemine doniigiir [9].

Her biri N +1 denklemden olugan N +5 bilinmeyenli (10.9) ve (10.10) denklem

sistemlerinin ¢ézitlebilmesi igin 4 tanc bilinmeyenlerinin yok cdilerck sistemdeki deaklem

sayist ile  bilinmeyen  sayilarmnun - egitlenmesi - gerekir.  0,,0.,,0,,,,0y,, cleman
parametrelerinin  elimine edilmesi sistemin ¢bziilebilmesi igin yeterlidir. &5, ve &,
parametrelerini elimine edebilmek i¢in U(a,f)=U,,(a,f)=0 simr kosulu, J,,, ve J,,,

parametrelerinin eliminasyonu i¢in de U, (b,f) =U ,(b,t) =0 simir kogulu kullanilabilir.
(9.4) esitlikleri kullanilarak U(a,#) =U_ (a,¢) = 0 kosulundan
0, +2605_, +6665, +265, +5, =0,
-2—?(52 +26,-66,+26.,+5,)=0

ve U, (b,H)=U_(b,t) =0 kosulundan

5
Z(ﬁ,m +100,,, -100, _, —6N_2) =0,

20
71-2—(5,\,+2 + 28, — 60y +26,_ +0y_,)=0
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yazilabilir bu esitlikler kullanilarak istenilen eliminasyon yapilabilir. Bdylece (N +1)x(N +1)
boyutlu, 11 siitun elemanh kdgegen denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi Thomas

algoritmasi yardimiyla ¢ozitlebilir. (10.9) sisteminden bulunan 5;,””2 parametreleri ayni simir
kogullan kullanilarak (10.10) denklem sisteminin ¢oziimiinde kullanilarak 5;“ ¢Oziim
parametreleri bulunmusg olur,

10.2  Baglangic Durumu

(10.9) ve (10.10) denklem sistemlerine iterasyon uygulanabilmesi igin 1)',‘,: baglangi¢

parametrelerinin hesaplanmasmna ihtiyag vardir. Bunun igin

(), (@0)=0. (U,),(5.0)=0,
(U )xx (a,0)=0, (Uy )n (b,O) =0,
W (x,O) = U(x,,,,O), m=0,..,.N

baglangi¢ kosullarindan yararlanilacaktir.
(9.4) esitligi ile verilen U, (x,f) yaklagik ¢6ziimii, baslangig kosulu igin

N+2

Uy(x,0)= ). 8¢, ()

m=-2

=050, (X)+ 806, (X)+ -+ 0y, Py (%)
seklinde yazlabilir. Buradaki & parametreleri befirlenecek olan parametrelerdir.

Baslangig kosullarinin diiiim noktalarindaki U, (x,,,0)=U(x,,0) m=0,1,..,.N
degerleri kullanilarak, & parametresi igin,

U(x,,0)= 8., +265., +668, +265, +6,

U(x,,0)=6_, +260, + 660, + 260, +J, (10.11)

U(xy,0)=38,_, +268,_, +668, +265,,, +3y.,

seklinde N +1 denklemden olusan N +5 bilinmeyenli denklem sistemi elde edilir. Bu

denklem sisteminin g¢6ziilebilmesi igin dért tane bilinmeyenin elimine edilmesi gerekir.
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(Uy). (a,0)=0,

0.
(U,).. (@.0)=0 (10:12)

ve

(UN )x (b,O) = 03

10.1
(Uy). (6.0)=0 (10.13)

sinir kosullarinin kullanilmastyla dort tane bilinmeyen elimine edilerek denklem sayis: ile
bilinmeyen sayisi esitlenebilir. Boylece N +1 denklemden olusan N +1 bilinmeyenli denklem

sistemi elde edilir ki, bu sistem ¢dzilebilirdir.

1 3 3 15 3
(10.12) smir kosullarndan o, = 252 +551 —250 ve 0, =—2—.50 —-56, ~—2~52
- 1 3 3
olarak yazilabilir. Bunun yaninda (10.13) suur kosullarindan 8, ,, = ZJN_z +-5§N_, —25,,, ve

15 : 3
Oy.o =—2-5N —56, 1=50n-2 yazilabilir. Elde edilen bu esitlikler (10.11) sisteminde yerine

yazilirsa

U(x,,0) =545, + 606, + 65,

U(x,,0)= 12150 + 1356, + 12562 +4;

U(x,,0) =8, +268, + 665, + 266, + 35,

105 135 101
U(ey,0)=06, 5+ y Oyt > Oyt 2

U(xy,0)=606,_, +605,_, +545,

Oy

denklem sistemi bulunur. Béylece
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54 60 6
101 135 105
4 2 4
1 26 66 26 1
126 66 26 |
A= L :
1 26 66 26 1
) 105 135 101
4 2 4
6 60 54

5 =[82,80,...5:7

b=[UCx), U, Ulxy)]

olmak ilzere & cleman parametresi igin matris formunda A5° = b denklem sistemi elde edilmis
olur. Elde edilen bu denklem sistemi (N +1)><(N +1) tipinde, 5 siitun elemanli, kisegen
denklem sistemidir. Bu sistem Thomas algoritmas: kullamlarak ¢dzilllirse baglangi¢ igin

6’cleman parametreleri bulunmus olur. Bulunan bu degerler (10.9) denklem sisteminde

kullanilarak iterasyona gegilir.

10.3 Kararhlik Analizi

Niimerik metodun kararhigmin aragtiriimas1 Von Neuman teorisine dayamir. Bu teoriye
gore, k mod sayisi ve A eleman biiyiikliigli olmak iizere (3.14) ile verilen Fourier modu,

niimerik metodun lineer hale getirilmesi i¢in belirlenir.

Niimerik metodun kararhli igin (10.9) ve (10.10) denklemleri kullanilarak metodun
kararhg: aragtiriimalidir. Buna gbre n+1/2 ve n+1 zaman adimlarinda (10.10) ile verilen

denklemi gdz 6niine alalim.
" h
(10.6) ile A4 = J'¢l¢ld.f, G, = J'¢l¢j"a’§ seklinde verilen verilen 4° ve C° matrisleri
0 0

agik olarak yazilmak istenirse
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[ 252 9113 29558 15498 1018 1
9113 397416 1558706 1072186 121641 1018
¢ = _h_| 29558 1558706 7464456 6602476 1072186 15498 |
Y 2772] 15498 1072186 6602476 7464456 1558706 29558
1018 121641 1072186 1558706 397416 9113
1 1018 15498 29558 9113 252

.

Ve

[ 280 1045 —-2300 350 620 5

11125 59980 -104930 -12700 44645 1880
. 1 1[39280 300790 —400040 -236380 273320 23030
Y126 h| 23030 273320 -236380 -400040 300790 39280
1880 44645 -12700 -104930 59980 11125
3 620 350 —2300 1045 280 |

seklinde yazilabilir. Bu durumda (10.10) denklem sistemindeki 4 ve C matrisleri, m. satir

elemanlari

A

%(1, 2036,152637,2203488,9738114,15724248,9738114,2203488,152637,2036,1)

C: &%(S, 2500,68025,297600,—-28350,-679560,—28350,297600, 68025,2500, 5)

seklinde tanimlanan 11 siitun elemani kdsegen matrisler olur. Buradan (10.10) denklem sistemi

( 1 VAt 5 ) [1018 VNIZSO) (50879 VAt 22675)
1= h~ 2= h— 3= h >

1386 h 126) 693 h 63 462 h 42
(17488 vAt49600), = 1623019h+vAt225),
21 231 h
2620708 vAt 16180 1 VAt 5 1018 VAt 1250
= » B = h+ s By = h+
231 1386 h 126 693 h 63
=(50879 vA122675) ﬂ4=(17488h+vAt49600) 5, = (1623019h_vAt225)’
462 42 11 h 231 h
i ( 2620708 WA 16180)
231 3
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olmak iizere

a8, + a0, +a 0 +a, 0 + a8t v O + Oy + A O, + O+, 8L &

m+2
Xy = B85+ Biuly + BiOuii + POy + BiOuts + By + BSrves + BuSrres + BS1s +
1 1
ﬁlé‘:t:ﬁ + ﬂ15;:7

tekrarly bagmtisi ile ifade edilebilir. (3.14) esitligi bu bagmtida kullamiir ve bdylece elde edilen

denklem diizenlenirse

—3khi —2khi —~khi fhi 2khi 3khi 4ichi Skhi
[a +aye”™ L ae™ + o, +ae™ + o™ +ae™ Lo +age +)3m

(X,L’hu" + a| e?klu

,316’ -3khi +ﬁ2 -2khl+ﬂ3 —klil+ﬂ4+ﬂsekhl+ﬂ6 2khl+ﬁs 3h/tl+ﬂ4 4”"+ﬂ3e5*’" 6”“,2
ﬂz 6Ifhx+ﬂl 7khi

denklemi bulunur. Bu denklemde ¢ = cos(kh) +isin (kh) esitligi kullanilirsa

[(ar3 +a; ) cos(kh) +(a, +a ) cos(2kh) +(a; + a; ) cos(3kh) +a, +a, cos(4kh))
" cos(5kh)+ a, cos(6kh)+a, cos(7kh)
{(as —a, )sin(kh) +(a, — @, )sin(2kh) + (s —a, )sin (3kh) +a, sin (4kh)}
a, sin(5kh) + a, sin (6kh) + a, sin (7kh)
((/g + B ) cos(kh)+( B, + B, ) cos(2kh) +( B, + B;) cos (3kh)+ B, + J, cos(4kh)J
B, cos(5kh) + B, cos(6kh)+ B, cos(7kh)
[ (s~ B;)sin(kh)+( B, - p,)sin(2kh)+( B — B, )sin (3kh) + B, sm(4kh)]
3, sin(Skh) + B, sin(6kh) + f3, sin (7kh)

olmak tizere (z,)5™ =(z,) 5™ esitligi bulunur.
2 1

g , bilyiime ¢arpani olmak tizere ™' = g 8™"? oldugundan g = ik yazilabilir,
z, "

Niimerik metodun kararliligi igin Ingl olmalidir. lngl olmas1 ig¢in de

lz1 |2 —|22 |2 <0 olmaldir. lzl |2 —|22 |2 ifadesi hesaplanirsa
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laf ~|o,f = ( 22 e (cos(kh) —1))-

cos’ (kh)+1018cos (kh) +38158cos’ (kh)
274418 cos’ (kh)+ 580013 cos(kh) +353792
(cos* (k) +251cos® (k) +3651cos” (kh) + 10841 cos (kh) + 7936)

(10.14)

bulunur. Burada, cos(kh) 20 duyrumunda lzl |2 —|22 |z <0 oldugu agiktir. cos(kh) <0 iken
cos(kh) ifadesi [-1,0) araliginda deger alir. Bu ise (10.14) ifadesindeki ikinci ve ligiincii
garpanlarn her zaman pozitif olmasim gerektirir. Birinci garpan her zaman negatif oldugundan

'zl iz —122 Iz <0 bulunur.

Boylece |g|$l kosulu saglanir. (10.9) denklemi icin de benzer islemler yaptlir.

Boylece nilmerik metod kogulsuz kararlidir.

10.4  Test Problemleri

Bu kisimda, iki test problemi ile Burger denkleminin niimerik ¢8ziimii yapilacak ve

metodun dogrulugu (2.19) ile verilen L, ve L_ hata normlan ile dlgiileccktir.

104.1 Birinci test problemi

Birinci test probleminde, Burger denkleminin (1.4) ile verilen analitik gOziimiiyle
beraber, [0,1] tamim araliginda, (1.5) baslangic ve (1.6) simr sarti kullamlarak denklemin
niimerik sonuglan elde edildi. Niimerik ¢éziimler igin 42 =0.02, At =0.1 ve v=0.005

alnarak program ¢=3.1 anma kadar caligtirildi. Elde edilen niimerik sonuglar ile analitik
sonuglarin kargilastirilmas: Cizelge 10.1 ile verildi.



Cizelge 10.1 7=0.02, Ar=0.1 ve v=0.005

1=17 t=2.4 t=3.1.
X
NOMERIK | ANALITIK | NOMERIK | ANALITIK | NOMERIK | ANALITIK
Ia
0.1 0.058822 | 0.058823 | 0.041666 | 0.041666 | 0.032258 | 0.032258
0.2 [ 0.117644 | 0.117645 | 0.083331 | 0.083332 | 0.064515 | 0.064515
0.3 | 0.176458 | 0.176458 | 0.124995 | 0.124995 | 0.096771 | 0.09677
04 ]0.235170 | 0.235168 | 0.166639 | 0.166640 | 0.129021 | 0.129021
0.5 |0.291907 | 0.291904 | 0.208115 | 0.208114 | 0.161231 | 0.16123]
0.6 |0.294973 | 0.295910 | 0.247402 | 0.247417 | 0.193127 | 0.193127
0.7 |0.042949 |0.041929 | 0.251668 | 0252172 | 0.221836 | 0.221867
0.8 | 0.000669 | 0.000646 | 0.073817 | 0.073025 | 0.214756 | 0.215135
0.9 | 0.000005 | 0.000005 | 0.003115 | 0.003023 | 0.071390 | 0.070874
L, x10°| 035001 0.24430 0.19296
I x10°] 1.21155 0.80766 0.94251

10.4.2 ikinci test problemi

ikinci test probleminde, Burger denkleminin (1.7) ile verilen analitik ¢oziimiyle

beraber, [0, l] tamim arahginda, (1.8) baslangic ve (1.9) smir sartlar1 kullanilarak denklemin
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niimerik sonuglan elde edildi. Numerik ¢bzlimler igin £=1/36, Ar=0.01 ve v=0.01

alinarak

t=0.5 aninda, Burger denkleminin analitik sonuglari ile elde edilen niimerik

sonuglarin kargilagtirmas: Cizelge 10.2 ile verildi.



Cizelge 102 h=1/36, Ar=0.01 ve v=0.01

(=05
X
NUMERIK | ANALITIK

0.000 1.000 1.000
0.056 1.001 1.000
0.111 1.001 1.000
0.167 1.001 1.000
0.222 1.001 1.000
0.278 0.999 0.998
0.333 0.981 0.980
0.389 0.844 0.847
0.444 0.459 0.452
0.500 0.241 0.238
0.556 0.205 0.204
0.611 0.201 0.200
0.667 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200
1.000 0.200 0.200
L,x10° | 1.82661

L, x10° 6.70792
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11 SONUCLAR

Bu ¢aligmada, Burger denkleminin, konuma goére par¢alannus Burger denkleminin ve
camana pore pargalannug Burger denkleminin B-spline kolokeysin ve Galerkin  niimerik
¢oziimleri incelenmigtir. Denklemin B-spline kolokeysin ve Galerkin metodlartyla ¢oziimleri bir
araya getirilmistir. Niimerik ¢Oziimler igin 2 standart test problemi g¢aligilmigtir. Yapilan
¢aligmada yer alan metodlarin sonuglar1 kiyaslandiginda kuintik B-spline Galerkin metoduyla
clde edilen sonuglarin digerlerine gdre daha iyi oldugu sonucuna varilmigtir. Bununla birlikte

viskozite sabitinin kiigiik se¢ilmesi durumunda ¢6ziimlerde hatanin arttid1 g6zlenmigtir.
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