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LIE CEBIRLERININ CAPRAZLANMIS MODULLERI
Ali AYTEKIN
Matematik, Yiiksek Lisans Tezi, 2005
Tez Damigmani: Prof. Dr. Mahmut KOCAK
OZET

Lie Cebirlerinin Caprazlanmig Modiilleri lizerine hazirlanan bu tez i{i¢ boliimden

olusmaktadir. 11k boliimde, ¢aprazlanmig modiil kavraminin temel 6zelliklerine yer verilmistir.

[kinci boliimde, lie cebirlerinde bir gaprazlanmis modiiliin aktorii ve ¢aprazlanmig
modiillerin merkezi tanimlanarak, ornekler verilmistir. Daha sonra, abelyan g¢aprazlanmig

modiiller ve komutator alt ¢aprazlanmig modiiller incelenmistir.
Son bélimde ise ¢6ziilebilir, nilpotent ve yart-basit caprazlanmig modiiller verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Abelyan g¢aprazlanmig modiiller, Caprazlanmis modiiller, Coziilebilir
caprazlanmis modiiller, Derivasyonlar, Lie cebirleri, Nilpotent ¢aprazlanmgs modiilleri, Yari

basit caprazlanmig modiiller,



CROSSED MODULES OF LIE ALGEBRAS

Ali AYTEKIN
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Thesis Adviser: Prof. Dr. Mahmut KOCAK

SUMMARY

This thesis based on Crossed Modules of Lie Algebras consist of three chapters. In

the first chapter, we recall the elementary properties of crossed modules.

In the second chapter, an actor of crossed module of lie algebras is defined in terms of
centre of a crossed module. We also examine abelian crossed module and commutator crossed

submodule.

Soluble crossed modules, nilpotent crossed module and semi-simple crossed module are

stated in the last chapter.
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1 LiE CEBIRLERIN CAPRAZLANMIS MODULLERI
1.1 Lie Cebirleri

Tanmm: A birimli ve degismeli halka ve M de bir 4 -modiil olsun. Eger herx, y,z € M igin

i) [x,x]=0

ii-) [x, [y, 2]+ [y [z, x]]+[2,[x, y]] = 0
ozelliklerini saglayan bir [,]: M xM — M iki lineer (bilineer) fonksiyonu varsa M ye A4
lizerinde bir Lie cebiri denir. [,] fonksiyonuna Lie braketi yada ¢arpimi ve (ii) deki 6zellige
jakobi 6zdesigi denir. Iki lineerlik 6zelligi ve (i) geregince

0=[x+y,x+y]=[x,y]+[y.x]

oldugundan

iii-) [x, y]=—{y,x]

iv-) [x,[y, z]1 =[x, y), 2] +[».[x, 2]}
oldugu gosterilir[13].

Ornek: M, A fiizerinde bir cebir olsun. [,]: M xM — M fonksiyonu [x,y]=xy—yx
seklinde tamimlansin. [,] fonksiyonunun iki lineer oldugunun gosterilmesi zor degildir.

i) [x,x]=xx—xx
=0
ii-) [x,[y, 211+ [z, x]1 + [z, [x, 1] =[x, y2 = 29) + [y, 2x — xz] +[2, 09 — px]
=x(yz —zy)—(yz - zy)x + y(zx — xz)
—(zx—x2)y + z(xy — yx)—(xy — yx)z
=0

dir. Boylece M, [, ] ile birlikte bir Lie cebiridir{13].

Tammm: M bir Lie cebiri olsun. Her x,y € M igin [x,y] =0 oluyorsa M ye abelyan Lie
cebiri denir{13].

Tamm: M, ve M, , A iuzerinde iki Lie cebiri ve 8: M, = M, bir A4 -modiil homomorfizmi
olsun. Her x,ye M, igin 9([x,y])=[0(x),0(y)] ise O ye bir Lie cebir homomorfizmi

denir. Eger & bir Lie cebir homomorfizmi ve birebir 6rtense 0 ye bir Lie cebir izomorfizmi

denir. Bu durumda M, ve M, ye izomorfiktirler denir[2].



Tanmm: L bir Lie cebiri ve X < L olsun. Her x,y€ K igin [x,y]le K ve K, L nin alt
modiilii ise K ya L nin bir Lie alt cebiri denir. K, L nin Lie alt cebiri ve her xe K,y e L

i¢in [x, y] € K oluyorsa K ya L nin ideali denir[2].
1.2 Caprazlanmig Modiil Kavram

Caprazlanmig modiiller, modiiller ve ideallerin genellestirilmesidir. Ayrica herhangi bir halka
(cebir) bir ¢aprazlanmig modiildiir. B6ylece gaprazlanmig modiiller, halka (cebir) kavraminin
genellestirilmesi olarak goriilebilir. Simdi, Kk sifirdan farkli birimi olan degismeli halka olmak

iizere, T.Porter tarafindan [12] de verilen K -cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiil yapisi ile iki

¢aprazlanmig modiil arasindaki morfizm kavramlarini hatirlatarak bazi 6rneklere yer verelim.

Tamm: M ve G iki Lie K -cebirler olmak iizere M iizerinde G nin Lie etkisi asagidaki
aksiyomlari saglayan
GxM —»> M
doniisiimiidiir[11]. Her kek,m,m e M,g,g €G igin
i k(g -m)=(kg) -m=g-(km)

il. g-(m+m')=g-m+g-m'

1. (g+g’)-m=g-m+g’-m

iv. [g.glm=g(g -m-g(g-m)

v. g'[m7m']=[g°mam']+[mag'm']

Tamm: G ve M iki Lie k -cebir olsun.
H:M->G
bir G -cebir morfizmi ve
GxM -> M
(g ’ m) = g'm
G nin M tizerine Lie etkisi ile birlikte, her m,m € M ve g € G igin
CM1) u(g-m)=[g, u(m)]

CM2) p(m)-m' =[m,m']

sartlan saglaniyor ise (M, G, ) igliisiine Lie gaprazlanmig (crossed) G -modiil denir. Sadece
(CM1) aksiyomunu saglayan (M,G,u) iglisine Lie 6n ¢aprazlanmmg (crossed) G -modiil
denir. (CM 2 ) 6zelligine de Peiffer dzdesigi denir[11].



Ornek: R bir Lie cebiri ve I, R nin bir ideali olsun.

0:I->R
i
i¢ine doniisiimiinii ele alalim. R nin I iizerine etkisi
RxI—>1
(r,i)) > [r,i]
seklinde Lie ¢arpim iglemi olarak verilsin. Bu durumda ¢aprazlanmig modiil aksiyomlarinin
saglandigin1 gosterelim.
CM1) O(r,i) = o[r,i]
=[r,i]
=[r,0i]
CM2) or,. =,
=[r,r]
oldugundan dolayr (Z,R,0) bir ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturur.
Ornek: M, herhangi bir G -bimodiil olsun.
MxM—>M
(my,my) > [my,m,]=0

carpimi tanimlanirsa, M bir Lie G -cebir yapisi olusturur. Bu durumda
0:M—>R

x> 0(x)=0

seklinde verilen sifir morfizminin
GxM —>M

(g.m)>g-m=gm
etkisi ile birlikte bir ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturdugunu gosterelim.
CM1) O(r,m) =0[r,m]
=0
=[r,0m]
CM2) om,,. =0m'
=0
=[m,m’]

oldugundan (M,G,0) bir gaprazianmis modiil yapisi olusturur.

Ornek: M bir Lie G -cebir ve
n,'M->G
ikinci izdiistim fonksiyonu bir Lie G -cebir morfizmidir. G nin G oc M (izerine Lie etkisi



g €Gve(g,m)eGoxM igin
g (mg)=(gm[g,g))
seklinde tanimlansin. Bu durumda (G «< M,G,7,) bir 6n ¢aprazlanmis modiildiir. Genellikle
(G < M,G,x,) bir gaprazlanmig modiil degildir.
Simdi iki ¢aprazlanms modiil yapisi arasindaki morfizm kavramini tanimlayalim.

Tamm: (M,G,u) ve (M',G, 1) iki Lie gaprazlanmis modiil olsun.
flg-m) = ¢(g)-f(m)

ve

<
v
<

diyagrami degigmeli, yani
H f (m) = g(m)
olacak sekilde f:M —> M, $:G — G Lie k -cebir morfizmleri varsa
(f,9):(M,G,u)> (M ,G', i)
morfizmine gaprazlanmis modiiller arasindaki morfizm denir. Eger f ve ¢ ortense (f,¢) ye

orten, f ve ¢ bire bir ise (f,#) ye bire bir denir. f,¢ izomorfizma ise yani f ve ¢ bire bir
Ortense

(f+8):(M,G, 1> M ,G , pt)
morfizmine izomorfizm denir. Bu durumda
() =(f¢7): (M, G, u)y>(M,G,p)
bir ¢aprazlanmig modiil morfizmidir ve (f,d)"'(f,8) = (Id,Id) = (f,$)(f,$) " dir.
Bdylece, gaprazlanmis modiillerin bir kategorisi olusturulur ve bu kategori LXMod (k) ile
gosterilir.
Ozel olarak, G =G ve ¢ birim déniisiim ise, f bir Lie G -cebir morfizmi oldugundan

Sf(g-m)=gf(m)

dir ve diyagram degigmeli oldugundan, yani

H f (m) = p(m)

saglandigindan, f bir ¢aprazlanmig Lie G -modiil morfizmidir. G iizerinde iki ¢aprazlanmig
modiiliin bileskesi bir ¢aprazlanmig Lie G -modiil morfizmi oldugundan LXMod (k) nin bir alt
kategorisi elde edilir ve bu kategori LXMod (k)/G ile gosterilir[2].



Ornek: (f,I):(M,G,u)—> (M ,G,u) bir gaprazlanmis modiil homomorfizmi ise
(M,M’, f) bir gaprazlanmis modiildiir. Burada M niin M ye etkisi g yardimiyladir. Yani
meM ve meM igin

mm= g (m)m
dir.
(I, ,1d;):(M,G,u) —> (M,G, i) birim homomorfizmi kisaca (/,7) ile gosterilir. Boylece

lie ¢aprazianmig modiillerin kategorisi olusturulabilir{2].
1.3 Caprazlanms Alt Modiiller

Genel olarak, bir matematiksel yapinin alt yapilari, ilgili alandaki ¢ahigmalarda Gnemli yer tutar.
Bir grubun (normal) alt grubu, bir cebirin alt cebri, ideali, bir topolojik uzaymn alt uzay1 gibi.
Benzer olarak, bir ¢aprazlanmig modiiliin, alt ¢aprazlanmig modiilii, ideali ve bolim
caprazlanmig modiili gibi kavramlar da gaprazlanmis modiillerle ilgili g¢alismalarda Snem

kazanir. N.M. Shammu, [14] tezinde LXMod(k)/G kategorisinde bu kavramlara yer vermistir.

Tamm: (M, G, i) bir gaprazlanmis modiil olsun. M, M nin ve G, G nin bir alt Lie cebiri
olmak iizere

Hoipl M —>G
4 nin M ye kisitlanmig: ve G niin M ne etkisi G nin M iizerine etkisinin kisitlanisi olmak

tizere (M',G,u) caprazlanmis modiline, (M,G,u) gaprazlanmig modiiliiniin alt

gaprazlanmig modiilii denir ve (M',G , ') < (M, G, 1) seklinde gosterilir[2].

Ornek: A, G Lie cebrinin bir alt Lie cebiri olsun. Bu durumda
(4,4,1d ,),(0, 4,i),(G,G,Id;) ve (0,G,i) birer g¢aprazlanmis modildiir.  Ustelik,
(A,4,1d ), (G,G,Id;) nin bir alt ¢aprazlanmis modiilii ve (0,4,i) de (0,G,i) nin alt

caprazlanmig modiiliidiir[2].

Ornek: 7,G Lie cebrinin herhangi bir ideali olmak iizere (/,G,i),(G,G,Id) g¢aprazlanmis
modiiliiniin alt ¢aprazlanmig modiiliinii olugturur[2].

Ornek: A4 ve B, G nin ideali Bc A olmak tizere, (B,A,i),(4,G,i) saprazlanmis
modiiliiniin alt ¢aprazlanmig modiiliinii olugturur[2].

Ornek: A4,G-modiil, B, A iginde R-alt modiil olmak iizere (B,G,0), (4,G,0)
¢aprazlanmig modiiliiniin alt gaprazlanmig modiiliinii olugturur[2].



14 Caprazlanmis Ideal

Tamm: (M,G,u) caprazlanmig modiiliinin (M ,G ,4') alt gaprazlanmis modiili olmak
lizere

i.  G',G cebirinin bir idealidir, yani G 9 G

ii. HergeGvem eM iging-meM

iii. HergeG vemeM iging -meM
sartlarmi saghiyorsa (M ,G,u') alt gaprazlanmis modiiliine, (M,G,u) caprazlanmis
modilinin ideali denir ve (M ,G,u)<(M,G,u) seklinde gosterilir. Eger
(M',G,u)<(M,G,p) iseher me M ve m €M igin

[m,m']= u(m)-m' e M’
oldugundan M', M nin bir idealidir{2].

Ornek: I,G Lie cebrinin bir ideali olmak {izere (7,7,[1d),(G,G,Id) nin ve (0,7,i) de
(0,G,i) nin birer gaprazlanmis idealidir[2].

Onerme: (M',G,1)<(M",G", ;") <(M,G,u) seklindeki alt gaprazlanmis modiiller igin,
(M',G,11),(M,G, 1) ninidealiise (M ,G,u),(M",G ,u") nin idealidir[2].

ispat: i). geG, g e€G,g' eG',meM ve meM ign, (M,G,u)d(M,G,u)
oldugundan G' <G olurve G <G < G oldugundan [g',g" 1€ G olup, G <G’ bulunur.
i), M',G,1)<a(M,G,u) oldugundan g-m € M olur ve G <G oldugundan
g -m €M’ saglanr.
iii). g -meM ve M <M" <M oldugundan g -m €M olur.
Boylece (M ,G ,1/)<(M",G", 1) elde edilir[2].

1.5 Béliilm Caprazlanmis Modiil

Tamm: (M,G,u), (M,G,u) nin bir ideali olsun. Bu durumda G, M/M iizerine etki
eder. G niin M/M’ iizerine etkisi ise

G xM/M —MIM

(g, (m+M))> g -(m+M)

olmak iizere

g - m+M)=g -m+M
ve gme M’ oldugundan sifirdir. Dolayisiyla, G/G' boliim Lie cebiri M /M iizerine

GIG xM/M —>MIM'

(g+G),(m+M ) >g-m+M



seklinde etki eder ve bu etki bir Lie etkisidir.
H:MIM —GIG
m+M)Y u(m)+G
bélim doniisiimii bir Lie cebir homomorfizmidir. Bdoylece bu doniisiim ve etki fonksiyonuna
gore,
WM,G,p)
M ,G,u)
Lie ¢aprazlanmis modiil yapis: olugturur ve buna boliim gaprazlanmis modiil denir{2].

M/M',GIG , )=

Ornek: G ,G nin ideali olmak iizere,

(0,G,9)

5 _(0,G/G i)
(0,G,i)
ve
G.6.1d) _ 16,6/ ,1d)
(G.G,Id)

seklinde boliim gaprazlanmig modiilleri elde edilir[2].

1.6 Caprazlanmis Modiillerin Direkt Carpim

Tamm: (S, H,u),(M,G, ') gaprazlanmis modiiller, SxM ve H xG Lie cebirlerin direkt
carpimi olmak iizere
uxp . SxM - HxG

(s,m) = (uls), 4 (m))
do6niisiimii ve

(HxG)x(SxM) — SxM
(A, g),(s,m)) — (h,g) (s,m)=(h-s,g8-m)

seklinde  verilen c¢aprazlanmis  modiillerin  indirgenen Lie etkileriyle  birlikte,

(SxM,HxG,uxy') caprazlanmis modiilinii olusturur. Bu modille (S,H,u) ve
(M,G, 1) gaprazlanmis modiillerinin direkt carpimi denir ve (S,H,u)x(M,G,u') ile
gosterilir[2]. ’

1.7 Caprazlanmis Modiillerin Cekirdegi Ve Goriintiisii

Tanmm: (f,8):(M,G, 1) —> (M ,G , ') bir gaprazlanmis modiil morfizmi olmak tizere,
M:Ker [ — Ker ¢

caprazlanmig modiiliine (f,#) morfizminin ¢ekirdegi denir ve Ker (f,#) ile gosterilir[2].

Yardimci Teorem: Ker (f,9)=(Ker f,Ker ¢, ) ¢aprazlanmig modiiti, (M,G, ) nin bir
idealidir{2].

Ispat: geG,g, eKer ¢ igin,



#(lg.8 ] =[4(g).4(g)]=[¢(g),0]=0
oldugundan [g,g,]€Ker ¢ olur. Boylece Ker ¢,G nin idealidir. Ayrica, g € G,m, eKer f

igin,
f(g-m)=9(g) f(m)=¢(g)-0=0
oldugundan g-m, eKer f olur. g, eKer ¢,me M igin
S(g -m)=¢(g))- f(m)=0-f(m)=0
oldugundan g,-meKer f elde edilir{2].
Tamm: (f,¢):(M,G, 1) > (M ,G , i) bir gaprazlanmis modiil morfizmi olmak iizere,
u o Imf — Im ¢

saprazlanmig modiiliine (f,@#) morfizminin goriintiisii denir ve Im (f',¢) ile gosterilir[2].

Yardima Teorem: (f,¢):(M,G,u)—> (M ,G,1) bir morfizm olsun. Bu durumda
Im(f,$),(M',G , ') nin bir alt gaprazlanmis modiiliidiir[2].

ispat: i). g €G ,Imf c M ,Impc G ve M iizerine G -etkisi,

#(g)- f(m)= f(g-m)e Imf
seklinde, Imf iizerine Im¢ -etkisine indirgendiginden Im(f,¢),(M G ,4) nin bir alt
caprazlanmig modiilii olur[2].

Yardimer Teorem: (f,4):(M,G,u)—>(M",G",u1") orten olsun. Bu durumda
(MG i), (M,Gyp) nin bir ideali ise (f,§)(M,G ) =(f(M),$(G)u") da
(M’*,G", 1£") nin bir idealidir[2].

ispat: i). g €G',g € G olsun. Bu durumda g" =¢(g) olacak sekilde bir g€ G vardir.
Béylece .
[g",8(8)]=[¢(g")#(e)]=¢lg. g 1€ $(G)
dir.
ii). g€G",geG ve m e M’ olsun. Bu durumda g" =¢(g) olacak sekilde bir
g € G vardir. Béylece
g f(m)]=9(g)f(m)=f(gm)e f(M)
diir.
iii). g €G,m" eM" olsun. Bu durumda m’ = f(m) olacak sekilde bir me M
vardir. Béylece
p(g)m" =g(g) f(m)=f(g .m)=f(M)
durf2].

Tamm: (M ,G, 1) ve (M ,G", "), (M,G, ) nin alt gaprazlanmis modiilii olmak iizere,
Ul M OM -G NG
seklinde indirgenen alt gaprazlanmis modiite (M',G, i) ile (M "G, ") nin arakesiti denir



ve (M',G,1) n (M",G",u") ile gosterilir[2].

Yardimar Teorem: (M',G ,u) ve (M~ ,G ,1"), (M,G, 1) gaprazlanmms modiiliiniin ideali
ise (M,G,uYNM",G ,u") arakesit caprazlanmis alt modili de (M,G,u) nin
idealidir{2].

ispat: G NG" nin G nin ideali oldugu agiktir. g€ G ve m, e M "M igin, m, e M ve
M ,G,1)< M,G,u) oldugundan g-me M olur. m, € M ve
(M",G",u")y<(M,G, ) olduundan g-m, € M olur. Béylece,

gmeM M’
elde edilir. Ayrica, meM ve g e€G NG igin, g € G ve M,G,u)a(M,G,u)
oldugundan g,-me M olur. g, € G ve (M",G",1")<(M,G,u) oldugundan g, -me M’

olur. Béylece,
g meM NnM "

elde edilir{2].

Ornek: G ve G', G nin iki Lie alt cebiri olsun. Bu durumda
0,G,)N(O,G",i)=(0,G NG ,i)
ve
(G,G,1d)N(G",G",Id)=(G NG ,G NG ,Id)
dir[2].

Tamm: (M',G, 1) ve (M ,G,u"), (M,G,u) gaprazlanmigy modiiliiniin ideali olsun.

M +M",M de ideallerin toplami ve G +G ,G de ideallerin toplami olmak iizere
Ml M +M -G +G

déniisiimii ve G nin M iizerine etkisinden kaynaklanan G' +G" nin M + M iizerine etkisi

ile birlikte olusturulan g¢aprazlanmis modiile .(M LG L) ile (M',G,u") caprazlanmig

modiillerinin toplami denir ve (M',G', 1)+ (M",G", ") ile gosterilir[2].

Ornek: G ve G', G nin iki ideali olsun. Bu durumda
(0,G,)+(0,G",))=(0,G + G ,i)
ve
(G,G,Id)+(G,G',Id)=(G +G ,G +G ,Id)
dir[2]. .
Teorem: (S,H,0) ve (R,K,0) caprailanmls modiilléri (T,G,0) ¢aprazlanmig modiiliiniin
idealleri olsun. Eger

i.  (S,H,d)+(R.K,0)=(T,G,0)
i, (S.H,d) N (R,K,9)=0
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ise (T,G,0)=(S,H,0) x (R,K,0) dir[2].
Ispat: teT ,ge G olsun. Bu durumda
t=s+r ve g=h+k olacak sekilde tek bir se€S,reR,heH ,ke K vardir. Bu
durumda

a(s+r)=(s,r) ve B(h+k)=(hk)
seklinde tanmimli a:T—>S+Rveff:G—>H+K fonksiyonlar: birer Lie cebir
izomorfizmleridir. Bu durumda
(a,B):(T,G,0)—(S,H,0)x (R,K,aj bir ¢aprazlaninig Lie cebir izomorfizmidir. Bdylece
(T,G,0)=(S,H,0) x (R,K,0) dir[2].
Tamm: (T,G,0) gaprazlanmig modiilii yukaridaki teoremin sartlarini saglhyorsa bu (T, G,0)

caprazlanmig modiiliine (S, H,0) ile (R, K,0) ideallerinin i¢ ¢arpimi denir[2].

Tamm: (M,G, p) ¢aprazianmis modul olmak iizere G yardimiyla M nin sabit elemanlarinin
olusturmus oldugu kiime

M€ ={meM |herg e G igin g - m}
seklinde tanimlanir ve M %, M ve G nin idealidir. Ayni zamanda M, Z(M)( M nin

merkezi) nin idealidir[2].

Tamm: G bir lie k -cebir ve d : G — M, k -lineer doniigiimler olsun. Her g,g' € G igin,
dlg,g'1=gd(g)~gd(g)

ozelligi saglaniyorsa d ye bir derivasyon denir. G den M ye biitiin derivasyonlarin kiimesi

Der(G) ile gosterilir[2].

Tamm: M iginde G nin dengeleyecisi (stabilizer) 77 : G — Der(M') olmak lizere
st,(M)={geGlherme M iging-m=0}=Kern

olarak tanimlanir[2].

Tanm: (M, G, 1) ¢aprazlanmis modiil olmak tizere
i.) Eger G nin M izerine faithful etkisi varsa, yani st;(M) =0 ise (M,G, 1) ye bagli

(faithful) gaprazlanmis modiil denir[2].
ii.) u birebir yani Keru =0 ise (M,G, ) ye asferikal gaprazlanmis modiil denir.

J orten yani Cokeru =0 ise(M,G, u) ye basit baglantili ¢aprazlanmis modiil denir[2).
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1.8 Izomorfizma Teoremleri

Cebir teoriye benzer olarak, izomorfizm teoremleri ¢aprazlanmis modiiller i¢in de gegerlidir.
Dolayistyla bu teoremleri ispatsiz olarak ifade edecegiz.

Teorem: (I izomorfizm) (f,8):(M,G,u)—> (M ,G,u’) bir caprazlanmis modiil
morfizmi olmak lizere,
M,G,p) _

Ker (f,9) P

izomorfizmi gegerlidir{4].

Teorem: (IL izomorfizm) (M ,G , "), (M,G, 1) gaprazlanmis modiiliiniin alt gaprazlanmig
modiilii ve (M',G , 1),(M,G, £) nin ideali ise
(M,G,u)+(M .G, 1) _ (M",G", 1)
MG,y T (M,Gyp)n(M,GLu)

izomorfizmi gegerlidir[4].

Teorem: (III. izomorfizm) (M',G,u) ve (M ,G,u"), (M,G,u) caprazlanmis
modiiliiniin ideali ve (M",G , 4" )c (M ,G ,u) ise

(M,G,u)/(M,G',i") _ (M,G,u)

MG, u)(M",G" 1)y~ (M,G,p)
izomorfizmi gecerlidir[4].

Tamm: (A,G,@) 6n gaprazlanmis modiil (precrossed module) olsun. Bu durumda A4 nm

Peiffer elemanlari yada gaprazlanmis komutatorleri a,a'e 4 igin
[a,a"], =[a,a'l-a(a)-a'
seklinde tanimlanir. 4 nin Peiffer elemanlar1 4 nin bir altcebirini iiretir. Bu alt cebir [ 4, 4],
ile gosterilir ve [4, A], ye A nin Peiffer altcebiri denir[2].
Teorem: (A,G,a) 6n ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur{2].

a) A nin Peiffer altcebiri [ 4, 4], , sabittir. Yani [4, 4], G etkisi altinda kapalidir.

b) A nin Peiffer altcebiri [A4, A],, A nin bir idealidir.

c) (A/[A,A4],,G,a") iglisii ¢aprazlanmis modiildiir ve su evrensel 6zelligi saglar:
(M,H,u) bir gaprazlanmis modiil ve (f,9):(4,G,a)—>(M,H,u) bir morfizm ise
asagidaki diyagram degismeli olacak sekilde tek bir

(f.9):(4/[4, 4).,G,a) > (M, H, 11)

vardir.
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(A,G,/{) ——(71—)—» (A/[4,A].,G,a%)

(f.9) f<.9

(M, H,u)

ispat:
a) g,8'€G , a,a'e4 igin

(g, a=g-(g"a)-g"(g-a)
olup buradan da

g-la,a"l. =g-([a,a")-a(a)-a)
=g-la,a’l-g-(a(a)-a’)
=(g-a,a'l+[a,g-al-g (a(a)-a)
=[g-a,a'l+[a,g a"l~[g,a(a)la'-a(a) (g a’)
=[g-a,a'|+[a,g-a"l~a(g-a)-a'-a(a)-(g-a’)
=[g-a,a"l-a(g-a)-a'+[a,g-a"l-a(a) (g a)
=[g-a,a'). +[a,g-a'],

elde edilir.

b) [a,[a',a" ][4, 4], oldugunu gostermek yeterlidir.

({a',a",al, =[[a",a",a]l-ala',a"]-a
[[a',a",a]-[a(a’),a(a")]-a

—a,la',a"]-a(a)-(a(a")-a)+a(a”)-(a(a)-a)

i

il

i

i

'_[aa[a '$ a “]c]_[a ",a(a') 'a]c +a(a') '[a "a a]c
ve bdylece

[a,[a',a".]=-[a",a",a], —[a",a(a")-a]. +a(a)-[a".a]. € [4,A4],

elde edilmis olur.

~a,la,a"]-a(a")-[a",a]+a(a)[a",al. +a(a")-(a(a))-a)
—a,la',a"]-[a(a")-a",a]-[a"a(a")-a]+a(a’)[a",a]. +a(a")-(a(a)-a)

12

¢) G nin A tizerine etkisi (a.) sikkindan dolayt G nin A/[4, A}, tzerine etkisi vardur.

Ayrica [ A, A], min elemanlarimin & altindaki goriintitleri
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a([a,al) =a([a,al-a(a)-a’)
=[a(a),a(a)]-a(a)-a(a’)
=0

olur. Dolayisiyla

a1 A/[4, 4], > G
seklinde bir Lie G -cebir morfizmi vardir. [ 4, A], nin tantmu geregince (A/[4, 4],,G,a") bir

caprazlanmis modiildiir. Ayrica

f(a,a')=f([a,a]) - f(a(a)-a)
=[f(a), f(a)]-ga(a) f(a')
=[f(a), f(a)]-pf(a) - f(a)
=[f(a), f(a)]-[f(a), f(a))]

elde edilir. Boylece [ tek tiirlii belirlidir[2].

1.9 Derivasyonlar

Grup teoride bir grubun digeri iizerine etkisinin otomorfizm grubuyla belirlendigi iyi bilinir. A

grubunun B grubu iizerine etkisi A4A—> Aut(B') homomorfizmi ile verilir. A grubu ile

B grubunun herhangi bir geniglemesi ile bir 4A—> Out(B‘) homomorfizmasi ilgilidir. Cebir
teoride ise bir cebirin digeri lizerine etkisi agsagida s6z edecegimiz ¢arpim cebri ile verilir.
Cebirsel genislemede ise PB. dis (outer) carpim yer alir. Carpim cebri kavrami, S.Mac Lane

tarafindan [9] da tamimlanmigtir. R.Lavendhomme ve Th. Lucas ise [8] ¢aligmalarinda bu
kavram ile caprazlanmis modiil yapisi arasindaki iligkiden sdz etmiglerdir.

Tamm: (M,G,u) ve (N,G,v0) caprazlanmig iki Lie modiill ve a@: M — N bir Kk -lineer
doniisiim olsun. Her m,m € M igin

alm,m]= p(m).a(m)—pu(m).c(m)
ise @ ya M den N ye bir derivasyon denir. Biitiin derivasyonlarin kiimesi Ders(M,N)
seklinde gosterilir.
g€G, aeDerg(M,N) ve ad,:M — G fonksiyonu ad, (m)=[g,u(m)] seklinde

tantmlanmak tizere W(a(m)) = ad,(m) yani va =ad, ise (a, g) ikilisine Derg(M,N) nin

konjugate elemant denir[2].

Tamm: Her g,g‘ € G igin,
u: G-> Der(G)

r=  ur)=u,
olmak iizere, ,u(g)g' = gg' seklinde tanimh p(g) =y, : G——> G doniisiimiine i¢ (inner)
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derivasyon denir[2].
Yardimei teorem: Depi(M,N) nin konjugate elemanlarinin kiimesi bir Lie k -cebiridir [5].
Tanmm: G nin Derg(M,N) iizerine etkisi g€ G, (a,h) € Derg(M,N) ve her me M
icin

B(m) = g.o(m)—a(g.m)

g{a,h)=(B,[g,h])

olmak lizere

seklinde tanimlanir[2].

Yardimcir Teorem: Yukarida tanimlanan G nin Deprg(M,N) lzerine etkisi bir Lie etkisidir
[5].

Yardimer Teorem: 7(a,g) =g seklinde tanimlanan 7 : Dero(M,N) —> G fonksiyonu bir
Lie cebir homomorfizmidir ve 7(g(«,h)) =[g,n(e,h)] dir [5].

Yukaridaki yardimci teoremler geregince agagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem: (M,G, u) bir Lie 6n ¢aprazlanmig modiil ve (N, G,0) capraziannus bir Lie modiilii

olsun. Bu durumda Deyrs(M,N) nin konjugati bir 6n ¢aprazlanmis G -modiildiir[2].
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2 LiE CEBIRLERI ICIN AKTOR CAPRAZLANMIS MODULLER

Bu béliimde, garpim cebri ile yakindan ilgili olan, Lie cebirleri igin akt6ér ¢aprazlanmig modiil
kavramini tanimlayacagiz. Bu kavram yardimiyla, Lie cebirleri teorisinde 6nemli yeri olan, bir
caprazlanmig modiiliin merkezi, ¢aprazlanmig modiiller arasindaki etki gibi temel kavramlan
tanimlayacagiz. Benzer kavram gruplar i¢in Norrie tarafindan [11] da tanimlanmigtir. Norrie bu
calismasinda, aktdér caprazlanmig modiil kavraminin gruplarin otomorfizmalar grubu ile
benzerligini gdstermis ve bu yapiyla ¢aprazlanmig modiil etkilerini tanimlayarak, caprazlanmig
modiillerin yari-direkt ¢arpimlarini olusturmustur.

2.1 Bir Caprazlanmis Modiiliin Aktérii

Onceden verdigimiz derivasyon tanimini kisaca hatirlayalim.
Tanim: G bir lie K -cebir ve d : G — M, K -lineer déniisiim olsun. Her g,g € G igin,
dlg,g'1=gd(g)-gd(g)

6zelligi saglaniyorsa d ye bir derivasyon denir. G den M ye biitiin derivasyonlarin kiimesi
Der(G) ile gosterilir.
(M,G, ) ¢aprazlanmis modiil ve f:M —>M,g:G-—> G birer fonksiyon olmak iizere
(f.8): (M, G, ) > (M, G, ) verilsin.

i.  feDer(M),¢ < Der(G)

i  gu=pf
iii. HergeGveherme M icin f(g.m)=g.f(m)+¢(g).m

ozellikleri saglaniyorsa (f,#) ye (M,G,u) nin bir derivasyonu denir. (M, G, #) nin biitiin
derivasyonlarinin kiimesi Der(M ,G, 1) ile gosterilir[2].

Onerme: Der(M,G, u) kiimesi (f,9),(f;,8),(f,¢,) € Der(M,G,u) ve ke K igin
+) (8)+ ()= + 120+ 6)

) k(f,9) =k ,kd)

°) [(f1’¢| )a(f2’¢2)]= ([fl’fz]a[¢|’¢z])

seklinde tanimlanan iglemlerle birlikte bir Lie k -cebir yapisi olusturur[2].

ispat: (f,9),(/,,4,),(f,8,) € Der(M,G, 1) ve ke k igin
kx Der(M,G,u) —  Der(M,G,u)

(k,(f,9)) B k-(f.9)=k(f,9)
olmak {izere,

I k((.f1a¢1)+(fzs¢2))=k(f1+f2a¢1+¢z)
=(k(f; + [2), k(4 +6,))
= (1‘7; +l?fz’k¢1 +k¢z)
=k(f,8) +k(f2.9,)
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i (b +k)Sf0) =k +k,) [, (K + k,)P)
=(kf +k. S, kg +k,9)
= (klf’kl¢) +(k2f’k2¢)
=k (f,9)+k,(f.9)

1l (ke )(f 5 9) = (kk, [, k.k,9)
=k (k. f . k,0)
=k (k,(f>9))

oldugundan (Der(M,G, p),+,-,(o)) dortliisti bir k -modiil yapisi olusturur. Ayrica,

iv. k(18 ° (f2,8,)) =k(f,.15,865)
=(k(f./2).k(4,))
= (k) /2, (k$)$,)
= (kf1,kd) o (12, 0,)
= k(.40 °(/24,)

(.8 o k(f3.8,) = (i 8) o (fy, k)
= (£, (k). 4, (k)
=(k(£i13):k(¢,))
=k(f.f,04,)
=k((f,4)°(f;,8,))

oldugundan Der(M,G, p), bir Kk -cebirdir[2].

Tamm: d:G—>M bir derivasyon olsun. Bu durumda geG ve meM igin
o,(g)=pud(g) ve 6,(m)=du(m) seklinde tanmh o,:G—>G, 6,:M —>M
fonksiyonlar: i¢in o, € Der(G) ve O, Der(M)dir. Bunlara d ye Kkarsilik gelen
derivasyonlar denir. 8, nin bir derivasyon oldugunu goésterelim.
Qd[m,m']’= dy[m,m] "

= d[ p(m), p(m)]

= pu(m).d p(m’) — p(m’)d p(m)

=[m,0,(m)]~[m,6,(m)]

=mb, (m')y—m8,(m)

dir. Benzer sekilde o, nin de bir derivasyon oldugu gosterilir.

Teorem: @, ve o, derivasyonlart asagidaki sartlar1 saglar{2].

2) 6,d=do,



b) o,u=ub,
¢) (6,,0,)€ Der(M,G, )

Ispat: (a) ve (b) agiktur.

c) 0,(g-m)=du(g-m)
=d[g, u(m)]
= g-dpu(m)—p(m)-d(g)
=g-dpu(m)—[m,d(g)]
=g-du(m)+pd(g)-m
=g0,(m)+0o,(g)-m

dir.

Der(G,M) lizerinde asagidaki sekilde (+),(:) ve ([]) islemleri tanimlanur.

0. ve o;, d,; derivasyonuna karsilik gelen derivasyonlar olmak iizere
+). (d, +d,)(g)=4d,(g)+d,(g)
). (kd)(g) = kd(g)

(). [4,.d,)(g) = dlaz (g)- dZO', (g)
=6d,(g)-0,d,(g)

[] operatoriinii biraz daha detayl: incelersek

(d,.d,][g,g']1=d,0,[g,8']-d,0,[g,8]

17

i=12 igin

= dl [g’ JUdz (g l)] - dx[g " /tdz (g)] - dz [g:- /J(l, (g ')] + dg[g ', :Udl (g)]

=g-dud,(g)-g'dud,(g)-g d,ud (g)+g" d,ud,(g)
= g-(d,0,(g)-d,0,(g"))-g"(d,0,(g)~d,0,(g))
=g-[d,,d,|(g)-g"[d,.d,](g)

dir[2].

Teorem: i=1,2 i¢in o; ve 6, ler d, € Der(G,M)ye karsilik gelen ifadeler olmak iizere

asagidaki ifadeler dogrudur{2].
a) Egerd=d, +d,ise 6,=0,+0, ve §,=6+0, dr.
b) Eger d =kd, ise o, =ko, ve 8, = k0, dir.

c) Eger d =[d,, d,]ise o, =[0,,0,] ve 8, =[6,,6,] dir.

ispat‘:
a) d=d, +d, ise



o,(g)=p(d +d,)(g)

= p(d,(g)+d,(g))

= u(d,(g)) + 1(d,(g))

=0,(g)+0,(g)
6,(m)=(d, +d,) u(m)

=d,u(m)+d,p(m)

=0, (m)+6, (m)
b) d=kd, ise

0,(8)=0y,(8)
= p(kd, )(g)
= p(k(d,(g))
=kp(d,(g))
=ko,(g)

6, (m) = kd, pu(m)
= kgd, (m)

c) d=|[d,,d,] ise

0,4(8) = 014,.4,,(8)
= p[dl’dz](g)
= pu(d,pd, )(g)
= pd, (1d, (2))
=0, (1d,(g))
=0,(0,,(8))
=[o,,0,,1(8)

ve benzer sekilde 8, =[6,,0,] oldugu gosterilebilir[2].

Onerme: (Der(G,M),+,-,[,]) bir lie k-cebiridir[2].

Sonug¢:  d € Der(G,M)

7: Der(G,M) — Der(G) ve ¢: Der(G,M)—> Der(M) fonksiyonlar

homomorfizmleridir[2].

Teorem: Der(M,G) kiimesi

igin -

+). (d, +d,)(g)=d,(g)+d,(g)

#(d)=0,

ve

¢(d) = 9:1

18

seklinde  tanmiml

birer Lie cebir
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). (kd)(g) =kd(g)
LD.-1d,,d,)(g)=d\0,(g)-d,0,(g) =6,d,(g)—6,d,(g)

islemleriyle birlikte bir K -cebir yapisi olugturur|[2].

ispat:d,,d, € Der(G,M)igin
(d,~d,)g8,) =d\und,(g8,)
=d,u(g, -d,(g,))
=d,(g,1d,(g,))
= g,-(d,ud,(g,))
=g (d °d,)g,)

oldugundan (d, od,) € Der(G,M) elde edilir.
kx Der(G,M) — Der(G,M)
(k,d) - kd
olmak iizere,
a) k(d +d,)g)=k(d,(g)+d,(g))
=(kd])(g)+(kd2)(g)
= (kd, + kd,)(g)

b) (k +k,)d(g)=kd(g)+k,d(g)
) (kk,)d(g)=k(k,d)g)
d) kld,,d,)(g)=k(d ud,)g)

= kd,(ud,)(g)
=[(kd,),d,1(g)
=[d,,(kd,)I(g)
esitlikleri saglanir[2].
Sonug:
7 : Der(G,M) — Der(G) ¢ :Der(G,M) — Der(M)
d o, =ud ve d = f,=du

doniigtimleri cebir homomorfizmleridir[2].

Yardimeci Teorem:
Der(M,G,u) x Der(G,M) — Der(G,M)
((aa¢),d) l'—)(aa¢)d=ad_d¢

seklinde tanimlanan doniisiim Der(M,G,) nin Der(G,M) iizerine bir Lie etkisidir[2].
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ispat: ispat icin asagidaki sartlarin saglandigim gostermek yeterlidir{2].

a) ((a,9)-d)lg,g.1=alg, d(g,)~-alg, d(g))-dlg,#g,)]+dlg,.¢(g)]
=g, ad(g,)- g, ad(g)-g d¢(g,)+g, dé(g)
=g, ((a,9)-d)(g,)) — g, (((a.¢)-d)(g,)

b) [(a.9),(a',$)]-d =([a,a'),[$,¢]) - d
=la,a'ld—d[¢,¢']

—aa'd—a'ad —dép'+dé'
=(a,¢) (a'd-d¢")—(a',¢Nad —dp)
=(a,$) (@', ¢) - d)—(a',¢)(a,¢) - d)
(@,$):[d),d,]=(a,$)-(d\0, —d,0,)
= ad,o, -ad,c, —d,c,p+d,o\¢
=ad,o, +d,pd¢p —od,o, —d ud,¢
:[adl’dz]_[d|¢adz]+[dl’adz]~[d1’d2¢]
=[(a,$)-d,,d,1+1d,, (@, 9)-d,]

Teorem: A(d)=(8,,d,)=(du,ud) seklinde tanimh A : Der(G,M) — Der(M,G, pt)
fonksiyonu bir Lie k —cebir homomorfizmidir. Ustelik (Der(G,M), Der(M,G, u),A)

ticliisti bir ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturur{2].
Ispat: Ispat icin agagidaki sartlarin saglandigini gosterelim{2].

2) (6,,0,) € Der(M,G,x) oldugunu dnceden gostermistik.

b) Ald,,d,]1=(uld,,d,}[4,,d, 1)
= (pd,ud, — pd, pd,, dyprd, p— dy j1d, 1)
= ([pd,, ud,).1d, 1, d, p1])
= [A(d,), A(dz)]
©) Ala,¢)-d)=((ad-d)u, (ad —dg))
=(adu—-deu, pod - pdg)
=([a,dpu),[¢, nd])
=[(a,¢),A(d)]
d A(d,)-d,=(dp,ud)-d,
=d,ud, - d,pud,)
=d,o,-d,o,
=[d,,d,]
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Tamm: Yukaridaki teoremde tanimlanan (Der(G,M),Der(M,G,u),A) ¢aprazlanmig
modiiline (M, G, 1) nin actor ¢aprazlanmis modiilii denir ve A(M,G, 1) ile gosterilir.

Simdi, A(M,G,u) ¢aprazlanmis modiiliiniin bir idealini belirleyerek, boliim ¢aprazlanmis
modiiliinii tanimlayalim[2].
Yardimer Teorem: (M,G,u)bir g¢aprazlanmis modiil olsun. meM ve geG igin

,:G—>M,n,(g)=~g- m olmak lizere
n:M — Der(G,M)
m > 7(m) =1,

déniigiimii bir cebir homomorfizmidir[2].

™
ispat: n{m,m"] = Mimany =Us T 1 = [ (m),77(m")] dir. §imdi bunun dogrulugunu gosterelim.

(7,37 1(&) = 11, 1471, (&) — 11,477, (&)
=—g 1,u(m") + p(m")-1,() + & - 1,,t(m) —~ p(m) -17,,.()
=g-[mm']—[m',g-m]—g-[m,m+[m,g -m']
=[g-m',m]-[g-m,m]
=—g [m,m']
= Nimm (&) )
Burada tanimlanan 77 nin goriintiisi Im(77) = E(G, M) seklinde gosterilir[2].

Yardime: Teorem:

a, M —>M 4, :G>G
ve ; ' '
m > a,(m)=g-m g' P (g)=[gg
olmak {izere

a) a, € Der(M) ve ¢, € Der(G) dir.

b) Ju(m)=[g,u(m)=pu(g.m)=px,(m) dir.
c) Her g,g €G ve meM igin
ga,(m)+4,(g)m=g (gm)+[g,glm=g(g .m)=a,(g.m)

dir. Ustelik,
y: G — Der(M,G,u)

g H (ag b ¢g )
déniigtimii bir cebir homomorfizmidir{2].

Ispat: ispat igin
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7[g1’g2] = (a[g|v82]’¢[§|.gz])
= (e, .2, 114,.4.
=[(@, .0, (2.4, )]
=[r(g).7(g,)]
oldugunu gostermek yeterlidir.
O 01(8)=8,(8, m)—g, (g -m)
=a, (a, (m)-a, (a, (m)

= [agl ’agz ](m)

Be,01(8) =181, 8,1 8]
=g [g,-811-1g,.[&.£]]
=¢, (4,,(8)—¢,,(¢,(2))
=[4,,.4,,1(g)
dir.

Burada tanimlanan y déniigiimiiniin gériintiisti Im(y) = G ile gosterilir[2].

Yardimci Teorem : Der(M,G, 1) nin Der(G, M) iizerine Lie etkisi,
(a’¢) My = 77%,
seklinde E(G,M) iizerinde bir etkiye indirgenir[2].

ispat: (@,@) € Der(M,G, 1), 11, € E(G,M) igin

(a,9)n,(g)=0an,(g)
=q(g-m)
=du(g-m)
=d(gu(m))
=g -du(m)
=g a(m)
=1, (&)

olur[2].

Yardimer Teorem: E(G,M),Der(G,M) nin ideali ve G de Der(M,G,u) nin bir
idealidir[2].

Ispat: d € Der(G,M), n, € E(G,M) veher g € G igin



23

[d.n,1(g) =dun,(g)-n,u1d(g)
=dpu(-g-m)—n,ud(g)
=—d[g, u(m)]+ pd(g)-m
=—g-du(m)+ u(m)-d(g)+[d(g), m]
= Naum(8) € E(G,M)

olup E(G,M), Der(G,M) nin bir idealidir.

Diger taraftan («,) € Der(M, G, u), («,.9,) € G olarak

[, (@4, )) = (2, L[6.6,D) =( g ) € G
oldugunu gosterelim.
[a,a,(m)=a(g -m)-g-a(m)
=¢(g)-m
= 0yqy(m)
benzer sekilde [@,d,]=4¢,,, oldufu gosterilebilir. Yani G, Der(M,G,z) niin bir
idealidir{2].

Teorem: (77,7):(M,G,u) > AM,G,u)  doniisimii  bir  ¢aprazlanmis  modiil

homomorfizmidir[2].

ispat: Vme M ; g,g'e Gigin

i An(m)=(n,p,H11,)
= (@ imy> Pumy)
= yu(m)

i y(g) n(m)g")=(a,.0,)-1,)(g")
=a,(-g"m)-n,lg.g]
=-g"(g-m)
=1em(&")
=n(g-m)g"

elde edilir[2].

Onerme: Im(77,7) = (E(G,M),G, A) < (Der(G, M), Der(M,G, 12), A) dir[2].

Ispat: Im(#n,y) min (Der(G,M), Der(M,G,u),A) nin gaprazlanmis alt modiil oldugu
agtktir.  A:E(G,M)— G donisimii A:Der(G,M)— Der(M,G, 1) déniisiimiiniin
kisitlanmug1 olup
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A(ﬂm) = (77”1/1’ 4”771") = (a//(m)’ ¢[l("l)) = }/(ﬂ(m))
dir2].
Tamm: (E(G,M),G,A) caprazlanmis modiiline, i¢ caprazlanmis modiill denir ve
I(M,G, u) ile gosterilir[2].
Tamm: A(M,G,u)/I(M,G,u) bolim gaprazlanmis modiiline (M,G, 1) nin dig aktorii
denir ve O(M,G, u) ile gosterilir[2].
Eger ‘
0—> (M,,G’,/l')—&—)(M,G,,U) iﬁq)_)(MnaG"a,u”)_’—) 0

bir kisa tam gaprazlanmis modiil serisi ise, yani (i, j) birebir, (£,8) orten homomorfizm ve
Im (i, j) =Ker(&,0) ise asagidaki degismeli diyagrami veren bir

(850) . (M,G,,U)—‘> A(M"G,a/ul)
morfizmi vardir.

(0,0,0) —> (M, G'u") —> (M,G,pt) —» (M",G", "y — (0,0,0)
(¢,6)

(0,0,0) —> I(M",G', 1) —> AM",G', p)—>O(M ',G", ") —(0,0.0)

Burada, g,g € G,m,m € M igin,
£:M—> Der(G ,M") e(m)(g)=—~g -m

0:G—> Der(G',M , 1)  0(8)=(a,.8,)
ve
a,:M— M a,(m)=g-m
4,G—G ¢.(g)=g.2]
olmak tizere
0:G—> Der(M,G, 1)  f(8)=(a,.4,)

seklinde tanimlidir.

*

g[ml ’ mZ] = g[m,,mz] =[gm, H 6',”2 ] = [6‘(”1] )a €(m2 )]



(*) esitligi Epmym, (&) =—8"[m,m, ]
=—{g"m,m,]—[m,,g" m,]
=pu(ghmy)-m—p'(g-m)-m,
=&, p(~g" my) &, p(~g"m,)
=&, M1'E, ()¢, 1'E, (g)
= (6,0, ~ €0, &)
=[&,:6m, 18"

ve

0lg.8,]1= (a[gl,gz]’¢{g;,g£])
= (a,,, 114, .4, )
=[(a,,, 8, ) (@,,,¢,)]
=[6(g,),6(g,)]

oldugunudan £ ve @ nin Lie cebir morfizmidir.

Ayrica

a) Her me M igin
Ou(m) = (@ y> Buimy)
= (&t H'E )
= A'g(m)

b) Her ge G vemeM igin

0(g)-e(m)=(0,,8,) &, = X E, —E, P, =&, =(g-m) dir. Yani

(*) (@8, — .0, )(8) =g (g"m)+[g.g "] m
=-g"(g-m)
=&,,(8"

oldugundan (g,8) bir ¢aprazlanmig modiil homomorfizmidir[2].
2.2 Aktdr Caprazlanmig Modiil Ornekleri

Ornek: /,G de ideal olmak iizere i: I—> G igine doniigiimii
GxI—>1
(&.0)> g i=gi
etkisi ile birlikte (Z, G,{) ¢aprazlanmig modiil yapis: olusturur.

x ={f € Der(G): f |,€ Der(I)}

25
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olmak lizere
Z:Der(l,G,i)——W( ®:y—> Der(1,G,i)

(a,p) > ¢ o= (f 1, )
homomorfizmleri igin

Y w=ld, @Y =1d,, 60
olur. Boylece

Der(1,G,))=y

olur. O halde, A(I,G,i)=(Der(G,I),y,A) elde edilir[2].

Ornek: Yukaridaki ornekte 6zel olarak I =0 ise
A(1,G,i) =(Der(G,0), Der(G),A) = (0, Der(G),i)
ve I =G ise
A(G,G,Id) = (Der(G,G), Der(G),A) = (Der(G), Der(G), Id)
olur(2].

23 Caprazlanmis Modiil Merkezi

Tamm: (M,G,u) bir gaprazlanmis modiil olsun. (M, G, u) ¢aprazlanmis modiiliiniin
merkezi (77,7):(M,G, u) > A(M,G, ) homomorfizminin g¢ekirdegi olarak tanimlanir ve
Z(M,G, u) ile gosterilir[7].

Kern={meM :1,(g)=0,g€ G}
={meM . g-m=0,g G}
=M

Kerg ={geG:y(g)=0}
={geG:a,(m)=0,meM ve ¢,(g)=0,g"e G}
={geG:g-m=0meM}n{geG:[g,g'1=0,g"e G}
=5t (M)NZ(G)

alinarak;
Z(M,G,u)=Ker(n,y)=(M®,st,(MYNZ(G), 1)

dir. Ayni zamanda Z(M,G, u), (M,G, 1) caprazlanmis modiiltiniin bir idealidir.

Ornek: M bir G — modiil olsun. Bu durumda (M,G,0) in merkezi



27

Z(M,G,0)=(MC,st,(M)NZ(G),0)
=(H"(G;M),st,(M)NZ(G),0)
dir{2).

Ornek: Z(G,Der(G),ad) =(G"?,st,,,,(G) N Z(Der(G)),ad)
— (GDer(G),O’ ad)
dir[2].

Tamm: (M,G, 1) bir gaprazlanmig modil olsun. Eger Z(M,G, 1) =(0,0,0) ise (M, G, )
¢aprazlanmis modiilii agikar merkezlidir denir[2].

Teorem: a.)(M,G, i) asferikal gaprazlanmig modiil olsun. Bu durumda (M, G, &) nin agikar
merkezli olmasi igin gerek ve yeter sart Z(G) =0 olmasidur.
b.) (M,G, 1) basit baglantili gaprazlanmis modiil olsun. Bu durumda (M,G, u)

nin agikar merkezli olmasi i¢in gerek ve yeter sart Z(M ) =0 olmasidir[2].

ispat: a.) (=) g€ Z(G) olsun. Budurumda meM igin g-me Kery ve gest;(M)
oldugundan dolay: [g, u(m)]=0 ve u(g-m)=0 olacak sekilde m € M vardir. Dolayisiyla
Z(G) c stz(M) olur. Sonug olarak

Z(G)=Z(G)Nstz;(M)
elde edilir.
(<) Z(G)=0 olsun. Bu durumda Z(G)Nst;(M)=0 dir. Her bir me M igin
g -m =0 olacak sekilde g € G vardir. Boylece

(g, u(m)]=pu(g-m)=0
dir. Diger taraftan p(m)e Z(G)=0 oldugundan m € Kerp =0 sonug olarak M ¢ =0 elde
edilir.

b.) (=) Her me Z(M) igin M =0 olup p(m")-m=[m',m]=0 olacak sekilde
m'eM var ve pu(m)elmpu=G dir. Bu durumda ge G igin g-m=0 oldugundan
meM® =0 dir. Boylece Z(M)=0 elde edilir.

(<) Eger me M€ ise [m',m]=pu(m")-m=0 olacak sekilde g€ G vardir. Buradan da

meM® =0 ve boylece m=0 elde edilir. Diger taraftan g € st;(M) alalim. Bu durumda
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meM i¢in g-m=0 dir. Ayni zamanda g€ G igin g = u(m'") olacak sekilde m'e M
vardir. B&ylece .
O=g-m=u(m")-m=[m',m)
dir. Buradanda m'e Z(M) =0 ve sonugta g = u(m') =0 elde edilir. Yani
Z(G)Nstz(M)=0

oldugundan (M,G, y) asikar merkezlidir[2].

Teorem: iki ¢aprazlanmis modiiliin merkezlerinin direkt ¢arpimlari, direkt ¢arpimlarinin

merkezidir[2].

ispat: (M,G, 1) ve (M ',G", u1") iki gaprazlanmig modiil olsun. Bu durumda
Z(M,G,u)x(M", G uN=ZMxM' .GxG',uxu")
=(MxM"N,Z(Gx G sty (M xM "), ux 1)
=(MC®xM™ (Z(G)x Z(GN) N (sty(M)x st (M), px u')
=M xM " (Z(G) N (st (M))x(Z(G) N st (M), x p1)
=(M°,Z(G)Nstg (M), 1) x (M ', Z(G") N st (M ), p1)
=Z(M,G,u)xZ(M "',G', u")
dir. Burada
(M x M Y& ={(m,mYeMxM':(g,g")-(m,m")=(0,0), (g,2)eGxG'}
={(mmYeMxM':g-m=0, geGveg'm'=0, g'eG'}
=M°xM"
st o MxM)={(g,gNeCGxG":(g,g") (mm")=(0,0), (m,mHeMxM"' }
={(g,gNeGxG':g-m=0, meMveg'm'=0,m'eM"}
=st;(M)xst;(M")
Z(GxG)={(g,£)eGxG"[(g,8)(x))]=0,(x,y) e GxG" }
={(g,gN)eGxG"[g,x]=0, xeGve[g,y]=0, yeG'}
=Z(G)xZ(G")

seklinde tanimlanmigtir{2].

Tamm: ¢, : 4, — B ve a, : A, = B iki morfizm olsun., Eger
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diyagrami degismeli olacak sekilde bir a,ca,: 4 xA, > B varsa «, ve @, ye uyumlu
(degisimli) denir.

Eger 6zel olarak

B —» Bx A <______.A

RPN,

diyagrami degismeli olacak sekilde @ : 4 — B 6zdes morfizm ise & ya merkez denir.

Ozel olarak « : A — B monomorfizmi varsa 4 ya B nin alt obje merkezi denir[2].

Tanum: Bir objenin merkezi, monomorfizmalar ile var olan bagintilarin olusturdugu maksimal

alt objenin merkezi olarak tanimlanir[10].

Teorem: (M,G,u) caprazlanmig modiil olsun. Bu durumda Z(M,G, u), (M,G, 1) nin

maksimal alt objesinin merkezidir[2].

ispat: (N,H,v) , (M,G, 1) niin alt merkez nesnesi olsun. Bu durumda
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(M,G,,U) ——_”(M,G,ﬂ)X(N,H,V) 4_"__'_(A/',[{,V)

(8.5,
1,1 i (e, a,)
v

(M,G,u)

diyagrami degismeli olacak sekilde (4,,5,):(M,G,u)x(N,H,v)—>(M,G,u) morfizmi

vardir. Ayni zamanda

M— MxN

M

diyagramlari da degigmeli olacak sekilde S, ve B, vardir. Béylece me M, g € G igin
B, (m,0)=0 ve SB,(g,0) =0 yazlabilir. Ayrica

N ———» MxN H ——— GxH
B, B,
Q, a,
M G

olup ne N ve he H i¢in B,(0,n) =, (n) ve B,(0,h) =c,(h) yazlabilir.
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B (m,n)=m+a,(n) ve B,(g,h)=g+a,(h) olup B, ve B, lie cebiri homomorfizmidir.

[, (h),g1=(£5,(0,4), £,(g,0)]
= 5,00, 1),(g,0)]
= f3,(0)
=0

oldugundan «,(H) c Z(G) dir.
Simdi (8,,5,) nin gaprazlanmig modiil morfizmi oldugunu gosterelim.
B (g, 1) -(m,n)) = B,(g,h) - 5, (m,n)
dir. Fakat
B (g, h)-(m,n)) = (g -m,h-n)

=g-m+a,(h-n)
ve
B,(g,h)- B,(m,n) =(g +a,(h))-(m+a,(n))

olacagindan dolayi
h=0 i¢in g-m=g-(m+a,(n))

=g -m+g-a(n)
olup buradan g -a,(n) =0 elde edilir ve &, (N)c M€ dir.
n=0 i¢in (g +a,(h))-(m)=g-m+a,(h)-m

=g-m
olup buradan a,(h)-m =0 elde edilir ve ,(H) < st (M) dir. Béylece
Im(e,0,) < (MC,st, (MY Z(G), p)
=Z(M,G,p)

dirf2].

24 Abelyan Caprazlanmis Modiiller Ve Komutator Alt Caprazlanmis Modiiller

Tamm: (M,G,u) ¢aprazlanmig modiil olsun.  Eger Z(M,G,u)=(M,G,u) ise
(M, G, p) ye abelyan ¢aprazlanmig modiil denir[2].

Teorem: (M,G,u)niin bir abelyan g¢aprazlanmig modiil olmast i¢in gerek ve yeter sart

G nin M iizerine bir etkisinin agikar ve G nin bir abelyan Lie cebiri olmasidir[2].

ispat:
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(=) Eger Z(M,G,u)=(M,G,u) ise M° =M ve st,(MYNZ(G)=G dir. M° =M
olmasi G nin M tizerine st;(M)=G seklinde bir etkisinin asikar olmas: demektir. Sonug

olarak
G=st,(M)NZ(G)
=GNZ(G)
=Z(G)

olup G abelyandur.
(<) G nin M tizerine M® =M ve st,(M)=G s'eklil.]de bir etkisi var olsun. O zaman

ZM,G,u)=(M,GNZ(G), 1)
=(M,G,u)

dir. Buda (M, G, p) niin bir abelyan ¢aprazlanmis modiil oldugunu gosterir[2].

Teorem: Eger (M,G,u) bir abelyan gaprazlanmis modiil iss G ve M abelyan Lie
cebiridir[2].

Ispat: Bir 6nceki teoremden G abelyan ve G nin M iizerine bir etkisi varsa bu durumda her
m,m'e M igin [m,m"}= u(m)-m'=0 yazlabilir. Yani M abelyandir[2].
Ornek: A4, G nin bir ideali olsun. Bu durumda (4,G,i) nin abelyan g¢aprazlanmis modiil

olmast i¢in gerek ve yeter sart
Z(4,G,) = (AN Z(G), Z(G),1)
=(4,G,i)

olmasidir. Bu esitlik Z(G)=G oldugu durumunda saglanir ve bu da G nin abelyan Lie cebiri

olmas1 demektir[2].

Ornek: (G,Der(G),ad) nin abelyan caprazlanmis modiil olmasi igin gerek ve yeter sart
Der(G) =0 olmasidir. O halde

(=) Z(G, Der(G),ad) =(G*9,0,ad)
=(G, Der(G),ad)

dir. Bu esitlik ancak Der(G) =0 olmasiyla elde edilir.
(<) Der(G)=0 ise G™? =G° =G dir[2].
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Tanm: (M,G,u) ¢aprazlanmis modiil olsun. D,(M)={g-m:geG,meM} ve
G'=[G,G] olmak iizere (M, G, ¢) niin komutatdr alt gaprazlanmis modiilii (D;(M),G", )
seklinde tanimlanir ve (M, G, 1)' ile gosterilir.

Burada tanimlanan D (M) , M nin bir idealidirve g,g'e G ;m,m'e M igin
g " (g-m)e D;(M) ve[m',g-m]= u(m)-(g-m)e D;(M) seklindedir[2].

Ornek: A4, G nin bir ideali olsun. Bu durumda (4, G,i) ¢aprazlanmig modiiliiniin komutatorii

D.(A)={g-a:geG,ac 4}
={[g,a]:g€G ,aec 4}
=[G, 4]

olmak lizere

[(4,G.D),(4,G.)] = (D (4),[G,Gl.)
=([G, 4],G',i)

olarak elde edilir[2].

Ornek: (M,G, 1) basit baglantili gaprazlanmig modiil olsun.

D,(M)={g-m:geG,me M}
={u(m")-m:g=pu(mHeG,meM}
=[M,M]

olmak tizere (M ',G', £) komutator alt gaprazlanmig modiilii
[(M,G, 11),(M,G, 1)]=(Dg(M),[G,G], 1)
=(M",G', 1"
olarak elde edilir[2].
Lemma: (M,G, 1) ¢aprazlanmig modiiliiniin her bir alt gaprazlanmig modiilii, (M, G, ¢) niin

ideali olan (M, G, u)' nii igerir[2].

Ispat: (S,H,u), (M,G,u) gaprazl;anmls modiiliinin alt ¢aprazlanmis modiilli  ve
(M,G, 1) < (S,H, u) olsun. Budurumda D (M)c S ve [G,G]c H dur.

a) he H vege G olsun. Budurumda [g,4]€[G,Glc H dir.

b) he H vemeM olsun. Budurumda h-me Dy,(M)c § dir.

¢) seSvegeG olsun. Budurumda g-se D,(M)c § dir.
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Buradan da (S,H,u) nin (M,G,u) caprazlanmis modiiliiniin bir ideali oldugu goriiliir.
Sonugta (M, G, u)', (M,G, p) gaprazlanmig modiiliiniin idealidir{2].

Teorem: (M, G, i) ¢aprazlanmis modiil olmak tizere, (M, G, )’ komutatér idealinin tek bir
abelyan (M, G, u)/(S, H, 1) ideali vardir[2].

Ispat: (M,G,u)/(S,H, ) abelyan olmak iizere (S,H, ), (M,G, ) niin bir ideali olsun.
Bu durumda G/H abelyandir ve M /S lizerine agik bir etkisi soz konusudur. Bu da
(G,Glc H ve Dy(M)< S demektir. Ayrica diger bir ideal (R, K, u) < (M,G, i)' olsun
ve boylece (M,G,u)/(R,K,u) abelyandir. Buradan (M,G,u)'<(R,K,u) sonucuna
varihr. Buradan da (M,G, u)' = (R, K, y) elde edilir[2].

Tamm: (S,H,u) ve (R, K, 11),(M,G, 1) caprazlanmis modiiliiniin iki ideali olsun. Bu

durumda (S, H, i) ve (R, K, 1) nin komutatdr alt gaprazlanmis modiilii
((DK (S),D,, (R)) ,[H,K], 1) seklinde tanimlanir. Burada
(D(S),Dy (R))=tk-s,h-r ke K,he H,s&S,r € R} kiimesi ile birlikte M nin alt lie
cebiridir. Bu alt ¢aprazlanmis modiil [(S, H, 1), (R, K, 1t)] seklindedir[2].
Ornek: [(S,H, u1),(R, K, p)], (M,G, it) saprazlanmis modiiliiniin bir idealidir. Yani

2) geGigin[hk]le[H,K] ve[g,[hk]]=[(g,h].k]+[h,[g,k]]€[H, K]

b) [mkle[H,K]iginmeM ve [hkl-m=h-(k-m)~k-(h-m)e (D, (8), D, (R))

o) geGigink-s+h-re(Dy(S),D,(R)) ve

g-tk-s+h-r) =[g,k]-s+k-(g-s)+[g,h]~r+h-(g-r) € (DK(S),D,,(R»

dir[2]. )

Ornek: [(S, H, 1),(R, K, i) < (S, H, ) N (R, K, 1) dirf2).

Ornek: [(M,G,u),(M,G,1)}=(M,G,u)'" olup (M,G,u)' ne (M,G,u)caprazlanmis

modiilii tarafindan tiiretilmis alt caprazlanmis modiil denir[2].

Teorem: (M,G,u)caprazlanmig modiiliiniin abelyan olmasi igin gerek ve yeter sart

(M,G, pn),(M,G, )] =0 olmasidir[2].
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Ispat: (=) (M, G, 1) saprazlanmig modiilii abelyan olsun. Bu durumda abelyan olan G nin
M uzerine etkisiyle birlikte [(M,G,u),(M,G,1)}=(D,;(M),[G,G], 1) =0 elde edilir.
Ayni zamanda D;(M) =0 ve [G,G]=0 dur.

(=) [(M,G,u),(M,G,u)]=0 olsun. Bu durumda Gnin M lizerine etkisiyle birlikte
D,(M)=0ve[G,G]=0 olup G abelyandir[2].

Teorem: (M,G,u)basit abelyan olmayan c¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda
Z(M,G,u)=0ve (M,G,u)'=(M,G, i) diir[2].

Ispat: Z(M,G,u) niin (M,G,u) ¢aprazlanmig modiliniin  ideali oldugunu ve
Z(M,G,u)#(M,G,p) oldugunu soyleyebiliiz.  Bu durumda Z(M,G,u)=0 ve
(M, G, 1) abelyan degildir. Diger taraftan (M,G,u)' , (M,G, i) gaprazlanmis modiiliiniin
ideali oldugundan (M,G,u)'=0 yada (M,G,u)'=(M,G, u) olacaktir. Fakat (M,G, u)
abelyan  olmadigindan  bir  &nceki  teoremden  dolayr (M,G,u)'#0  olup
(M,G,pn)'=(M,G, u) olmak zorundadir{2].
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3 COZULEBILIR, NILPOTENT ve YARI BASIT CAPRAZLANMIS MODULLER

JM. Casas, [2] c¢alismasinda, Lie cebrinde bir ¢aprazlanmis modiiliin komiitatoriinii
tamimlayarak, bu tanimi g¢aprazlanmis modiil ideallerinin komiitatrlerine genisletmistir.
Buradan, caprazlanmig modiillerin azalan merkezsel serilerini ve ¢aprazlanmis modiillerin
merkezi yardimiyla artan merkezsel serileri olusturmugtur. Boylece, nilpotent ¢aprazlanmig
modiil kavramini ve ilgili sonuglari elde etmistir. Biz de, caprazlanmis modiil merkezi
yardimiyla elde ettigimiz benzer serileri nilpotent gaprazlanmis modiilii tanimlamada ve bazi

ilgili sonuglarda kullandik.

Tamm: (M, G, 1) ¢aprazlanmig modiil olsun. n € N igin (M,G, )" olan azalan merkez seri
(M,G,u)' =(M,G, )
(M,G,p1)" =[(M,G,0)"",(M,G, )]

seklinde tanimlanir(2].

Tanmm: (M, G, 1) saprazlanmig modiil olsun. n € Z" igin elde edilen (M, G, )" serisi
(M,G, 1) =(M,G, 1)
(M,G, )" =[(M,G, )" ", (M, G, u)" "]

seklinde tanimlanir[2].

Bu iki tanimdan faydalanarak

(M,G,p)" =(M,G, )"
= [(MaGa/u)’ M,G, au)]
=(M,G, u)’

oldugunu soyleyebiliriz.

Lemma: D" (M)={g, (g, (.(g, M)..):&»-g €GmeM} ve D°;(M)=M
olmak iizere

i) Dg(D"(M))=D"'s(M)

ii.) D"g(Dg(M))=D"";(M)

iii) D, (M) < D"6(M)

iv) D"o(M)c D™ (M)
v) Dy (M) S Do(M)
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Vi) D (D (+(D(M)...)) € D' (M)

ifadeleri gegerlidir{2].

Ispat:
i)y D,(D";(M))={g-x:xeD" (M)}
={g-(g (g, (.(gX))):g> 8 €G,meM}
= DIH-IG (M)
i) D'c(Dg(M))=1{g, (g, (-(g, (&g X))--): &8, €G,me M}
= D"HG(M)
iii.) Ispat igin timevarim metodunu kullanalim.
n=0ven=1 igin kapsama agiktir. #—1 igin dogrulugunu kabul edelim.
x=[g,,g,],8 €G"" veg, G igin
x-m=[g,g,]-m
=g,(g,-m)— 8, (g -m)eD"c(M)
oldugundan » igin durum
DG,,(M) ={x-m:xeG",meM}c D" (M)
seklindedir.
iv) g,+(g,-(..(g, m)..)) e D";(M) olsun. Budurumda g, -meM ve

1

m'= g, -m olmak lizere
8 (g, ((gy-m)..)) e D"—IG(M)

olur. Yani D" ,(M)c D" (M) elde edilir.

v.) Benzer sekilde tiimevarim metodu ile ispatlanir.

vi.) Ispati tiimevarim metodu ile yapalim.
n=0 igin Do, (M)=Dy(M)c M = D°,(M)
n=1 igin Dy, (Dg(M)) € Dg(Dg(M)) =D’ (M) c D's(M)
n—1 i¢in dogrulugunu kabul edelim. 7 igin durum
D (D gt (A D (M)..)) € D (D" (M)
< Dy(D" 4 (M)
=D";(M)

seklindedir[2].



Teorem: i.) n—boyutlu G", G nin azalan merkez serisi ise
(M,G,p)" =(D"':(M),G", 1)
dir.
ii.) n—boyutlu G, G nin elde edilen serisi ve D o (M)=M ise

(M’ G’ /'l)(n) = (DGM-I) (DG(H~2) ("'(DG(I)DG (M)..-))a G(”)a ;u)
dir]2].

Ispat: Ispat1 tiimevarim metoduyla gosterelim.
i) n=1i¢in (M,G,u) =(M,G, u)
=(D°:(M),G", p)
n=2 igin (M,G, u)’ =[(M,G, 1),(M,G, )]
=(Dg(M),[G,G], 1)
=(D'o(M),G, )
n—1 i¢in dogrulugunu kabul edelim. Bu durumda » igin esitligin gegerliligini gorelim.
(M,G, )" =[(M,G,p)"",(M,G, )]
=[(D"?6(M),G"", p),(M, G, p)]
= (D (M), Do(D" (M), [G™ G, 1) (D" (M), " 1)
olur. (*) esitligi ise
(Dot (M), Do (D" (M) = (D" o (M)
L =D
seklinde gorilir. Boylece
(M,G,py" =(D"'o(M),G", 1)
bulunur. .
i) n=0 igin (M,G, 1) =(M,G, )
= (D (M),G, 1)
n=1igin (M,G, 1) =[(M,G, 11),(M,G, )]
=(Dg(M),[G,G], 1)
=Dy (M), G, 1)

n—1 i¢in dogrulugunu kabul edelim. Bu durumda » igin esitligin gecerliligini gorelim.

38
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(M,G, 1) =[(M,G, )" ,(M,G, )" "]
= [(D gty (D gy (D (M)..0), G, 11),(D 0 2, (D s (- (D (M)...)), G, 1)]
= (DGru-n (DG""2> ((..(Dg (M)),_.))’[G("-l)’ G('H)],/J)
= (D oty (D g (- (D (M))...)), G™, 1)
olarak elde edilir[2].

Teorem: Asagidaki ifadeler dogrudur[2].
i) neN igin (M,G,u)" ve neZ* igin (M,G, )", (M,G, u) caprazlanmis
modiiltiniin idealleridir.

ii) neZ’ igin (M,G, )™ < (M,G, )" dir.

ispat: i.) ispat igin asagidaki sartlari inceleyelim.
a. G", G nin bir idealidir. [1]

b. geG" vemeM olsun. Budurumda g- me Do"

(M)c D"o(M)c D" (M)
c. geGvexeD"' (M) olsun. Budurumda |
g xeDy(D"o(M))=D"' (M) < D" (M)
oldugundan dolayr (M,G,u)™ =(D"",(M),G", 1), (M,G, 1) caprazlanmis modiiliiniin
alt caprazlanmis modiiliidiir. Benzer sekilde
a. G", G ninbir idealidiy.[l]

(D (-(Dg (M))...) dir.

G n-1y

b. ge€G"™ vemeM olsun. Budurumda g- me (D
Bunun dogrulugunu tiimevarim metoduyla gésterélim.
n=0 igin g€ G"=GvemeM olsun. Budurumda g- me M =D, (M)
n=1 i¢in g e GP=[G,G] ve m € M olsun. Budurumda g =[g,,g,]; .8, € i¢in

g-m=[g,,g,]'m
=g,-(g, m)—g, (g, -m)e D’;(M)c Dy(M)=D,,, (M)

n—1 igin dogrulugunu kabul edelim. Bu durumda # igin dogru oldugunu gésterelim.

ge G("),m eMileg=[g,.g,); 8,8 € G ™" olsun. Bu durumda

g-m=[g,g1'm
=g,-(g, m)—g,-(g-me Dcw-n (D(;m-z» (-.(Dg(M))...))

olup g, € G"", meM ve g,-me D 2y (D sy (--(Dg(M))...)) elde edilir.
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c. g€GvexeD ,,(D s (..(Dg(M))...)) olsun. Bu durumda
8- X€D 1, (Dyun(..(Dg(M))...)) olur. Bu ifadenin dogrulugunu da tiimevarim metodu ile

gosterelim.

n=0 icin geGvexe D, (M) olsun. Budurumda g-m e M =D, __, (M) dir.
n=1igin ge Gvexe D _, (M) =D;(M) olsun. Budurumda

g-x=g-(g -m)eD’;(M)c Dy(M) lde cdilir.

n—1 igin dogrulugunu kabul edelim. Bu durumda » igin dogru oldugunu gésterelim.

geGvexeD (D ua(..(Dg(M))..)) olsun. Budurumda
g-x=g(g"»)
=[g.81 y+8 (& ¥) € Dyusy (Dygar (.(Dg (M))...))

g,€G" " veye D n (-(Dg(M))...) olup [g,8,]€ G" ™" ve bununla beraber
g YE€D, s (..(Dg(M))...) elde edilir. O halde
(M,G,u)" = (D juis (D gy (---(Dg (M))...)), G",u), (M,G,u) gaprazlanmig modiiltiniin
bir alt ¢aprazlanmis modiiliidiir[2].

i) G™ < G",[1] oldugu agik olup D, (D s (--(Dg(M))..)) € DV (M) dir.

Buda neZ" igin (M,G, )" < (M,G, )" oldugunu gésterir[2].

Teorem: (a,9):(M,G,u)—>(M"',G',u") orten homomorfizma olsun. Bu durumda
asagidaki ifadeler dogrudur|2].

i) (a,¢)M,G,u)"=(M" G, ,u"Y" ,neN

i) (&,))M,G )" =(M"G,\u)" , nel’

Ispat: i) (a,8):(M,G,)—> (M ,G, 4t') Srten homomorfizm olmak iizere,
(@,$)(M,G, )" =(a,8)( Dy (M),G", 1)
= (a(Dg" (M)),¢(G"), )
=D (M), G" 1)
=(M,G,u)
dir. (*) a(DE(M))= Dg."' (M) esitligini n iizerinde tiimevarimla ispatlayalim.
n=1 igin; a(DS(M))=a(M)=M = Dg. M)



41

=2 igin; g-me D,(M),a(g -m)=¢(g) -a(m)e Dé. (M) oldugundan
a(Dy(M)) < Dy (M)
saglanir. g'-m € D, (M)igin g €G ve g =¢(g) olacak sekilde g€ G ve a(m)=m

olacak sekilde me M  vardir,
g -m =¢(g)-a(m)=a(g-m)e a(Dy(M))

oldugundan

D..(M")c a(Dy(M))
saglanir. Boylece,

a(Dy(M))=DL (M)
elde edilir. n-2 igin

a(Dy?(M))=Dr* (M)
esitliginin dogrulugunu kabul edelim. n-1 i¢in dogrulugunu arastiralim.
g, (g, (.(g,, -m).))eDy (M) elemanim g, € G ve
x=g,(.(g, m)..)e Di*(M) olmak iizere g, -x olarak tanimlayalim. Bu durumda
o(g (g, (. (8, m)..)) = (g X)
=¢(g,)-@(x) € D (D> (M))=D (M)

olur. Boylece,
oDy (M)) < DL (M)
bulunur. g, -(g,-(..(g,M)..)) € DZ." (M) elemanini
geG,x=g,-(.(g,_ m).)e D(';."Z (M) olmak iizere g, -x olarak tanimlayalim.
g, €G igin, g =¢(g) olacak sekildle g, €G vardir. Tiimevarim hipotezinden
x e Dg._z (M) igin ax(x) = x olacak sekilde x€ D} >(M) vardir. Bu durumda
g (8 (g, m).) =g x
=¢(g) a(x)
=a(g, - x) € a(Dy(D* (M) = (DT (M)
olur. Béylece,
D' (M) ca(Dy'(M))
bulunur. Dolayistyla
DMy =a(Dy' (M)
esitligi elde edilir. Ayrica, ¢(G") = G" olur. Boylece (*) esitligi saglanir.
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ii.) (&, )M, G, 1) = (@(D o, (D (D (M))...))), 8(G"), 1)
2D s (D (AP (M), G, 1)
= (MG )"
dir. Yani
(@D gy (D gty (D (M), $(G™), 1) = (Dgans (Dgaaes (oA D (M))-.)), G, 1)
esitliginin dogrulugunu tiimevarim metodunu ile gésterelim.
n=0 igin a(D_.,(M)) =a(M)
=M"'
=Dy (M)
n=1 igin a(D . (M))=a(Ds(M))
=Dg (M)
n—2 igin dogrulugunu kabul edelim. Bu durumda n—1 igin dogru oldugunu gosterelim.
81 (8oy (g, - (g-m))...)) € (D (D yurr (- (Dg (M))...)) olsun. Bu elemant
g,,€G"" ve x=g,,(..(g (g-m)..) € D, (.(Dz(M))...) olarak g, ,-x seklinde
tamimlayalim. Buradan da

(g, (8, (- (g (g-m))..))=a(g,, x)
= ¢(gn—l) : a(x) € DG.m—n (DG«r:—zm ((DG'(M '))))

oldugundan
(@D go 1 (D, (D M-I HG", 1) € (D (Do (D (M), G 1)
saglanir. Diger taraftan ‘
gy (g (g (g"mD)..)) € D sy (Dgunay (.(D;(MM)...)) benzer sekilde bu
elemani da g',_, € G ve x'=g" ,-(.(g"(g"m")...) € Dy, (.. Dg(M)...) olarak
alip g'_-x' seklinde tanimlayalm. Burada ¢(g,,)=g",., olacak sekilde g, , € G"™" ve
a(x) = x' olacak sekilde x € D ., (...(D;(M))...) vardir. Buradan da

8y (8 (g (g mD)))=g", '

=@(g,.,) a(x)
=08, - X) € A(D i (D gunn, (.(Dg: (M 1)...)))

olur. Boylece

(D jury (Dgunns (D (M)).. 1), G, 1) € (@D gint (D g (- (D (M))...))), $(G"), 1)
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bulunur. Ayrica $(G™) = G'™ olur. Dolayssiyla (*) esitligi saglanir.[6]

Teorem: (M,G,u) basit baglantih bir ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda asagidaki
esitlikler dogrudur]2].
i)y D' .(M)=M"

i) Dy (Dyurn (--(Dg(M))..)) =M™

Ispat: ispat: timevarim metodunu kullanarak yapalim.

i) n=1i¢in D°,(M)=M =M"
n—1 igin dogrulugunu kabul edelim. Bu durumda 7 igin dogru oldugunu gosterelim.
g-xeD"' (M) vegeG igin u(m)=g vexe D" (M)=M"" olacak sekilde m e M

vardir. Bu durumda

g-x=pu(m) x
=[{m,x]le[M,M"'1=M"
oldugundan dolay:
D" (MycM"
olur.

Diger taraftan me M" olsun. Bu durumda m, € M vem, € M"™" olmak iizere m =[m,,m,]
ve M"" =D"? (M) elde edilir. Bu durumda
m=[m,,m,]
=pu(m)-m, € DG(D"_ZG(M)) = D"_l(;(M)
olur. Boylece

M" < D" o(M)
elde edilir. Dolayistyla D" (M) =M" esitligi saglanir.
ii.) n=0 igin D ,(M)=M =M®
n-1 igin dogrulugunu kabul edip »n igin dogru oldugunu  gosterelim.

x€(D 0 (D g (-(Dg(M)...)) olsun. Bu elemani x, € GV ve
X, € Dy (. (D (M ))...) olarak x=ux,-x, seklinde tammlayalim. x, € G" ™" eleman igin

4(m,) = x, olacak sekilde m e M =D elemani vardir ve ayni1 zamanda x, e M"™" dir. Bu

durumda



44

X=X X,
= p(m,) - x,
=[m,x,]e(M" P, M" 1= M™
oldugundan dolay:
D iy (D gy (- (D (M))...)) € M
elde edilir.

me M" olsun. Bu durumda m,,m, € M"™ igin m=[m,m,] yazlabilic. g yardim ile
pMU) =G ve x, e M =D ,,,(..(Dg(M))...) elde edilir. Bu durumda
m=[m,,m,]
= ﬂ(m]) : m2 € Do(n—l) (DG(n—Z) ("‘(DG (M))'“))
oldugundan dolay1

M® €Dy (D g (-AD (M))...))

elde edilir. Sonug olarak D ., (D un (-..(Dg(M))...)) = M™ esitligi saglanir[2].

Sonug: Eger (M,G,u) basit baglantili bir ¢aprazlanmis modiil ise asagidaki esitlikler
dogrudur|2].

i) (M,Gp)'=M",G", )

i) (M,G,u)" =M",G",u)

Tamm: (M,G, 1) gaprazlanmig modiil olsun. Eger (M,G, u)"™ =0 olacak sekilde n e Z*

varsa (M,G, u) caprazlanmig modiiline ¢ozilebilir ¢aprazlanmis modiil denir. Buradaki

neZ' elemaninada (M,G, 1) gaprazlanmig modiiliiniin ¢oziilebilirlik indeksi adt verilir[2].

Tamm: (M,G,u) caprazlanmig modiil olsun. Eger (M,G, u)" =0 olacak sekilde ne N
varsa (M, G, i) gaprazlanmis modiiliine nilpotent gaprazlanmis modiil denir. Buradaki #n e N

elemanina da (M, G, ) ¢aprazlanmig modiiliiniin nilpotentlik indeksi ad1 verilir[2].

Ornek: A, G nin bir ideali olsun. (A4, G,i) ¢aprazianmis modiiliiniin ¢oziilebilir olmasi igin

gerek ve yeter sart G nin ¢oziilebilir olmasidir.

(=) (4,G,i) ¢ozilebilir olsun. Bu durumda
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(4,G, )" = (D vty (- (D (D (A)))--.)s G"™,i)=(0,0,0) olacak sekilde n € Z"* vardir ve
G =0 olup G ¢bziilebilirdir.

(<) G ¢ozilebilir olsun. Bu durumda G =0 olacak sekilde n € Z* vardur.

D ., (-(Dyn (Dg(4)))..) G =0 ve sonug olarak (4, G,))™ =(0,0,0) elde edilir.

Benzer sekilde ayni 6rnek nilpotentlik igin de yapilabilir{2].

Ornek: (M,G, u) basit baglantili bir gaprazlanmig modiil olsun. Bu durumda (M, G, ¢) niin
¢oziilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart M ve G Lie cebirlerinin ¢oziilebilir olmasidir.
Eger (M,G,p) ¢oziilebilir ise bu ancak ve ancak (M,G,u)™ =M ,G™, 1) =(0,0,0)

olmasi durumunda saglanir. Bu da ancak G™ =0 ve M =0 olmas ile gergeklenir. O

halde M ve G Lie cebirleri ¢dziilebilirdir{2].

Teorem: (M,G,u)* =(M,G,1)” =0 olmasi igin gerek ve yeter sart (M,G,u)

¢aprazlanmig modiiliiniin abelyan olmasidir{2].
Ispat: (M, G, u) abelyan & [(M,G, p),(M,G, 11)]=0
& (M,G,p)’ =(M,G, 1) =0
elde edilir[2].
Sonug: a.) Eger (M, G, u) ¢aprazlanmig modiilii abelyan ise ¢6ziilebilirdir{2].
b.) Eger (M, G, pt) ¢aprazlanmig modiilii abelyan ise nilpotenttir[2].

Teorem: Eger (M,G,u) abelyan olmayan basit baglantili bir ¢aprazlanmis modiil ise

(M, G, u) ¢oziilebilir degildir[2].

ispat: [(M,G,u),(M,G,0)]=M,G,u)®, (M,G,p) caprazlanmis modiliiniin  bir
idealidir. Fakat (M, G, 1) basit caprazlanmis modiil oldugundan (M, G, 12)"” = (0,0,0) yada
(M,G, )" =(M,G, 1) olmalidir. (M,G, ) abelyan olmadigindan (M, G, u)"" # (0,0,0)
olacaktir. Bu durumda (M,G, )" =(M,G, 1) olmak zorundadir. Bu da (M,G,u)niin

¢oziilebilir olmadigini gosterir[2].

Lemma: (M,G, i) bir gaprazlanmig modiil olsun. Bu durumda

i) M'\,G'.u", (M,G,u) caprazlanmis modiiltiniin alt gaprazlanmis modiilii ise
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(MG, 1) = (M, G, )"
dir[2].

i) ((M,G,@)")™ =(M,G,p)"" dir[2].

Ispat: a. ispat tiimevarim metodu ile yapalim.
n=0 igin (M",G,u"® =(M"',G", 1)
c(M,G,u)
=(M,G, 1)
n—1 igin dogrulugunu kabul edip 7 igin dogru oldugunu gosterelim.
(MG =[(M G, )™, (M, G )]
(M, G, )" (M, G, )" "]
=(M,G,u)"
olur[2].
b. Benzer sekilde tiimevarim metodunu kullanarak ispatlayalim.
m=0 i¢in (M,G, 1)) =(M,G, ;)"
m—1 igin dogrulugunu kabul edelim. m i¢in durum
(MG ) =[(M G i), (M, G )]
c[(M,G, )", (M, G, 1) ]
=(M,G, )"
seklindedir[2].

Teorem: (M, G, 1) bir ¢aprazlanmig modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur.

i.) Eger (M,G, ) ¢ozilebilirise (M, G, g) niin tiim alt gaprazlannus modiilleri ve
gorintiileri de ¢6ziilebilirdir[2].

ii.) Eger (M',G" u"), (M,G, ) gaprazlanmig modiiliiniin ¢6ziilebilir ideali ise

(M,G,u)(M",G', u") de goziilebilir olup buradan da (M, G, 1) ¢oziilebilirdir{2].

iii.) (M,,G,u,) ve (M,,G,,1,), (M,G, 1) gaprazlanmis modiiliiniin ¢dziilebilir
idealleri olsun. Bu durumda (M,,G, )N (M,,G,,1,) ve (M,,G,p)+(M,,G,, 1) de
¢oziilebilirdir2].

ispat: i) (M'G,u"), (M,G,u) niin alt ¢aprazlanmig modiili olsun. Bu durumda

(M,G, ) gozilebilir oldugundan (M, G, )™ =0 olacak sekilde ne€Z" vardir. Diger
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taraftan (M ", G, 1"\ < (M,G, )" =0 yazlabilir. Buradan da (M, G',u")" =0 olup
(M',G', u") ¢oziilebilirdir.
Simdide goriintiiniin ¢oziilebilirligini gosterelim.

(a,9): (M,G,u) > (M',G', ") gaprazianmig modiil morfizmi olsun. Bu durumda
(a2, )M ,G, 1) =(M", G, u"" yazlabilir. (M,G,u) ¢oziilebilir oldugundan
(M,G, ;)™ =0 olacak sekilde #n € Z* vardir. O halde (M "',G",uz")" =(a,$)(0)=0 olup
(M',G', 1") ¢oziilebilirdir.

i) (M,G,u)/(M"G" u") ¢ozilebilir oldugundan ((M,G,u)/(M',G',u")" =0
olacak sekilde n € Z* vardir.

(7, 7,) (M, G, 1) > (M,G, 1) /(M ",G', £") morfizmini ele alalim. Bu durumda
(77,7, (M, G, 1) = (M, G, ) (M ",G", 1)) = 0 yazilabilir. Buradan (M,G,u)" =0
yada (M,G,u)" < Ker(z,,7z,)=(M"',G",1") elde edilir. (MG u") cozilebilir
oldugundan (M ',G", u")'™ =0 olacak gekilde m € Z" vardir ve
(M, G, 11)™)™ = (M, G, ui')™ =0 oldugundan (M,G,u)"*™ =0 olup (M,G,u)
¢ozilebilirdir.
iii.y (M,,G,, 1) ve (M,,G,, 1,) ¢oziilebilir iki ideal olsun. Bu durumda

(M,,G, 1) (M,,G,,1,) = (M,,G,, 1t,) yazlabilir. Diger taraftan (M, G, 1;) ¢bziilebilir
oldugundan (M,,G,, 1) N (M,,G,, 14,) de goziilebilirdir. izomorfizm teoreminden dolay:

(M, G, 1)+ (M, Gy N (M, Gy 1) = (M4, G i) KM, G 1) O (M, Gy 1))
dir. (M,,G,,p,) ¢oziilebilir oldugundan dolayr (M,G,,1)/((M,, G, 1) (M ,,G,, 11,))
coziilebilirdir. Coziilebilir  ¢aprazlanmig  modiiliin ~ goriintiisiinii  ele  alirsak

(M, G, 1))+ (M,,G,, 1)) [(M,,G,, 14,) de goziilebilir olacaktir. Diger taraftan
(M,,G,, ;) nin  ¢ozillebilir olmast (M,,G,, 1) +(M,,G,,,) nin ¢bziilebilirliginin

kesinlestirir[2].

Teorem: (M, G, 1) ¢aprazlanmig modiiliiniin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart
0=(M,, Gy, )M, G, 14)2..3(M,, G, , 11,) = (M, G, 1)
ve(M,, G, u)(M_,G,_, ;1) » (1<i < n)abelyan olacak gekilde
(Mo, Gys t45),(M,, Gy, 1), (M, G, 14,)
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ideallerinin var olmasidir[2].

ispat: (:>) (Mn [ Gn ,lun) = (M, Ga /u)(ma (Mn_1 ’ G”_1 ’#,,_1) = (M, G, ,u)(l), sy
M, .G, i, )=M,G1)?,....(M,,G,, 1,) = (M,G, pi) ideallerini ele alahm. Bu
durumda (M, G, i) ¢aprazlanmis modiiliiniin bir ¢6ziilebilirlik indeksi 7 vardir. Buradan

(Mi, Gi’ ﬂx) /(Mi-l s Gi—l ,ﬂi_]) = (M’ G“u)(n_,') /(M, G, lu)(n—f-H)
= (M, Gaﬂ)("'i) /[(M, G, ,U)("—i), (M, G, ﬂ)("—i)]

olup (M,,G,, ;) (M, G,_,, 4;,) abelyandir.

(<) Hipotezi saglayan ideallerin varligini kabul edelim. Bu durumda

(M,,G,, 1) [(M,,G,, 14,) =(M,,G,, 14,) abelyan ve ¢oziilebilirdir. Benzer gekilde

(M,,G,, 15,)(M,,G,, 14,) abelyan ve ¢oziilebilirdir. (M,,G,, 4,) ¢oziilebilir oldugundan
(M,,G,, 1t,) de gozillebilirdir. Bu sekilde devam edilerek (M,,G,,1,)/(M,_,,G,_, 4,.,) in
abelyan ve ¢bziilebilir oldugu soylenebilir. Diger taraftan (M, ,G, , 4, ) ¢ozilebilir
oldugundan (M,,G,,p,) de ¢ozilebilirdir ve de (M",Gn, u,)=(M,G,u) olarak elde
edilir[2].

Teorem: (M,,G,,1,) ve (M,,G,,1,), (M,G, 1) caprazlanmig modiiliintin iki ideali olsun.
Bu durumda [(M,,G,, 14,),(M,,G,, i4,)] de (M, G, ) niin ¢dziilebilir idealidir[2].

ispat: Daha énce [(M,,G,,1,),(M,,G,, )] nin (M,G, 1) niin ideali oldugunu gdsterdik.
Ayni zamanda [(M,,G,, 1),(M,,G,, )l (M,,G, ;)N (M,,G,, 1,) dir. Diger taraftan
M,,G,u)N(M,,G,,u,) ¢oziilebilir  oldugundan  [(M,,G,, 14,),(M,,G,,1,)]  de
¢oziilebilirdir[2].

Lemma: (M, G, u) ve (T,H,0) iki ¢aprazlanmig modiil olsun. Bu durumda
(M xT,GxH,ux8),(MxT,GxH,ux0)]=[(M,G,p),(M,G, )Ix[(T,H,0),(T,H,0)]
dir[2].

ispat:
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(MxT,GxH,ux0),(MxT,GxH,ux8)]=(Dg,, (M xT),[GxH,Gx H}, 11x8)
=(Dg(M)x D, (T),[G,GIx[H,H], 1% 0)
:(DG(M)’[GsG]uu)X(DH(T)’[H’H],a)

=[(M,G, 1),(M,G, i)]x[(T, H,0),(T, H,0)]
elde edilir[2].

Lemma: (M, G, u) ve (T,H,0) iki gaprazlanmig modiil olsun. Bu durumda
(MxT,GxH,uxd)" =(M,G, 1) x(T,H,0)™ , neZ*

dir[2].

Ispat: Tiimevarim metodunu kullanarak esitligi gosterelim.

n=0 i¢in (M xT,GxH,ux)? =(MxT,GxH,uxd)
=(M,G,u)x(T,H,0)
=(M,G,1)® x(T,H,5)"

n—1 i¢in dogrulugunu kabul edelim. » igin durum

(MxT,GxH,uxd)™ =[(MxT,GxH, uxd)"™ (MxT,GxH, 1tx3)"™"]
=[(M,G, 1) x(T,H,3)" " (M, G, 15)"™ x (T, H,3)" "]
=[(M,G, )" ",(M,G, )" Ix[(T, H,8)" " (T, H,8)" "]
=M, G,,u)‘”’ x(T,H, a)(n)

seklindedir[2].

Teorem: (M,G,u)ve(T,H,0) iki. gaprazlanmig modiil olsun. Bu durumda

M,G,u)x(T,H,0) nin ¢oziilebilir olmasi igin gerek ve yeter sart (M,G,u) ve
(T, H,0) nin ¢oziilebilir olmasidir{2].

Ispat: (=) (M xT,Gx H, uxd) ¢ozilebilir olsun. Bu durumda (M xT,Gx H, uxd)" =0
olacak gekilde neZ* vardir. Buradan (M,G,u)" x(T,H,0)" =0 olup (M,G,u)" =0 ve
(T,H,0)" =0 olacaktir. Buda (M, G, i) ve (T, H,0) nin ¢oziilebilir oldugunu gosterir.
(<) M,G,u) ve (T,H,0) ¢ozilebilir olsun. Bu durumda (M,G,u)" =0 ve
(T,H,0)" =0 olacak sekilde n,m € Z" vardir. Buradan da

(M xT,GxH,uxd)"" =(M,G,u)"™ x(T,H,0)""™ =0
olup (M, G, u)x(T,H,0) ¢ozilebilirdir{2].

Teorem: (M, G, 1) caprazianmis modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur{2].



L) [(M,Gw)",(M,G,u)'1c(M,G,)™" ;n,meN

i) (M,Gp)"” c(M,Gu) ;neZ'

Ispat: i) [(M,G, )",(M, G, 1" 1< [(D"™6 (M), G", ), (D" (M), G", )]
- (<DG" (Dmulc(M))’DG'" (D"_‘G (M))> LG, G" 1, 1)
= (D" (M), G, )
=(M,G,u)""

Bunun yanisira [G",G"] < G™™" ve

(D (D™ (M), D (D™ 5 (M) < (D™ (M), D™ (M)
=D
dir.
ii.) Kapsamay1 tiimevarim metodu ile gosterelim.
n=0 igin (M,G, 1) =(M,G, p)
=(M,G, 1)
=(M,G,p)"
n—1 i¢in dogrulugunu kabul edelim. # igin durum
(M,G, )" =[(M,G, )", (M, G, )]
c[(M,G,u)" (M, G, )" ]
< (MG, )" "
=(M,G,u)"
seklindedir{2].

Sonug: Her nilpotent ¢aprazlanmig modiil ¢éziilebilirdir[2].

ispat: (M, G, 1) nilpotent ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda (M, G, &2)" =0 olacak
sekilde n € N vardir. O halde (M,G, )" < (M,G,1)" =0 olup (M,G, )" =0 elde
edilir. Yani (M,G, ) ¢oziilebilirdir[2].

Lemma: (S, H,u), (M, G, 1) gaprazlanmig modiiliiniin ideali olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler dogrudur[2].

i) Eger [(S,H,u),(M,G,1)]=0 ise (S,H, ) < Z(M,G, 1)

i) [(M,G,u),Z(M,G,1)]=0

50
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Ispat: i) [(S,H,1),(M,G, )] = ((Ds(S), D, (M)),[H,G], 12)
=(0,0,0)

olsun. se§ igin g-se€D;(S)ise her ge G iging-s=0 olur. Dolayistyla se€ M€ elde
edilir.  Diger taraftan he H igin h-me D, (M) ise her me M iginh-m=0 olup
he st;(M) bulunur. Yani [H,G]=0 olup H < Z(G) elde edilir[2].

i) (M, G, 1), Z(M, G, )] =[(M, G, p),(MC, sto (M) N Z(G), )]
= ((Dg (M), Dy hoynzicy M) ), [Go st (M) N Z(G)], 1)
=0
dir[2].
Teorem: (M,G, u) caprazlanmig modiilii igin agsagidaki ifadeler saglanir[2].
a) (M,G, u) nilpotent ise alt gaprazlanmig modiilii ve ¢gaprazlanmig modiil morfizminin
goriintiisii nilpotenttir.
b) (M,G,un) Z(M,G, ) nilpotent ise (M, G, i) nilpotent ¢aprazlannug modiildiir.
c) (M,G,u)+#0 venilpotentise Z(M,G, u) #0 dur.

[spat: a) (M'.G.u"), (M,G,u) niin alt gaprazlanmig modiili olsun. Bu durumda
MG, u"' <c(M,G,p)" kapsamasini inceleyelim.
n=1igin (M"'G',u) =(M" G, ,uYc(M,G,u)=M,G,un)
n—1 igin dogrulugunu kabul edelim. # igin durum
(M',G',,U')" =[(M',G','ﬂ'),(M ',G’,,U')"_l]

c[(M,G, 1), (M.G, )]

=(M,G,p)"
olur.
(M, G, p) nilpotent oldugundan (M,G,u)" =0 olacak sekilde » € N vardir. Sonug olarak
MG, u" =0 olup (M',G', u") nilpotenttir.
Diger taraftan goriintiiniin nilpotentligini inceleyelim.

(a,9):(M,G, 1) > (M',G', ") brten gaprazlanmig modiil homomorfizmi olsun.
(@, )M, G, 1) =(M",G', 1)’
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ve (M,G, ) nilpotent oldugundan (M, G, )" =0 olacak sekilde #» € N vardir. Béylece

M',G'\ 1) = (a,9)(M, G, p)"
=(a,¢)0)=0

olup (M',G', u") nilpotenttir.

b) M,G,u)! Z(M,G, u) nilpotent ise

(M,G, 1)/ Z(M,G, p))" =0
olacak sekilde n € N vardur.
(7, 7)) (M, G, 1) > (M,G,u)! Z(M, G, p)
orten ¢aprazlanmig modiil homomorfizminden dolay1
((M,G, @)/ Z(M,G, 1)) =(M,G, )" +Z(M,G, ) =0

ve (M,G,u) < Z(M,G, i) bulunur. Buradan

(M’ G’ /‘)Hl — [(M’ Ga ﬂ)"’(M’ G’ ,U)]
c[ZM,G, 1),(M,G, p)]
=0
elde edilir. Boylece (M, G, 1) nilpotent ¢aprazlanmig modiil olur.
c.) (M,G, u)nilpotent oldugundan (M,G,u)" =0 olacak sekildle ne N vardir.
Buradan da (M,G, )" #0 olup [(M,G,u),(M,G,u)"'1=(M,G,u)" =0 olur. Yani

(M,G,u)"" < Z(M,G, 1) elde edilir. Sonug olarak Z(M,G, i) # 0 olmak zorundadir{2].

Tamm: (R, K, p) ve (S,H, ), (M, G, p) ¢aprazianmig modiiliiniin iki ideali olsun.

MYB —tmeM:h-meR, her he H igin}
st;(S,R)={geG:g-s€R, herse S igin}
C,(H,K)={geG:[g,h]eK, herhe H igin}

olmak iizere

(M,G, ) iginde (R,K, i) ve (S, H, i) nin merkezlestiricisi

(M, G, 1), (M st (S,R)NCz(H,K), ) olarak tammlanir ve

Corr o (S H, 1), (R, K, 1)) seklinde gosterilir.

Eger (R,K, 1) =(0,0,0) ise (M,G, u) iginde (S, H, x) idealinin merkezlestiricisi

Co (S5 H, 1,(0,0,0)) = (MY, 51,(5,0) Co (H, 0), 2
= (MH St (SYNCo(H), 1)
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olur ve C 6,,((S,H, 1)) olarak gosterilir.
Eger (R,K,u)=(0,0,0) ve (S,H,u)=(M,G,pn) ise (M,G,u) iginde (M,G,u) nin

merkezlestiricisi
Con 6.0 (M, G, 12),(0,0,0)) = C; 5, (M, G, 1))
= (M9, ste(M)NCe(G), 1)
=Z(M,G, p)
seklindedir[2].

Tamm: (M, G, 1) ¢aprazlanmisg modiil olmak iizere

Z,(M,G, 1) =0
Zn (M’G’/’l) = C(M‘G,'u)((M9G7/‘t)’Zn—l (M’G’/l))

seklinde olusturulan seriye artan seri denir. Burada Z (M,G,u), (M,G,u) caprazlanmis
modiiliintin idealidir ve

Z,(M,G, 1) =Cy 6, (M, G, 12),(0,0,0)) = Z(M, G, 1)
olduguna dikkat edilmelidir{2].

Tamm: (M,G, u) ¢aprazlanmis modiiliiniin

[(M, G, 1),,(M,G, i< (M, G, 1), ,
sartin1 saglayan
0=(M,G,u), < (M,G,,U)l <4 I(M,G, ), S
ideal serisine (M, G, 1) nin artan serisi denir[2].

Teorem: Z (M,G,u), Z,,,(M,G, p) nin bir idealidir[2].

ispat: Z (M,G, ), Z,,,(M,G, 1) nin alt gaprazlanmis modiiliidiir ve her ikisi de (M, G, u)
aprazlanmig modiiliiniin idealidir. Dolaywstyla Z,(M,G,u), Z,,,(M,G,4) nin  bir
idealidir[2].
Lemma: (R,K,u) ve (S,H, ), (M,G, 1) gaprazlanmis modiiliiniin iki ideali olsun. Eger
(S, H,p1),(M,G, )] (R, K, p) ise

(S H, 1) € Cop .1y (MG 1), (R K, 12))

olur[2}].

ispat: [(S, H, 4),(M, G, 1)]=(Dg(S), Dy (M)),[H,G, 1) € (R, K., ) ise
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D;(S)c R oldugundan se S veher g€ G igin g-se D,;(S) < R olur ve
S © M oldugundan
se MP
olur. he HvemeM igin h-meD,(M)Z R ve H < G oldugundan
hest;(M,R)
olur. Aynica [H,G]c K oldugundanhe H,ge G ve [h,gle K i¢in he C,(G,H) elde
edilir. Béylece

(S,H, 1) < (M P st,(M,R)yNCy(G,K), 1)
= Cour..0 (M, G, 11),(R K, 12))

saglanir[2].

Teorem: (M, G, 1) ¢aprazlanmig modiil olmak iizere agagidaki ifadeler gegerlidir.
i) M,G,p),cZ,(M,G,p)
i) (M,G,u), =(M,G, p) olacak sekilde n € Z* vardir. Bu durumda
M,G,n) =(M,G, 1), .., » 1<i<n+1
dir[2].
Ispat: i.) Tiimevarim metounu kullanarak ifadenin dogrulugunu gdsterelim.
n=0 i¢cin (M,G,u), =0=2,(M,G, u)
n=1 igin [(M,G, u),,(M,G, )] c (M,G, u), =0 ise budurumda
(M,G, 1), cZ(M,G,u)=2,(M,G, n)
olur.
n—1 igin
[(M,G,1),,(M,G, 1)l M, G, 1),., S Z,,(M,G, 1)
oldugunu kabul edelim. Bu durumda tanim geregi

M, G, 1), € Cip 6,0 ((M,G, 1), Z, (M,G, 1))
=Z (M,G, )

seklinde #igin dogru oldugu goriiliir.

ii.) Benzer sekilde ispat igin yine tiimevarim metodunu kullanalim.

i=1igin (M,G,u)' =(M,G,pu)=(M,G, p),
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i=2 igin (M,G,u)* =[(M,G, p),(M,G, )]
=[(M,G, p),,(M,G, p)]
c(M,G, ),

i—1 igin dogrulugunu kabul edelim. Béylece 1<i<n+1 igin

(M,G,p0) =[(M,G,u)™,(M,G, )]
=[(M,G, 1), 112,(M, G, )]
c(M,G,p)

n—i+l

bulunur[2].

Lemma: (R,K,u), (M,G,u)caprazlanmig modiiliiniin  ideali olsun. Bu durumda
[Cor 6.0 (M, G, 1), (R, K, 1)), (M, G, i)] < (R, K, 1) dir([2].

ispat:
[Coar 6.0 (M, G, 1), (R, K, 1)), (M, G, p1)]
= [(MOP s1,(M,R) " C (G, K), 12), (M, G, 12)]
= (DG (M'“P), D,y 4y mrnicyic.) M) 516 (M, YN Co(G, K), G, p)
c (R,K,u)
elde edilir. Burada
D (M CP)={g-m:geG,meM°P}c R
Dst(;(M,R)nC(,-(G,K)(M) ={x-m:xest,;(M,R)NC;(G,K) ,me M}
ci{x-m:xest;(M,R), meM}c R
[ste(M,R) " C4(G,K),G12[C,(G,K),Gl< K

olur[2].
Teorem: (M ,G, 1) ¢aprazlanmig modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir{2].

a) (M,G,u) nilpotent gaprazlanmis modiildiir.

b) Z,(M,G,u)=(M,G, ) olacak sekilde n € Z* vardir.

c) (M,G,u) nin serisi sonlu uzunluktadir, yani "(M, G,u), =(M,G, u) dir.
ispat:
(a.=>c) (M,G,u)"™"" =0 olmak iizere (M,G,u),=(M,G, £)"*" ideallerini gdzoniine

alalim. Bu durumda
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(M,G, 1)y =(M,G, ;)" =0
(M,G,p), =(M,G,u)"

M,G,p), =(M,G, 1) =(M,G, )
seklinde
(M, G, p),;,(M,G, )] =[(M,G, )" ,(M,G, )]
= (M, G, ‘u)n—i+2
= (M’ G, ,U),._l

sartin1 saglayan sonlu uzunlukta bir seri elde edilir.

(c.=>a) (M,G,u), =(M,G,u) oldugundan dolayr (M, G,,u)i c(M,G, ), ;,, dir. Bu
durumda (M, G, )™ < (M,G, 1), =0 oldugundan (M, G, ££) nin nilpotent oldugu gbriiliir.
(c.=b.) Kabul edelimki (M,G, ), =(M,G, ) (n€Z") olsun. Bu durumda
M,G,p)=M,G, 1), < Z,(M,G, 1)< (M, G, 1)

n =

olup istenen Z,(M,G, u) =(M,G, p) esitligi elde edilir.
(b. = (a. < c¢.)) Ispatigin(M, G, ,u)i cZ, _;.,(M,G,u) kapsamasinin varligini gosterelim.
i=1igin (M,G,pn) =(M,G, 1) cZ,(M,G,u)

i=2 igin (M,G, 1)’ =[(M,G, u),(M,G, )]
=[Z,(M,G,1),(M,G, )]
= [C(M,G|/_1)((M’ G,u),2Z,, (M, G, 1)),(M,G, )]
< Zn—l (M’G’ﬂ)
i—1 igin dogrulugunu kabul edelim. i i¢in durum
(M,G, ) =[(M,G, )" ,(M,G, )]
clZ,...,(M,G,p),(M,G, )]
= [C(M,G_/,) ((M, G, /.l), Z,,~i+1 (Ma G, ,U)), (M, G, /1)]
S Z,im(M,G,p)

seklindedir. Buradan (M,G,u)"" < Z,(M,G, 1) =0 olup (M, G, u) nilpotenttir[2].
Lemma: (M,G,u) ve (T',H,0) iki ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler gerceklenir|2].
i) D", (MxT)=D",(M)xD",(T)
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i) (GxH)' =G"xH"

ispat: i.) ispat: timevarim metodu ile gosterelim.
n=0 i¢gin D", (M xT)=MxT
=D°(M)x D, (T)
n—1 igin dogrulugunu kabul edelim. Bu durumda # igin
D' y(M xT)=Dg, (D" gy (M xT))
=D, (D" (M)x D", (T)
= Dg(D""o(M))x D, (D", (T))
=D"(M)xD",(T)
elde edilir[2].

ii.) Lie cebirinin genel 6zelliklerinden kolayca goriliir[2].

Teorem: (M,G, 1) ve (T, H,0) iki ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda

(M,G,)x(T,H,0))" =(M,G, )" x(T,H,0)"
dir[2].

ispat: (M xT,Gx H,ux8)" =(D"" ., (M xT),(Gx H)", jtx )
=(D"(M)x D" (T),G" x H", px )
=(D"'6(M),G", p)x (D" (T), H",0)
=(M,G,u)"x(T,H,0)"

elde edilir[2].

Sonug: (M,G, u) ve (T,H,0) iki ¢gaprazlanmig modiil olsun. Bu durumda
(M,G,p)x(T,H,0) nin nilpotent g¢aprazlanmis modiil olmasi igin gerek ve yeter sart

(M,G,p) ve (T,H,0) nin nilpotent olmasidir{2].

Ispat: (=) (M,G,u)x(T,H,d) nilpotent olsun. Bu durumda (M xT,GxH,ux0)" =0
olacak sekilde n € N vardir. Fakat 0=(M xT,GxH,ux0)" =(M,G,u)" x(T,H,0)" olup
(M,G, ;)" =0 ve (T,H,0)" =0 olacaktir. Boylece (M,G, i) ve (T, H,0) nilpotenttir.

(<) (M,G, u) ve (T,H,0) nilpotent oldugundan (M,G, u)" =0 ve (T, H,0)" =0 olacak

sekilde n,m € N vardir. p =max{n,m} olsun. Bu durumda
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(MxT,GxH,ux9)’ =(M,G,p)’ x(T,H,0)”
=0x0
=0
olur. Yani (M,G, u)x(T, H,0) nilpotenttir{2].

Tamm: (S,H,u) asikar olmayan (M,G,u)caprazianmig modiliiniin ideali olsun. Eger
(S.H,p)c (R, K, ) < (M, G, u) olacak sekilde (M, G, 1) gaprazlanmis modiiliiniin higbir
(R, K, 1) ideali yoksa (S, H, 1) ye maksimal ideal denir[2].

Teorem: Herbir (M, G, 1) gaprazlanmisg modiiliin birtek ¢oziilebilir maksimal ideali vardir{2].

ispat: (S,H,u),(M,G,u) caprazlanmis modiiliiniin ¢oziilebilir maksimal ideali ve
(R,K,u1), (M,G,u) caprazlanmis modiliiniin ¢dziilebilir ideali olsun. Bu durumda
(S,H,u)+(R,K, u) goziilebilir ideal ve (S, H,u)+(R,K, 1) < (S, H, ) olacaktir. Sonug
olarak bu esitsitik (R, K,u) < (S,H,p) olarak yazlabilir. Boylece (S,H,u) tek
¢oziilebilir idealidir[2].

Tamm: (M,G, 1) caprazlanmig modiilﬁniin tek ¢ozilebilir maksimal idealine kok(radikal)

denir ve Rad(M, G, u) ile gdsterilir[2].

Tamm: Eger (M,G,u)asikar olmayan caprazlanmis modiill ve Rad(M,G,pu)=0 ise
(M, G, 1) gaprazlanmis modiiliine yaribasit denir[2].

Teorem: (M, G, u) asikar ve abelyan olmayan basit ¢aprazlanmig modiil olsun. Bu durumda

(M ,G, i) caprazlanmig modiilii yaribasittir[2].

fspat: (M, G, u) asikar olmadigindan dolayt Rad(M ,G, i), (M, G, u) niin ¢oziilebilir ideali
olacaktir. Yine (M,G, i) basit ¢aprazlanmis modiil oldugundan dolay: Rad(M,G,u) =0
yada Rad(M,G,u)=(M,G,u) olacaktir. Diger taraftan (M,G, u) ¢ozillebilir
olmadigindan Rad(M,G,u)#(M,G, i) olup Rad(M,G,u)=0 olmak zorundadir. Bu da
(M, G, ) niin yaribasit oldugunu gosterir[2].

Teorem: (M,G,u) caprazlanmis modili i¢in (M,G, )/ Rad(M,G,u) yanbasit
caprazlanmig modiildiirf2].
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Ispat: (S,H,u)/ Rad(M,G,u), (M,G, i)/ Rad(M,G, 1) nin abelyan ideali olsun. Bu
durumda (S,H,u)/ Rad(M,G, i) ve Rad(M,G, u) ¢oziilebilir oldugundan (S, H, 1)
cozilebilirdir. Rad(M,G, u1),(S,H,u) nin ideali olacak sekilde (S,H,u)/ Rad(M,G, 1)
y1 disiinelim. Fakat Rad(M,G,u)=(S,H,un) ve (S,H,u)/Rad(M,G,u)=0
oldugundan Rad(M,G, u) ¢oziilebilir maksimal idealdir. Béoylece
(M,G, 1)/ Rad(M,G, 1) niin her abelyan ideali asikardir ve (M,G,u)/ Rad(M,G, u)
yaribasittir[2].
Teorem: (M, G, i) saprazlanmig modiilii yaribasit ise agagidaki ifadeler dogrudur|2].

iy Z(M,G,u)=0

ii.) (M, G, u) g¢aprazlanmig modiiliiniin baghlik simgesi birebirdir.
Ispat: i.) Bununi¢in Z(M,G,u)niin (M, G, 1) gaprazlanmig modiiliiniin bir abelyan ideali
oldugunu géstermek yeterlidir.
(ZM,G,u),Z(M,G,u)lcZ(M,G, u),(M,G,)]=0 oldugundan Z(M,G,u) abelyan
idealdir[2].

i) (n,7):(M,G, 1) > AM,G, ) baghlik simgesini ele alalim. Burada

Ker(n,y)=2(M,G, u) =0 oldugundan birebirdir[2].
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