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OZET

Bu tez 4 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismi olup bu boliimde tezde
kullanilacak temel kavramlar verilmistir. Ikinci boliimde braided caprazlanmis modiiller,
indirgenmis simplisel gruplar ve kuadratik modiiller arasindaki iliski verilmistir. Ugiincii
boliimde braided cat-gruplar ve braided caprazlanmis modiiller arasindaki denklik verilmistir.

Son boliimde, Artin-Mazur kodiyagonal funktor kullanilarak, caprazlanmis kose
kategorisi ile braided ¢aprazlanmis modiiller kategorisinin denk oldugu gosterilmis ve ayrica
caprazlanmis kose ile Moore kompleksinin boyutu <2 olan indirgenmis simplisel gruplar
arasindaki iliski verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Braided Caprazlanmis Modiil, Braided Cat-Grup, Kuadratik Modiil,
Simplisel Grup.
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SUMMARY

This thesis consist of 4 chapters In first Chapter, we give basic informations to use
them in the next sections. In the second chapter, we give the relations among braided crossed
modules, reduced simplicial groups and reduced quadratic modules. In the third chapter, we
give an equivalance between braided cat-groups and crossed modules.

In the last chapter, by using Artin-Mazur Codiagonal functor, we proved that the
category of crossed corners is equivalent to that of braided crossed modules. We give also in
this chapter, the link between crossed corners and reduced simplicial groups with Moore
complex of length 2.

Keywords: Braided Crossed Module, Braided Cat-Group, Quadratic Module,
Simplicial Group.
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1. GiRiS
1.1. Caprazlanmms Modiil ve Morfizmasi

Caprazlanmis modiil kavrami ilk olarak 1949 yilinda Whitehead tarafindan
tanimlanmistir [1] Caprazlanmis modiiller homotopi tipi 2 olan cebirsel modellerdir. Bir

caprazlanmis modiil gruplarin bir genellestirilmesi olarak degerlendirilebilir.  Loday

caprazlanmis modiillere denk olan kategoriksel gruplar1 tanimlamistir [2] Alp, caprazlanmis

modiilleri ve cat-gruplar1 GAP programina uygulamistir [3] .

C, ve C, iki grup ve 0:C, — C, bir grup homomorfizmasi olsun. C, in C,
iizerindeki xe C, ve ye C, i¢in x" ile gosterilen etkisi ile birlikte, asagidaki sartlar
saglanirsa (C ,C, a) yapisina bir ¢aprazlanmis modiil denir.

CM1- a(x>'): y~(ox)y

CM2— x* =x""xx

Burada x,x"e€ C, ve ye C, dir. Ikinci sarta Peiffer 6zdesligi denir. Eger 0 sadece birinci
sart1 saglarsa yari-caprazlanmis modiil denir. (C ,,C, ,a) den (C 5.Cl ,a’) ye bir caprazlanmis
modiil morfizmast xe C, ve ye C, igin ¢:C, > C, ve ¥:C, = C, olmak iizere

P(x") =y (x)? ve 3'p(x) =¥ 9(x) olacak sekilde grup morfizmalar: ciftidir.
Simdi birkag¢ caprazlanmis modiil 6rnegi verilecektir.

Ornek 1.1.1. S, R grubunun bir normal alt grubu olmak iizere

Ic: S - R
S s
icine homomorfizmi ve
RxS§S — S

(r,s) > "s=rsr’

eslenik etkisi tanimlansin. Bu etkiyle birlikte fg: S — R homomorfizmi bir ¢aprazlanmis

modiildiir.



Ornek 1.1.2. S, ZR - modiil olmak iizere

d=1: S—R
s 1,
asikar homomorfizmi ve
RxS — S

r

(r,s) = s=sr
etkisiyle birlikte 0 bir ¢aprazlanmis modiildiir.
1.2. Komutator ve Peiffer Carpimu
x,ye G igin
Lo yl=x"y "0y

ile bir G grubunda komiitatérii ve x,y e C, i¢in

<x’ y> — x—ly—lxyax

ile 0:C, = C, vyan-caprazlanmis modiiliinde Peiffer komiitatorii gosterilir.

Vx,ye C, i¢in eger <x, y> =1 ise d:C, — C, yari-¢aprazlanmis modiilii bir ¢aprazlanmis

modiildiir. Ayrica, bir G grubunda 7 uzunlugundaki biitiin [xl,...,xn] tekrarli komiitatorleri

tarafindan iiretilen I, =T,(G), G nin alt grubu olmak iizere

I

n+l

cl'c.cl,cI, =G

seklinde bir dizi vardir. Burada F2 (G), G nin komiitator alt grubudur. Aym sekilde, bir

d:C, — C, yari-¢aprazlanmis modiiliinde

..P

n+l

cP c.cPcC,



seklinde bir dizi vardir. Burada P, = P, (G), C, deki n uzunlugundaki biitiin <x1,...,xn>

tekrarl Peiffer komiitatorleri tarafindan iiretilen C, nin normal alt grubudur.
1.3. Nil(2)-Modiiller, Nil(2)-Gruplar

Nil(2)—modiiller kategorisi ilk olarak Baues tarafindan 1991 de tanimlanmistir [4]
Baues bu tanimi kuadratik modiil tanimini kullanarak yapmuistir.

Bir G grubu eger I, (G)=1 ve I, (G) #1 ise nilpotent sinifi 2 dir. Bu durumda G
ye bir nil(2)— grubu denir. Bir nil(2)—modiilii ise “nilpotency” sarti ile bir 0 : C, = C,
yari-caprazlanmis modiiliidiir. Bu sart P, (d)=1 dir. Burada 11(8) uzunlugu 3 olan
<x1,x2,x3> Peiffer elemanlar1 tarafindan iiretilir. Boylece bir  nil(2)—modiilii,
nil(2)— grubu nun genellemesi olarak degerlendirilebilir.

Her G grubuicin, G“=G/ I, (G) grubu G grubunun abelyenlestirilmesidir.
0 :C =C,/P(0)— C,

caprazlanmis modiilii d:C, — C, yari-caprazlanmis modiiliineden elde edilen gaprazlanms

modiildiir. Burada P,(d)= <C2 ,C, > , C, nin Peiffer alt grubudur.

1.4. Simplisel Gruplar ve Moore Kompleksi

Simplisel gruplarin temel 6zellikleri May tarafindan incelenmistir [5] Simdi kisaca bir
simplisel grubun tanimi verilsin.
ne N olmak iizere gruplarin bir {Gn} ailesi goz Oniine alinsin.  Sirasiyla yiiz ve

dejenere operatorleri olarak adlandirilan

d':G,—>G,, (0<i<n)n#0

n—1
ve

s':G —>G

i n n+l

(0<i<n

~—~—



n
i

homomorfizmleri igin asagidaki sartlar saglanirsa (Gn,di",s

denir ve kisaca G ile gosterilir.

I d/7'd! =djld', (0<i<j<n),

2. sl.”“s;’ = s;’:llsi" , (0<i<j<n),

3. dM's" =s"d! ., (0<i<j<n),

4. dl_”“S;? =id , (i=jveyai=j+1),
5. d™s) =s"'d!, . (0<j<i-1<n).

Bir indirgenmis simplisel grup ilk 6gesi birim olan bir simplisel gruptur.

) ticliisiine bir simplisel grup

Bir k-

parcalanmus simplisel grup A% dan Grp a bir funktordur. Simplisel gruplar kategorisi

SimpGrp ile ve k-par¢alanmis simplisel gruplar kategorisi 7, SimpGrpile belirtilir. Bir

simplisel grubun bir k-parcalanmisi ile bir G simplisel grubunda > k sirasinin boyutlarinin yok

sayllmasiyla #r,G k-parcalanmis simplisel grubunun alinacag: anlasilir.
Bu; bir cosk, :Tr, SimpGrp — SimpGrp sag eslenigine k-coskeleton funktoru,
bir sk, : Tr, SimpGrp — SimpGrp sol eslenigine k-skeleton funktoru denen

tr, : SimpGrp — Tr, SimpGrp pargalanmis funktorunu verir [6]

G bir simplisel grup olsun.

NG, = ﬁl cekd!

i=0

ve 9, =d, : NG, — NG,_, homomorfizmler olmak iizere

NG : -+— NG,—%— NG,—4— NG,

kompleksine G simplisel grubunun Moore kompleksi denir.

G nin n inci 7x,( G ) homotopi grubu G nin Moore kompleksinin 7 inci

homolojisidir. Yani;



7,(G)=H,(NG,d)

= ﬁ cekd! /d"! (ﬁ gekdi”“j

i=0 i=0
dir.

NG, bir G simplisel grubunun Moore kompleksi olsun. Eger her Vn 2>k +1 icin
NG, =1 ise NG Moore kompleksine k uzunlugundadir denir. Moore kompleksinin boyutu

k olan simplisel gruplar kategorisi SimpGrp_, seklinde gosterilir.
1.5. Hyper Caprazlanmus Kompleks Ciftleri

Asagida G, in bir N, normal alt grubu tanimlansin [7] , [8] S (n) de leksikografik

siralamaya uymasiyla @ " f=® ve [ <a olacak sekilde S(n) deki (@, ) eleman
ciftlerinden olusan bir P(n) kiimesi tanimlansin. & = (ir,...,il) , = (]Y yeues ]1) € S(n) dir.
Gerekli olan

{F,;:NG,_,,xNG,_,; — NG, :(a.B)e P(n),n>0}

n—#a

ciftleri diyagramda bilesik olarak verilecektir.

NG, ,,XNG, ,;, " , NG,

SaXSﬁT Tpl

G, xG, ————> G,

Burada p(x) =Pp,-Po (x) bilesik izdiigiimleri tarafindan
-G

n

s =5 ,.,5 NG

i b Sp=58; 38, :NG, 4y > G, , p:G, > NG, iretilir
ve j=0,l,...,n—1 olacak sekilde p; (z)= zs,d,; (z)_l ve #:G, XG, = G, komiitatdr
doniigiimleri tarafindan verilir ve #, & kiimesindeki elemanlarin sayisidir. Aym sekilde #

de [ kiimesindeki elemanlarin sayisidir.

Boylece



Fa,ﬁ(xa’yﬁ)z P:u(sa Xsﬂ)(xa’yﬂ)
= plsa(xa) 5,5,

dir.
Tamm 1.5.1. [8]
Fa,ﬁ ('xa ’ yﬁ )

formundaki elemanlar tarafindan iiretilen G, in normal alt grubu olsun.  Burada

x, € NG, ,, ve yz€ NG,_,; dir.

Bu normal alt grubun n =2 ve n =3 i¢in iirete¢ elemanlarinin nasil oldugu asagidaki

ornekte kisaca verilsin.

Ornek 1.5.2. [8] n=2 igin, @=(1) B=(0)vex,ye NG, =¢ekd, oldugunu kabul

edelim. N, normal alt grubunun iirete¢ elemaninin

F(l)(O)(x’ y) = plpo([sox’ S1y])
=D [sox’ Sly]
= [Sox’ S1y][s1y7 Slx]
oldugu anlasilir.
n =3 i¢in olasi ¢iftler agagidadir.

Foory Feon: Foen Fowr: For» Foo

Her x, € NG, , y, € NG, icin N, iin uygun iiretegleri:

F(1,0)(2)(x1s Y2): [5150x1»sz)’2][sz)’2’szsox1]’

F(z,o)(1)(x1s Y2): [stoxl»S1Y2][S1Y2’52S1x1][szslx1’52)’2][52}’2’52S0x1]

ve her x, € NG, , y, € NG, i¢in



F(o)(z,l)(sz’l): [SOXZ’S2S1y1][szslyl’slx2][SZ'XZ’S2S1y1]
olurken her x,,y, € NG, i¢in

F(o)(l)(xz»y2)= [s0x2,s1y2][s1y2,s1x2][szxz,s2y2]
F(o)(z)(xzayz): [Soxz’szyz]
F(l)(z)(sz’z): [51x2’szy2][szy2’szx2]

dir.
Mutlu ve Porter de bu iirete¢ elemanlarinin goriintiilerine bakarak

J, (NGz )= [Cekdo ’ Cekdl]

oldugunu gostermislerdir [8] Bu esitlik ilk olarak Arvasi tarafindan degismeli cebirler

iizerinde gosterilmistir. Ladra bu esitligin herhangi bir 7 icin dogrulugunu operadlar iizerinde
tanimlamis ve Arvasi; Mutlu ve Porter’ in gruplar ve degismeli cebirler iizerinde bulduklari

formiilleri operadlar iizerinde genellestirmistir.



2. BRAIDED CAPRAZLANMIS VE iINDIRGENMIiS KUADRATIK MODULLER

2.1. Braided Caprazlanmus Modiiller

Grupoidler iizerinde braided regiiler ¢aprazlanmis modiiller ilk olarak Brown ve Gilbert
tarafindan tanimlanmistir. Ulualan doktora tezinde bu yapiya algebroidler iizerinde tanimlamis
ve indirgenmis hali olan degismeli cebirler iizerinde braided caprazlanmis modiiller yapisini
incelemistir. Ulualan bu ¢alismasinda, braided caprazlanmis modiiller, indirgenmis kuadratik
modiiller ve simplisel gruplar arasindaki iliskileri vermistir. Bu yapinin indirgenmis hali

braided caprazlanmis modiildiir. Ulualan, braided c¢aprazlanmis modiiller ile 1-baglantili

cebirsel modellerin iligkisini incelemistir [9] Arvasi, Kogak, ve Ulualan Fa’ P fonksiyon

ciftlerini kullanarak braided caprazlanmis modiillerin, Moore kompleksinin boyutu 2 olan
indirgenmis simplisel gruplara denk oldugunu gostermislerdir [10]. Simdi gruplar iizerinde

braided ¢aprazlanmis modiil tanimi verilsin.

Tanim 2.1.1. [9]

0:C,—>C,

bir ¢caprazlanmis modiil olsun. Braiding doniisiimii olarak adlandirilan {—,—}: C,xC, —C,

fonksiyonu icin asagidaki sartlar saglamrsa d c¢aprazlanms modiiliine braided caprazlanmis

modiil ad1 verilir.

Her x,x’, v,y € C, ve a,be C, i¢in

BCl—{x,yy’}:{x,y}"/{x,y'}
BC2—{xx',y}={JC,,}’}{)C,)’})C
BC3-ofx, v} =[y.x]
BC4—{x,0a} =a'a*

BCs—{ob,y} =) b.

Ayrica, a,be C, igin BC4 ve BC5 den



{94,906} =a'a®
=a"'b'ab (. d bir caprazlanms modiildiir.)

=[b.4]
oldugu aciktir.

Boylece braided ¢aprazlanmig modiil aksiyomlarina a,b € C, icin
BC6—{0b,0a}=a,b]

seklinde bir aksiyom eklenebilir. Bir braided c¢aprazlanmis modiil morfizmas: braiding
doniisiimlerle uyumlu bir caprazlanmis modiil morfizmasidir. Braided caprazlanmis modiiller

kategorisi BCM ile belirtilebilir.
2.2. Braided Caprazlanmus Modiiller ve indirgenmis Simplisel Gruplar

BCM < ReSimpGrp,,

Bu béliimde braided caprazlanmis modiiller ve Moore kompleksinin boyutu < 2 olan

indirgenmis simplisel gruplar arasindaki iliski verilecektir.

Onerme 2.2.1. G, NG Moore kompleksi ile bir indirgenmis simplisel grup olsun. Bu durumda
NG, 19,(NG, N D;)—2— NG,

kompleksi gruplar i¢in bir braided ¢aprazlanmis modiildiir. Braiding doniisiimii asagidaki gibi

tanimlanabilir.

{.}: NG, xNG, = NG, 19,(NG, " D;)
(x,y)— (sox_lsly_lsoxslx_lslyslx)a3(NG3 N D,)

Burada sag taraf, NG, deki bir eleman tarafindan gosterilen NG, /d(NG, N D,) de bir es

kiime belirtir.
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NG, /9,(NG, N D,) de NG, iniki etkisi asagidaki gibidir.
1. 17" etkisi s,(m) ' Is,m seklindedir.
2. 1™ ,etkisi s,(m)"'Is,(m) seklindedir.

Ispat: A¢ikca 9, : NG, /0,(NG, N D,) = NG, bir gaprazlanmis modiildiir. Gergekten de

xe NG, ve ye NG, /9,(NG, N D,) igin

CM1 - a2(yx ): az(sl)c_1 (y)slx)z x7'9,(y)x
CM2 - y*' =5d,y " ys,d,y
=y""yy" mod 9,(NG; nD,)

olur. Simdi braided caprazlanmis modiil aksiyomlarini sagladigi gosterilecektir.

Asagidaki hesaplamalarda karisiklik ¢itkmamasi amaciyla iist ¢izgiler ihmal edilecektir.

BCl:x, € NG,,(i=0,12.) igin

[ B S -1
{xo,xlxz}—soxo S Xy S1 X SoXgS1Xg 1 X851 X581 X
_ S T - .l
= (Soxo S Xy 81Xy Sp XS Xy X )(Slxosoxo Slxzsoxo)
I 1
(Soxo S1Xy SpXoS1Xg )S1x2slx0
_( B L | -1 -1 ){ }
= \SoXg S1Xp S1Xp SoXpS1 X S1X181 XS0 Xg S1X250X9 KXo > X2
_ a —1( —1)( a a ) a { }
= SpXg S1Xp \SoXpSoXy J\S1 Xy SgXoS1Xg S1X81 Xy JSo Xy S1X280X 1Xg 5 X
_ I I 1 1
= (Soxo §1X, Soxo)(soxo S1Xp SoXoS1Xg slxlslxo)soxo slxzsoxo{xo’xz}
_ -1 -1 -1
= SoXy 51X Soxo({xo’x1})soxo Slxzsoxo{xmxz}
_1\9x, 9
_ 1 )%% 1X0
—(S1xz ) ({x()xl})(sl'xz) ({xo’xz})
_ -1 .. -
= (slx2 {xo,xl }sl)c2 ){xo,xz} (a1 birim oldugundan)

={x,. %} {x,.x,} ((2)etkisinden)

dir.
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BC2:y,e NG,,(i=0,12.) icin

{oyi ya =502 50508 3350 Y050 Y5130 517051 ¥281 VoS, Y,
= soyl_lsoy(;lsly;lsoyosoylslyl_1 (soy(;lslyzsoyo)
(5070"5173" 5070 )5, 505,725,305, 3,
= SoV1 SoYo S V2 S0 YoSo Vi1 Vi 8o Vo 8152500
(505", 73"50 Y051 70"51 725 ¥ )5, 3,
= SoY1 00 8 V2 S0 YoSo Y151 Y1 S0 Yo 81 Y250 Yo
sonlsiyr o vatson)
=57 (5,32 )" 531597 (5,32)" 5,3, {00 7, } (etkiden dolay)
=50V 81 Y5 So V181V S, Va8, Y, {yo, ¥, P (81 birim oldugundan )
={. v Hyoeo 3a 1

910

dir.

BC3: g{x, yi=d, (sox_lsly_lsoxslx_lslyslx)
=s5,d, (x‘1 )y‘lsod1 (x)x " yx
= (y - )a,x x7'yx (etkiden dolay1)
=y'x"yx (9, birim oldugundan)
=[y.x]

dir.
BC4:a=(2,0),f=()icinve xe NG,,ye NG, oldugundan

a3(F(2,0)(1) (y,x))= [soy,sldzx][sldzx,sly][sly,x][x,soy]e d;(NG, N D;),
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{y’a_z(x)}: [Soy’sldzx][sldzx’ S1y]
E[soy,x][x,sly] mod 83(NG3ﬁD3)

_ 11 -1 -1
=Sy X S yxx sy Xxsy

_ -1_-1 -1
=Sy X S¥sy xSy

Eslsodoy_lx_lslsodoysly_lxsly mod 33(NG3ﬁD3)

0,y
_1)ory
= (.X )1 .Xy

=x"'x" (9, birim oldugundan)
dir.
BC5: a =(0),=(2,]) icinve xe NG,,y€ NG, oldugundan

83(F(o)(2,1) (x,y))= [sodzx,sly][sly,sldzx][x,sly]e a3(NG3 N D, ),

{a_z(x), y}: sod, x5,y s dyxs,d,x7's s, dyx
= [Sodzxs Sly][sly’ sldzx]
=[s,y,x] mod 0,(NG, N D,)

=5,y x5, yx
= ()c'1 )yx
dir.

Dolayisiyla braided ¢aprazlanmis modiillerin tiim aksiyomlarinin saglandigi gosterilmis

olur.

Teorem 2.2.2. Gruplar iizerinde braided caprazlanmis modiil yapisi ile Moore kompleksinin

boyutu < 2 olan indirgenmis simplisel gruplar kategorisi denktir.

ispat: G, Moore kompleksinin boyutu <2 olan indirgenmis bir simplisel grup olsun. Bir

onceki onermede
82 : NG, /a3(NG3 N D,) — NG,

homomorfizmasinin her zaman bir braided ¢aprazlanmis modiil oldugu gosterildi. Eger G nin

Moore kompleksi < 2 ise 9,(NG, N D,) =1 olacagindan
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9, : NG, — NG,

bir braided caprazlanmigs modiil olur. O halde Moore kompleksinin boyutu <2 olan

indirgenmis simplisel gruplar kategorisi Re SimpGrp den braided caprazlanmis modiiller

kategorisi BCM ye
6 :Re SimpGrp — BCM
seklinde gosterilen bir funktor tanimlanmis olur.

Tersine L—2—>M in bir braided caprazlanmis modiil oldugu kabul edilsin. M

grubunun birim elemam 1,, € M olsun. G, = {1 M} ve G, =M olarak alinsin. Bu durumda

{GO,GI} birim homomorfizmalar ile 1-parcalanmis simplisel gruptur. M nin L iizerinde

me M,le L igin
1"=tfm™,01}

seklindeki etkisini kullanarak L o< M seklinde bir yari-direkt carpim grubu olusturulabilir.
L o< M iizerindeki grup islemi ise (l ,m)(l ’,m')e N o< M icin

(Cm)(t".m") = (1" )
seklinde tammlidir. Burada {, } braiding doniisiim ve m,m’e M, [,I’e L dir.
me M nin (I,m’)e L < M iizerindeki etkisi
(') = (thn™ ()} '™ )

seklinde tamimlansin. Bu etki iyi taniml bir grup etkisidir. Braiding doniisiimiiniin 6zellikleri
kullanilarak iyi tamimlilik kolaylikla gosterilebilir. Bu durumda L o< M deki M nin bu

etkisinin kullanilmasiyla

(l7ml > 1My )(l,’ ml,’m; ) = (ll,{mz_lml_l ,a(l’)},mlmzml/mz_l ,mzm; )
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islemleriyle birlikte bir G, = (L o< M ) o< M yari-direkt carpim grubu tammlanabilir. G, nin

bir grup oldugu gosterilsin. Ayrica (1 1olyoly ), G, nin birim elemanidir, ¢linkii

(Lom,m, 1,0, 0, )= (01, fms m 00, mym, 1, my" my1,, )

= (l{mz_lml_l’lM }’ml’m2)
= (11,,my,m,)

= (l’ my,nm, )
dir. (I,m,,m,)e G, nin tersi
(tmyomy)™ = (7 o, 207 sy my )
dir.
Gergekten de

(l,m1 M, ).(l,m1 , 1M, )= (l,ml,m2 )(l_l {mlm2 ,a(l_l )}, mz_lml_lmz,m;l)
= (™ fmmy 27 Wims 'm0 fmym, . 00 )

o1 - -1 -1
mm,m, m; mym, ,m,n,)

(b e,

= (ll_l’lM ’IM)
= (IL’lM ’IM)

dir. Ayrica G, deki yukarida tanimlanan islem birlesme 6zelligini saglar. Ayrica,

Xo :(l7m1’m2)
X =(l',m;,m;)
X3 = (l”’m”l’m;’)

icin
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xo(xlxz): (l mpmz) [(l/ ml/’m;)'(l”’m”l’m;)]

. ml,mz) ('('"1 1) o, ) )

mymy, ,mlml ’o ”( r)—l -1 4
m,m, \mm,m,\m, , »sMm,m,m,

mymy 37\ my my m{ m) ) /S A e N | ’ //)
(l ! ! mlmZmlmZml(mz) m, -, m,m,nt,

Il
~

ve

(xoxl )x [(l ml’mz) (l, my,n, )] (l” m”wm;)
= [(l(m{m,l ) mym,m’\m,” ’mzmz )] (l” mr’m;’)
= [(l(m1 "1 )(Wllmzm”n2 e )vmlmzml,mz m,m;m; (mzmz) mzm;m;)]

:( mNm mim;l”)’ mymymimym” 1(m2) my o, mzmzmz)
dir. Buradan
(%, )%, = x, (x,%,)
oldugu elde edilir. G, ve G, arasinda tanimli

ds (lm,,m,

(l my,m,

so(m,
1 (m,

=(1,.my.1)

)
)
dy (1.m,.m,)=m,
)
)=(

—

homomorfizmalar mevcuttur. Bu doniisiimler simplisel 6zdesliklerini saglarlar.

Boylece
G ={GO’G1’G2}

2-parcalanmis simplisel gruplar kategorisinden simplisel gruplar kategorisine bir cosk,

funktorunun var oldugundan daha 6nce bahsedilmisti. G = {GO .Gy, Gz} olmak iizere
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G' =Cosk, {Go’Gsz} olsun. G’ indirgenmis simplisel grubun Moore kompleksinin
boyutunun <2 oldugunu gosterilmelidir. Bunun i¢gin elde edilen G :{GO’GI’GZ} simplisel

grubu icin F, 5 fonksiyon ciftlerini kullanarak 83(NG3 F\D3)=1 oldugunu gostermek

yeterlidir.

Mutlu ve Porter’ in

0,(NG, N\ D,) = cekd, ,cekd, N¢ekd, |[cekd,, cekd, M cekd, |[cekd, N cekd,, cekd, |
[cekd, M ¢ekd,,cekd, M cekd, |[cekd, N cekd,,cekd, N cekd, |
[gekdo Ngekd,,cekd, N gekdz]

esitligini gosterdigi biliniyor [8] Buna gore adim adim elemanlar alarak bu elemanlarin

carpiminin birim oldugu gosterilecektir.

Adm1: a=(10), =(2) vex=me NG, icin y=(L1,.1, )iken y = cekd, N ¢ekd,

dir. Bu durumda;

a3(F(1,0)(2)(xay)): [S sod m,( Lysly )][(l 1.1 )’ som]

!
= (1,1, )i,m )( 1, )mt,)
=(l,m1,)( 1, 1,)

=("11, 1, )e [cekdz,gekdo A ¢ekd, |

dir.

Adm2: a=(20),8=(1) vex=me NG, icin y=(1,.1, ) iken y=cekd, N¢cekd,

dir. Bu durumda;

a3(F(2,0)(1)(x, }’)): [som, s,d, (l’lM Ly )][Sldz (l’lM Ly )» slm][slm’( )][( ) s m]
= ('"l,lM ,m)(lL,m,m_l )(l_1 m! g, )

= ('"l,lM ,m)(l_l,lM ,m_l)
=(1,.1,,.1, )€ [cekd,,cekd, N cekd, |

dir.



Adm3: a=(21), 5=(0) vex=me NG, icin y=(l1,.1

a3 (F(z,l)

dir.

Adim 4 :

(0)()@)’)) [Slm’sodz(l’l ) )][Sd(

lL’lM’m)(l’ )(

(
111y
("

A, ), slm][slm

om0, )

mn'a,.l M) [cekd, ﬂgekdz,gekd()]

(1,,.1,,)]

o= (2), B= (1) icin NG, nin her elemam x = (l',lM gy, ) , ¥ =

Bu durumda;

a3(F(2)(1)(x7

dir.

Adim 5 :

)=Ix, Sldzy][y,X]

=(ll ’M)(l

L e, ,)

1
:(lll‘ll' - 1M ,lM)e [cekd mgekdz,gekd A ¢ekd, |

a= (2), p= (O) icin NG, nin her elemani x = (l',lM 1, ), y=

Bu durumda;

d, (F(z)(o) (cx,

dir.

Adim 6 :

Y)): [x, Sodz)’]

= (l,’lM ’lM )(l,_l ’IM ’lM )

=(1,.1,,.1, )€ [cekd, N ¢cekd,,cekd, M cekd, |

o= (1), pB= (O) icin NG, nin her elemam x = (l',lM Ay, ) , ¥ =

Bu durumda;

83(F(1)(0)(x’

dir.

y)) = [Slex’ Sodz)’][sldz)’7 Sldzx][x’ y]

= (l,’lM ’lM )(l’lM ’lM )(l,_1 ’lM ’lM )(l_1 ’lM ’lM )

= (w11, .1, )e [cekd, M ¢ekd, ,cekd, M ¢ekd, |

17

M )e NG, dir. Bu durumda;

(1.1,,.1,,) olsun.

(.1,,.1,,) olsun.

(1.1,,.1,,) olsun.
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0,(NG,) = [cekd, ,cekd, N cekd, |[cekd, , cekd, M cekd, |[cekd, M ¢ekd, ,¢cekd, |
[gekd0 N¢ekd, ,cekd, M ¢ekd, ][gekdo N¢ekd, ,cekd, M gekdz]
[cekd, N ¢ekd,,cekd, M ¢ekd, ]

dir. Dolayistyla 7 € 9,(NG,) icin

=", 0, )0,.0,.0, (", ,)
(v, 0,)a,.0, 0,0,
(1'" J M,IM)lll‘ll’ it )

(1,.1,.1,)

dir. Bu ise 83(NG3)=1 olmas: demektir. Yani; elde edilen simplisel grubun Moore

kompleksinin boyutu < 2 dir.

2.3. indirgenmis Kuadratik Modiiller

Kuadratik modiil kavramu ilk olarak Baues tarafindan 1991 de tanimlanmistir [4]

Arvasi ve Ulualan kuadratik modiilleri ve bu modiillerin simplisel gruplar, 2-¢aprazlanmis

modiiller ve caprazlanmig kareler ile iligkilerini incelemistir [l 1].

Indirgenmis kuadratik modiil kavrami yine Baues tarafindan 1-baglantili 3-tip cebirsel

bir model olarak tanimlanmistir [4]

Ulualan indirgenmis simplisel gruplar kategorisinden F, , fonksiyon ciftlerini

kullanarak, indirgenmis kuadrtaik modiillere bir funktor olusturmustur [12] .

Tamm 2.3.1. [4] M ve N bir grup 0: M — N bir grup homomorfizmasi olmak iizere grup

homomorfizmalarinin
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seklindeki diyagrami goz Oniine alinsin. Eger asagidaki sartlar saglanirsa bu diyagrama bir

indirgenmis kuadratik modiil denir ve kisaca (a),a) ile  gosterilir. Burada

w:N’ ®@N* — N komiitator doniisiimiidiir.

1. N grubu bir nil(2)—grubu ve. N—>NY, x+Xx ile tanml bir béliim

doniistimudiir.
2. x,ye N icin dw = w esitligi saglamir. Yani x,ye N igin
de(x®y)=w(x®y)=[r,)]
dir.
3.ae M ve xe N igin;
1= 0((0a®7)F®da))
4. a,be M igin;
0(0a ®3b)=[a.b].

indirgenmis kuadratik modiiller arasindaki bir (/,m):(@,0) — (@’,9") morfizmi
md=091 ve lo=a ile [|:M —-M’, m:N — N’ homomorfizmalar ¢iftidir. Oyle ki

kuadratik déniisim @: N“° ® N — M fonksiyonu ile uyumludur.
Yukarida objeleri ve morfizimleri verilen kategori ROQM ile gosterilecektir.
2.4. Braided Caparazlannms Modiiller ve indirgenmis Kuadratik Modiiller

BCM — ROM

Ulualan, braided ¢aprazlanmis modiillerden indirgenmis kuadratik modiillere bir funktor
olusturmustur [9] Bu boliimde bu funktorun homotopi yapilarini korudugu gosterilecektir. ilk

olarak bahsedilen funktorun olusturulmasi asagidaki 6nermede verilecektir.
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Onerme 2.4.1. Gruplarda braided ¢caprazlanmis modiiller kategorisinden indirgenmis kuadratik

modiillere bir funktor vardir.
Ispat : 0:C, > C,
bir braided ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu yapidan bir indirgenmis kuadratik modiil kurulabilir.
N=C,IT,(C,)
bir boliim grubu olsun. O zaman N bir nil (2)— grubu olur. Ciinkil ticli komiitator ¢arpimlart
birimdir.
q,:C, >N
bir boliim déniisiimii olsun. C=N“ ve

N - C

q,xX = q,x

boliim dontisimii olsun. x,y,ze€ C, igin

{lx.y].2} ve {x.[y.2]}

formunun elemanlar: tarafindan iiretilen C, nin P alt grubu dikkate alimr. Burada {—,—}
braiding déniisiimiidir. I,(C,) de [x, y] ve [y,z] elemanlari ve {—,—} braiding doniisiimii
olduguna gore P nin C, nin bir normal alt grubu oldugu gésterilebilir. Simdi M =C,/P
bolim grubunu ve ¢, :C, — M bolim doniisimii dikkate almsmn. Her xe C, ve
[y,z]e T,(C,) ve {x.[y.z]}e P icin BC3den o{x,[y,z]}=[x[y.z]]le T3(C,) yazlabilir.
Ayni sekilde [x, y]e I, (Cl) ve ze C, ve {[x y],z}e P icin
oflx. ylz}=[[x.y] z]e I,(C,) yamlabilir. Boylece o(P)c T,(C,) elde edilir. O halde
aPe M icin d(aP)=(9a)T;(C,) ile verilen iyi tanimlanmis 0 : M — N homomorfizmasi

elde edilir. Gercekten eger aP =bP ise ab ' € P ve buradan a(ab_l)e o(P) olup,
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d(P)cTI,(C,) oldugundan a(ab_l)e I,(C,) dir ve 9 bir homomorfizma oldugundan

dadb™ € T (C,) olup,
(0a)r(C,) = (@)L, (C))

elde edilir. Yani aP = bP iken d(aP)=0(bP) elde edilir.

Boylece asagidaki degismeli diyagram olusturulabilir.

N
T‘I 1

—B)C

2

—x

a

2 1

Burada

wiC®C — N
0x ®q,y > [xy]

komiitator doniigtim olsun. w(ﬁ ® a) =q, {y, x} ile verilen
w:C®C - M

braiding doniisiimiiyle, kuadratik doniigiimii tanimlanabilir. Burada {—,—} braiding

doniisiimdiir. Bu nedenle
M ———>N

bir indirgenmis kuadratik modiil olur.  Simdi indirgenmis kuadratik modiillerin tiim

aksiyomlarii sagladig gosterilecektir.



1. L, (C), yIL(C,), 2IL,(C, )e C,/T,(C,)= N elemanlart igin

[[xr3(cl)syra(cl)],zra(cl)] = [[X’Y]’Z]Fa(cl)
= FB(CI) ( [[x,y],z]e 1—‘3((:1 ))

ve

[x’ [y,z]]F3 (Cl)
= F3(C1) ( [x’[%z]]e 1—‘3((:1 ))

[xF3 (Cl ), [yr3 (Cl )’ 2l (Cl )]]

olduguna gore N grubu bir nil (2) — grubu dur.
2. Ec , ﬁ e C i¢in

J0lgx®q,y)=34,{y.x}
= q,9{y,x}
=q,([x.y]) (BC3ile)
=[g,x.9,y]

elde edilir.

3. g,ae M ve g, xe N igin

w(l§Q2aJ®[‘I1x] [%x]® 1592‘1]) = 4q, ({x,aa}{aa,x})
= ¢,(1) (BC4ve BC5 ile)

elde edilir.

4. g,a,q,be M igin

0(04,0©340) = wlg,3a © 4,3b)
= q,10b,da}
=q, [a,b] (BC6 ile)
= [‘b a7Q2b]

22
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elde edilir.

Boylece indirgenmis kuadratik modiillerin tim aksiyomlar1 saglanir.  Braided
caprazlanmis modiiller kategorisinden indirgenmis kuadratik modiillere bir funktor

tanimlanabilir:
A:BCM — ROM
Simdi yukarida tanimlanan A funktorunun homotopi yapisini korudugu gésterilecektir.
d,:C, > C,
braided ¢aprazlanmig modiiliiniin homotopi gruplari
ﬂl(az): o /Im(az) ’ ”2(82): Ceko, ve 71'2((0‘)=1 (n>3)

seklindedir. Bu braided caprazlanmis modiiliinden elde edilen indirgenmis kuadratik modiiliin

homotopi gruplari ise
w(@)=N11,0,), 7()=cekd, ve 7,(@)=1(n=3)
seklindedir. Simdi her n >0 igin 7, = 7, oldugu gosterilsin.
Agikga 9,(T,C,)=1 oldugundan
w(@)=N11,0,)=(c m(c)1,0,)=c 11,0,)=70,)
olur.

Yukaridaki ~ 6nermede 0, (P) cI; (C | ) oldugu gosterilmisti. Dolayisiyla

Cekd, = Cekd, yani 7} (@)= 7,(9,) olur.
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2.5.indirgenmis Simplisel Gruplar ve Kuadratik Modiiller
Re SimpGrp_, <> ROM

Bu béliimde F, s ciftlerini kullanarak, indirgenmis simplisel gruplar ile indirgenmis

kuadratik modiiller arasindaki iligki kisaca verilecektir [1 2].

Teorem 2.5.1. Indirgenmis kuadratik modiiller kategorisi RQM ile Moore kompleksinin

boyutu <2 olan indirgenmis simplisel gruplar kategorisi Re SimpGrp_, denktir.

ispat: G indirgenmis simplisel grup olsun. NG bu simplisel grubun Moore komleksi olsun.

O zaman
G, =NG, = {1}

dir. x,ye NG, i¢in iigli komiitatorler dikkate almsin ve I’ , tigli komiitator ¢arpimlar:
tarafindan iiretilen NG, in alt grubu olsun. O zaman M = NG, /T, bir nil(2)— grubu olur.
l—‘; , 8, ves, dejenere operatorleri altinda yukaridaki {iclii komiitatér carpimlarinin imajiner
elemanlar1  tarafindan  {iretilen NG, /9,(NG, N D,) m alt grubu  olsun.

L=(NG,/9,(NG, " D,))/T; olsun. Bu durumda,
g,: NG, — M = NG, IT,
ve

4, :NG,/9,(NG, " D,) - L= NG, /9,(NG, " D,)/T;

boliim doniisiimleri tanimlanabilir. Bu durumda, NG, /9,(NG, N D;) den NG, e g yiiz

operatorii igin,

az% =q,d,

elde edilir. Kuadratik doniisiim asagidaki gibi tanimlansin.
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w: (NG, IT,)"” ® (NG, IT,)"” - (NG, /19,(NG, " D,))/T;

{%x}@{%)’} = (S()y_lslx_lsoys1y_lslxsly)-

Burada x,ye NG, , q,x,q,ye NG, /T ve {qlx}®{q1y}e (NG1 /T )ab dir. Burada sag
taraf NG, deki bir eleman tarafindan gosterilen NG, /0,(NG, N D,) de es kiime belirtir. Bu

nedenle, ortaya koyulan yukaridaki kuadratik doniistimle asagidaki diyagram bir indirgenmis

kuadratik modiildiir.

(NG, IT,)"” ® (NG, IT,)”

[0 w

(NG, 19,(NG, " D,))/T; = > NG, /T,
Indirgenmis kuadratik modiillerin biitiin aksiyomlar1 sagladig1 asagidaki gibi gosterilebilir.

ROM1- M = NG, /T bir nil(2)— grubu dur. Ciinkii M deki iiclii komiitatorler birimdir.
(Bkz Sayfa 22, 1. aksiyom)

ROM 2 - Zw = w bileskesi komiitator doniisimdiir. Ciinkii, q,x,q,ye M = NG, /I}i¢in

9,0, ®1{g,y]) = 9,4, 5,35, 50 y8,5 5,25, y)
=gq,d, (soy_lslx_lsoys1 y_lslxsly)
= g, (0, (7 750, (y)y ™)
=gq, (()c'1 )aly y"lxy) (etki oldugundan)
=q,x"'q,y " q,xq,y (81 = birim oldugundan)
=lgx.9,].

ROM3- a=(2,0), B=(1) ve xe NG, ,ye NG, igin

a3(F(2,o)(1)(}’ax))= [Soy,s1d2x] [Sldzx»sl)’] [sly,x][x,soy]e 83(NG3 ﬁD3) den,



olg y}®1{0,4,x}= 0fg,y}® (4,0,)
:Q2([SOy’Sle'x][sle‘x’sly])
E%([S()y’x][x’S1y]) mod a3(NG3 F\D3)

=4, (Soy_lx_lsoyxx_l Sly_lxsly)
=g, (55" x sy 5,5 xs, )
= q2(slsodoy_lx_lslsodoysly‘lxsly) mod as(NGa ﬁD3)

= (%x_l )91,v 9, (xy)
=q,x"'q, (xy) (9, = birim oldugundan)

ve @ =(0), B=(2.,1)ve xe NG, ,ye NG, icin

as(F(o)(z,l)(x,}’))= [S()dZ'x’sly] [51)’as1d2x] [x,sl)’]e 83(NG3 ﬁD3) den,

(‘){5242)6}(>§ {%y}: w{%azx}®{%y}

=4, (sodzx‘lsly‘lsodzxsldzx"lslysldzx)
= %([Sodzx’51)’][51)’ss1d2x])
= 92([S1y,x]) mod a3(NG3 ﬂD3)

=q, sly_lx"lslyx)

(
=4, (((x_l)y )qzx)~

Boylece g,xe L ve q,ye M igin

w{gzqzx}® {91)’}{91)’}@ {52Q2x}: (‘]2 ((x_l )’ )qzxqzx_lqz (xy ))
)

M ()

elde edilir.
ROM4- q,a, q,be Lve a=(1), 8=(0) icin

33(F(0)(1)(a,b))= [Sodzb’sldza] [Sldza’s1d2b] [b,a]e a3(NG3 M D3)

26



27

olo, 4,0} 10, 4,b})= w({g,0,a}®{4,9,b})

qz([sod b,s,d a][s d,a,sd b])

=q,(s,d,b7's,d,a s, d,bs,d,b™s,das,d,b)

g, (s,d,b'a™ (s,d,b)p'ab)  (mod 9,(NG, N D,))
4, (slsodldz (b )as,s,d,d,(b)p"ab)

q, (a_lb_lab) (etki oldugundan)
=gq,a"'q,b"'q,aq,b (al = birim oldugundan)
=lg,a.4,b].

Bu sekilde indirgenmis kuadratik modiiliin biitiin aksiyomlarinin saglandigi gosterilmis

olur.

Boylece Moore kompleksinin boyutu <2 olan indirgenmis simplisel gruplardan

indirgenmis kuadratik modiillere
©:ReSimpGrp., — ROM

seklinde gosterilecek bir funktor tanimlanabilir.

Tersine kabul edelim ki;

M ab ® M ab
)
L—F>M

gruplarda indirgenmis kuadratik modiil olsun. M grubunun birim eleman: 1,, € M olsun.

G, = {1 W }ve G, =M tanimlansin. Bu durumda {GO ’G1} birim homomorfizmalariyla

1-parcalanmig simplisel gruptur. [ € L deki m € M nin bir etkisi

1" =1w{o (1)}® {m}

ile verilir. Burada @ kuadratik doniisimdiir. Bu etki iyi tanimli bir grup etkisidir. L deki

M nin bu etkisini kullanarak m,m’ e M , [,I’e L icin
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((,m)(",m") = (' w{o (1)} ® {m}, mm’)

grup islemiyle L o< M yari-direkt ¢arpimi olusturulabilir. (l,m')e Lo M deki me M nin

bir etkisi
(,m)" = (la){a(l)}® {m}, mm'm_l)

ile verilir. Benzer sekilde bu etki iyi tammlidir. O zaman L o< M deki m € M nin bir etkisini

kullanarak G, = (L < M)o< M tammlanabilir. G, deki carpim
(l’ my,m, )(l: m/,m, ) = (ll,w{a(l,)}(>9 {mlmz }’ mym, mim," ,m,n, )
ile verilir. G, bu carpimla bir grup olur. G, ve G, arasinda

d(?(l’ml’mz):ml dlz(l’ml’mz):mlmZ dzz(l’ml’mz):mz

S(l)(ml):(lumwlm) Sll(ml):(lL71M’ml)

homomorfizmalari tanimlansin. Bu doniisiimler simplisel 6zdesliklerini saglar. Boylece
(Go .G.G, )

2-parcalanmis indirgenmis simplisel grubu elde edilir. Ispatin geri kalan kismi sayfa 15 deki

gibi yapilabilir.

Onerme 2.5.2. G bir indirgenmis simplisel grup olsun. G nin Moore kompleksinin homoloji

gruplar1 ile G den elde edilen indirgenmis kuadratik modiiliin homotopi gruplar1 izomorftur.

Ispat: G bir simplisel grup olsun. G nin n inci homotopi gruplart

cekd" | "NG, ,

n—1

7 (G=H (NG)=
(O H,NG d!(NG,)

gibi G nin Moore kompleksinin 7 inci homolojisidir. Boylece G nin 7, (G) = 7, homoloji

gruplart
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{1} n=1,
NG, /9,(NG,) n=2,
T EING, 19,(NG,)  n=3,
{1} n=0veyan>3

dir. Buna denk olan indirgenmis kuadratik modiilliin 7[2 homoloji gruplar1

{1} n=1,

,  |¢cekd/Imo n=2,

- cekd n=3,
{1} n=0veyan>3

dir. n=123 i¢in 7, =7, oldugu gosterilebilir. M = NG, /P,(9,) ve d,(P,(d,))=1

oldugundan,

1}=0(NG,/ P,(9,))=d,(NG,)
elde edilir ve bu durumda

7] ={l}= NG, /d,(NG,) =z,

9= cekd, " NG,

ve Imd =d,(NG,)/ P,(9,) iken
P@) R

dir. Ayrica

ﬂ_,_geka_gekdlmNGI/}}(al):gekdlmNGl_ﬂ_
* Imé  4,(NG,)/IR0,) — 4,(NG,) 7

elde edilir. P}(9,)
so((x )5, z56 (2, 3)) 5, (e ) Dy 27, (3 0))

SoXS) (<Ys z>)s0x_ls1xsl (<Ya Z>)_l sx
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formundaki elemanlar tarafindan iiretildigi bilinmektedir.

o (06, ¥ 250 (0, 9)) s (G 9Dy 2 (o )™ 2, ) e Yo )™
= <<x, )’>a Z>€ P%(al)

ve

d, (Soxs1 (<y’ Z>)Sox_ls1xs1 (<y’ Z>)_l Slx_l ): S(,d1x<y, Z>Sod1x_1 (x)<y’ Z>_1 x7
_dlx

(. z)x(y.2) %"

= (x(v.2))e B@,)

oldugundan d, (P;(a1 )= P, (al )) alinabilir. 7T, ve 7, arasindaki izomorfizm Sayfa 24 dekine

benzer sekilde ispat edilebilir.
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3. BRAIDED CAT GRUPLAR VE SiMPLIiSEL GRUPLAR
3.1. Braided Cat-Gruplar

Cat-gruplar, Loday tarafindan tanimlanmistir [2] Loday cat-gruplar ve ¢aprazlanmis

modiillerin denk oldugunu gostermistir. Garzon ve Miranda, cat-gruplar {izerinde braiding
doniisiimii tanimlamislardir.  Garzon ve Miranda, braided cat-gruplar ve indirgenmis 2-

caprazlanmis modiillerin denk oldugunu gostermisler ve bu yapilarin homotopilerini

incelemislerdir [13]. Ulualan, indirgenmis simplisel gruplardan braided cat-gruplara bir

funktor olugturur [9] Cat(Gp) un bir objesine cat-grup denilecek,

grup morfizmast ve gruplar diyagramm tarafindan gosterilecektir. Boylece sI =t =id,

x,ye A t(x)=s(y) ile iki morfizmanin bilesimi x o y ile belirtilecektir.

Tamm 3.1.1 [5],[14],[15] Bir

cat-grubu icin bir braiding asagidaki sartlar1 saglayan bir

Ox0 ——A
(a’b) = Ta,b

doniistimiidiir.
a) s7,,=bavett,, =ab.

b) Verilen x,y€ A; x:a—a’, y:b— b’ icin asagidaki diyagram degismelidir.
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7 7

ba —=>ba

T(},})T TT a'y

ab ——— a'b

xy

¢) a,b,ce O igin agagidaki diyagramlar degismelidir.

(ab)c albe)
s SN
a(be) (ba)c (ab)c alcb)
.. | ] |
(bc)a b(ac) c(ab) ac)b
\ b(ca) o \ (ca)b/:b

d r,=7,,=1
e) Braiding doniisiimle birlikte bir cat-gruba genellikle braided cat-grup denir. Verilen

(G,T) , (G',T') braided cat-gruplar arasindaki morfizma agagida degigmeli karenin icindeki 7

ile uyusabilir bir cat-gruplar morfizmasidir.

OxO0—— 3 A

foxfol lfl

O'XO'— A’
BCat (Gp) , braided cat-gruplar kategorisini belirtecektir.

Simdi braided c¢aprazlanmis modiiller ve braided cat-gruplar arasindaki iliski

verilecektir.  Gruplar kategorisi icinde internal kategorilerin olusturdugu kategori ile
caprazlanmis modiillerin kategorisinin denk oldugu de gosterilmistir [2], [1 3] . Joyal ve Street
monoidler iizerinde ¢aprazlanmis semi-modiiller i¢in braiding doniigiimiinii tanimlamislar ve

braided monoidal kategori ile denk oldugunu gostermislerdir [16]. Asagida verilecek onerme
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braided caprazlanmis modiiller ile braided cat-gruplarin denkligini vermektedir. Bu Onerme

Garzon ve Miranda tarafindan indirgenmis 2-caprazlanmis modiiller braided cat-gruplara
denktir seklinde verilmistir [13]. Caprazlanmis modiiller {izerindeki braiding doniisiimii ile cat-

gruplar iizerindeki braiding doniistimiiniin iliskisini gostermek amaciyla asagidaki Onerme

verilecektir.
3.2. Braided Caprazlanmis Modiiller ve Braided Cat-Gruplar

BCM ¢ Braided Cat — Grup
Onerme 3.2.1. [9] Braided caprazlanmis modiiller ve braided cat-gruplar kategorisi denktir.

ispat: 0:C, — C, bir braided ¢aprazlanmis modiil olsun.

t(r,y)=20y) . sley)=x ve 1(x)=(x1)

ile birlikte

s, t

G:C «C,—3

I

bir cat-gruptur [2] ve [13]. Kolaylikla goriilebilir ki eger (x,y),(x',y')e C,<C, igin

x =x(9y) ise

(x,¥)e (. ¥) = (x, ")

iki morfizmanimn bileskesidir. C, =0 ve C, o« C, = A olsun. Bu cat-gruptaki braiding

dontisim a,be O igin

7T:0X0 — A
(a,b) — (ba,{b,a})

ile verilir. Burada {—,—}, 0 caprazlanmis modiiliindeki braiding doniisiimdiir. O zaman

(G, 7:) bir braided cat-grup olur. Gercekten de
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ST, , = s(ba,{b,a})
=bad{b,a}
=baa'b"ab (BC3ile)
=ab

ve

1T, = t(ba {p,a})
=ba

olup bu braided cat-gruplarin a) aksiyomudur. Diger aksiyomlar benzer sekilde gosterilebilir.

Dolayisiyla bir funktor tanimlanabilir:
©®:BCM — BCat(Gp).

Tersine,

X

bir braided cat-grup olsun. Bu durumda t:¢ceks >0 , [' = (I . )_ll (I . )ile verilen etkiyle

birlikte G cat-grubuna eslenik bir ¢aprazlanmis modiildiir. Bu ¢aprazlanmis modiil iizerinde

braiding doniisiim

{-~-}: 0x0 = c¢eks
(a.0) = (16)"(1a)"z,,

ile verilir. Ornegin asagidaki esitlikler sirasina gére BC3, BC4, BC5 aksiyomlaridir:

a,be O igin

ta,p}= t(16) " (1a) ',
=b'a'ba
= [b,a],
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ae 0, ye ceks icin

ta.r(y)t= (1ry)"(1a) "z,
)

xeceks ve be O igin

t(x).0}= (16)"(1(x)) 'z, ,,

= (Ib)"'x7'1(b)x

= (x_l )b X.

Diger aksiyomlar benzer sekilde gosterilebilir. Bu durumda bu ¢aprazlanmis modiil bir

braided ¢aprazlanmis modiil olur. Dolayisiyla bir funktor tanimlanabilir:

A: BCat (Gp) — BCM .

Garzon ve Miranda ‘nin [1 3] gosterdigi braided cat-gruplar kategorisi BCat —Gp,
Conduché [14] tarafindan verilen indirgenmis 2-caprazlanmis modiiller kategorisi

Re X ,Mod e denktir. Aym zamanda braided caprazlanmms modiiller kategorisinin

indirgenmis 2-caprazlanmis modiillere denk oldugunu kolaylikla sdylenebilir. Dolayisiyla denk

kategorilerin diyagrami asagidaki gibi verilebilir:
Re X,Mod «<—> BCM
BCat(Gp)
3.3. indirgenmis Simplisel Gruplar ve Braided Cat-Gruplar
Re SimpGrp., <> Braided Cat —Grup

Bu boliimde Moore kompleksinin boyutu <2 olan ile indirgenmis simplisel gruplar

kategorisi ve braided cat-gruplar kategorisi arasinda bir denklik verilecektir
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[k 6nce indirgenmis simplisel gruplardan braided cat-gruplara bir funktor olusturulsun.
G, NG Moore kompleksi ile indirgenmis simplisel grup olsun. Bir braided cat-grup

kurulabilir.

O =NG, olsun. s, aracihgiyla NG, in NG, diizerinde etkisinin kullamlmasiyla

A= NG,xNG, /09, (NG3) yari-direkt ¢arpim grubu tanimlanir. s ve ¢ dontisiimleri sirasiyla

s(x,@)=x ve t(x,a) = x0,a ile verilir. y=xd,a icin

(c.a@)o(y.5)= x.ab)

ile bileske islemi tamimlanabilir. [:0 — A 6zdeslik doniigimii [ (x)= (x,T) ile verilir.
Burada a, NG,/ 83(NG3) de NG, nin a elemammin bir es kiimesini simgeler.

x,ye NG,, a,be NG, igin

(x,@)(y.5)= e, (5, yas, v )b)

ile NG, x NG, /9,(NG,) de grup etkisi verilir. O halde bir

cat-grubu elde edilir. Bu cat-grup iizerindeki braiding doniigiimii
x,y € Oigin

7:0x0—> A

(x, y) >T., = (yx,soy_lslx_lsoysly_lslxsly)

seklinde tanimlansin. Simdi braided cat-gruplarin bazi aksiyomlar1 sagladigi gosterilecektir.



37

a)

_ -1, -1 -1
ST”—S(yx,soy S\X S, YS,y slxsly)

:y_x

ve

1T, = t(yx,soy_lslx_ls0 ysly_lslxsly)
= yxd, (soy‘lslx_lsoysly'lslxsly)
= yx(sodly_lx_lsodlyy_lxy)
=ycla )"y (erki ite)
= yxx "y xy (indirgenmis sart ile)

= Xxy.

b) x:(a,E) ve y:(b,l), s(x)=a, t(x):adzk:a' ve s(y)=b, t(y):bdzl:b'

icin
Ta,b °oXy = )Yxo Ta’,b’

oldugu gosterilmelidir.

Xy = (a,l;)(b,l_)z (ab,(slb)_l kslbl) ve T,, = (ba,sob’lsla’lsobslb’lslaslb)

ve tt,, =ab= s(xy) oldugundan

XyotT,, (ba , sob_lsla_lsobslb_lslaslb)o (ab,(slb)_lkslbl)

(ba , sob_lsla_lsobslb_lslakslbl)

elde edilir ve s(xy ° Ta,,,)= ba ve
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tlyyor,,) = basydbas,dbb ad,kbd,!

= bala™ )" b adkbd,l  (etki ile)

= baa'b"'ad,kbd,l (indirgenmis sart ile)
= ad,kbd,l

= ab’

elde edilir.

Diger taraftan

yx = (b,i)(a,E): (ba,(sla)fllslak) ve T,, = (b'a', (sob") ' (s,a") " sb” (s,67) sla'slb')

ve

VX0 T, = (ba, s ak) (b'a', (s,b) " (s,a") " s,b” (s,0)" sla'slb')
= (b s ak(sob') ( s b'(s b')_ls a’s b')
= (pa,sa 1ls ks, (b')s, (ad, k) ()5, (bd, 1) s, (ad K )s, (bd,1)
= (ba,sla"llslak(s1 (ad k) 1) s,(bd, 1) s,(ad ,k)s, (bd,I) ) (etki ile)
= (ba,sla_llslak(sl(a d, k) )sl(bd )'s (adzk) l(bd2l)) (indirgenmis sart ile)

ve
S(yx ° Ta',h' ) = ba
elde edilir.

tlxoz,,) = baa™'d,ladk(ad k)" (bd,1)" (ad,k)bd,1)

= (bdzl)(adzk)(adzk)il (bdzl)il (adzk)(bdzl)
= (adzk)(bdzl)
— a/b/

elde edilir.
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Boylece

ba —=—>b'd
Ta,bT T’f ay
ab _X)) a'b'
diyagraminin degismeli oldugu goriiliir.

¢) Bu aksiyom b) aksiyomunda kullanilan metot ile benzer sekilde gosterilebilir

d) 7,,=7,, =1, oldugu gosterilmelidir. Burada [, = (a.1) dur.

-1 -1 -1
= (a,soa s;17 s,as,a sllsla)

Tl,a
( -1 -1
a,s,a s,as,a sla)
= (a)
=1
ve
T, = (a,sol_lsla_lsolsll_lslasll)
= (a,sla"lsla)
= (a1)
= ]a
elde edilir.

Boylece indirgenmis simplisel gruplardan braided cat-gruplara bir funktor

tanimlanabilir.
I':Re SimpGrp — BCat(Gp).

Teorem 3.3.1 Braided cat-gruplar kategorisi ile Moore kompleksinin boyutu <2 olan

indigenmis simplisel gruplar kategorisi denktir.

ispat: Yukaridaki ifadelerden zaten indirgenmis simplisel gruplar kategorisinden braided cat-

gruplar kategorisine bir funktor tanimlanmigtir. Bu yiizden Moore kompleksinin boyutu <2
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olan indirgenmis simplisel gruplar kategorisinden braided cat-gruplar kategorisine bir funktor

tanimlanabilir.
I': Re SimpGrp_, — BCat(Gp).

Tersine

Bir braided cat-grup olsun. Bir indirgenmis simplisel grup kurulabilir. e€ O birim eleman

olsun. G, = {e} ve G, =0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda {GO,GI} birim

homomorfizmasi ile 1-parcalanmis simplisel grubu elde edilir. O grubu [ tarafindan ceks
deki etkilerdir. Yani x€ O ve ae ¢eks icin  a* =1(x)"al(x)e ceks dir. Gergekten

s(a*)=s(1(x)" al(x))= x™"Lx = 1 dir. Bu etkinin kullaniimasiyla
(x,a)(x",a’)= (xx', 1(x) " al (x)a')
grup etkisiyle
O oc¢eks

yari-direkt carpim grubu olusturulabilir. Diger taraftan, O grubu (x,a)e O X ¢ceks ve

x € O icin
(x,a)" = (xx', 1(x) " al (x))

ile O o<¢eks tizerine etki eder. Bu etkinin kullanilmasiyla O o< (0 o< geks) yari-direkt

carpim grubu olusturulabilir. G,=0 (0 o ¢eks) olsun. G, ve G, arasindaki

homomorfizimler
d(? (C1,C2’a): ¢ d12 (CLCz’a): CC,
d22 (CI,CZ’a): 93 S(IJ(C1): (C171’1) > 511 (Cz): (LCz ’1)
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ile tamimlansin. Bu doniisiimler simplisel 6zdesliklerini saglar. Boylece
(Gz .Gy, Go)

indirgenmis 2-par¢alanmis simplisel grubu elde edilir. Burada 2-parcalanmis simplisel grup
kategorisinden simplisel gruplar kategorisine bir Cosk, funktoru vardir. Asagidaki diyagrami

verilebilir.

Re SimpGrp_, = > BCat (Gp)

Tr, Re SimpGrp

ve bu bir funktor tanimlanmasini saglar.
A : BCat(Gp) — ReSimpGrp., .

Boylece kategorilerin denkliginin diyagrami asagidaki gibi resimlenebilir.

ROM [12] > ReSimpGrp.,

Re X,Mod

Diyagramdaki numaralar referans numaralaridir.
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4. CAPRAZLANMIS KOSE VE SIMPLIiSEL GRUPLAR

Caprazlanmis kose kavramu ilk olarak Alp tarafindan tamimlanmistir [18]. M. Alp
caprazlanmis kose ile ¢aprazlanmig kare arasindaki iliskiyi agiklamustir. E. Ulualan bu konuyu
yiiksek lisans tezinde de incelemistir [20]. Bu boliimde caprazlanmis kose ile ¢aprazlanmis

karenin iliskileri verilerek braided caprazlanmis modiiller, indirgenmis simplisel gruplar ve

caprazlanmis kose arasindaki denklikler kurulacaktir.

Tamm 4.1. [19], [20], [21] R,S ve P birer grup, RveS ,P grubu iizerinde etkiye

sahip ve yine R nin S iizerinde S ninde R iizerindeki etkisiyle birlikte gruplarin

_;)R

~

«—

95}

diyagramim goz Oniine alalm. h:RXS — P doniisimii ile birlikte asagidaki sartlar

saglanirsa bu diyagrama bir ¢aprazlanmis kose adi verilir.

1. h(r,s)="h(r",s)h(r,s)

dir. Burada s, = w(h(r,s))™" ve s =vh(r,s)s seklindedir.

Re SimpGrp_, — CC



43

Simdi Moore kompleksinin boyutu <2 olan indirgenmis simplisel gruplar
kategorisinden caprazlanmis koseler kategorisine bir funktor tanimlayalim. Bu funktoru

olustururken hyper ¢aprazlanmis kompleks ¢iftlerinden yararlanacagiz.
G, Moore kompleksi NG olan indirgenmis bir simplisel grup olsun.
NG, = Cekd! ve NG, = Cekd,
olmak iizere

NG,/90,(NG,nD,) —* 5 NG,

3,

NG,

diyagraminin bir ¢aprazlanmis kose oldugunu gosterelim. Burada NG, ve NG, NG, tzerine

’

s, vasitasiyla etki ettiginden d, ve d, homomorfizmlerinin birer ¢aprazlanmis modiil oldugu

kolaylikla gosterilebilir.

h:NG,x NG — NG, /9,(NG, " D,)

(x, ) L5, 5, y108,7 . 5,x]
seklinde & doniigiimii tanimlayabiliriz.

Simdi caprazlanmis kose aksiyomlarinin saglandigini gosterelim.

L h(yey.y,)="h(y,y,)(yy,,) olmahdir.

h(yl’yz): S Slyzslyl_l So Vi Slyz_1 S()yl_l
h()’ovyz): $1YoS1Y2 Sly(;l SoYo Slyz_lsoy(;l

olup



Yoy y2) =l vy )53 1[5, 3.5 (303,

= S VoSS V2SIV 81 Yo SoYo SoW SV SoYr SoYo'

= 5,508, 01502501 (50 5,03 5001 S0 8175037 )50 S0 VoS00
13 S0 8o

= 5,051,750 5001 8,73 5001 )00 8,32 So0i 8,50 S0 Yo S0
Y5 SoVi SoYo

= 5,0l 1y, 3215155, Nso 817 5037 5,75 50305015, 73"
s9 530"

= y‘]h(yl, Y2 )81 008019128500 10 o Yo SoiS1 Y3 SoI1 86 Yo

iy, 7,050 (77 5,7 )5 5030 (3 s

V°h(y1, Y2)$15051 Y2510 SoYo51Ys Sos'
="h(y,,y,)h(¥,. )

olur.
2 iy, y,3,)=h(yes 3) Ay y,) olmalidir,

h(yo.3,32) =l8,90 .5 (7 2)]ls, (3, 92). 5630 ]
= 5,051 Y151 Y2 $1Y0 0o $1Ya $1 V1 SoVo'
= 5,505 (5,50 50 Y0 S5 S0 70 S0 Y0 5,71 80 "5, Y0 ) 5,725, %,
SoYoSi 1 SoYo'

-1

(5,70 5,31 5155" 500 5137 8030 NS00 5131 S0Ye" $1Y0 51 Y251V

SoYosiya 50 50" )
= h(o» 1)S0 Y0 8171 50Y5' 81051 Y251 ¥ S0Yo51v3 (5075" 5070
507 5075")
= 1300 3 ) (05,3, )51 308172519 50305193 500 (70,37 )
=h(Yo, ¥1)5115, Y0 51925190 SV 815" SoY0 5191
h(yor )53 1 (yo. v, )5, 7
= h(ye.y,) " h(yy. y,)

olur.
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3. xe NG,/9,(NG,nD,) ve ye NG igin h(9,(x), y)=x"x"" olmahdur.
h(az(xl y)= [Sle‘x’Sly][Sly’SOdzx]
olup & =(0) ve B=(2,1) icin

a3(F(0)(2,1)(x’ y))l = [sly,x][sldzx,sly][sly,sodzx]e as(NGa M Da)

olup
h(azx, )’) = [x,sl}’] mod (83(NG3 N D, ))
= xs,yx s,y
=x'x"
bulunur.

4. ye NG, ve xe NG, /9,(NG, N D,) icin

h(y,0,x)="xx""
olmalidir.
h(y,azx) = [sl v, sldzx][sldzx, S, y]

olup @ =(2,0) ve B =(1) olmak iizere

as(F(z,o)(l)(y’ x))il = [x’sly][soy’x][sly’sle'x] [Sle'x’ Soy]E a3(NG3 M D3)
olup

h(y,azx) = [Sly,x][x,so)’] mod (83(NG3 N D, ))
:Slnyly_lSOy)C_lSOy_l
y al.V

-1
=X X

="xx”' (vo,y=1)

45



bulunur.

5. re NG, ve se NG, i¢in

olmalidir.
9,h(r,s)!
(Sr) — 2(’ 5) rx
9,0 rsyssgr s rsysts
— _(Y()rYITC()r s rvlv slr )rx
oo d . d -1 -1
:S(] 17‘(5)5(] rs r rx
oy r 1
— Srs x
-1
_5rs .
=" x (vor=1)
bulunur.

6. re NG, ve se NG, icin

olmalidir.
(r, )x:az(sl rsyss rtsgrs; s sy r’l)sx
rsrlsgdrs syr7d s
— 0d1 0 1 X
st gl
_rsrhsThs .. _
= X (vor=1)
-1
:rsr x
bulunur.

Dolayisiyla ¢aprazlanmis kosenin biitiin aksiyomlar1 saglanmis olur. O halde

A:ReSimpGrp., — CC

46
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seklinde bir funktor tanimlayabiliriz.

Tersine, caprazlanmis koseler kategorisinden Moore kompleksinin boyutu 2 olan

indirgenmis simplisel gruplara bir funktor tanimlayalim.

L
ﬂ’l
N

bir caprazlanmis kose olsun. Bu durumda

oM

N

oldugunu biliyoruz. Simdi

I

L% M

N——{1}
indirgenmis ¢aprazlanmis kareden bir bisimplisel grup elde edelim.

M — {1} in bir ¢aprazlanmis modiil oldugu agiktir. Bu ¢aprazlanmis modiilden

MM =N M = =1}

seklinde indirgenmis bir simplisel grup elde ederiz. Burada
Mo {l}=M
dir. Dolayisiyla

(MuM):M > {1}
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seklinde bir indirgenmis simplisel grup elde edilir. Benzer sekilde N — {1} caprazlanmis

modiiliinden de bir indirgenmis simplisel grup elde edebiliriz. Buradan,

()oe)o 1) = () lr) ===

I

NN =

R w
3N — {1}

seklinde bir bisimplisel grup elde ederiz. Burada L" = Loc N dir. Simdi Artin-Mazur [21]

kodiyagonal funktoru kullanarak bir simplisel grup elde edelim.

Kisaca bisimplisel gruplardan simplisel gruplara tanimli Artin-Mazur [21] kodiyagonal

funktoru hatirlayalim. G bir indirgenmis simplisel grup olsun.

(an):: IﬁI(;Pﬂ

p+q=n

ve G, iginde bir V normal alt grubunux, € G, ve (xo,xl,...,x”)e G, olmak iizere,

v _ gh
dO 'xp - dp+1xp+l

sartin1 sagliyorsa (xo,... X, )e V , dir seklinde tammlayalim. V  ve V ., arasindaki yiiz ve
dejenere operatorleri

_ v v v h h h
Dj(x)— (djxo, j_lxl,...,dl xj_l,djxj+1,djxj+2,...,djxn)

ve

_ v v v h h h
Sj(x)— (ijo,Sj_lxl,...,S()xj,ijj,ijj+1,...,ij”)

seklinde tanimlidirlar.



Simdi bu funktoru yukarida elde ettigimiz indirgenmis bisimplisel gruba uygulayalim.

Elde edecegimiz simplisel grubun ilk 6gesi
G, =11}
dir. Diger yandan elde edecegimiz simplisel grubun ikinci 6gesi
G, X Gy, =(M o< {1})x(N < {1})
grubunun bir alt kiimesi olup bu kiime
G, ={((m.1).(n.1)): dy (m.1) =1=d}" (1)}
seklindedir. Diger taraftan

f:G, = NoMo{l}
((m,l),(n,l)) — (n,m,l)

doniistimii bir izomorfizimdir.
G, =No<M <{l} ve G, ={l}
alarak G, ve G, arasinda

do(n,m,l):1
dl(n,m,l):l

49

homomorfizmlerini tanimlayalim. Sonug olarak {GI,GO} seklinde indirgenmis 1-pargalanmis

simplisel grubunu elde edebiliriz.

Simdi elde edecegimiz simplisel grubun iiciincii 6gesini arastiralim. Bu grup

Gy X Gy XGyy = (M o (M o< {IP)x (L o< N) o< (M o< {1])x (N o< (N o< {1}))
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grubunun bir alt grubudur. Artin-Mazur [21] kodiyagonal funktor tanimindan bu kiimenin

elemanlari

(g, 1), (2, 7), Oy 1)), (2 sy 1))

formunda olup

d, (mz,ml,l) = dlh (l,n,m,l)
ve

d, (l, n,m,l) = d;’ (nz,n1 ,1)
olmalidir. Bu esitliklerden m, =m ve A(I)n=n, elde edilir. Yani G, nin elemanlari

(G ). 022 1), (R Or,.0)
formunda olur.
[:Gy = (Loc(Ne<M))oc (N o< (M o< {1}))
(g D@, DA D 1)) (1, )y (1)

doniisiimii bir izomorfizimdir.

Boylece asagidaki gibi 2-parcalanmis indirgenmis simplisel grubunu elde ederiz.

G (Lox (W o ) (o 01 < 1)) (= (M < (1) o (1)

0551

Burada

d)(n,m]1)=1, d!(n,m]1)=1, s(1) = (LL1)
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ve

dq (1, (n,m ), (n,, (1)) = (,, (A0)my 1),

d2((t,(n,m,)),(n,,(m, 1) = (n, (A, mm, 1),

d; ( l,(n,ml) ,(nl,(mz,l))) =(n, mz,l),
so(n,m,1) = ((1,(1,m), (n,(1,1)),
51 (n,m1) = ((1, (1)), (1, (m,1))

seklinde tanimlidir.

Boylece Moore kompleksinin boyutu <2 olan indirgenmis bir simplisel grup elde
ederiz. Dolayisiyla ¢aprazlanmus kdse kategorisi ile Moore kompleksinin boyutu <2 olan

indirgenmis simplisel gruplar kategorisi denktir.

Simdi caprazlanmis kose kategorisi ile braided caprazlanmis modiiller kategorisi

arasindaki iligkiyi inceleyelim. Yukarida elde ettigimiz caprazlanmis koseden G @) indirgenmis
simplisel grubunu goz oniine alip bu simplisel grubun Moore kompleksini arastiralim. Bu

Moore kompleksin bir braided ¢aprazlanmis modiile sahip oldugunu gosterecegiz.
NG, =11}
dir. Ayrica d} ve d| in tanimlarindan
NG, =N o< (M o<{l})=NoM

bulunur.

Simdi NG, = Cekd; N Cekd} yi aragtiralim.

d; nin tanimindan x € Cekd; olmast igin gerek ve yeter sart

d:(x)=(n,,Alm, 1) =(1,1,1)

olup n, =1, m, = A" bulunur.
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d} nin tanimindan x € Cekd; olmasi igin gerek ve yeter sart

d?(x)=(n, A" In,mm, 1) =(1,1,1)

dan
n(An=1ve mm, =1
olmalidir. O halde
xX= (l,(n,m1 ), (nl,m2 ,1))6 Cekdo2 N Cekdl2
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
no=1, n=A1" m =" ve my=m,~ =l
olup bu eleman

(0, (1, a07).(1,41,0))

formunda olur. Dolayisiyla x € NG, oldugunda biitiin bilesenleri [ ye bagli ¢ikar. O halde

NG, = L diyebiliriz. Yani G(z), 2-par¢alanmis simplisel grubun Moore kompleksi

L—2 5 Noo (Mo {1}) —2 {1}
kompleksine izomorftur.

Burada

3,()=a, (1.1, A7), (1, AL1))
=(a1,a11)

dir. Eger



Noc(Mo{l}) 2 M<N

(n,m,l) — (m_l,n_1 ,1)
izomorfizmini kullanirsak
L—2 sNoeM— {1}
kompleksini elde ederiz. Burada / € L i¢in
3,(1)= (", 11)
seklinde tanimlidir. Simdi
L—% M« N

nin bir braided caprazlanmis modiil oldugunu gostermeliyiz.

[k 6nce bu yapr iizerinde braiding doniisiimiinii tanimlayalim.

M < N)x(M<N) - L
((m,n),(c,a)) — h(m,nan_l)

seklinde olsun. Burada &, caprazlanmis kdsenin doniigtimiidiir.

Simdi braided ¢aprazlanmis modiiler aksiyomlarinin saglandigini gosterelim.

BCl- 9,{x, y}=0,{(m.n).(c.a)}
=4, h(m,mm_l)
= (/1_1 . /1') h(m,mm_1 )
= (ﬂh_l (m Jnan”' ), l’h(m Jnan” ))
= (”‘"’ﬂm )m (nan_1 )(na_ln_l)
=[(m.n).(c.a)]

=[x.y]

olur.

53



54

BC2— {x,0,a}=a"'a" olmahdr.
xX= (m,n)e M o< N ve ae€ L olmak tizere
{x.0,a}= {(m, n), (Za_l Aa )}: h(m,nl'an_l )

=h(m,/1'("a)) (" A" caprazlanmis modiil)

olur.
BC3 - {ab,y}=(b_1 )yb olmalidir.
be Lve y=(c,a)e M o« N icin

0,0.(c.a)t ={a0~ . 26)(c.a)}
= n(Ab™ Abad’p™)
=ﬂ'baﬂ'b"ﬂb—l (ﬂb—la—ll/b—l)

Diger aksiyomlar benzer sekilde /A —doniisiimiiniin  ozellikleri  kullamlarak

gosterilebilir.

Simdi braided c¢aprazlanmis modiiller ve simplisel gruplar arasindaki denkligi

kullanarak braided ¢aprazlanmis modiillerden ¢aprazlanmis koselere bir funktor olusturalim.

L—2M bir braided caprazlanmis modiil olsun. Bu yapidan

. o o — >
G: (L M) M =—=M {1}

seklinde indirgenmis simplisel grup elde etmistik. ( Bkz Boliim 2 sayfa 13 )
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Simdi G simplisel grubundan bir caprazlanmis kose elde edelim. Boliim 4 de herhangi
bir simplisel yapidan bir ¢aprazlanmis kdsenin nasil olusturuldugunu vermistik. Bu funktor G

simplisel grubuna uygulanarak

NG, /9,(NG,nD,) — % 5 NG,

3,
NG,

seklinde ¢caprazlanmis kose elde edilir. Burada G 2-parcalanmis oldugundan

0,(NG,nD,)=1

dir. Simdi NG, ve NG, in normal olduguna bakalim. Sayfa 15 deki d; ved; nin

tanimlarindan
di(l,m,,m))=m, ve d(l,m,,m,)=mm,
oldugundan
(L,m,,m,)e Cekd} N Cekd? <> m, =1ve mm, =1
olup

m, =1
bulunur. Yani (/,1,1)e NG, olur. O halde
NG, = (L o< {1}) < {1})
dir. Simdi NG, i arastiralim. NG, = Cekd|, oldugundan

NG, =M

olur. NG, = Cekd, oldugundan
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N_G1 =M o {1}
olur. Ciinkii d!(m)=1 dir. O halde

L—M
braided ¢aprazlanmis modiiliinden elde edilen ¢aprazlanmis kose

(Lo{1e<{l) ——— M

M o< {1}
dir. Caprazlanmig kosenin £ — doniisiimii ise braiding doniisiimii yardimiyla tanimlanabilir.

Bu bolimde yaptigimiz c¢aprazlanmis kose kategorisi CC, braided c¢aprazlanmisg
modiiller kategorisi BCM ve Moore kompleksinin boyutu <2 olan indirgenmis simplisel

gruplar kategorisi Re SimpGrp_, arasindaki iliskileri kisaca asagidaki diyagramda verebiliriz.

Re SimpGrp.,

CC BlSlmpGrp Artin—Mazur > BCM
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