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3-TİP CEBİRSEL MODELLER  

( 1 BAĞLANTILI ) 

Nermin ALÇAY 

Matematik Anabilimdalı , Yüksek Lisans Tezi, 2006 

Tez Danışmanı: Yrd. Doç. Dr. Erdal ULUALAN  

ÖZET 

Bu tez 4 bölümden oluşmaktadır.   Birinci bölüm giriş kısmı olup bu bölümde tezde 

kullanılacak temel kavramlar verilmiştir.  İkinci bölümde braided çaprazlanmış modüller, 

indirgenmiş simplisel gruplar ve kuadratik modüller arasındaki ilişki verilmiştir.  Üçüncü 

bölümde braided cat-gruplar ve braided çaprazlanmış modüller arasındaki denklik verilmiştir.

 Son bölümde, Artin-Mazur kodiyagonal funktor kullanılarak, çaprazlanmış köşe 

kategorisi ile braided çaprazlanmış modüller kategorisinin denk olduğu gösterilmiş ve ayrıca 

çaprazlanmış köşe ile Moore kompleksinin boyutu 2≤  olan indirgenmiş simplisel gruplar 

arasındaki ilişki verilmiştir. 

Anahtar Kelimeler : Braided Çaprazlanmış Modül, Braided Cat-Grup, Kuadratik Modül, 
Simplisel Grup.  
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3-TYPES ALGEBRAİC MODELS 

( 1 CONNECTED ) 

Nermin ALÇAY 

Department of Mathematics, M.S.Thesis, 2006 

Thesis Supervisor: Assist. Prof. Erdal ULUALAN 

SUMMARY 

This thesis consist of 4 chapters  In first Chapter, we give basic informations to use 

them in the next sections.  In the second chapter, we give the relations among braided crossed 

modules, reduced simplicial groups and reduced quadratic modules.  In the third chapter, we 

give an equivalance between braided cat-groups and crossed modules. 

In the last chapter, by using Artin-Mazur Codiagonal functor, we proved that the 

category of crossed corners is equivalent to that of braided crossed modules.  We give also in 

this chapter, the link between crossed corners and reduced simplicial groups with Moore 

complex of length 2. 

Keywords: Braided Crossed Module, Braided Cat-Group, Quadratic Module, 
Simplicial Group. 
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SİMGELER ve KISALTMALAR DİZİNİ 

 
Simgeler                                Açıklama 

G Simplisel Grup 

NG G simplisel grubunun Moore kompleksi 

∝  Yarı direkt çarpım 

Gtrk  K-parçalanmış simplisel grup 

 
 Kısaltmalar Açıklama 

 ( )GpBCat  Braided cat-gruplar kategorisi 

 BCM  Braided çaprazlanmış modül 

 BiSimpGrp  
Bisimplisel gruplar kategorisi 

 CC  

( )GpCat  

Çaprazlanmış köşeler kategorisi 

Cat-gruplar kategorisi 

 CM  Çaprazlanmış modül 

 Grp  
Grup 

 SimpGrpRe  
İndirgenmiş  simplisel gruplar kategorisi 

 2Re ≤SimpGrp  
2-parçalanmış indirgenmiş  simplisel gruplar kategorisi 

 ModX 2Re  
İndirgenmiş 2-çaprazlanmış modüller 

 RQM  
İndirgenmiş kuadaratik modül 

 SimpGrp  
Simplisel gruplar kategorisi 

SimpGrpTrk  
K-parçalanmış simplisel gruplar kategorisi 
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1. GİRİŞ 

1.1. Çaprazlanmış Modül ve Morfizması 

Çaprazlanmış modül kavramı ilk olarak 1949 yılında Whitehead tarafından  

tanımlanmıştır [ ]1 .  Çaprazlanmış modüller homotopi tipi 2  olan cebirsel modellerdir.  Bir 

çaprazlanmış modül grupların bir genelleştirilmesi olarak değerlendirilebilir.  Loday  

çaprazlanmış modüllere denk olan kategoriksel grupları tanımlamıştır [ ]2 .  Alp, çaprazlanmış 

modülleri ve cat-grupları GAP programına uygulamıştır [ ]3 . 

1C  ve 2C  iki grup ve 12: CC →∂  bir grup homomorfizması olsun.  1C  in 2C  

üzerindeki 12 ve CyCx ∈∈  için yx  ile gösterilen etkisi ile birlikte, aşağıdaki şartlar 

sağlanırsa ( )∂,, 12 CC  yapısına bir çaprazlanmış modül denir.  

( ) ( )

xxxxCM

yxyxCM

x

y

′′=−

∂=∂−
−′∂

−

1

1

2

1
 

Burada 12 ve, CyCxx ∈∈′  dir.  İkinci şarta Peiffer özdeşliği denir.  Eğer ∂  sadece birinci 

şartı sağlarsa yarı-çaprazlanmış modül denir.  ( )∂,, 12 CC  den ( )∂′′′ ,, 12 CC  ye bir çaprazlanmış 

modül morfizması 2Cx ∈  ve 1Cy ∈  için 22: CC ′→ϕ  ve 11: CC ′→ψ  olmak üzere 

)()()( yy xx ϕψϕ =  ve )()( xx ∂=∂′ ψϕ  olacak şekilde grup morfizmaları çiftidir.  

 Şimdi birkaç çaprazlanmış modül örneği verilecektir. 

Örnek 1.1.1.  S , R  grubunun bir normal alt grubu olmak üzere 

ss

RSİç

a

→:
 

içine homomorfizmi ve  

( ) 1, −=

→×

rsrssr

SSR

r
a

 

eşlenik etkisi tanımlansın.  Bu etkiyle birlikte RSİç →:  homomorfizmi bir çaprazlanmış 

modüldür.  
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Örnek 1.1.2.  S , RΖ - modül olmak üzere 

Rs

RS

1

:1

a

→=∂
 

aşikar homomorfizmi ve  

( ) rsssr

SSR

r =

→×

a,
 

etkisiyle birlikte ∂  bir çaprazlanmış modüldür. 

1.2. Komutatör ve Peiffer Çarpımı 

Gyx ∈,  için  

[ ] xyyxyx 11, −−=  

ile bir G  grubunda komütatörü ve 2, Cyx ∈  için  

    xxyyxyx ∂−−= 11,  

ile 12: CC →∂  yarı-çaprazlanmış modülünde Peiffer komütatörü gösterilir.  Böylece 

2, Cyx ∈∀  için eğer 1, =yx  ise 12: CC →∂  yarı-çaprazlanmış modülü bir çaprazlanmış 

modüldür.  Ayrıca, bir G  grubunda n uzunluğundaki bütün  [ ]nxx ,...,1  tekrarlı komütatörleri 

tarafından üretilen  ( )Gnn Γ=Γ , G  nin alt grubu olmak üzere  

Gnn =Γ⊂Γ⊂⊂Γ⊂Γ + 121 ......  

şeklinde bir dizi vardır. Burada ( )G2Γ , G  nin komütatör alt grubudur.  Aynı şekilde, bir 

12: CC →∂  yarı-çaprazlanmış modülünde  

… 221 ... CPPP nn ⊂⊂⊂⊂+  
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şeklinde bir dizi vardır.  Burada ( )GPP nn = , 2C  deki n  uzunluğundaki bütün  nxx ,...,1  

tekrarlı Peiffer komütatörleri tarafından üretilen 2C  nin normal alt grubudur. 

1.3. Nil(2)-Modüller, Nil(2)-Gruplar 

 ( )−2Nil modüller kategorisi ilk olarak Baues  tarafından 1991 de tanımlanmıştır [ ]4 .  

Baues bu tanımı kuadratik modül tanımını kullanarak yapmıştır. 

 Bir G  grubu eğer ( ) 13 =Γ G  ve ( ) 12 ≠Γ G  ise nilpotent sınıfı 2 dir.  Bu durumda G  

ye bir ( ) grubunil −2 denir.  Bir ( ) −2nil modülü ise “nilpotency” şartı ile bir 12: CC →∂  

yarı-çaprazlanmış modülüdür.  Bu şart ( ) 13 =∂P  dir.  Burada  ( )∂3P  uzunluğu 3 olan 

321 ,, xxx  Peiffer elemanları tarafından üretilir.  Böylece bir ( ) −2nil modülü, 

( ) grubunil −2 nun genellemesi olarak değerlendirilebilir. 

 Her G grubu için , )(/ 2 GGG ba Γ=  grubu G grubunun abelyenleştirilmesidir. 

   ( ) 1222 /: CPCC rcrc →∂=∂  

çaprazlanmış modülü 12: CC →∂  yarı-çaprazlanmış modülüneden elde edilen çaprazlanmış 

modüldür.  Burada ( ) 222 ,CCP =∂ , 2C  nin Peiffer alt grubudur. 

1.4.  Simplisel Gruplar ve Moore Kompleksi 

 Simplisel grupların temel özellikleri May tarafından incelenmiştir [ ]5 . Şimdi kısaca bir 

simplisel grubun tanımı verilsin. 

 Nn ∈  olmak üzere grupların bir { }nG  ailesi göz önüne alınsın.   Sırasıyla yüz ve 

dejenere operatörleri olarak adlandırılan  

( ) 00: 1 ≠≤≤→ − nniGGd nn

n

i  

ve  

( )niGGs nn

n

i ≤≤→ + 0: 1  
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homomorfizmleri için aşağıdaki şartlar sağlanırsa ( )n

i

n

in sdG ,,  üçlüsüne bir simplisel grup 

denir ve kısaca G ile gösterilir. 

( )

( )

( )

( )

( ).10,.5

,1,.4

,0,.3

,0,.2

,0,.1

1
11

1

1
1

1

1
1

1

1
1

1

nijdssd

jiveyajidisd

njidssd

njissss

njidddd

n

i

n

j

n

j

n

i

n

j

n

i

n

i

n

j

n

j

n

i

n

i

n

j

n

j

n

i

n

i

n

j

n

j

n

i

≤−<≤=

+===

≤<≤=

≤≤≤=

≤<≤=

−
−+

+

−
−

+

+
+

+

−
−

−

 

 Bir indirgenmiş simplisel grup ilk öğesi birim olan bir simplisel gruptur.  Bir k-

parçalanmış simplisel grup op

k≤∆   dan Grp  a bir funktordur.  Simplisel gruplar kategorisi 

SimpGrp  ile ve k-parçalanmış simplisel gruplar kategorisi  SimpGrpTrk ile belirtilir.  Bir 

simplisel grubun bir k-parçalanmışı ile bir G simplisel grubunda k> sırasının boyutlarının yok 

sayılmasıyla  Gtrk   k-parçalanmış simplisel grubunun alınacağı anlaşılır. 

Bu; bir  SimpGrpSimpGrpTrk kk →:cos sağ eşleniğine k-coskeleton funktoru,  

bir SimpGrpSimpGrpTrsk kk →:  sol eşleniğine k-skeleton funktoru denen 

 SimpGrpTrSimpGrptr kk →:  parçalanmış funktorunu verir [ ]6 . 

 G  bir simplisel grup olsun.  

n

i

n

i

n dçekNG I
1

0

−

=

=  

ve 1: −→=∂ nnnn NGNGd  homomorfizmler olmak üzere  

NG  :       012
12 NGNGNG

dd →→→L  

kompleksine G simplisel grubunun Moore kompleksi denir.  

 G nin n  inci  nπ ( G )  homotopi grubu G  nin Moore kompleksinin n  inci 

homolojisidir.  Yani;  
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nπ ( G ) ≅ nH ( NG , ∂ ) 

                                        







=

=

++
+

=

II
n

i

n

i

n

n

n

i

n

i

dçekddçek
0

11
1

0

/  

dir.  

 NG, bir G simplisel grubunun Moore kompleksi olsun.  Eğer her 1+≥∀ kn  için 

1=nNG  ise NG  Moore kompleksine k  uzunluğundadır denir.  Moore kompleksinin boyutu 

k  olan simplisel gruplar kategorisi 
kSimpGrp≤  şeklinde gösterilir. 

1.5.  Hyper Çaprazlanmış Kompleks Çiftleri 

 Aşağıda nG  in  bir nN  normal alt grubu tanımlansın [ ]7  , [ ]8 .  ( )nS  de leksikografik 

sıralamaya uymasıyla αββα <Φ=∩ ve  olacak şekilde ( )nS  deki ( )βα ,  eleman 

çiftlerinden oluşan bir ( )nP  kümesi tanımlansın.  ( ) ( ) ( )nSjjii sr ∈== 11 ,...,,,..., βα  dir.   

Gerekli olan  

( ) ( ){ }0,,:: ##, ≥∈→× −− nnPNGNGNGF nnn βαβαβα  

çiftleri diyagramda bileşik olarak verilecektir. 

nnn

pss

n

F

nn

GGG

NGNGNG

µ

βα

βα

βα

×

×

×

−−

1

,

##

 

Burada ( ) ( )xppxp n 01...−=  bileşik izdüşümleri tarafından 

nnnnjjnnii NGGpGNGsssGNGsss
sr

→→=→= −− :,:,...,,:,..., ## 11 ββαα  üretilir 

ve 1,...,1,0 −= nj  olacak şekilde ( ) ( ) 1−
= zdzszp jjj    ve  nnn GGG →×:µ   komütatör 

dönüşümleri tarafından verilir ve α# , α  kümesindeki elemanların sayısıdır.  Aynı şekilde β#  

de β  kümesindeki elemanların sayısıdır.   

 Böylece  
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( ) ( )( )
( ) ( )[ ]ββαα

βαβαβαβα µ

xsxsp

yxsspyxF

,

,,,

=

×=
 

dir. 

Tanım 1.5.1.  [ ]8  

( )βαβα yxF ,,  

formundaki elemanlar tarafından üretilen 
nG  in normal alt grubu olsun.  Burada 

ββαα ## −− ∈∈ nn NGyveNGx  dır. 

 Bu normal alt grubun 32 == nven  için üreteç elemanlarının nasıl olduğu aşağıdaki 

örnekte kısaca verilsin. 

Örnek 1.5.2. [ ]8  2=n  için, ( ) ( ) 01,01 çekdNGyxve =∈== βα  olduğunu kabul 

edelim.  2N  normal alt grubunun üreteç elemanının 

( )( ) ( ) [ ]( )

[ ]
[ ][ ]xsysysxs

ysxsp

ysxsppyxF

1110

101

100101

,,

,

,,

=

=

=

 

olduğu anlaşılır. 

3=n  için olası çiftler aşağıdadır. 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1021201,2010,220,1 ,,,,, FFFFFF . 

Her 2211 , NGyNGx ∈∈  için  3N  ün uygun üreteçleri: 

( )( ) ( ) [ ][ ]

( )( ) ( ) [ ][ ][ ][ ]102222211211221211022110,2

10222221012120,1

,,,,,

,,,,

xssysysxssxssysysxssyxF

xssysysxssyxF

=

=
 

ve her 1122 , NGyNGx ∈∈  için  
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( )( ) ( ) [ ][ ][ ]112222111211220121,20 ,,,, yssxsxsyssyssxsyxF =  

olurken her 222 , NGyx ∈  için 

( )( ) ( ) [ ][ ][ ]

( )( ) ( ) [ ]

( )( ) ( ) [ ][ ]222222212221

22202220

2222212121202210

,,,

,,

,,,,

xsysysxsyxF

ysxsyxF

ysxsxsysysxsyxF

=

=

=

 

dir. 

 Mutlu ve Porter  de bu üreteç elemanlarının görüntülerine bakarak 

( ) [ ]1022 ,ÇekdÇekdNG =∂  

olduğunu göstermişlerdir [ ]8 .  Bu eşitlik ilk olarak Arvasi tarafından değişmeli cebirler 

üzerinde gösterilmiştir.  Ladra bu eşitliğin herhangi bir n  için doğruluğunu operadlar  üzerinde 

tanımlamış ve Arvasi; Mutlu ve Porter’ in gruplar ve değişmeli cebirler üzerinde buldukları 

formülleri operadlar üzerinde genelleştirmiştir. 
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2. BRAİDED ÇAPRAZLANMIŞ VE İNDİRGENMİŞ KUADRATİK MODÜLLER 

2.1. Braided Çaprazlanmış Modüller 

Grupoidler üzerinde braided regüler çaprazlanmış modüller ilk olarak Brown ve Gilbert 

tarafından tanımlanmıştır.  Ulualan doktora tezinde bu yapıya algebroidler üzerinde tanımlamış 

ve indirgenmiş hali olan değişmeli cebirler üzerinde braided çaprazlanmış modüller yapısını 

incelemiştir.  Ulualan bu çalışmasında, braided çaprazlanmış modüller, indirgenmiş kuadratik 

modüller ve simplisel gruplar arasındaki ilişkileri vermiştir.  Bu yapının indirgenmiş hali 

braided çaprazlanmış modüldür.  Ulualan, braided çaprazlanmış modüller ile 1-bağlantılı 

cebirsel modellerin ilişkisini incelemiştir [ ]9 .  Arvasi, Koçak, ve Ulualan βα ,F  fonksiyon 

çiftlerini kullanarak braided çaprazlanmış modüllerin, Moore kompleksinin boyutu 2 olan 

indirgenmiş simplisel gruplara denk olduğunu göstermişlerdir [ ]10 .  Şimdi gruplar üzerinde 

braided çaprazlanmış modül tanımı verilsin. 

Tanim 2.1.1.  [ ]9  

12: CC →∂ ∂  

bir çaprazlanmış modül olsun.  Braiding dönüşümü olarak adlandırılan { } 211:, CCC →×−−  

fonksiyonu için aşağıdaki şartlar sağlanırsa ∂  çaprazlanmış modülüne braided çaprazlanmış 

modül adı verilir. 

 Her 1,,, Cyyxx ∈′′  ve 2, Cba ∈  için  

{ } { } { }

{ } { }{ }
{ } [ ]

{ }

{ } ( ) .,5

,4

,,3

,,,2

,,,1

1

1

bbybBC

aaaxBC

xyyxBC

yxyxyxxBC

yxyxyyxBC

y

x

x

y

−

−

′

′

=∂−

=∂−

=∂−

′=′−

′=′−

 

Ayrıca, 2, Cba ∈  için 54 BCveBC  den 
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{ }

[ ]ab

baba

aaba
b

,

,
11

1

=

=

=∂∂
−−

∂−

 ( ∂Q  bir çaprazlanmış modüldür.) 

olduğu açıktır. 

Böylece braided çaprazlanmış modül aksiyomlarına 2, Cba ∈  için 

{ } [ ]baabBC ,,6 =∂∂−  

şeklinde bir aksiyom eklenebilir.  Bir braided çaprazlanmış modül morfizması braiding 

dönüşümlerle uyumlu bir çaprazlanmış modül morfizmasıdır.  Braided çaprazlanmış modüller 

kategorisi BCM   ile belirtilebilir. 

2.2. Braided Çaprazlanmış Modüller ve İndirgenmiş Simplisel Gruplar  

2Re ≤≤≤≤↔↔↔↔ SimpGrpBCM  

 Bu bölümde braided çaprazlanmış modüller ve Moore kompleksinin boyutu  2<  olan 

indirgenmiş simplisel gruplar arasındaki ilişki verilecektir. 

Önerme 2.2.1. G, NG Moore kompleksi ile bir indirgenmiş simplisel grup olsun.  Bu durumda  

13332
2)(/ NGDNGNG →∩∂ ∂  

kompleksi gruplar için bir braided çaprazlanmış modüldür.  Braiding dönüşümü aşağıdaki gibi 

tanımlanabilir. 

{ }

( ) ( ) )(,

)(/:,

33311
1

10
1

1
1

0

333211

DNGxyssxxssysxsyx

DNGNGNGNG

∩∂

∩∂→×
−−−

a
 

Burada sağ taraf, 2NG  deki bir eleman tarafından gösterilen )(/ 3332 DNGNG ∩∂ de bir eş 

küme belirtir. 
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)(/ 3332 DNGNG ∩∂  de 1NG  in iki etkisi aşağıdaki gibidir. 

1.  m
l 1∂ , etkisi mslms 0

1
0 )( −  şeklindedir. 

2. ml   , etkisi )()( 1
1

1 mslms −  şeklindedir. 

İspat: Açıkça 133322 )(/: NGDNGNG →∩∂∂  bir çaprazlanmış modüldür.  Gerçekten de 

)(/ve 33321 DNGNGyNGx ∩∂∈∈  için  

( ) ( )( ) ( )

( )333
1

21
1

21

2
1

1
1

122

mod

2

1

2

DNGyyy

ydsyydsyCM

xyxxsyxsyCM

y

x

∩∂′′≡

′′=−

∂=∂=∂−

−

−′∂

−−

 

olur.  Şimdi braided çaprazlanmış modül aksiyomlarını sağladığı gösterilecektir. 

 Aşağıdaki hesaplamalarda karışıklık çıkmaması amacıyla üst çizgiler ihmal edilecektir. 

 .)2,1,0(,:1 1 =∈ iNGxBC i  için 

               

{ }

( )( )
( )
( ){ }

( )( ) { }

( )( ) { }

{ }( ) { }

( ) { }( )( ) { }( )

{ }( ){ } ( )

{ } { } ( )( )etkisinden2,,

undangoldu birim    ,,

,

,,

,

,

,

,

2010

1202110
1

21

202110
1

21

200021
1

001000
1

21
1

00

200021
1

000111
1

0100
1

11
1

0000
1

21
1

00

200021
1

000111
1

0100
1

11
1

0000
1

21
1

00

200021
1

000111
1

0100
1

11
1

21
1

00

0121
1

0100
1

21
1

00

0021
1

000111
1

0100
1

11
1

21
1

00

012111
1

0100
1

11
1

21
1

00210

2

0101

xxxx

xxxsxxxs

xxxsxxxs

xxxsxsxsxxxsxsxs

xxxsxsxsxsxsxsxsxsxsxsxsxs

xxxsxsxsxsxsxsxsxsxsxsxsxs

xxxsxsxsxsxsxsxsxsxsxs

xsxsxsxsxsxs

xsxsxsxsxsxsxsxsxsxs

xsxsxsxsxsxsxsxsxxx

x

xx

=

∂=

=

=

=

=

=

=

=

−

∂∂−

−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−−−−

−−−

−−−−−

−−−−

(

 

 

dir. 
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( ).2,1,0,:2 1 =∈ iNGyBC i
  için 

 

{ }

( )
( )

( )

{ }( )
( ) ( ) { } ( )

{ } ( )

{ }{ } 1

1

0101

2021

1201121
1

1110
1

21
1

10

201121
1

1110
1

21
1

10

112,0
1

1111

0021
1

00
1

111000
1

2
11

00
1

10

110121
1

0100
1

21
1

00

0021
1

00
1

111000
1

2
11

00
1

10

110121
1

0100
1

21
1

00

0021
1

00
1

111000
1

2
11

00
1

10

110121
1

01
1

111000
1

2
11

00
1

10210

, ,

undangoldu birim  ,

dolayıetkiden ,

,

y

y

yy

yyyy

yyysysysysysys

yyysysysysysys

ysyyysys

ysysysysysysysysys

ysysysysysysys

ysysysysysysysysys

ysysysysysysys

ysysysysysysysysys

ysysysysysysysysysysyyy

=

∂=

=

=

=

=

=

−−−

∂−∂−−

−

−−−−−

−−−

−−−−−

−−−

−−−−−

−−−−−

(

 

dir. 

    

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
[ ]xy,

undangoldu birim  

dolayıetkiden 

},{:3

1
11

11

1
10

11
10

11
1

10
1

1
1

022

1

=

∂=

=

=

=∂

−−

−∂−

−−−

−−−

(
yxxy

yxxy

yxxxdsyxds

xyssxxssysxsdyxBC

x
 

dir. 

 )1(),0,2(:4 == βαBC için ve  12 , NGyNGx ∈∈  olduğundan 

( )( ) [ ][ ][ ][ ] ),(,,,,, 33301121210)1)(0,2(3 DNGysxxysysxdsxdsysxyF ∩∂∈=∂  
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{ } [ ][ ]
[ ][ ] ( )

( )

( )
( )undangoldu birim 

mod

mod,,

,,)(,

1
1

1

3331
1

1001
11

001

1
1

10
11

0

1
1

1
1

0
11

0

33310

1212102

1

(
∂=

=

∩∂≡

=

=

∩∂≡

=∂

−

∂−

−−−

−−−

−−−−

y

yy

xx

xx

DNGyxsyysdssxydss

yxsyyssxys

yxsysyxxsxys

DNGysxxys

ysxdsxdsysxy

    

dir. 

BC5: )1,2(),0( == βα  için ve  12 , NGyNGx ∈∈  olduğundan 

( )( ) [ ][ ][ ] ( ),,,,, 3331211120)1,2)(0(3 DNGysxxdsysysxdsyxF ∩∂∈=∂  

{ }
[ ][ ]
[ ] ( )

( ) xx

yxsxys

DNGxys

xdsysysxds

xdyssxdxsdsysxdsyx

y1

1
11

1

3331

211120

211
1

2120
1

1
1

202

mod,

,,

),(

−

−−

−−−

=

=

∩∂≡

=

=∂

 

dir. 

 Dolayısıyla braided çaprazlanmış modüllerin tüm aksiyomlarının sağlandığı gösterilmiş 

olur.  

Teorem 2.2.2. Gruplar üzerinde braided çaprazlanmış modül yapısı ile Moore kompleksinin 

boyutu 2≤  olan indirgenmiş simplisel gruplar kategorisi denktir. 

İspat: G, Moore kompleksinin boyutu 2≤  olan indirgenmiş bir simplisel grup olsun. Bir 

önceki önermede  

133322 )(/: NGDNGNG →∩∂∂  

homomorfizmasının her zaman bir braided çaprazlanmış modül olduğu gösterildi.  Eğer G nin 

Moore kompleksi 2≤  ise 1)( 333 =∩∂ DNG  olacağından  
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122 : NGNG →∂  

bir braided çaprazlanmış modül olur.  O halde Moore kompleksinin boyutu 2≤  olan 

indirgenmiş simplisel gruplar kategorisi SimpGrpRe den braided çaprazlanmış modüller 

kategorisi BCM ye 

BCMSimpGrp →Re:θ  

şeklinde gösterilen bir funktor tanımlanmış olur.  

 Tersine ML →∂  in  bir braided çaprazlanmış modül olduğu kabul edilsin. M  

grubunun birim elemanı MM ∈1  olsun. { }MG 10 =  ve MG =1  olarak alınsın.  Bu durumda 

{ }10 ,GG  birim homomorfizmaları ile 1-parçalanmış simplisel gruptur. M  nin L  üzerinde 

LlMm ∈∈ ,  için 

{ }lmll m ∂= − ,1  

şeklindeki etkisini kullanarak ML ∝  şeklinde bir yarı-direkt çarpım grubu oluşturulabilir. 

ML ∝  üzerindeki grup işlemi ise ( )( ) MNmlml ∝∈′′,,  için 

( )( ) ( )mmllmlml m ′′=′′ ,,,  

şeklinde tanımlıdır.   Burada { },  braiding dönüşüm ve LllMmm ∈′∈′ ,,,  dir. 

 Mm ∈ nin ( ) MLml ∝∈′,  üzerindeki etkisi   

( ) ( ){ }( ).,,, 11 −− ′∂=′ mmmlmlml
m

 

şeklinde tanımlansın.  Bu etki iyi tanımlı bir grup etkisidir.  Braiding dönüşümünün özellikleri 

kullanılarak iyi tanımlılık kolaylıkla gösterilebilir.  Bu durumda ML ∝  deki M nin bu 

etkisinin kullanılmasıyla 

( )( ) ( ){ }( ).,,,,,,, 22
1

2121
1

1
1

22121 mmmmmmlmmllmmlmml ′′′∂′=′′′ −−−  
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işlemleriyle birlikte bir ( ) MMLG ∝∝=2  yari-direkt çarpım grubu tanımlanabilir.  2G  nin 

bir grup olduğu gösterilsin.  Ayrıca ( )MML 1,1,1 , 2G  nin birim elemanıdır, çünkü  

( )( ) ( ){ }( )
{ }( )

( )
( )21

21

21
1

1
1

2

2
1

221
1

1
1

221

,,

,,1

,,1,

1,1,1,11,1,1.,,

mml

mml

mmmml

mmmmmmlmml

L

M

MMLMMML

=

=

=

∂=
−−

−−−

 

dir. ( ) 221 ,, Gmml ∈  nin tersi 

( ) ( ){ }( )1
22

1
1

1
2

1
21

11
21 ,,,,, −−−−−−

∂= mmmmlmmlmml  

dir. 

Gerçekten de 

( )( ) ( ) ( ){ }( )
( ){ } ( ){ }( ){ }

( )( ) ( )
( )
( )MML

MM

MM

mm
mm

mmmm

ll

llll

mmmmmmmm

lmmlmmlmmll

mmmmlmmlmmlmmlmml

1,1,1

1,1,

1,1,

),

,,,,(

,,,,,,,.,,

1

11

1
22

1
22

1
1

1
221

1
21

11
1

1
2

1
21

1

1
22

1
1

1
2

1
21

1
21

1
2121

1
1

1
2

21
21

1
1

1
2

=

=














=

∂∂∂=

∂=

−

−−

−−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−−−
 

dir. Ayrıca 2G  deki yukarıda tanımlanan işlem birleşme özelliğini sağlar.  Ayrıca ,  

( )
( )
( )213

211

210

,,

,,

,,

mmlx

mmlx

mmlx

′′′′′′=

′′′=

=

 

için 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )222
1

2
1

212121

222

1

2

1

212121

22

1

212121

212121210

,,

,,

,,.,,

,,.,,.,,

212121

2121

21

mmmmmmmmmmlll

mmmmmmmmmmlll

mmmmmmllmml

mmlmmlmmlxxx

mmmmmm

mmmm

mm

′′′′′′′′′′′=

′′′′′′′′′′′=

′′′′′′′′′′′=

′′′′′′′′′=

−−′′

−−′′

−′′

 

ve  

( ) ( ) ( )[ ] ( )

( )( )[ ] ( )

( )( ) ( )( )[ ]
( )( ) ( )( )222

1

2

1

212121

222

1

22122

1

2121

2122

1

2121

212121210

,,

,,

,,.,,

,,.,,.,,

212121

22
1

212121

21

mmmmmmmmmmlll

mmmmmmmmmmmmlll

mmlmmmmmmll

mmlmmlmmlxxx

mmmmmm

mmmmmmmm

mm

′′′′′′′′′′′=

′′′′′′′′′′′=

′′′′′′′′′=

′′′′′′′′′=

−−′′

−−′

−′′

−  

dir. Buradan  

( ) ( )210210 xxxxxx =  

 olduğu elde edilir.  2G  ve 1G  arasında tanımlı 

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )11
1
1

11
1
0

221
2
2

2121
2

1

121
2
0

,1,1

1,,1

,,

,,

,,

mms

mms

mmmld

mmmmld

mmmld

ML

ML

=

=

=

=

=

 

homomorfizmalar mevcuttur.  Bu dönüşümler simplisel özdeşliklerini sağlarlar. 

 Böylece  

G ={ }210 ,, GGG  

2-parçalanmış simplisel gruplar kategorisinden simplisel gruplar kategorisine bir 2cosk  

funktorunun var olduğundan daha önce bahsedilmişti.  G ={ }210 ,, GGG  olmak üzere 
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G ı

2Cosk= { }210 ,, GGG  olsun. G ı
 indirgenmiş simplisel grubun Moore kompleksinin 

boyutunun 2≤  olduğunu gösterilmelidir.  Bunun için elde edilen G ={ }210 ,, GGG  simplisel 

grubu için βα ,F  fonksiyon çiftlerini kullanarak ( ) 1333 =∩∂ DNG  olduğunu göstermek 

yeterlidir. 

 Mutlu ve Porter’ in  

( ) [ ][ ][ ]
[ ][ ]
[ ]2110

21201020

021201102333

,

,,

,,,

çekdçekdçekdçekd

çekdçekdçekdçekdçekdçekdçekdçekd

çekdçekdçekdçekdçekdçekdçekdçekdçekdDNG

∩∩

∩∩∩∩

∩∩∩=∩∂

 

eşitliğini gösterdiği biliniyor [ ]8 .  Buna göre adım adım elemanlar alarak bu elemanların 

çarpımının birim olduğu gösterilecektir. 

Adım 1 : ( ) ( )2,0,1 == βα ve 1NGmx ∈= için  ( ) 10iken1,1, çekdçekdyly MM ∩==  

dır. Bu durumda; 

( )( ) ( )( ) ( )[ ] ( )[ ]

( )( )( )( )
( )( )
( ) [ ]102

1

11

11

010120,13

,1,1,

1,,1,,

1,,1,1,1,,1,1,

,1,1,1,1,,,

çekdçekdçekdll

mlml

mllmll

msllmdssyxF

MM

m

MM

MMMMMM

MMMM

∩∈=

=

=

=∂

−

−−

−−

 

 dir. 

Adım 2 : ( ) ( )1,0,2 == βα ve 1NGmx ∈= için  ( ) 10iken1,1, çekdçekdyly MM ∩==  

dır.  Bu durumda; 

( )( ) ( )( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( )( )( )
( )( )
( ) [ ]201

11

111

0112121010,23

,1,1,1

,1,,1,

1,,,,1,1,

,1,1,1,1,,,1,1,1,1,,,

çekdçekdçekd

mlml

mlmmml

msllmsmsldsldsmsyxF

MML

MM

m

MLM

m

MMMMMMMM

∩∈=

=

=

=∂

−−

−−−

 

dir. 
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Adım 3 : ( ) ( )0,1,2 == βα ve 1NGmx ∈= için  ( ) 21,1, NGly MM ∈=  dır.  Bu durumda; 

( )( )( )( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( )( )( )( )
( )( )
( ) [ ]021

1

11

11

112120101,23

,1,1,

,1,,1,

1,1,,1,11,1,,1,1

1,1,,,1,1,1,1,,,

1

çekdçekdçekdll

mlml

lmlm

lmsmsldsldsmsyxF

MM

m

M

m

M

m

MMMLMMML

MMMMMM

∩∈=

=

=

=∂

−

−−

−−

−
 

dir. 

Adım 4 : ( ) ( )1,2 == βα için 2NG nin her elemanı ( ) ( )MMMM lylx 1,1,,1,1, =′=  olsun.  

Bu durumda; 

( )( )( )( ) [ ][ ]

( )( )( )( )
( ) [ ]1020

11

11

21123

,1,1,

1,1,1,1,1,1,1,1,

,,,

çekdçekdçekdçekdllll

llll

xyydsxyxF

MM

MMMMMMMM

∩∩∈′′=

′′=

=∂

−−

−−  

dir. 

Adım 5 : ( ) ( )0,2 == βα için 2NG nin her elemanı ( ) ( )MMMM lylx 1,1,,1,1, =′=  olsun.  

Bu durumda; 

( )( ) ( )( ) [ ]

( )( )
( ) [ ]2110

1

20023

,1,1,1

1,1,1,1,

,,

çekdçekdçekdçekd

ll

ydsxyxF

MML

MMMM

∩∩∈=

′′=

=∂

−  

dir. 

Adım 6 : ( ) ( )0,1 == βα için 2NG nin her elemanı ( ) ( )MMMM lylx 1,1,,1,1, =′=  olsun.  

Bu durumda; 

( )( )( )( ) [ ][ ][ ]

( )( )( )( )
( ) [ ]2110

11

11

21212021013

,1,1,

1,1,1,1,1,1,1,1,

,,,,

çekdçekdçekdçekdllll

llll

yxxdsydsydsxdsyxF

MM

MMMMMMMM

∩∩∈′′=

′′=

=∂

−−

−−  

dir.  
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( ) [ ][ ][ ]
[ ][ ]
[ ]2110

21201020

02120110233

,

,,

,,,

çekdçekdçekdçekd

çekdçekdçekdçekdçekdçekdçekdçekd

çekdçekdçekdçekdçekdçekdçekdçekdçekdNG

∩∩

∩∩∩∩

∩∩∩=∂

 

dir.  Dolayısıyla ( )33 NG∂∈τ  için  

( )( )( )
( )( )( )

( )( )( )
( )MML

MMMM

mm

MMMMLMM

MM

m

MMLMM

m

llllllllllll

llllllll

llll

1,1,1

1,1,1,1,

1,1,1,1,11,1,

1,1,1,1,11,1,

111111

1111

11

=

′′′′=

′′′′=

=

−−−−−−

−−−−

−−τ

 

dir. Bu ise ( ) 133 =∂ NG  olması demektir.  Yani; elde edilen simplisel grubun Moore 

kompleksinin boyutu 2<  dir. 

2.3. İndirgenmiş Kuadratik Modüller 

 Kuadratik modül kavramı ilk olarak Baues tarafından 1991 de tanımlanmıştır [ ]4 .  

Arvasi ve Ulualan kuadratik modülleri ve bu modüllerin simplisel gruplar, 2-çaprazlanmış 

modüller ve çaprazlanmış kareler ile ilişkilerini incelemiştir [ ]11 . 

 İndirgenmiş kuadratik modül kavramı yine Baues  tarafından 1-bağlantılı 3-tip cebirsel 

bir model olarak tanımlanmıştır [ ]4 . 

 Ulualan indirgenmiş simplisel gruplar kategorisinden βα ,F  fonksiyon çiftlerini 

kullanarak, indirgenmiş kuadrtaik modüllere bir funktor oluşturmuştur [ ]12 .   

Tanım 2.3.1. [ ]4  M  ve N  bir grup NM →∂ :  bir grup homomorfizması olmak üzere grup 

homomorfizmalarının 

NM

NN

w

baba

∂

⊗
ω  
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şeklindeki diyagramı göz önüne alınsın. Eğer aşağıdaki şartlar sağlanırsa bu diyagrama bir 

indirgenmiş kuadratik modül denir ve kısaca ( )∂,ω  ile gösterilir.  Burada 

NNNw baba →⊗:  komütatör dönüşümüdür. 

1. N  grubu bir ( ) grubunil −2  ve  abNN → , xx a  ile tanımlı bir bölüm 

dönüşümüdür. 

2. Nyx ∈,  için w=∂ω  eşitliği sağlanır.  Yani Nyx ∈,  için  

( ) ( ) [ ]yxyxwyx ,=⊗=⊗∂ω  

dir. 

3. Ma ∈  ve  Nx ∈  için; 

( )( )( )axxa ∂⊗⊗∂= ω1  

4. Mba ∈, için; 

( ) [ ]baba ,=∂⊗∂ω  . 

 İndirgenmiş kuadratik modüller arasındaki bir ( ) ( ) ( )∂′′→∂ ,,:, ωωml  morfizmi 

lm ∂′=∂   ve  ωω ′=l  ile NNmMMl ′→′→ :,:  homomorfizmalar çiftidir.  Öyle ki 

kuadratik dönüşüm MNN baba →⊗:ω  fonksiyonu ile uyumludur.  

Yukarıda objeleri ve morfizimleri verilen kategori RQM ile gösterilecektir. 

2.4.  Braided Çaparazlanmış Modüller ve  İndirgenmiş Kuadratik Modüller  

RQMBCM →→→→  

 Ulualan, braided çaprazlanmış modüllerden indirgenmiş kuadratik modüllere bir funktor 

oluşturmuştur [ ]9 .  Bu bölümde bu funktorun homotopi yapılarını koruduğu gösterilecektir.  İlk 

olarak bahsedilen funktorun oluşturulması aşağıdaki önermede verilecektir. 



 

 

20 

Önerme 2.4.1. Gruplarda braided çaprazlanmış modüller kategorisinden indirgenmiş kuadratik 

modüllere bir funktor vardır. 

İspat :     12: CC →∂  

bir braided çaprazlanmış modül olsun.  Bu yapıdan bir indirgenmiş kuadratik modül kurulabilir.  

( )131 / CCN Γ=  

bir bölüm grubu olsun.  O zaman ( ) grubunilN −2bir olur.  Çünkü üçlü komütatör çarpımları 

birimdir.  

NCq →11 :  

bir bölüm dönüşümü olsun.   baNC =  ve  

xqxq

CN

11 a

→
 

bölüm dönüşümü olsun.  1,, Czyx ∈  için  

[ ]{ }zyx ,,  ve [ ]{ }zyx ,,  

formunun elemanları tarafından üretilen 2C  nin P  alt grubu dikkate alınır.  Burada { }−− ,  

braiding dönüşümüdür.  ( )12 CΓ  de [ ]yx,  ve [ ]zy,  elemanları ve { }−− ,  braiding dönüşümü 

olduğuna göre P  nin 2C  nin bir normal alt grubu olduğu gösterilebilir.  Şimdi  PCM /2=  

bölüm grubunu ve   MCq →22 :  bölüm dönüşümü dikkate alınsın.  Her 1Cx ∈  ve 

[ ] ( )12, Czy Γ∈  ve [ ]{ } Pzyx ∈,,  için 3BC den  [ ]{ } [ ][ ] ( )13,,,, Czyxzyx Γ∈=∂  yazılabilir.  

Aynı şekilde [ ] ( )12, Cyx Γ∈  ve 1Cz ∈  ve [ ]{ } Pzyx ∈,,  için 

[ ]{ } [ ][ ] ( )13,,,, Czyxzyx Γ∈=∂  yazılabilir.  Böylece ( ) ( )13 CP Γ⊆∂  elde edilir.  O halde 

MaP ∈ için ( ) ( ) ( )13 CaaP Γ∂=∂  ile verilen iyi tanımlanmış  NM →∂ :  homomorfizması 

elde edilir.  Gerçekten eğer  bPaP =  ise  Pba ∈−1  ve buradan ( ) ( )Pba ∂∈∂ −1  olup, 
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( ) ( )13 CP Γ⊆∂  olduğundan ( ) ( )13
1 Cba Γ∈∂ −  dir ve ∂  bir homomorfizma olduğundan 

( )13
1 Cba Γ∈∂∂ −  olup, 

( ) ( ) ( ) ( )1313 CbCa Γ∂=Γ∂  

elde edilir.  Yani  bPaP =  iken ( ) ( )bPaP ∂=∂  elde edilir. 

 Böylece aşağıdaki değişmeli diyagram oluşturulabilir.  

12

12

CC

NM

qq

∂

∂

 

Burada  

[ ]yxyqxq

NCCw

,

:

11 a⊗

→⊗
 

komütatör dönüşüm olsun.  ( ) { }xyqyqxq ,211 =⊗ω  ile verilen 

MCC →⊗:ω  

braiding dönüşümüyle, kuadratik dönüşümü tanımlanabilir.  Burada { }−−,  braiding 

dönüşümdür.  Bu nedenle  

NM

CC

w

∂

⊗
ω  

bir indirgenmiş kuadratik modül olur.  Şimdi indirgenmiş kuadratik modüllerin tüm 

aksiyomlarını sağladığı gösterilecektir. 

 

 



 

 

22 

1. ( ) ( ) ( ) ( ) NCCCzCyCx =Γ∈ΓΓΓ 131131313 /,,  elemanları için 

( ) ( )[ ] ( )[ ] [ ][ ] ( )
( ) [ ][ ] ( )( )1313

13131313

,,

,,,,

CzyxC

CzyxCzCyCx

Γ∈Γ=

Γ=ΓΓΓ

Q
 

ve 

 
( ) ( ) ( )[ ][ ] [ ][ ] ( )

( ) [ ][ ] ( )( )1313

13131313

,,

,,,,

CzyxC

CzyxCzCyCx

Γ∈Γ=

Γ=ΓΓΓ

Q
 

olduğuna göre N grubu bir ( ) grubunil −2 dur. 

2. Cyqxq ∈11 ,  için  

( ) { }
{ }
[ ]( ) ( )

[ ]yqxq

ileBCyxq

xyq

xyqyqxq

11

1

1

211

,

3,

,

,

=

=

∂=

∂=⊗∂ω

 

elde edilir. 

3. Maq ∈2  ve Nxq ∈1  için  

[ ] [ ][ ] [ ]( ) { }{ }( )
( ) ( )ileBCveBCq

xaaxqaqxqxqaq

541

,,

2

22112

=

∂∂=∂⊗⊗∂ω
 

elde edilir. 

4. Mbqaq ∈22 , için 

( ) ( )
{ }
[ ] ( )

[ ]bqaq

ileBCbaq

abq

bqaqbqaq

22

2

2

1122

,

6,

,

=

=

∂∂=

∂⊗∂=∂⊗∂ ωω
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elde edilir. 

 Böylece indirgenmiş kuadratik modüllerin tüm aksiyomları sağlanır.  Braided 

çaprazlanmış modüller kategorisinden indirgenmiş kuadratik modüllere bir funktor 

tanımlanabilir: 

RQMBCM →∆ :  

Şimdi yukarıda tanımlanan ∆  funktorunun homotopi yapısını koruduğu gösterilecektir. 

122 : CC →∂  

braided çaprazlanmış modülünün homotopi grupları 

( ) ( )2121 / ∂=∂ mICπ  , ( ) 222 ∂=∂ Çekπ  ve  ( ) ( )31 ≥=′ nn ωπ  

şeklindedir.  Bu braided çaprazlanmış modülünden elde edilen indirgenmiş kuadratik modülün 

homotopi grupları ise  

( ) ( )21 / ∂=′
mINωπ , ( ) 22 ∂=′ Çekωπ  ve  ( ) ( )31 ≥=′ nn ωπ  

şeklindedir.  Şimdi her 0≥n  için nn ππ ′≅  olduğu gösterilsin. 

 Açıkça ( ) 1132 =Γ∂ C   olduğundan  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2121213121 //// ∂=∂≅∂Γ=∂=′ πωπ mmm ICICCIN  

olur. 

 Yukarıdaki önermede ( ) ( )132 CP Γ⊆∂  olduğu gösterilmişti.  Dolayısıyla 

22 ∂≅∂ ÇekÇek  yani ( ) ( )222 ∂≅′ πωπ  olur. 

 

 



 

 

24 

2.5. İndirgenmiş Simplisel Gruplar ve Kuadratik Modüller 

RQMSimpGrp ↔↔↔↔≤≤≤≤2Re  

Bu bölümde βα ,F  çiftlerini kullanarak, indirgenmiş simplisel gruplar ile indirgenmiş 

kuadratik modüller arasındaki ilişki kısaca verilecektir [ ]12 . 

Teorem 2.5.1. İndirgenmiş kuadratik modüller kategorisi RQM  ile Moore kompleksinin 

boyutu 2≤  olan indirgenmiş simplisel gruplar kategorisi  2Re ≤SimpGrp  denktir. 

İspat:  G  indirgenmiş simplisel grup olsun.  NG  bu simplisel grubun Moore komleksi olsun.  

O zaman  

{ }100 == NGG  

dir.  1, NGyx ∈  için üçlü komütatörler dikkate alınsın ve 3Γ  , üçlü komütatör çarpımları 

tarafından üretilen 1NG  in alt grubu olsun.  O zaman 31 / Γ= NGM  bir ( ) grubunil −2 olur.   

3Γ′  ,  10 sves  dejenere operatörleri altında yukarıdaki üçlü komütatör çarpımlarının imajiner 

elemanları tarafından üretilen )(/ 3332 DNGNG ∩∂  ın alt grubu olsun. 

( ) 33332 /)(/ Γ′∩∂= DNGNGL   olsun.  Bu durumda, 

3111 /: Γ=→ NGMNGq  

ve 

3333233322 /)(/)(/: Γ′∩∂=→∩∂ DNGNGLDNGNGq  

bölüm dönüşümleri tanımlanabilir.  Bu durumda, )(/ 3332 DNGNG ∩∂  den  1NG  e 2∂  yüz 

operatörü için,  

2122 dqq =∂  

elde edilir.  Kuadratik dönüşüm aşağıdaki gibi tanımlansın. 
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( ) ( ) ( )

{ } { } ( ).
/)(///:

11
1

10
1

1
1

011

333323131

yxssyyssxsysyqxq

DNGNGNGNG
baba

−−−⊗

Γ′∩∂→Γ⊗Γ

a

ω
 

Burada 1, NGyx ∈   ,  3111 /, Γ∈ NGyqxq   ve  { } { } ( ) ba
NGyqxq 3111 / Γ∈⊗ dir.  Burada sağ 

taraf 2NG  deki bir eleman tarafından gösterilen )(/ 3332 DNGNG ∩∂  de eş küme belirtir.  Bu 

nedenle, ortaya koyulan yukarıdaki kuadratik dönüşümle aşağıdaki diyagram bir indirgenmiş 

kuadratik modüldür. 

( ) ( )

( ) 3133332

3131

//)(/

//

2
ΓΓ′∩∂

Γ⊗Γ

∂
NGDNGNG

NGNG

w

baba

ω
 

İndirgenmiş kuadratik modüllerin bütün aksiyomları sağladığı aşağıdaki gibi gösterilebilir.   

1RQM - 31 / Γ= NGM  bir ( ) grubunil −2 dur. Çünkü M  deki üçlü komütatörler birimdir.  

(Bkz Sayfa 22, 1. aksiyom)  

2RQM -  w=∂ ω2  bileşkesi komütatör dönüşümdür.  Çünkü ,  3111 /, Γ=∈ NGMyqxq için  

{ } { }( ) ( )
( )

( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )
[ ] ., 11

111
1

1
1

1

11
1

1
10

11
101

11
1

10
1

1
1

021

11
1

10
1

1
1

022112

1

yqxq

undangoldubirimyxqqyqxq

undangolduetkixyyxq

yxyydsxydsq

ysxsysysxsysdq

ysxsysysxsysqyqxq

y

=

=∂=

=

=

=

∂=⊗∂

−−

−∂−

−−−

−−−

−−−

(

(

ω

 

3RQM -  ( ) ( ) 12 ,1,0,2 NGyNGxve ∈∈== βα için  

( )( ) ( )( ) [ ][ ][ ][ ] ( )3330112121010,23 ,,,,, DNGysxxysysxdsxdsysxyF ∩∂∈=∂  den, 
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{ } { } { } ( )
[ ][ ]( )
[ ][ ]( ) ( )

( )
( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )undangoldubirimxqxq

xqxq

DNGyxsyysdssxydssq

yxsysysxysq

yxsysyxxsxysq

DNGysxxysq

ysxdsxdsysq

xqyqxqyq

y

yy

(
=∂=

=

∩∂≡

=

=

∩∂≡

=

∂⊗=∂⊗

−

∂−

−−−

−−−

−−−−

12
1

2

2
1

2

3331
1

1001
11

0012

1
1

10
11

02

1
1

1
1

0
11

02

333102

1212102

211221

.

mod

mod,,

,,

1

ωω

 

ve ( ) ( ) 12 ,1,2,0 NGyNGxve ∈∈== βα için 

( )( ) ( )( ) [ ][ ][ ] ( )33312111201,203 ,,,, DNGysxxdsysysxdsyxF ∩∂∈=∂  den, 

{ } { } { } { }

( )
[ ][ ]( )
[ ]( ) ( )

( )
( )( ).)(

mod,

,,

2
1

2

1
11

12

33312

2111202

211
1

2120
1

1
1

202

121122

xqxq

yxsxysq

DNGxysq

xdsysysxdsq

xdyssxdxsdsysxdsq

yqxqyqxq

y−

−−

−−−

=

=

∩∂≡

=

=

⊗∂=⊗∂ ωω

 

Böylece MyqveLxq ∈∈ 12  için  

{ } { }{ } { } ( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
[ ]1

1

)(

)(

2

11
2

2
1

22
1

2221122

=

=

=

=∂⊗⊗∂
−−

−−

q

xxxxq

xqxxqqxqxqyqyqxq

yy

yyω

 

elde edilir. 

4RQM -  ( ) ( )0,1, 22 ==∈ βαveLbqaq  için  

( )( )( )( ) [ ][ ][ ] ( )33321212120103 ,,,, DNGabbdsadsadsbdsbaF ∩∂∈=∂  
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{ } { }( ) { } { }( )
[ ][ ]( )

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

( )
[ ].,

mod

,,

22

122
1

2
1

2

11
2

1
2101

11
21012

333
1

20
11

202

2121
1

2120
1

21
1

202

212121202

21212222

bqaq

undangoldubirimbaqqbqaq

undangolduetkiabbaq

abbbddssabddssq

DNGabbbdsabdsq

bdasdsbdbsdsadsbdsq

bdsadsadsbdsq

bqaqbqaq

=

=∂=

=

≡

∩∂≡

=

=

∂⊗∂=∂⊗∂

−−

−−

−−−

−−−

−−−

(

(

ωω

 

Bu şekilde indirgenmiş kuadratik modülün bütün aksiyomlarının sağlandığı gösterilmiş 

olur.  

Böylece Moore kompleksinin boyutu 2≤  olan indirgenmiş simplisel gruplardan 

indirgenmiş kuadratik modüllere 

RQMSimpGrp →Θ ≤2Re:  

şeklinde gösterilecek bir funktor tanımlanabilir. 

Tersine kabul edelim ki; 

ML

MM

w

baba

∂

⊗
ω  

gruplarda indirgenmiş kuadratik modül olsun.  M grubunun birim elemanı MM ∈1 olsun.  

{ } MGveG M == 10 1  tanımlansın.  Bu durumda { }10 ,GG birim homomorfizmalarıyla  

1-parçalanmış simplisel gruptur. Ll ∈  deki Mm ∈ nin bir etkisi  

( ){ } { }mlll m ⊗∂= ω  

ile verilir.  Burada ω  kuadratik dönüşümdür.  Bu etki iyi tanımlı bir grup etkisidir.  L  deki 

M nin bu etkisini kullanarak LllMmm ∈′∈′ ,,,  için  
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( )( ) ( ){ } { }( )mmmlllmlml ′⊗′∂′=′′ ,,, ω  

grup işlemiyle ML ∝ yarı-direkt çarpımı oluşturulabilir.  ( ) MLml ∝∈′,  deki Mm ∈ nin 

bir etkisi  

( ) ( ){ } { }( )1,, −′⊗∂=′ mmmmllml
m

ω  

ile verilir.  Benzer şekilde bu etki iyi tanımlıdır.  O zaman ML ∝  deki Mm ∈ nin bir etkisini 

kullanarak  ( ) MMLG ∝∝=2  tanımlanabilir.  2G  deki çarpım 

( )( ) ( ){ } { }( )22
1

2121212121 ,,,,,, mmmmmmmmlllmmlmml ′′⊗′∂′=′′′ −ω  

ile verilir.  2G  bu çarpımla bir grup olur.  2G  ve 1G  arasında 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )11
1
111

1
0

221
2
22121

2
1121

2
0

,1,11,,1

,,,,,,

mmsmms

mmmldmmmmldmmmld

MLML ==

===
 

homomorfizmaları tanımlansın.  Bu dönüşümler simplisel özdeşliklerini sağlar.  Böylece  

( )210 ,, GGG  

2-parçalanmış indirgenmiş simplisel grubu elde edilir.  İspatın geri kalan kısmı sayfa 15 deki 

gibi yapılabilir. 

Önerme 2.5.2. G bir indirgenmiş simplisel grup olsun. G nin Moore kompleksinin homoloji 

grupları ile G den elde edilen indirgenmiş kuadratik modülün homotopi grupları izomorftur. 

İspat: G bir simplisel grup olsun. G nin n  inci homotopi grupları  

nπ (G) nH≅ (NG)
( )n

n

n

n

n

n

NGd

NGdçek 1
1
1 −

−
− ∩

≅  

gibi G nin Moore kompleksinin  n  inci homolojisidir.  Böylece G nin nπ (G) = nπ  homoloji 

grupları  
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{ }
( )
( )

{ }











>=

=∂

=∂

=

=

3veya01

,3/

,2/

,11

332

121

nn

nNGNG

nNGNG

n

nπ  

dir.  Buna denk olan indirgenmiş kuadratik modüllün 
nπ ′  homoloji grupları 

{ }

{ }











>=

=

=∂

=

=′

3veya01

,3

,2Im/

,11

nn

nçek

nçek

n

n δ

δ
π  

dir.  3,2,1=n  için nn ππ ≅′  olduğu gösterilebilir.  ( )131 / ∂= PNGM  ve ( )( ) 1131 =∂Pd  

olduğundan, 

{ } ( )( ) ( )11131 /1 NGdPNG =∂∂=  

elde edilir ve bu durumda  

{ } ( ) 11101 /1 ππ =≅=′ NGdNG  

dir.  Ayrıca 
( )13

11

∂

∩
=∂

P

NGçekd
 ve ( ) ( )1322 /Im ∂= PNGdδ  iken   

( )
( ) ( ) ( ) 2

22

11

1322

1311
2

/

/

Im
π

δ
π =

∩
≅

∂

∂∩
=

∂
=′

NGd

NGçekd

PNGd

PNGçekdçek
 

elde edilir.  ( )13 ∂′P   

( ) ( ) ( ) ( ) 1

1
1

11

1

010 ,,,,
−−−

yxszsyxsyxzssyxs  

ve 

( ) ( ) 1
1

1

11
1

010 ,, −−− xszyxssxszyxss  
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formundaki elemanlar tarafından üretildiği bilinmektedir. 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )13

11,1

1
1

11

1

0102

,,

,,,,,, 1

∂∈=

=
−−−−−

Pzyx

yxzyxzyxszsyxsyxzssyxsd
yxd

 

ve 

( ) ( )( ) ( )

( )13

11

111
1010

1
1

1

11
1

0102

,,

,,

,,,,

1

∂∈=

=

=

−−

−−−−−−

Pzyx

xzyxzy

xzyxxdszyxdsxszyxssxszyxssd

xd
 

olduğundan ( ) ( )( )13132 ∂=∂′ PPd  alınabilir.  33    ve ππ ′  arasındaki izomorfizm Sayfa 24 dekine 

benzer şekilde ispat edilebilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

31 

3. BRAİDED CAT GRUPLAR VE SİMPLİSEL GRUPLAR 

3.1. Braided Cat-Gruplar 

 Cat-gruplar, Loday tarafından tanımlanmıştır [ ]2 .  Loday cat-gruplar ve çaprazlanmış 

modüllerin denk olduğunu göstermiştir.  Garzon ve Miranda, cat-grupları üzerinde braiding 

dönüşümü tanımlamışlardır.  Garzon ve Miranda, braided cat-gruplar ve indirgenmiş 2-

çaprazlanmış modüllerin denk olduğunu göstermişler ve bu yapıların homotopilerini 

incelemişlerdir [ ]13 .  Ulualan, indirgenmiş simplisel gruplardan braided cat-gruplara bir 

funktor oluşturur [ ]9 .  ( )GpCat  un bir objesine cat-grup denilecek, 

I

ts

OA

,

 

grup morfizması ve gruplar diyagramı tarafından gösterilecektir.  Böylece oidtIsI == , 

Ayx ∈,    ( ) ( )ysxt =  ile iki morfizmanin bileşimi yx o  ile belirtilecektir. 

Tanım 3.1.1 [ ] [ ] [ ]15,14,5   Bir 

I

ts

OAG :

,

 

cat-grubu için bir braiding aşağıdaki şartları sağlayan bir 

( ) baba

AOO

,, τ

τ

a

→×
 

dönüşümüdür. 

a) abs ba =,τ  ve abt ba =,τ . 

b) Verilen bbyaaxAyx ′→′→∈ :,:;,  için aşağıdaki diyagram değişmelidir. 
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baab

abab

xy

xy

baba

′′

′′

′′ττ ,  

 

c) Ocba ∈,,  için aşağıdaki diyagramlar değişmelidir. 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )cab

acbabc

cbabca

cab

cab

cba

cba

I

I

,

,

,

τ

τ

τ

    

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )bca

bacabc

cbacab

bca

bca

cba

cba

I

I

,

,

,

τ

τ

τ

       

d) aaa I== 1,,1 ττ  

e) Braiding dönüşümle birlikte bir cat-gruba genellikle braided cat-grup denir.  Verilen 

( ) ( )ττ ′′,,, GG  braided cat-grupları arasındaki morfizma aşağıda değişmeli karenin içindeki τ  

ile uyuşabilir bir cat-gruplar morfizmasıdır. 

AOO

AOO

fff oo

′′×′

×

′

×

τ

τ

1  

( )GpBCat , braided cat-gruplar kategorisini belirtecektir. 

 Şimdi braided çaprazlanmış modüller ve braided cat-gruplar arasındaki ilişki 

verilecektir.  Gruplar kategorisi içinde internal kategorilerin oluşturduğu kategori ile 

çaprazlanmış modüllerin kategorisinin denk olduğu de gösterilmiştir [ ] [ ]13,2 .  Joyal ve Street 

monoidler üzerinde çaprazlanmış semi-modüller için braiding dönüşümünü tanımlamışlar ve 

braided monoidal kategori ile denk olduğunu göstermişlerdir [ ]16 .  Aşağıda verilecek önerme 
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braided çaprazlanmış modüller ile braided cat-grupların denkliğini vermektedir.  Bu önerme 

Garzon ve Miranda tarafından indirgenmiş 2-çaprazlanmış modüller braided cat-gruplara 

denktir şeklinde verilmiştir [ ]13 .  Çaprazlanmış modüller üzerindeki braiding dönüşümü ile cat-

gruplar üzerindeki braiding dönüşümünün ilişkisini göstermek amacıyla aşağıdaki önerme 

verilecektir. 

3.2. Braided Çaprazlanmış Modüller ve Braided Cat-Gruplar  

GrupCatBraidedBCM −−−−↔↔↔↔  

Önerme 3.2.1. [ ]9  Braided çaprazlanmış modüller ve braided cat-gruplar kategorisi denktir. 

İspat :    12: CC →∂  bir braided çaprazlanmış modül olsun. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,,,, xxIvexyxsyxyxt ==∂=  

ile birlikte  

I

ts

CCCG 121

,

: ∝  

bir cat-gruptur [ ] [ ]13ve2 .  Kolaylıkla görülebilir ki eğer ( ) ( ) 21,,, CCyxyx ∝∈′′  için 

( )yxx ∂=′  ise  

( ) ( ) ( )yyxyxyx ′=′′ ,,, o  

iki morfizmanın bileşkesidir.   ACCveOC =∝= 211  olsun.  Bu cat-gruptaki braiding 

dönüşüm  Oba ∈,  için 

( ) { }( )abbaba

AOO

,,,

:

a

→×τ
 

ile verilir.  Burada  { }−−, , ∂ çaprazlanmış modülündeki braiding dönüşümdür.  O zaman 

( )τ,G  bir braided cat-grup olur.  Gerçekten de 
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{ }( )

{ }

( )
ba

ileBCabbbaa

abab

ababss ba

=

=

=

=

−− 3

,

,,

11

,

δ

τ

 

ve 

           
{ }( )

ab

ababtt ba

=

= ,,,τ
 

olup bu braided cat-grupların a) aksiyomudur.  Diğer aksiyomlar benzer şekilde gösterilebilir. 

Dolayısıyla  bir funktor tanımlanabilir: 

( )GpBCatBCM →Θ : . 

Tersine, 

I

ts

OAG :

,

 

bir braided cat-grup olsun.  Bu durumda  Osçekt →:  ,  ( ) ( )xx

x IlII
1−

= ile verilen etkiyle 

birlikte G  cat-grubuna eşlenik bir çaprazlanmış modüldür.  Bu çaprazlanmış modül üzerinde 

braiding dönüşüm  

{ }

( ) ( ) ( ) baaIbIba

sçekOO

,

11,

:,

τ
−−

→×−−

a
 

ile verilir.  Örneğin aşağıdaki eşitlikler sırasına göre 5,4,3 BCBCBC  aksiyomlarıdır: 

 Oba ∈,  için 

{ } ( ) ( )( )

[ ],,

,

11

,
11

ab

abab

aIbItbat ba

=

=

=

−−

−−
τ
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 sçekyOa ∈∈ ,  için  

( ){ } ( ) ( )

( ) ( )

( ) ,

,

1

11

,

11

a

yta

yy

aIyaIy

aIytIyta

−

−−

−−

=

=

= τ

 

 sçekx ∈   ve   Ob ∈  için 

( ){ } ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) .

,

1

11

,

11

xx

xbIxbI

xtIbIbxt

b

bxt

−

−−

−−

=

=

= τ

 

Diğer aksiyomlar benzer şekilde gösterilebilir.  Bu durumda bu çaprazlanmış modül bir 

braided çaprazlanmış modül olur.  Dolayısıyla bir funktor tanımlanabilir: 

( ) BCMGpBCat →∆ : . 

Garzon ve Miranda ‘nın [ ]13  gösterdiği braided cat-gruplar kategorisi GpBCat − , 

Conduché [ ]14  tarafından verilen indirgenmiş 2-çaprazlanmış modüller kategorisi    

ModX 2Re   e denktir.  Aynı zamanda braided çaprazlanmış modüller kategorisinin 

indirgenmiş 2-çaprazlanmış modüllere denk olduğunu kolaylıkla söylenebilir.  Dolayısıyla denk 

kategorilerin diyagramı aşağıdaki gibi verilebilir: 

( )GpBCat

BCMModX 2Re

 

3.3. İndirgenmiş Simplisel Gruplar ve Braided Cat-Gruplar  

GrupCatBraidedSimpGrp −−−−↔↔↔↔≤≤≤≤2Re  

Bu bölümde Moore kompleksinin boyutu 2≤  olan ile indirgenmiş simplisel gruplar 

kategorisi ve braided cat-gruplar kategorisi arasında bir denklik verilecektir  
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 İlk önce indirgenmiş simplisel gruplardan braided cat-gruplara bir funktor oluşturulsun.

 G, NG Moore kompleksi ile indirgenmiş simplisel grup olsun. Bir braided cat-grup 

kurulabilir. 

I

ts

OAC :

,

 

1NGO =  olsun.  1s  aracılığıyla 1NG  in 2NG  üzerinde etkisinin kullanılmasıyla 

( )3321 / NGNGNGA ∂×=  yarı-direkt çarpım grubu tanımlanır.  s  ve t  dönüşümleri sırasıyla 

( ) ( ) axaxtvexaxs 2,, ∂==  ile verilir.  axy 2∂=  için  

( ) ( ) ( )abxbyax ,,, =o  

ile bileşke işlemi tanımlanabilir.  AOI →:  özdeşlik dönüşümü ( ) ( )1,xxI =   ile verilir.  

Burada a ,  ( )332 / NGNG ∂  de 2NG  nin a  elemanının bir eş kümesini simgeler. 

1, NGyx ∈ , 2, NGba ∈  için  

( )( ) ( )( )byyassxybyax 1
11,,, −=  

ile ( )3321 / NGNGNG ∂×  de grup etkisi verilir.  O halde bir  

I

ts

OAC :

,

 

cat-grubu elde edilir.  Bu cat-grup üzerindeki braiding dönüşümü  

Oyx ∈, için  

( ) ( )yxssyyssxsysxyyx

AOO

yx 11
1

10
1

1
1

0, ,,

:

−−−=

→×

τ

τ

a
 

şeklinde tanımlansın.  Şimdi braided cat-grupların bazı aksiyomları sağladığı gösterilecektir. 
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a)  

  
( )

yx

yxssyyssxsysxyss yx

=

= −−−
11

1
10

1
1

1
0,τ

 

ve 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
.

,

11

11

1
10

11
10

11
1

10
1

1
1

02

11
1

10
1

1
1

0

1

xy

ileşartşindirgenmixyyyxx

ileetkixyyxyx

xyyydsxydsyx

yxssyyssxsysyxd

yxssyyssxsysxytt

yd

yx

=

=

=

=

=

=

−−

−−

−−−

−−−

−−−τ

 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) blbdytbysveakdaxtaxslbyvekax ′===′===== 22 ,,,,,

için 

baba yxxy ′′= ,, ττ oo  

olduğu gösterilmelidir. 

 ( )( ) ( )( ) ( )bassbbssasbsbaveblksbsablbkaxy ba 11
1

10
1

1
1

0,1

1

1 ,,,, −−−−
=== τ  

( )xysabtve ba ==,τ  olduğundan 

( ) ( )( )
( )lbskasbsbsasbsab

lbskbsabbassbbssasbsbaxy ba

11
1

10
1

1
1

0

1
1

111
1

10
1

1
1

0,

,

,,

−−−

−−−−

=

= oo τ
 

elde edilir ve ( ) abxys ba =,τo  ve  
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( )

( ) ( )

( )

ba

ldbkda

ileşartşindirgenmildbkdabaab

ileetkildbkdabaab

ldbkdabbdsabdsabxyt

bd

ba

′′=

=

=

=

=

−−

−−

−−−

22

22
11

22
11

22
1

10
11

10,

1

τo

 

elde edilir. 

 Diğer taraftan  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )bsasbsbsasbsabvekaslasabkalbyx ba
′′′′′′′′===

−−−

′′

−

11

1

10

1

1

1

0,1

1

1 ,,,, τ  

ve  

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ileşartşindirgenmildbskdasldbskdaskaslasab

ileetkildbskdasldbskdaskaslasab

ldbskdasldbsbskdasbskaslasab

bsasbsbsasbskaslasab

bsasbsbsasbsabkaslasabyx

bd

ba

2121

1

21

1

211
1

1

2121

1

21

1

211
1

1

2121

1

210

1

21

1

01
1

1

11
1

10
1

1
1

01
1

1

11

1

10

1

1

1

01

1

1,

,

,

,

,

,,

1

−−−

−′−−

−−−−

−−−−

−−−−

′′

=

=

′′=

′′′′′′=

′′′′′′′′= ooτ

 

ve  

                         ( ) abyxs ba =′′,τo  

elde edilir.  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( ) ( )( )
( )( )

ba

ldbkda

ldbkdaldbkdakdaldb

ldbkdaldbkdakdaldaabyxt ba

′′=

=

=

=

−−

−−−
′′

22

22

1

2

1

222

22

1

2

1

222
1

,τo

 

elde edilir. 
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Böylece  

baab

abab

xy

xy

baba

′′

′′

′′ττ ,  

 diyagramının değişmeli olduğu görülür. 

c) Bu aksiyom b)  aksiyomunda kullanılan metot ile benzer şekilde gösterilebilir 

d) aaa I== 1,,1 ττ  olduğu gösterilmelidir.  Burada ( )1,aI a =  dır. 

( )
( )
( )

a

a

I

a

asaassasa

assaasssasa

=

=

=

=

−−

−−−

1,

,

11,

1
1

10
1

0

11
1

10
1

1
1

0,1τ

 

ve 

( )
( )
( )

a

a

I

a

asasa

assssassa

=

=

=

=

−

−−−

1,

,

1111,

1
1

1

11
1

10
1

1
1

01,τ

 

elde edilir. 

 Böylece indirgenmiş simplisel gruplardan braided cat-gruplara bir funktor 

tanımlanabilir. 

( ).Re: GpBCatSimpGrp →Γ  

Teorem 3.3.1 Braided cat-gruplar kategorisi ile Moore kompleksinin boyutu 2≤  olan 

indigenmiş simplisel gruplar kategorisi denktir. 

İspat: Yukarıdaki ifadelerden zaten indirgenmiş simplisel gruplar kategorisinden braided cat-

gruplar kategorisine bir funktor tanımlanmıştır.  Bu yüzden Moore kompleksinin boyutu 2≤  
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olan indirgenmiş simplisel gruplar kategorisinden braided cat-gruplar kategorisine bir funktor 

tanımlanabilir. 

( ).Re: 2 GpBCatSimpGrp →Γ ≤  

Tersine  

I

ts

OAC :

,

 

Bir braided cat-grup olsun.  Bir indirgenmiş simplisel grup kurulabilir.  Oe ∈  birim eleman 

olsun.  { } OGveeG == 10  olduğu kabul edilsin.  Bu durumda { }10 ,GG  birim 

homomorfizması ile 1-parçalanmış simplisel grubu elde edilir.  O grubu I  tarafından sçek  

deki etkilerdir.  Yani  Ox ∈  ve sçeka ∈  için   ( ) ( ) sçekxaIxIa x ∈=
−1

 dir.  Gerçekten 

( ) ( ) ( )( ) 1111
=== −−

xxxaIxIsas x dir.  Bu etkinin kullanılmasıyla  

( )( ) ( ) ( )( )axaIxIxxaxax ′′′=′′ −1,,,  

grup etkisiyle  

sçekO ∝  

yarı-direkt çarpım grubu oluşturulabilir.  Diğer taraftan, O  grubu ( ) sçekOax ×∈,  ve 

Ox ∈′  için  

( ) ( ) ( )( )xaIxIxxax
x 1,, −′

′′=  

ile sçekO ∝  üzerine etki eder.  Bu etkinin kullanılmasıyla ( )sçekOO ∝∝  yarı-direkt 

çarpım grubu oluşturulabilir.  ( )sçekOOG ∝∝=2  olsun.  12 ve GG  arasındaki 

homomorfizimler 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,,1,1,1,,

,,

22
1
111

1
022,1

2
2

212,1
2

112,1
2
0

ccsccscaccd

ccaccdcaccd

===

==
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ile tanımlansın.  Bu dönüşümler simplisel özdeşliklerini sağlar.  Böylece  

( )012 ,, GGG  

indirgenmiş 2-parçalanmış simplisel grubu elde edilir.  Burada 2-parçalanmış simplisel grup 

kategorisinden simplisel gruplar kategorisine bir  2Cosk  funktoru vardır.  Aşağıdaki diyagramı 

verilebilir. 

( )

SimpGrpTr

GpBCatSimpGrp

Cosk

Re

Re

2

2

2

Θ
≤

 

ve bu bir funktor tanımlanmasını sağlar. 

( ) 2Re: ≤→∆ SimpGrpGpBCat  . 

Böylece kategorilerin denkliğinin diyagramı aşağıdaki gibi resimlenebilir. 

[ ]

[ ] [ ]

[ ]

[ ]
[ ]

( )

[ ]

ModX

GPCatB

BCM

SimpGrpRQM

2

13

13
16

9

179

2
12

Re

Re ≤

 

Diyagramdaki numaralar referans numaralarıdır. 
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4. ÇAPRAZLANMIŞ KÖŞE VE SİMPLİSEL GRUPLAR 

Çaprazlanmış köşe kavramı ilk olarak Alp  tarafından tanımlanmıştır [ ]18 .  M. Alp 

çaprazlanmış köşe ile çaprazlanmış kare arasındaki ilişkiyi açıklamıştır.  E. Ulualan bu konuyu 

yüksek lisans tezinde de incelemiştir [ ]20 .  Bu bölümde çaprazlanmış köşe ile çaprazlanmış 

karenin ilişkileri verilerek braided çaprazlanmış modüller, indirgenmiş simplisel gruplar ve 

çaprazlanmış köşe arasındaki denklikler kurulacaktır.  

Tanım 4.1.  [ ]19 , [ ]20 , [ ]21  Pve, SR  birer grup, SveR  , P  grubu üzerinde etkiye 

sahip ve yine R  nin S  üzerinde S  ninde R  üzerindeki etkisiyle birlikte grupların 

S

RP

v

µ

 

diyagramını göz önüne alalım.  PSRh →×:  dönüşümü ile birlikte aşağıdaki şartlar 

sağlanırsa bu diyagrama bir çaprazlanmış köşe adı verilir.  

1. ( ) ( ) ( )srhsrhsrrh r ,,, ′=′  

2. ( ) ( ) ( )srhsrhssrh s ′=′ ,,,  

3. ( )( ) 1, −= ppsph sµ  

4. ( )( ) 1, −= pppvrh r  

5. pp rsrs
r 1−

=  

6. pp srsr
s 1−

=  

dir.  Burada ( )( ) 1, −
= srhsr µ   ve ( )ssrvhsr ,=  şeklindedir. 

CCSimpGrp →≤2Re  
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 Şimdi Moore kompleksinin boyutu 2≤  olan indirgenmiş simplisel gruplar 

kategorisinden çaprazlanmış köşeler kategorisine bir funktor tanımlayalım.  Bu funktoru 

oluştururken hyper çaprazlanmış kompleks çiftlerinden yararlanacağız.   

 G, Moore kompleksi NG olan indirgenmiş bir simplisel grup olsun. 

1
11

1
01 ve ÇekdNGÇekdNG ==  

olmak üzere  

( )

1

13332

2

2/

NG

NGDNGNG

′∂

∂∩∂

 

diyagramının bir çaprazlanmış köşe olduğunu gösterelim.  Burada 11 ve NGNG , 2NG  üzerine 

1s  vasıtasıyla etki ettiğinden 
′

∂∂ 22 ve  homomorfizmlerinin birer çaprazlanmış modül olduğu 

kolaylıkla gösterilebilir. 

( )

( ) ],][,[,

/:

0111

333211

xsysysxsyx

DNGNGNGNGh

a

∩∂→×
 

şeklinde h dönüşümü tanımlayabiliriz. 

Şimdi çaprazlanmış köşe aksiyomlarının sağlandığını gösterelim. 

1. ( ) ( ) ( )2021210 ,,, 0 yyhyyhyyyh
y=  olmalıdır. 

( )

( ) 1
00

1
2100

1
01210120

1
10

1
2110

1
11211121

,

,
−−−

−−−

=

=

ysysysysysysyyh

ysysysysysysyyh
 

olup 
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( ) ( )[ ] ( )[ ]

( )

( )

( )[ ]( )(
)

( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )2021

1
00

1
2100

1
01210121

1
00

1
2100

1
01210121

1
00

1
10

1
211000

1
01

1
1021100121

1
00

1
10

1
211000

1
01

1
10211001

1
012101

1
00

1
10

1
21

1000
1

01
1

102110
1

10
1

2110
1

11211101

1
00

1
10

1
21

1000
1

01
1

102110
1

10
1

2110
1

11211101

1
00

1
10

1
211000

1
01

1
11211101

1002121101210

,,

,

,

,

,

,,,

0

0

11110

0

yyhyyh

ysysysysysysyyh

ysysysysysysyyh

ysysysysysysysysysysyyh

ysys

ysysysysysysysysysyyhys

ysysys

ysysysysysysysysysysysysys

ysysys

ysysysysysysysysysysysysys

ysysysysysysysysysys

yysysysyysyyyh

y

y

yyy

y

=

=

=

=

=

=

=

=

=

−−−

−−∂−∂

−−−−−

−−

−−−−

−−−

−−−−−

−−−

−−−−−

−−−−−

 

olur. 

2. ( ) ( ) ( )2010210 ,,, 1 yyhyyhyyyh
y=  olmalıdır. 

( ) ( )[ ] ( )[ ]

( )

( )(
)

( ) ( )
)

( )( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )2010

1
11201110

1
11

1
00

1
2100

1
0121011110

1
1100

1
2100

1
0121011110

1
00

1
11

00
1

00
1

2100
1

012101
1

00110010

1
00

1
11

1
2100

1
012101

1
001100

1
00

1
1100

1
011101

1
00

1
1100

1
012101

1
001100

1
00

1
1100

1
011101

1
00

1
11

1
2100

1
01211101

0021121101210

,,

,,

,

,

,

,,,

1

0101

yyhyyh

ysyyhysyyh

ysysysysysysysysyyh

ysysysysysysysysyyh

ysys

ysysysysysysysysysysyyh

ysysysys

ysysysysysysysysysysysys

ysysys

ysysysysysysysysysysysys

ysysysysysysysys

ysyysyysysyyyh

y

yy

=

=

=

=

=

=

=

=

=

−

−−−−

−∂−−∂

−−

−−−−

−−−

−−−−−

−−

−−−−−

−−−−

 

olur. 
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3. ( ) 13332 ve/ NGyDNGNGx ∈∩∂∈  için ( )( ) 1
2 , −=∂ xxyxh y  olmalıdır. 

( )( ) [ ][ ]xdsysysxdsyxh 2011212 ,,, =∂  

olup ( ) ( )1,2ve0 == βα  için  

( )( )( )( ) [ ][ ][ ] ( )3332011211

1

1,203 ,,,, DNGxdsysysxdsxysyxF ∩∂∈=∂
−

 

olup 

( ) [ ] ( )( )

1

1
1

1
1

33312 mod,,

−

−−

=

=

∩∂≡∂

xx

ysyxxs

DNGysxyxh

y

 

bulunur. 

4.     ( )33321 /ve DNGNGxNGy ∩∂∈∈  için  

( ) 1
2, −=∂ xxxyh y  

olmalıdır. 

( ) [ ][ ]ysxdsxdsysxyh 0212112 ,,, =∂  

olup ( ) ( )1ve0,2 == βα  olmak üzere 

( )( )( )( ) [ ][ ][ ][ ] ( )33302121101

1

10,23 ,,,,, DNGysxdsxdsysxysysxxyF ∩∂∈=∂
−

 

olup  

( ) [ ][ ] ( )( )

( )1

mod,,,

1
1

1

1
0

1
0

1
11

333012

1

=∂=

=

=

∩∂≡∂

−

−∂

−−−

yxx

xx

ysxysysxys

DNGysxxysxyh

y

yy

Q
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bulunur. 

5. 11 sve NGNGr ∈∈   için  

( )
xx srssr

1−

=  

olmalıdır.  

( ) ( )

( )

( )

( )11

,

1

11

111
1010

1
1

1
11

1
0102

1
2

=∂=

=

=

=

=

−

−

−−−

−−−

−

∂

∂

∂

rx

x

x

x

xx

srs

ssr
r

rrsrrdssrds

rrsssrsrsssrs

rsrhsr

Q

 

bulunur.  

6. 11 sve NGNGr ∈∈  için 

( )
xx rsrrs

1−

=  

olmalıdır. 

( ) ( )

( )

x

rx

x

x

xx

rsr

ssrrs

ssrrs

srdrssrdsrsr

srsssrsrsssrsr

r

s

1

11

111

1
1

1
0

1
10

1

1
0

1
10

1
1112

11

−

−−

−∂−

−−−−

−−−

=

=∂=

=

=

=∂

Q

 

bulunur.  

Dolayısıyla çaprazlanmış köşenin bütün aksiyomları sağlanmış olur. O halde 

CCSimpGrp →∆ ≤2Re:  
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şeklinde bir funktor tanımlayabiliriz. 

 Tersine, çaprazlanmış köşeler kategorisinden Moore kompleksinin boyutu 2 olan 

indirgenmiş simplisel gruplara bir funktor tanımlayalım. 

N

ML

λ

λ

′  

bir çaprazlanmış köşe olsun.  Bu durumda 

N

ML

λ

λ

′              ≅             

{ }11

1

N

ML

λ

λ

′  

olduğunu biliyoruz.  Şimdi  

{ }1N

ML

λ

λ

′  

indirgenmiş çaprazlanmış kareden bir bisimplisel grup elde edelim. 

{ }1→M   in bir çaprazlanmış modül olduğu açıktır.  Bu çaprazlanmış modülden  

{ }( ) { } { }111 ∝∝∝ MMML  

şeklinde indirgenmiş bir simplisel grup elde ederiz.  Burada   

{ } MM ≅∝ 1   

dir.  Dolayısıyla  

( ) { }1MMM ∝L  
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şeklinde bir indirgenmiş simplisel grup elde edilir.  Benzer şekilde { }1→N  çaprazlanmış 

modülünden de bir indirgenmiş simplisel grup elde edebiliriz.  Buradan,  

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

{ }1NNN

MMLMNL

MMMLL

NMN

NN

∝

∝∝∝

∝∝∝L

 

şeklinde bir bisimplisel grup elde ederiz. Burada NLLN ∝=  dir.  Şimdi Artin-Mazur [ ]21  

kodiyagonal funktoru kullanarak bir simplisel grup elde edelim. 

Kısaca bisimplisel gruplardan simplisel gruplara tanımlı Artin-Mazur [ ]21  kodiyagonal 

funktoru hatırlayalım.   G bir indirgenmiş simplisel grup olsun.  

( ) ∏
=+

=
nqp

qpn GG ,  

ve ( )nG  içinde bir n∇  normal alt grubunu pnpp Gx −∈ ,  ve ( ) ( )nn Gxxx ∈,...,, 10  olmak üzere,  

110 ++= p

h

pp

v xdxd  

şartını sağlıyorsa ( ) nnxx ∇∈,...,0  dir şeklinde tanımlayalım.  n∇  ve 1+∇ n  arasındaki yüz ve 

dejenere operatörleri  

( ) ( )n

h

jj

h

jj

h

jj

vv

j

v

jj xdxdxdxdxdxdxD ,...,,,,...,, 2111110 ++−−=  

ve 

( ) ( )n

h

jj

h

jj

h

jj

vv

j

v

jj xsxsxsxsxsxsxS ,...,,,,...,, 10110 +−=  

şeklinde tanımlıdırlar. 
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 Şimdi bu funktoru yukarıda elde ettiğimiz indirgenmiş bisimplisel gruba uygulayalım. 

Elde edeceğimiz simplisel grubun ilk öğesi  

{ }10 ≅G  

dir.  Diğer yandan elde edeceğimiz simplisel grubun ikinci öğesi 

{ }( ) { }( )111,00,1 ∝×∝=× NMGG  

grubunun bir alt kümesi olup bu küme  

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }1,11,:1,,1, 101 ndmdnmG hv ===  

şeklindedir.  Diğer taraftan  

{ }
( ) ( )( ) ( )1,,1,,1,

1: 1

mnnm

MNGf

a

∝∝→
 

dönüşümü bir izomorfizimdir. 

{ } { }1ve1 01 ≅∝∝≅ GMNG  

alarak 01 ve GG  arasında   

( )
( ) 11,,

11,,

1

0

=

=

mnd

mnd
 

homomorfizmlerini tanımlayalım.  Sonuç olarak { }01 ,GG  şeklinde indirgenmiş 1-parçalanmış 

simplisel grubunu elde edebiliriz.  

Şimdi elde edeceğimiz simplisel grubun üçüncü öğesini araştıralım.  Bu grup  

{ }( )( ) ( ) { }( )( ) { }( )( )1112,01,10,2 ∝∝×∝∝∝×∝∝=×× NNMNLMMGGG  
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grubunun bir alt grubudur.  Artin-Mazur [ ]21  kodiyagonal funktor tanımından bu kümenin 

elemanları 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1,,,1,,,,1,, 12112 nnmnlmm  

formunda olup  

( ) ( )1,,,1,, 1120 mnldmmd hv =  

ve 

( ) ( )1,,1,,, 1220 nndmnld hv =  

olmalıdır.  Bu eşitliklerden ( ) 21 ve nnlmm =′= λ elde edilir.  Yani 2G  nin elemanları  

( ) ( )( ) ( )( )( )1,,,1,,,,1,, 12

1

12 nnlmnllmm λλ ′′ −
 

formunda olur.  

( )( ) { }( )( )1: 2 ∝∝∝∝∝→ MNMNLGf  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )1,,,,,1,,,1,,,,1,, 2111112 mnmnlnnlmnlmm aλ′  

dönüşümü bir izomorfizimdir. 

 Böylece aşağıdaki gibi 2-parçalanmış indirgenmiş simplisel grubunu elde ederiz.  

( ) ( )( ) { }( )( ) { }( )( ) { }111:
1
1

1
0

1
1

2
2

2
1

2
0

1
1

1
0

,,,

,

2
dd

s

ddd

ss

MNMNMNLG ∝∝∝∝∝∝∝

 

Burada  

( ) ( ) ( ) ( )1,1,11,11,,,11,, 0
0

1
1

1
0 === smndmnd  
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ve 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )1,,1,1,,11,,

,1,1,,,1,11,,

,1,,1,,,,,

,1,,1,,,,,

,1,,1,,,,,

1
1

1
0

2211
2
2

211211
2

1

11211
2
0

mnmns

nmmns

mnmnmnld

mmnlnmnmnld

mlnmnmnld

=

=

=

′=

=

λ

λ

 

şeklinde tanımlıdır. 

 Böylece Moore kompleksinin boyutu 2≤  olan indirgenmiş bir simplisel grup elde 

ederiz.  Dolayısıyla çaprazlanmış köşe kategorisi ile Moore kompleksinin boyutu 2≤  olan 

indirgenmiş simplisel gruplar kategorisi denktir. 

 Şimdi çaprazlanmış köşe kategorisi ile braided çaprazlanmış modüller kategorisi 

arasındaki ilişkiyi inceleyelim.  Yukarıda elde ettiğimiz çaprazlanmış köşeden G ( )2  indirgenmiş 

simplisel grubunu göz önüne alıp bu simplisel grubun Moore kompleksini araştıralım.  Bu 

Moore kompleksin bir braided çaprazlanmış modüle sahip olduğunu göstereceğiz. 

{ }10 =NG  

dir.  Ayrıca 1
1

1
0 ve dd   in tanımlarından  

{ }( ) MNMNNG ∝≅∝∝≅ 11  

bulunur.  

 Şimdi 2
1

2
02 ÇekdÇekdNG ∩=  yi araştıralım. 

2
0d  nin tanımından 2

0Çekdx ∈  olması için gerek ve yeter şart   

( ) ( ) ( )1,1,11,, 11
2
0 == mlnxd λ  

olup 1
11 ,1 −== lmn λ  bulunur. 
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2
1d  nin tanımından 2

1Çekdx ∈  olması için gerek ve yeter şart   

 

 

dan 

( ) 1ve1 211 ==′ mmnln λ   

olmalıdır.  O halde  

( ) ( )( ) 2
1

2
0211 1,,,,, ÇekdÇekdmnmnlx ∩∈=  

olması için gerek ve yeter şart  

lmmlmlnn λλλ ===′==
−−− 1

12
1

1
1

1 ve,,1  

olup bu eleman 

( ) ( )( )1,,1,,, 11 llll λλλ −−′  

formunda olur.  Dolayısıyla 2NGx ∈  olduğunda bütün bileşenleri  l  ye bağlı çıkar.  O halde 

LNG ≅2  diyebiliriz. Yani ( )2G ,  2-parçalanmış simplisel grubun Moore kompleksi 

{ }( ) { }11 12 →∝∝ → ∂∂
MNL  

kompleksine izomorftur.  

 Burada  

( ) ( ) ( )( )
( )1,,

1,,1,,,
1

11
22

ll

lllldl

λλ

λλλ
−

−−

′=

′=∂
 

dir. Eğer  

( ) ( ) ( )1,1,11,ln,, 21
2

1 =′= mmnxd λ
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{ }( )

( ) ( )1,,1,,

1
11 −−

∝≅∝∝

nmmn

NMMN

a
 

izomorfizmini kullanırsak  

{ }112 →∝ →
∂

MNL  

kompleksini elde ederiz.  Burada Ll ∈  için  

( ) ( )lll λλ ′=∂ − ,1
2  

şeklinde tanımlıdır.  Şimdi  

NML ∝ →
∂2  

nin bir braided çaprazlanmış modül olduğunu göstermeliyiz. 

 İlk önce bu yapı üzerinde braiding dönüşümünü tanımlayalım. 

{ } ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )1,,,,

:,
−

→∝×∝−−

nanmhacnm

LNMNM

a
 

şeklinde olsun.  Burada h , çaprazlanmış köşenin dönüşümüdür. 

 Şimdi braided çaprazlanmış modüler aksiyomlarının sağlandığını gösterelim. 

{ } ( ) ( ){ }

( )
( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )[ ]

[ ]yx

acnm

nnananm

nanmhnanmh

nanmh

nanmh

acnmyxBC

mnan

,

,,,

,,,

,,

,

,,,,1

111

111

11

1
2

22

1

=

=

=

′=

′=

∂=

∂=∂−

−−−

−−−

−−

−

−

λλ

λλ

 

olur. 
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{ } xaaaxBC 1
2,2 −=∂−  olmalıdır. 

( ) NMnmx ∝∈= ,  ve La ∈  olmak üzere  

{ } ( ) ( ){ } ( )11
2 ,,,,, −− ′=′=∂ annmhaanmax λλλ  

( )( )amh nλ ′= ,      ( λ ′Q  çaprazlanmış modül) 

( )
( )

x

nm

mn

aa

aa

aa

1

,1

1

−

−

−

=

=

=

 

olur. 

{ } ( ) bbybBC
y1,3 −=∂−   olmalıdır.  

( ) NMacyLb ∝∈=∈ ,ve  için 

( ){ } ( ) ( ){ }
( )

( )1111

11

1
2

1

,

,,,,,

−−−−′′

−−

−

′=

′′=

′=∂

−

babb

bbabh

acbbacb

bba λλλ

λλλ

λλ

λλ

 

 Diğer aksiyomlar benzer şekilde −h dönüşümünün özellikleri kullanılarak 

gösterilebilir. 

 Şimdi braided çaprazlanmış modüller ve simplisel gruplar arasındaki denkliği 

kullanarak braided çaprazlanmış modüllerden çaprazlanmış köşelere bir funktor oluşturalım. 

ML →∂  bir braided çaprazlanmış modül olsun. Bu yapıdan  

 

G: ( ) { }1MMML ∝∝  

şeklinde indirgenmiş simplisel grup elde etmiştik. ( Bkz Bölüm 2 sayfa 13 )  
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Şimdi G simplisel grubundan bir çaprazlanmış köşe elde edelim.  Bölüm 4 de herhangi 

bir simplisel yapıdan bir çaprazlanmış köşenin nasıl oluşturulduğunu vermiştik.  Bu funktor G 

simplisel grubuna uygulanarak  

( )

1

13332

2

2/

NG

NGDNGNG

′∂

∂∩∂

 

şeklinde çaprazlanmış köşe elde edilir.  Burada G 2-parçalanmış olduğundan  

( ) 1333 =∩∂ DNG  

dir.  Şimdi 2NG  ve 1NG  in normal olduğuna bakalım.  Sayfa 15 deki 2
1

2
0 ve dd  nin 

tanımlarından  

( ) ( ) 2121
2

1121
2
0 ,,ve,, mmmmldmmmld ==  

olduğundan 

( ) 1ve1,, 211
2

1
2
021 ==↔∩∈ mmmÇekdÇekdmml   

olup 

12 =m  

bulunur.  Yani  ( ) 21,1, NGl ∈  olur.  O halde  

{ }( ) { }( )112 ∝∝≅ LNG  

dir. Şimdi 1NG  i araştıralım.  1
01 ÇekdNG =   olduğundan   

MNG ≅1  

olur.  1
11 ÇekdNG =   olduğundan   
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{ }11 ∝≅ MNG  

olur.  Çünkü ( ) 11
1 =md  dir.  O halde  

ML →  

braided çaprazlanmış modülünden elde edilen çaprazlanmış köşe  

{ }( ) { }( )

{ }1

11

∝

∝∝

M

ML

 

dir.  Çaprazlanmış köşenin −h dönüşümü ise braiding dönüşümü yardımıyla tanımlanabilir. 

 Bu bölümde yaptığımız çaprazlanmış köşe kategorisi CC , braided çaprazlanmış 

modüller kategorisi BCM  ve Moore kompleksinin boyutu 2≤  olan indirgenmiş simplisel 

gruplar kategorisi 2Re ≤SimpGrp  arasındaki ilişkileri kısaca aşağıdaki diyagramda verebiliriz. 

BCMBiSimpGrpCC

SimpGrp

MazurArtin−

≤2Re
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