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OZET

Bu tezde, Sasakian manifoldlar1 ve lorentzian O — Sasakian manifoldlari incelenmistir. Tez li¢
boliimden olusmaktadir. Birinci boliim diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve
sonuglar1 icermektedir.ikinci boliimde Sasakian manifoldlar: ile ilgili bazi temel tanim, teorem ve
sonuclart ¢alistik. Tezimizin son boliimiinde ise Lorentzian O — Sasakian manifoldlar1 ¢aligilmig bu

manifoldlarin bazi egrilik sartlar1 incelenmis ve ilgili baz1 mitkemmel sonuglara ulagilmigtir.

Birinci boliim Afin koneksiyon, Riemann egrilik tensorii. Einstein manifold, Weyl-conformal

tensorii, conformal flat manifold, Ricci egrilik tensorii gibi bazi temel kavramlar tanitilmustir.

Ikinci boliimde hemen hemen degme manifoldu,Riemann metrigi, Lie tiirevi,Killing vektor
alani, K-degme manifoldu gibi bazi temel kavramlar verilerek Sasakian manifoldlar1 tanitilmaya
calisilmis ve bir sonraki boliimiimiiz olan son boliimde O — Sasakian manifoldlarinda bazi egrilik

sartlar1 icin temel teskil etmistir.

Son boliimde Lorentzian 0t — Sasakian manifoldlar ile ilgili temel teorem ve tamimlariyla
beraber egrilik sartlarim1 saglamamizda kullandigimiz esitlikler verilmistir.Verilen tiim bu bilgilerin

15181inda yazilan teoremler ispatlanarak giizel sonuglar elde edilmistir.

Key Words : Conctact metric manifold, Curvation tensor, Einstein manifold, K-conctact manifold,
Lorentzian o — Sasakian manifold, Ricci curvation tensor, Sasakian manifold,
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SUMMARY

In this thesis, Sasakian manifolds and Lorentzian o — Sasakian manifolds are examined. Thesis
falls into 3 sections. In te first section includes somefundamental concepts and results which will be
used in other sections. In the second section, we study some fundamental describtions, thearies and
results about the Sasakian manifolds. In the last section, Lorentzian O — Sasakian manifolds are
studied, and some of the conditions of curvation are examined, and some of the reasanable results

related to it are attained.

In the first section, some of the fundamental concepts such as afin convection, Riemann
curvaton tensor, Eistein manifold, Weyl-conformal tensor, conormal flat maniold, Ricci curvation

tensor are introduced.

In the second section, Sasakian manifolds are introduced by giving some of the fundamental
concept such as nearly contact manifold, riemann metric, Lie involution, Killing vector area, K-

contact manifold, and inthe last section Lorentzian Ot — Sasakian.

In the last section, basic theories and definitions about Lorentzian Of — Sasakian manifolds and
aguivalences used to obtain conditions of curvation are given. Remarkable results are attained by

proving these theories by mentioning about all these information.

Key Words : Conctact metric manifold, Curvation tensor, Einstein manifold, K-conctact manifold,
Lorentzian o — Sasakian manifold, Ricci curvation tensor, Sasakian manifold,
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1.BOLUM
1.1. TEMEL TANIMLAR
Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlar verilecektir.

Tammm 1.1: M bir diferensiyellenebilir (COO) manifold olsun. M iizerindeki C* vektdr
alanlarinin uzay1 y(M) ve M den R ye c” fonksiyonlarin uzayi COO(M, R) olmak iizere, M iizerinde;
g: 2M)x (M) - C™(M, R)

seklinde tamimlanan pozitif, simetrik, 2-lineer g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir Riemann

manifoldu adi verilir ve (M, g) seklinde gosterilir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

M manifoldunun herhangi iki p ve ¢ noktasi i¢in M iizerinde bu noktalar1 birlestiren bir egri
bulunabilirse M ye baglantih manifold adi verilir. M baglantili ve temel grubu sadece birim

elemandan olusuyor ise M ye basit baglantili dir denir (O’Neill, 1983).

Tamim 1.2: M bir diferensiyellenebilir manifold ve M iizerindeki C “ vektor alanlarmin uzaylt

(M) olmak tizere;
2 — lineer

VM) x M) ——— x(M)

XY —— VX V)=V,Y
déniisimii v/, ge CT(M, R), VX, Y, Z e y(M) i¢in,
) Vx+z) = Vxy+ Vxz
i) Voo Z= fVyZ + gV, Z,

iii) Vo (1Y) = fV Y + XY



Ozeliklerini saglarsa, V'ya M {izerinde bir Afin Koneksiyon ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.3: (M, g) bir Riemann manifoldu ve V da M flizerinde tamimlanan bir afin

koneksiyon olsun. O zaman VX, Y, Zey(M) olmak lizere; V doniistimii;
i) VY-V, x=/X Y] (Koneksiyonun sifir torsiyon 6zeligi),
i) Xeg(Y,Z)=g(V,Y,Z)+g(Y,V,Z) (Koneksiyonun metrikle bagdasmasi 6zeligi)

sartlarini sagliyorsa, V' ya M {lizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya M nin Levi-

Civita Koneksiyonu adi verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 1.4: M bir diferensiyellenebilir manifold olmak {izere;
VM)xy(M) —="— (M)

XY —— VXY =W

bigiminde tanimlanan V operatorii, M nin bir U bolgesi iizerinde tanimli olup her bir C “ X Ye xU)

vektor alan ciftine U lizerinde VyY ile ifade edilen iiciincii bir C” vektor alant karsilik getirir. Bu
karsilik gelme asagidaki 6zellikleri sagladiginda V ya Lineer Koneksiyon (veya kovaryant tiirev)

adi verilir (O’ Neill 1983).
VX Y, ZeyM), Vfe COO(M, R) olmak iizere;
)V yZ =V, Z+V,Z,
i) Ve Y=fVy v,
i) Vi (Y+2) =V, Y+ V,Z,
v) Vi ((M)=fVxy + X(O)Y

dir.



Tanmm 1.5: (M, g) bir Riemann manifoldu, V de M iizerindeki Levi—Civita koneksiyonu

olsun.
R: M) x (M) x yM) - (M)
RX Y)Z=V,V,Z-V, VXZ—V[X’Y]Z (1.1)

ile tammlanan R fonksiyonu M iizerinde bir (1, 3)-tensor alanidir ve M nin Riemann egrilik tensorii
olarak adlandirilir. AynicaR(X, Y, Z, W) =g(R (X, Y)Z, W) tensoriine M nin Riemann-

Christoffel egrilik tensorii ad1 verilir.

Her X Y, Z V, W e (M) igin Riemann egrilik tensorii R asagidaki 6zelliklere sahiptir;

i) R(X Y)Z=-R(Y, X)Z (1.2)
i1) gR (X, V)V, W)=-gR X YW, V), (1.3)
i) R, Y)Z+R(Y, ZX+R(Z X)¥Y =0, (1.4)
v)  gRX YV, W)=gR WV, WX Y) (1.5)

(O’ Neill 1983).
Tamim 1.6: (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. M iizerinde sirasi ile & ve bir r-form
olmak tizere V,,..V, € T M (r>1) vektérleri igin M iizerinde
(CECO)(P) (Vz,...V ) = (D(é(P), V;,V:) bigiminde tanimlanan C.® (r-1)-formuna ®
nin § ile kontraksiyonu denir.

Tamm 1.7: (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. 7,M tanjant uzaymin iki boyutlu altuzay:

IT olmak tizere V, W e II tanjant vektorleri i¢in Q fonksiyonu;
oW, W) = g(V. V)W, W)~g(V, W)’

biciminde tamimlansim. Q(V, W) #0 olmak iizere;



g(R(V.W )W,V )

K, w) = (1.6)
owv.w)
olup buna /7nin kesitsel egriligi denir ve K(/J) ile gosterilir (O’Neill, 1983)
Tamim 1.8: (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e;,, e, . . . , e, lokal
ortonormal vektor alanlari olsunlar.
S:xM)x M) >R
X, Y) >SX ¥) =Y gR(e;, X)Y,e,) (1.7)
i=1

seklinde tanimli (0, 2) tipindeki S tensor alanina, M iizerinde Ricci e@rilik tensérii ad1 verilir (Yano

and Kon, 1984).
Tanmim 1.9: (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y e (M) igin;

SX V)= AgXY) (1.8)

olacak bi¢imde M tizerinde bir A fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensorii S, metrik tensor g nin

bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu ad: verilir (Yano and Kon, 1984).

Tamim 1.10: (M, g) n-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e;, e, . . . , e,} lokal

ortonormal vektor alanlari olmak tizere;
t= Y S(e,e,) (1.9)
i=1

degerine M nin skalar egriligi ad1 verilir (Yano and Kon, 1984).

Tanim 1.11: M r-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y, Zejy(M) i¢in M nin

Weyl conformal egrilik tensor alani;

X YVZ=R(X Yzt SX QY -S(Y, DX +g(X 90Y

n—2

-g(Y, ZQX]—( )[g(X 2Y-g(Y. 9X] (1.10)

n—-1) (n—2



ile tammlanir. Burada Q Ricci operatdriidiir (Yano and Kon, 1984).

Tamm 1.12: C = 0 ise M manifoldu conformal flat olarak adlandirilir (Yano and Kon,

1984).

Tamim 1.13: Sabit egrilikli, tam, baglantili manifoldlara uzay form denir.  n-boyutlu bir M
uzay formu M"(c) ile gosterilir. Eger,

c=0ise M"(c)=E" Okliduzay:

c=i2 ise M"(c)=S"(r) kiiresi
r

cz—i2 ise M"(c)=H"(r) Hiperbolik uzay
r

dir (Chen, 1973).

Tanim 1.14: M ve N, sirast ile, m ve n boyutlu birer C” manifold ve
lineer

« T M ——T N, VYpeM, tirev doniisimii 1:1 ise f fonksiyonuna bir immersiyon
p f(p)

(daldirma) denir (Chen, 1973).

Tanim 1.15: M ve N, sirast ile, m ve n boyutlu birer C” manifold ve
fo: T pM _lineer o f(p )N tirev dontistimii birebir ve f* tek degiskenli ise f ye M den N ye

bir imbeding adi verilir (Yano and Kon, 1984).

Tamim 1.16: (M, g) ve (N, g ) birer Riemann manifold ve /' M den N ye bir immersiyon

olsun. VX YETpM icin,

E(f+(X) f«(Y))=g(X.Y)

ise f ye bir izometrik immersiyon adi verilir (Yano and Kon, 1984).



2. BOLUM

2.1. SASAKIAN MANIiFOLDLAR

Tamim 2.1: M bir (2n+1)-boyutlu manifold, ¢, & 7 da M lzerinde, sirasi ile, (1,1)-tipinde
bir tensor alani, bir vektor alani ve bir 1-form olsun. Eger ¢, & 7 icin, M iizerinde herhangi bir

vektor alan1 X olmak {izere;

né)=1 (2.1)
ve

& X=-X+n(X)E 2.2)

ozellikleri saglantyor ise o zaman (@, & 77) ya M lizerinde bir hemen hemen degme yapisi denir. M

bu yapi ile bir hemen hemen degme manifoldu olarak adlandirilir (Yano and Kon, 1984).

Teorem 2.2: (¢, £ 17) hemen hemen degme yapisi igin;

D gE=0 (2.3)
i) ex)=0 (2.4)
ii) rank ¢=2n (2.5)

dir (Yano and Kon, 1984).

Tanim 2.3: Hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M {izerinde hemen hemen degme

yapisi (@, & n) olsun. M lizerinde bir g Riemann metrigi;
nx)=g(X.$) (2.6)
g(eX.0Y)=g(X, Y)-n(X)n(Y) (2.7)

sartlarin1 sagliyor ise g metrigine M lizerinde hemen hemen degme metrik, (9,7, g) yapisina da
hemen hemen degme metrik yapis,, (9, & 77, g) yapist ile M ye de hemen hemen degme metrik

manifoldu denir (Yano and Kon, 1984).



Teorem 2.1: (@, £ 7) hemen hemen degme yapisi igin;

D g0 (2)
ii) nex)=0 (2.9)
ii) rank ¢=2n (2.10)

dir (Yano and Kon, 1984).

Tamim 2.4: Hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M {izerinde hemen hemen degme

yapisi (@, & 1) olsun. M lizerinde bir g Riemann metrigi;
nx)=gX.$) (2.11)
g(eX.0Y)=g(X, Y)-nX)n(Y) (2.12)

sartlarin1 sagliyor ise g metrigine M lizerinde hemen hemen degme metrik, (¢,£7, g) yapisina da
hemen hemen degme metrik yapisi, (¢, & 77, g) yapisi ile M ye de hemen hemen degme metrik

manifoldu denir (Yano and Kon, 1984).

Sonuc 2.1: (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu M ile hemen hemen

degme metrik yapisi (¢, & 17, g) verilsin. Bdylece,

g(¢X. Y)=-g(X, ¢Y) (2.13)

dir (Yano and Kon, 1984).

Tamim 2.5: (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin.  Herbir 7 1-
formu i¢in 7A(dn)" #0 sarti saglanir ise 77 ya M nin degme yapisi ve M ye de degme manifoldu denir
(Yano and Kon, 1984).

Teorem 2.2: (2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M nin bir

degme yapis1 77 verildiginde;

gX oY) =dnX, Y) (2.14)

olacak sekilde bir hemen hemen degme metrik yapisi (@, &, 77, g) vardir (Yano and Kon, 1984).



Tamim 2.6: M lizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, &, i, g) igin;

X, Y)=g(X 9Y)

seklinde tanimli @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisi (@, & 77, g) nin 2. temel formu

denir (Yano and Kon, 1984).
Tanim 2.7: V bir reel vektor uzayi olmak iizere;
J:V—3V

lineer doniistimii;

sartin1 sagliyor ise J ye V iizerinde bir kompleks yapi denir.

(2n+1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin. Bu manifold {izerinde hemen
hemen degme yapisi (@, & 77) olsun.  Reel bir dogruyu R ile gostererek MxR ¢arpim manifoldunu

gozoniine alalim. MxR tizerinde herhangi bir vektor alani;

X, f;f ) seklindedir. Burada X, M ye teget bir vektor alani, ¢ R nin bir koordinati ve f
4

MXR iizerinde taniml1 bir fonksiyondur.
MxR nin tanjant uzayindaki bir J lineer doniigimi;
d d
T(X, £5) = (0X)-f & X)) 2.15)
dt dt
ile tanimlanir (Yano and Kon, 1984).

Sonu¢ 2.2: Yukaridaki sekilde tanimlanan J doniisimii MXxR iizerinde bir hemen hemen

kompleks yapi dir (Yano and Kon, 1984).

Tamim 2.8: M bir diferensiyellenebilir manifold olmak {izere M iizerinde (1, 1)-tipinde bir

tensor alan1 F olsun. VX, Ye y(M)igin;

Ne(X,Y) =F’[X, Y]+FX,FY]-F[F X, Y]-F[X,F Y]



seklinde taniml1 N tensor alanina F nin Nijenhuis torsion tensorii denir.
F=Jhemen hemen kompleks yap1 olmasi halinde de,
N/X.Y)=F[X.Y] + [JX.JY]- JJX.Y]- J[X.TY]
=-[X.Y]+[JXJY]-JJX.Y]- J[XJTY] (2.16)
dir (Yano and Kon, 1984).

Tanim 2.9: Eger MR iizerindeki bir J hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise (¢,

& 17) hemen hemen degme yapisina normaldir denir (Yano and Kon, 1984).

Ornek 2.1: £ Kaehler manifoldunun 3-boyutlu bir reel hiperkiiresi S olsun. £’ de S’ iin bir

birim normali C olmak iizere £ iin hemen hemen kompleks tensor alani J
J:E'—F
JC=-¢

bigiminde tanimlansin. O zaman & §° {izerinde bir birim vektor alam olur.  Yani Eey(S°) dir. S’ e
teget her bir X vektor alam igin 7(X)=g(X,&) olmak iizere 77 1-formu iyi tammhdir. Ustelik 7(&)=1
dir. Diger yandan,

JX=¢X+nX)C
esitligi ile ¢ lineer doniisiimiinii tanimlayalim.  Buna gore Y p=(p,, p» ps ps €S icin;

-1 0

— o O O
|
—_

yapist yardim ile;

J(C(p)=J(p1. P> p3s Py =(-Ps Ps D1 PI)=-¢&

elde edilir (Yano and Kon, 1984). Burada;



Ps
é;: Py
- D
2
dir.
Simdi g(X, &¢igin;
X P P
X
oX, HE=< 2, Py - yn
X3 || — Dy — P
Xy | = P2 — P,
oldugundan
Ds
D4
gX, OE=(x;ps+X2ps— X3P — X4 P2) »
i
- P>

elde edilir. Bdylece;
A=(x1 ps + X2 P4 — X3 1 — X4 P3)
olmak tizere;
gX, 9&=A8
esitligi elde edilir.  Ayrica,
YOX)=J(0X)-1(pX)C

HPX)=I(JX-n(X)C)-nIX-n(X)C)C

10



11

— X3 D

| " =47 )gexnoc, ac
X

- x, +Ap, — X, —Ap, P P
_ —-x, +Ap, —x,—Ap, Py P

-x, —Ap, —x,=Ap, | |- P, P,

! - Ap, _[(x3 =) ps +(x, = Ap,)py + (x, + Ap)p, +(x, +/1p4)p2]p1
Xy | -, _[(x3 —A)p;s +(x, = Ap,)py + (x, + Ap)p, + (x, +/1p4)p2]p2
—X; - Ap, _[(xz —Ap)p;s+(x, = Ap,)py + (x, + Ap)p, + (x, + ) p, ]p3
Xy -, _[(x3 —A)p;s+(x, = Ap,)py + (x, + Ap)p, + (x, +/1p4)p2]p4

dir. O zaman

X P
X
¢(¢X) —_ 2 + ﬂ, p4
X3 — P
X4 — P
oldugundan,
FX=-X+1(X)E

elde edilir. Bununla birlikte,

9 =J5-n(E)C

oldugundan,



0 0 -1
ot = 0 0 0
{10 0
0 1 0
bulunur. Bdylece;
n@xX)=g(¢X, ¢
=g(XnX) =0

Sonug olarak (@, & 77, g) yapis1 §° iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi olusturur.

25 P P P
Py P P P
— P Ps Ps Ps
2 Py Py Py

oldugu da agikca goriilebilir.

Tamim 2.10: M diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere;

P:RXM—— M

(t, p)——(p)

doniisiimii asagidaki sartlart sagliyor ise ¢ ye M nin diferensiyellenebilir bir

parametreli grubu adi verilir.

i) VteR icin
O -M——M
p——@(p)  bir diffeomorfizm
ii) vt, seR ve peM igin

D+s(p) = O(O(P)

dir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

12

Tamim 2.11: M lizerinde bir vektor alan1 X ve ¢, ise X ile genellestirilmis lokal doniisiimlii bir

1-parametreli grubu olsun. X vektor alanina gore bir K tensor alaninin X yoniinde LxK Lie tiirevi,
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1
(LxK)x = 111_1)101;[[{)(' (PK)x]

seklinde tanimlanir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

Tanim 2.12: M Riemann metrigi g olan bir Riemann manifoldu ve M lizerinde bir vektor alanm
Xverilsin. M nin her bir noktasiin bir komsulugunda X ile meydana gelen lokal doniigiimlerin lokal
1-parametreli grubu lokal izometrilerden olusuyor ise X vektor alam Killing vektoér alam adi verilir.

Boylece X bir Killing vektor alanidir < Ly g =0 dir (Yano and Kon, 1984).

Tamim 2.13: Degme metrik yapisi (@, & 77, g) olan (2n+1)-boyutlu bir M manifoldu degme
metrik manifold olarak adlandirilir (Yano and Kon, 1984).

Tamim 2.14: (2n+1)-boyutlu degme metrik manifoldu M verilsin.  Eger (¢, & 7, g) hemen
hemen degme metrik yapisinda verilen & vektor alan1 g ye gore bir Killing vektor alani ise o zaman M

tizerinde degme yap1 K-degme yapis1 ve M ye de K-degme manifoldu adi verilir (Yano and Kon,

1984).

Onerme 2.1: Bir degme metrik manifoldu M olsun. O zaman M bir K-degme manifoldudur

VyE=—gX (2.17)
dir (Yano and Kon, 1984).

Teorem 2.3: (2n+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu M nin bir K-degme manifoldu olmasi

i¢in gerek ve yeter sart asagidaki kosullarin saglanmasidir.

i) M bir & birim Killing vektor alanina sahiptir.

ii) M nin her bir noktasinda & y1 kapsayan diizlem kesitleri i¢in kesitsel egriligi 1 e esittir

(Yano and Kon, 1984).

Tamm 2.15: M, degme metrik yapisi (@, & 7, g) olan (2n+l)-boyutlu bir degme metrik
manifoldu olsun. Eger M nin degme metrik yapisi normal ise, M Sasakian yapiya sahiptir denir.
Bazan Sasakian manifold normal degme metrik manifold olarak da adlandirilir (Yano and Kon,

1984).
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Teorem 2.4: M lizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (@, & 7, g) bir Sasakian
yapidir & VX Yey(M) igin,
(Vx9)Y =g(X Y)§-n(VX (2.18)
dir (Yano and Kon, 1984). Burada;
V(oY) = (Vx@) Y + ¢V Y
dir.
Sonug 2.3: M bir Sasakian manifold ise M nin bir Riemann egrilik tensorii R olmak iizere;
R(X é= (VX - XY 2.19)
dir (Yano and Kon, 1984).

Teorem 2.5: M (2n+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak iizere M {izerinde bir birim
Killing vektor alan1 & verilsin.  Ayrica M nin egrilik tensérii R olmak {izere M Sasakian manifolddur

=
RX. Y =-g(X. V)é+ (V)X (2.20)
dir (Yano and Kon, 1984).

Uyar1 : Bir Sasakian manifoldu bir K-degme manifolddur fakat tersi sadece boy M =3
olmasi halinde gecerlidir (Yano and Kon, 1984).

Sonu¢ 2.4:M, degme metrik yapisi (¢, & 7, g) olan (2n+1)-boyutlu bir Sasakian manifold

olsun. Bu takdirde;
R(X Y)¢Z=¢R(X Y)Z+g(¢X HY-g(Y Z¢X

t8(X DoY-g(9pY, )X (2.21)

dir (Yano and Kon, 1984).
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Sonug 2. 5: M bir Sasakian manifold olmak iizere;
RX, Y)Z=-0R(X, V9pZ+g(Y, )X -g(X )Y
—8(9Y, X+ g(9X, JoY (2.22)
dir (Yano and Kon, 1984).

2.2. LORENTZIiAN o.-SASAKIiAN MANIFOLDLAR

[15] de. S. Tanno, otomorfik gruplart maksimum boyuta sahip olan hemen hemen degme

metrik manifoldlarin1 siniflandirmistir.  Boyle bir manifold icin, & y1 igeren diizlem Kesitlerin,

kesitsel egilikleri sabittir. Ve bu sabite ¢ diyelim. S. Tanno 3 smifa ayrilabilecegini de

gosterdi: [15]
(1) ¢>0 olmak tizere homojen normal degme Riemann manifoldlari.

(2) Eger ¢=0 ise, sabit holomophic kesitsel egriliklere ait Kaehler manifoldlari ile bir dogru

veya bir ¢cemberin global Riemann ¢arpimlari.
(3) Eger c<0ise, RXx ,C warped carpim uzay1

(1) smifina ait manifoldlarin bir Sasakian yapismin atanmasiyla karakterize edildigi
bilinmektedir. Kenmotsu (3) sinifina ait manifoldlarin diferansiyel geometrik 6zelliklerini karakterize
etmistir; bu sekilde elde edilen yapilar Kenmotsu yapisi olarak bilinir. Genel olarak, boyle yapilar

Sasakian degildir.

Hemen hemen Hermitian manifoldlarin Gray-Hervella siniflandirilmasinda, Hermitian

manifoldlarina ait W, smufi ortaya ¢ikar, bunlar lokal conformal Kaehler manifoldlar: ile yakindan
alakalidir. Eger M X R ¢arpim manifoldu W, sinifina ait ise M manifoldu iizerindeki hemen hemen
degme metrik yapisina bir trans —Sasakian yapist denir. C, ® C sinufi, ((X,B) bigimindeki trans-

Sasakian yapist ile eslesir. Gergekte, trans-Sasakian yapisinin alt siniflar1 olan C; ve C, yapilarinin,

lokal yapilar1 yani bir yerdeki ozellikleri, yapilar1 ve yapisal Ozellikleri tamamiyle karakterize

edilmistir.
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Sonug¢ 2.6: o sifir olmayan bir sabit olmak iizere ((X,B) seklinde olan bir trans-Sasakian

yapisi daima O -Sasakian dir.

Bu durumda o bir sabit olur. Eger ol=1 ise, O -Sasakian manifoldu Sasakiandir. Bu tezde

C=0 oldugu Lorentzian o -Sasakian manfoldlarm kesfediyoruz. Burada C Weyl conformal egrilik
tensorii sonra C =0 oldugu durumlardaki Lorentzian O¢-Sasakian Manifoldlar lizerinde de galisacagiz.

C quasi conformal egrilik tensoriidiir. Her iki durumda da, Lorentzian O -Sasakian manifoldunun

S*"*! kiiresine izometrik oldugu gosterilmistir, burada ¢ = o’ dir. [12]

Son olarak, R (X ,Y ).C =0 bi¢imindeki Lorentzian 0« -Sasakian manifoldu dikkate
alinmistir, burada R(X ,Y ) , X, Y teget vektorlerine ait manifoldun her bir noktasindaki tensor
cebirinin tiirevi olarak degerlendirilmistir. R (X Y ) R=01m R (X Y ) .C =0 ifadesini gerektirdigi

kolayca gorilmektedir. Dolayisiyla R (X Y ).C =0 sartim1 saglayan manifoldlar tizerinde ¢alismak

yeterlidir.

Tamm 2.16: M (2n+1) boyutlu Lorentzian O -Sasakian manifoldu olsun. M iizerinde ¢ (1,

1)-tensor alam, & kovaryant vektor alam, 1) kovaryant vektor alam ve g Lorentzian metrigi ise

asagidaki esitlikler saglanir. [6], [7], [8], [9], [10], [11]

n(g) = -1 (2.23)

¢ = 1MoL (2.24)
g(90X,0Y) = g(X,Y)+n(X)n(Y) (2.25)

g(Xx,8) =n(X) (2.26)
=0 n(¢eX)= 0 (2.27)

Burada V, g Lorentzian metriginin yonlii tiirev operatoriinii gosterir. Bir ol -Sasakian

manifoldunda asagidaki bagintilarin saglandigi kolaylikla goriilebilir. [12]



VX& = —(Xq)X,

(VXT])Y = —OCg((])X,Y).

(2.28)

(2.29)

Eger S Ricci tensorii herhangi X, Y vektorleri ve M {izerinde a, b fonksiyonlar i¢in

S(X,Y)=ag(X.Y)+n(X)n(Y)

ise M o -Sasakian manifolduna M-Einstein manifoldu denir. [12]

Ayrica (¢, &, g) yapili bu tip bir o -Sasakian manifoldunda asagidaki bagintilar

saglanir. [12]
R(EX)Y = o (g(X.Y)E-n(Y)X)
R(X.Y)E = o (n(Y)X -n(X)Y)
R(EX)E = o (n(X)E+X)
§(X.§) = 2na'n(X)

0§ = 2na’g
S(£.E) = — 2no’

Burada R egrilik tensorii, S Ricci tensorii Q Ricci operatdrii diir.

Ayrica ©#-Weyl ve Concircular egrilik tensorleri sirasi ile

P(X,Y)Z:R(X,Y)Z—z—ln[S(Y,Z)X—S(X,Z)Y]

Z(X Y)W =R(X, Y)W ——— )[g(Y,Z)X—g(X,Z)Y]

2n(2n+1

seklinde tanimlanir.[12]

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)



18

Tamim 2.17: M diizgiin, parakompakt Housdorff manifoldu olsun. []:7M — M de

M’nin tanjant demetini gostersin. M’nin bir g yari-Riemann metrigi, M’de (0,2) tipinde diizgiin

simetrik tensor alamdir 6yle ki Vpe M igin
g|p:TPM><TpM—R
tensori (-, ..., -, +, ..., +) isaretli non-dejenere bir i¢ ¢arpimdir.

M iizerinde (u, ()c1 yeees X )) lokal olarak koordinatlardaki g yari-Riemann metrigi

gl = z g, (x)dx, ® dx, olarak alnabilir, buradaki g, , = g

i,j=1

Jii

ve detg ,7—[ 0 dir. Eger g, s tane negatif eigen degerine ve r = n — s tane pozitif eigen degerine sahipse
o zaman g, (s, r) tipindendir denir. Her pe M igin g| ’nin diag{—l,...,—1,+l, vy +1} ile

gosterilebilecek sekilde lokal koordinatlar: vardir. (Beem vd 1996)
Tanim 2.18: M diferansiyellenebilir bir manifold ve g’de M {izerinde sabi indeksli bir

metrik tensor olmak iizere (M, g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir. (O’neill 1983. Duggal

ve Bejancu 1996 ).
Tamim 2.19: (M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. g’nin sabit indeksi q’ya (M, g)

yari-Riemann manifoldunun indeksi denir, q indeksli ve n-boyutlu bir yari-Riemann manifoldu M

ile gosterilir. (O’neill 1983. Duggal ve Bejancu 1996 ).

Tamim 2.20: M bir yari-Riemann manifoldu olsun. Eger n 22 ve q=1 ise, bu durumda

M yari-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir. (O’neill 1983. Duggal ve Bejancu 1996 ).

Ozel olarak q=0ise, bu durumda M" bir Riemann manifoldu ve de bir

Riemann metrigidir.
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3.BOLUM
3.1. LORENTZIAN 0 -SASAKIAN MANiFOLDLARDA BAZI EGRILiK SARTLARI

Bu boliimde daha 6nceki bolimlerde verdigimiz teoremlerden faydalanilarak Lorentzian -

Sasakian manifoldlarda bazi egrilik sartlarina bakilmis ve orijinal sonuglara ulasilmistir.

Teorem 3.1: M, (2n+1) boyutlu bir Lorentzian ¢(-Sasakian manifold olsun. Eger M semi-

simetrik ise M S (¢) kiiresine lokal izometriktir. Burada ¢ =0 dir.
Ispat: M Lorentzian o -Sasakian manifold olsun ve R.R=0 sartin1 saglasin. Béylece
(R(X,Y)R)(Z,U)W =R(X,Y)R(Z,U)W-R(R(X,Y)Z, U)W
—R(Z,R(X,Y)U)W -R(Z,U)R(X,Y)W =0 3.1)
yazilir ve (3.1) denkleminde X=Z= & alinirsa,
(REY)R)(EU)W =R(EY)R(EU)W —R(R(EY)EU)W
—R(E,R(EY)U)W -R(EU)R(E Y)W =0 (3.2)
elde edilir.
R(EY)R(E U)W esitliginde R(E,U)W yerine (2.30) uygulanirsa
R(EY)R(EU)W = R(EY) | o (g(U.W)E-n(W)U)] (3.3)
REY)REU)W = o g(UW)R(EY)E-oan(W)R(EY)U

elde edilir ve burada da R(&,Y )& yerine (2.30) ve (2.31) uygulanirsa



REY)R(EU)W =o'g(U. W) o’ (n(Y)E+Y)]
—an (W) o (g(¥ U)é—n(U)Y)]

R(EY)R(EU)W =0 (1) g (U )E+ g (UW)Y
—an (W) g (Y.U)E+an(W)m(U)Y

elde edilir.

Asagidaki (3.4) esitliginde R (&,Y)& yerine (2.31) uygulanirsa
R(R(EY)EU)W = R(a* (n(Y)E+Y), U)W
R(R(EY)EU)W =an(Y)R(EY)W+a’R(Y, U)W
elde edilir ve burada da tekrar R(&,Y)W esitligine (2.30) uygulanirsa
R(REEY)EU)W =an(Y)g(U.W)e—an(Y)n(W)U+o’R(Y, U)W
elde edilir. (3.5) esitliginde de R(&,Y)U ya (2.30) uygulanirsa
R(ER(EY)U)W = R(E, 0 (g(Y.U)E-n(U)Y))W
REREYIU)W =a’g(Y,U)R(EE)W —am(U)R(E Y)W
elde edilir. R (&,&)= 0 oldugundan ve kalan esitlikte de (2.30) uygulanirsa

REREYIUW = —on(U) g (Y.W)e+an(U)n(W)Y

esitligi elde edilir.

(3.4)

(3.5)

20



21

Asagidaki R(&,Y)W esitliginde (2.30) uygulanirsa
R(EU)R(EY)W = R(EU) (g (V) (W)Y)
REREYIU)W = o’g(Y.W)R(EU)E-on(W)R(EU)Y
elde edilir ve burada da (2.31) ile (2.32) uygulanirsa
R(EU)RE Y)W = am(U)g(Y.W)E+a'g (Y. W)U (3.6)
—am(W)g(U.Y)E+an(W)n(¥)U

elde edilir.

(3.3)-(3.4)-(3.5)-(3.6), (3.2) de yazilir ve gerekli sadelestirme yapildiginda
(R(f,Y).R)(cf,U)W =oc4g(U,W)y—oczR(Y,U)W—oc“g(Y,W)U= 0
dir. Buradan

R(Y,UW =0’ (g(UW)Y-g(Y.W)U)

elde edilir.Boylece R.R=0 sartin1 saglayan Lorentzian O -Sasakian manifoldlar §*"*' (c) kiiresine

lokal olarak izometriktir.

Teorem 3.2: M (2n+1) boyutlu bir Lorentzian O -Sasakian manifold ve R.P=0 sartim

saglasin. Bu durumda M bir Einstein manifoldudur.

Ispat: M Lorentzian o -Sasakian ~ manifold ve  R.P=0 sartini

saglasin. VX,Y,Z,U,W € Z(M) icin
(R(X,Y)P)(z,U)W =R(X,Y)P(Z,U)W-P(R(X,Y)Z,U)W
—P(Z,R(X,Y)U)W—-P(Z,U)R(X,Y)W =0 (3.7)

elde edilir ve (3.7) denkleminde X=7Z= & almnirsa,
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(R(EY)P)(EU)W =R(EY)P(EU)W - P(R(EY)EU)W
—P(&R(EY)U)W—P(EU)R(E Y)W =0 (3.8)

yazilabilir.

R (é’;, Y ) P (&, U ) W denkleminde P(&, U ) W esitligi yerine (2.36) uygulanirsa

R(EY)P(EU)W = R(&,Y)[R(&,U)W—2—1n(S(U,W)§—S(§,W)U)} (3.9)

elde edilir. Ve burada R(EU)W esitligine (2.30) ile S(&,W) esitligine de (2.33) uygulanirsa

buradan

REY)PEUIW = R(EY)| (o (2(U.W)E-S(U.W)E))]

—2—1’1(S(U,W)§—2noc2n(W)U)

REY)P(EU)W = a’g(U.W)R(EY)E-n(W)R(EY)U

~ L S(UW)R(EY )G+ 2n0m(W) R(ET)U

elde edilir. Elde edilen bu denkleme (2.30), (2.31), (2.32) uygulanirsa

() g (Y,U)E—an(W)n(U)Y

esitligi elde edilir.



P(R (§,Y)E,U )W esitligindeki R(&,Y)& yerine (2.32) uygulandiginda
P(R(EY)EU)W = P(o’ (n(Y)E+Y), U)W (3.10)

P(REY)EU)W =an(Y)P(EU)W+a’P(Y,U)W
elde edilir. Ve burada bu denklemede (2.36) uygulanirsa

P(R(EY)E U)W =oczn(Y)[R(&,U)W—zin(S(U,W)&—S(&,W)U)}

+or? [R(Y,U)W—%H(S(U,W)Y—S(Y,W)U)}

elde edilir. Burada da (2.33) uygulanip a¢ildiginda

P(R(EY)EU)W =an (V) R(EU)W 5 n(Y)S(U.W)E

+—an()m)U

YRV UV =S (U W)Y +—— oS (¥, W)U
2n 2n

yazilir ve gerekli sadelestirmelerle birlikte

PIRET)EV)W - -

n(Y)S(U.W)&+an(Y)n(w)U

(XZ
S(U,W)Y—
2n 2n

(xz

+

S(Y,w)U

esitligi yazilabilir.

Verilen (3.11) denkleminde gerekli yere (2.30) uygulandiginda
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P(ER(EY)U)W =P(E,a(g(Y.U)E-n(U)Y))W (.11
PER(EY)U)W =g (Y,U)P(EE)W —arn(U)P(E Y)W

denklemi elde edilir. bu esitlige (2.36) uygulandiginda
> 1
PERENUNY —-on(U)| REEVIW =3 (S(r)e-5(6m)Y) |
2 1 2
PER(EY)U)W ==an(U)R(EY)W +——an(U)S (Y. V)8
L 2na(U)m(W) Y
2n
elde edilir. Ve buradan da

P(&R(EY)U)W =-an(U)(o¢ (g (¥ )E=n(W)Y))+ -on(U)S (V.1 )%

~L o (U (W)Y
2n

esitligi elde edilip neticede asagida esitlik bulunmustur.
PER(EY)U)W = -n(U)S(V.W)E-an(Um(W)Y
P(E,U)R(E,Y)W esitliginde (2.30) uygulanirsa
PEU)R(E Y)W =P(EU)a’ (g (Y. W)E—n(W)Y) (3.12)

PEU)R(E Y)W =a’g (Y. W) P(EU)E—an (W) P(EU)Y

denklemi elde edilir.Bu denkleme (2.36) uygulandiginda
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PEUIRETIW ~0’g()| REV)E— (S(U.E-S(EE)

~oen()| REU)Y = (S(U1)E)S (B 1)U

esitligi elde edilir. Bu denklem diizenlendiginde ise
P(é,U)R(&,Y)W =—OL4T](U)g(Y,W)é—oc“g(Y,W)U

(XZ

+—(W)S (U )E-an(W)n(V)U

denklemi elde ediliyor.
(3.9)-(3.10)-(3.11)-(3.12), (3.8) de yerine yazilir ve gerekli sadelestirme yapildiginda
S(U.Y)=2na’g(Y,U)=4non(Y)n(U) +2n0n(Y)n(U)-2m(Y)n(U)
+2m (Y )n(U)+2nan(Y)n (V)
esitligi goriiliir ve
S(U,Y)=2na’g(Y,U)
elde edilir.Boylece M Einstein manifoldudur.

Teorem 3.3: M (2n+1) boyutlu bir Sasakian manifold olsun. R.Z=0  sartin1 saglayan

Lorentzian 0-Sasakian lokal olarak §*'(c) kiiresine izometriktir. (c= o)
Ispat: M Lorentzian ot -Sasakian manifold olsun. M iizerinde
(R(X,Y)Z)(V,U)W =R(X.,Y)Z(V,U)W-Z(R(X,Y)V, U)W
~Z(V.R(X,Y)U)W-Z(V,U)R(X. Y)W (3.13)

olur ve (3.13) denkleminde X=V= & alinirsa,



(R(&Y)Z)(EU)W = R(EY) Z(EU)W - Z(R(E.Y)EU )W
~Z(ER(EY)U)W-Z(EU)R(EY)W (3.14)
Asagidaki (3,15) esitligine (2.37) uygulandiginda

T
2n(2n+1)

R(EY)Z(EU)W=R(E,Y) | R(EU)W - (g(UW)e—g(EW)U)| (3.15)

denklemi yazilir. Ve bu denkleme de (2.30) ve (2.26) uygulanirsa

o’ (g(UW)g-(W)U)

2n(2;+1)g(U’W)&

+2n(21n+1)n(W)U

R(EY)Z(EU)W =R(EY)| -

esitligi elde edilir. Parantez agildiginda ise
R(EY)Z(EU)W =o’g(UW)R(E,Y)E—am(W)R(E.Y)U

T

o EURENE+ s

2n(2n+1)

n(w)R(EY)U

elde edilir. Tekrar bu denkleme (2.32) ve (2.30) uygulandiginda ise
REY)Z(EU)W=a'g(UW)N(Y)E+a'g(U,W)Y —a'n(W)g(Y,U)E

T
2n(2n+1)

+a4n(W>n(U>Y—2n(;+l)oczgw,W)n(Y)é— og(UW)Y

T

2n(2n+1) OLZT](W)T](U)Y

)ocn(W)g(YaU)&—
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denklemi elde edilir.

T
Ve burada o° ———————=A yazilirsa yukaridaki denklem,
2n(2n+1)

A0 (Y) g (UIW)E+ Acig (UW)Y — don(W) g (Y.U) &+ Aan (W) n(U) Y
elde edilir.
Z(REY)EU)W = Z(o’ (n(Y)E+Y), U)W (3.16)
yukarida yazan (3.16) esitligine (2.31) uygulanmis
Z(REY)EU)W =an(Y)Z(EU)W+’Z(Y,U)W
elde edilmistir. Bu esitligi de (2.37) uygulanirsa

T

2R(ENEUIY (1) KU -

(g(U,W)é—g(é,W)U)}

T

+o? {R(Y,U)W——zn(znﬂ)

(gw,ww—g(ww)}

elde edilir ve yine o — =A esitligi kullanilirsa,

2n(2n+1)
Z(R(EY)EU)W = don(¥) g (U,I)&- Aoin(¥)n(W)U

+oR (Y, U)W - o’g (U W)Y

2n(2n+1)

denklemi elde edilir.

V4 (&, R (&, Y )U ) W denkleminde R (&, Y ) U esitine (2.30) uygulandiginda
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Z(EREYIU)W=Z(Ea’g(Y,U)E—ain(U)Y)W (3.17)
Z(EREX)U)W = —an(U)Z(5Y)W
elde edilir. (2.37) uygulanir ise

T
2n(2n+1)

Z(ER(EY)U)W =—an(U)| R(EU)W ~ (g(v.W)E-g(&W)Y)

elde ediliyor ve burada da (2.30) yerine yazilirsa

Z(ER(EY)U)W =—a(U)g (Y, W)E+an(U)n(W)Y

T 2

+2n(2n+1)°‘“(U)g(Y,W)é_ T

2n(2n+1)

an(U)n(w)Y

esitligi bulunuyor.Ve yine burada o> — =A esiti yukaridaki denklemde yazilirsa,

2n(2n+1)
Z(ER(EY)U)W ==Aom(U) g (Y.IV)&+ Aocn(U)n(W)Y
elde edilir.

Z(EU)R(EY)W=Z(EU)(g(Y.W)E—an(W)Y) (3.18)
ZEU)REW = wg(Y.W)Z(EU)e-an(W)Z(EU)Y

yukarida ki denkleme 6nce (2.30) sonra da (2.37) uygulanirsa asagidaki

Z(EU)RE Y)W = oczg(Y,W)[oczn(U)amczU— 2n(;n+1) (n(U)&+U)}

T
2n(2n+1)

—oczn(W){oczg(UaY)&—Oczn(Y)U— (g(UaY)&—n(Y)U)}
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denklem elde ediliyor. Denklem agildiginda ise

Z(EU)REY)W =a'n(U) g (Y. I)E+a'g (Y. H)U

T 2

-—F—onU)glY,W
rerrLALALRL
o g (VW)U —an(W) g (U.Y)g+on(W)n(¥)U
n(2n+1)
o (W) g(U.Y)E - —an(W)n(Y)U
2n(2n+1) 2n(2n+1)
esitligi elde ediliyor. Tekrar bu yukaridaki denkleme o° ———————=A esitligini uyguladigimizda,
2n(2n+1)

Z(EU)R(EY)W = Aoin(U) g (Y.IV)E-+ AoCg (Y. I)U
— @ (W) g (U, )&+ dan (W) n(Y)U

elde edilir.

(3.15)-(3.16)-(3.17)-(3.18), (3.14) de yerine yazilir ve gerekli sadelestirme yapildiginda sonug

olarak
R(Y,U)W=a2g(U,W)Y—a2g(Y,W)U (3.19)
elde edilir. Ve boylece R.Z=0 sartin1 saglayan Lorentzian o -Sasakian lokal olarak S*"*' (c) , (c=
o) kiiresine izometriktir.

Teorem 3.4: M (2n+1) boyutlu bir Sasakian manifold olsun. R. C=0 sartin1 saglayan

Lorentzian O¢-Sasakian lokal olarak S*"*' (c) kiiresine izometriktir. (c= o’ )[12]

Ispat: M Lorentzian o -Sasakian manifold olsun.

(3.4), (3.6) ve (3.9) kullanilarak X=§ esitligi uygulandiginda,



C(X.Y)Z=R(X.,Y)Z+

1 [S(X,2)Y-S(Y,Z)X
2n—1|+g(X,Z)0Y—g(Y,Z)oX

_ T
2n(2n—1)

[g(X.2)Y-g(¥.2) X ]

(3.20) denkleminden (3.21) elde edilir.

(o Jlerzm - zmm)

n(C(X.Y)Z)=
7l s z)n(x)-s(X,2)n(¥))

(3.21) denkleminde Z=§ almir ve (2.26) ile (2.33) uygulamirsa

n(c(x,Y)&)=0,

elde edilir ve tekrar (3.20) de X=& esitligi uygulanirsa

elde edilir. Simdi

(REEY)C)(U V)W = R(EY)C(UV)W-C(R(EY)U V)W
—C(U,R(EY)V)W—-C(U,V)R(E Y)W

R(X,Y)C =0 esitligi geregince

g[REY)C(UV)W.E]-g[C(REY)U.V)W.E]

—g| C(R(&Y)UV)W,E]-g[C(UV)R(EY)W,E]=0

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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(3.24) esitliginde (3.26) ve (2.30) esitlikleri uygulanirsa
—og(C(U V)W Y)-on(Y)n(C(UV)W)-o’g(Y,U)n(C(E V)W)
+an(U)n(C (Y. 7)W)-a’g(Y,V)n(C(UE)W)+on(V)n(C(U,Y)W)
~og(Y,W)n(C(U,V)E)+an(W)n(C(U,V)Y)=0 (3.25)
(3.25) esitliginde U=Y alinirsa
~og(C(U V)W, U)-on(U)n(C(UV)W)-o’g(U,U)N(C(E V)W)
+oan(U)n(C(UVYW)-og(U,V)n(C(UE)W)+on(V)n(C (U, U)W)
~og(UW)n(C(UV)E)+on(W)n(C(U,V)U)=0 (3.26)
elde edilir. Her noktada tanjant uzayin ortanormal bazi olan {&,:i =1, ... ,2n+1}
1<i<n igin (3.26) denkleminde U=&, uygulanirsa

—2nan(C(&,V)W)=0

n(CEV)W)=0 (n>1) (3.27)
N(C(X,Y)&)=0 ve (3.25) ile (3.27) denklemlerinden
~g(C(U V)W, Y)-on(Y)n(C(U,V)W)+on(U)n(C(Y,V)W)
+oa'n(V)n(C(U, Y)W )+on(W)n(C(UV)Y) =0 (3.28)

elde edilir ve (3.28) da (3.21) uygulanirsa
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—o’g(C(U,V)W,Y)

| (2—;—1>{n(U)g(Y,V)—n(V)g(U,Y)}

+o'n (W) P =0 (3.29)
"H-)sy.y)-n(r)sU,r)}
elde edilir. (3.27) geregi (3.29) denkleminden
S(Y,Z):(i—ocz)g(Y,Z)+( i —(2n+1)0c2jn(Y)n(Z) (3.30)
2n 2n+1
elde edilir ve (3.28) ve (3.30) bize gosterdi ki
—-o’g(C(U,V)W,Y)=0 (3.31)

yani buradan C (U ,V)W = 0 oldugu goriiliir.

Béylece R.C=0 sartini saglayan Lorentzian ot -Sasakian lokal olarak §>"*' (c) kiiresine

izometriktir. (c= o)

Teorem 3.5: Conformally flat Lorentzian ot-Sasakian manifoldu lokal olarak S*"*' (c)

kiiresine izometriktir. (c= o).

Ispat: quasi Weyl conformal egrilik tensorii C ,

. {S(Y,Z)X—S(X,Z)Y }
C(X,Y)Z=aR(X,Y)Z+b

+g(Y,Z)0X —g(X,Z)QY (3.32)

s

yukaridaki denklemde a ve b sabitleri ve a,b# 0 ve

S(Y,Z)=g(0Y,Z).
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C=0 oldugundan (3.32) denkleminden

R(X,Y)Z:—S{S(Y,Z)X—S(X,Z)Y—g(Y,Z)QX—g(X,Z)QY}

+{(;(i+2bj}{g(Y,Z)X—g(X,Z)Y}. (3.33)

2n+1)a\ 2n

(3. 46) denkleminde Z =& alinir ve (2.26), (2.31), (2.33) esitlikleri uygulanirsa ,

o’ (n(Y)X—n(X)Y)=—§{n(Y)QX—n(X)QY} (3.34)

elde edilir. Y =& almir ve (2.23) uygulanirsa biz asagidaki (3.35) denklemini elde edecegiz.
OX = ;(i+2bj—2na2 “Larlx
(2n+1)b\ 2n b

+{m(;—n+2bj—4naz—%az}n(x)g (3.35)
(3.35) denkleminde gerekli diizenlemelerden sonra
T=2n(2n+1)o’. (3.36)
(3.36) y1(3.35) de kullanirsak
OX = 2ne X. (3.37)
elde edilir. Son olarak (3.37) yi (3.33) de kullanirsak
R(X,Y)Z=0{g(Y,Z)X-g(X,Z)Y].

oldugu goriiliir ve yar1 conormal flat Lorentzian ot-Sasakian manifolduna lokal olarak S*"*' (c)

kiiresine izometriktir. (c= o’)
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Teorem 3.6: M (2n+1) boyutlu bir Lorentzian ¢-Sasakian manifold olsun.M P.R=0 sartin1

saglasm.Bu durumda M bir Einstein manifoldudur.

Ispat: M Lorentzian o -Sasakian manifold ve P.R=0 sartini

saglasi. VX,Y,Z,U,W e y(M) icin
(P(X,Y)R)(Z,U)W =P(X,Y)R(Z,U)W-R(P(X.,Y)Z,U)W
—R(Z,P(X,Y)U)W—-R(Z,U)P(X,Y)W =0 (3.38)
dir. (3.38) denkleminde X =Z =& almursa,
(P(EY)R)(E U)W =P(EY)R(EU)W -R(P(EY)EU)W
—R(E,P(EY)U)W—-R(EU)P(E Y)W =0 (3.39)
dir,

P(E,Y)R(E,U)W ifadesinde R(EU )W esitligi yerine (2.30) uygulanirsa

P(EY)R(EU)W =P(EY[o (g(U.W)E-n(W)U)])
elde edilir ve yukaridaki denklemi agarsak,
PEY)R(EV)W = g (U,I) P(EY)E—an(W) P(EY)U (3.40

elde edilir. Buradaki (3.40) denklemine gereken ifadelere (2.36) uygulanirsa ,

P(i,Y)R(éyU)W=Otzg(U,W)[R(é,Y)i—i(S(Yaé)é‘s(g’é)y)}

(3.41)
()| RE)U-5-(S(0)E-SEV)Y))

elde edilir.(3.41) esitligine de (2.30) ve (2.31) uygulanirsa
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2

P(&Y)R(EU)W =—on(W) g (¥.U)g+2-n(W)S(Y.U) (3.42)

esitligi yazilabilir.

R (P (&Y ) EU ) W ifadesinde ki P(&, Y )& esitini (3.41) denkleminde O olarak hesapladigimiz

i¢in
R(P(E,Y)EU)W =0 esitligini elde ederiz. (3.43)

(3.39) denklemindeki R (&,P (&,Y)U ) W ifadesine (2.36) uygulanirsa,
R (é, P(E,Y) U) W =R (&, o’g (Y,U)é—ziS (7, U)éj W yazilir. Ve bu denklemde acilirsa,
n

R(&,P(@,Y)U)W=oc2g(Y,U)R(&,&)W—;—nS(Y,U)R(a,a)W (3.44)

elde edilir.Bu (3.44) denklemindeki R (&,&) esiti 0 oldugunda

R(EP(EY)U)W =0 ifadesi elde edilir. (3.45)

(3.39) denklemindeki R (&, U ) P (&, Y ) W esitligine (2.36) uygulanirsa

REEU)PIET )W =RE)| eV )E-S(1 )5
elde edilir ve bu denklem acilirsa,
R(&,P(&,Y)U)W:oczg(Y,W)R(é’;,U)&—z—lnS(Y,W)R(&,U)& (3.46)

yazilabilir.Bu (3.46) denklemine ise (2.32) uygulanirsa,
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R(EPEYIU)W =an(U)g(Y.W)E+a'g (Y. W)U

2 2 (3.47)
~ X n(U)S(r.m)e-=S(Y. W)U
2n 2n

esitligi elde edilir.
(3.42)-(3.43)-(3.45)-(3.47), (3.41) de yerine yazilir ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
S(Y,U)=2n’g(Y,U)
elde edilir.Boylece M Einstein manifoldudur.
Sonuc 3.1: M (2n+1) boyutlu bir Lorentzian O -Sasakian manifold olsun.
RP-PR=0 dir.

Ispat: Teorem 3.2: de R.P=0 sartinin saglandig1 ispatlanmis ve (3.9)-(3.10)-(3.11)-(3.12) fark

hesaplanarak

S(U,Y)=2n0’g(Y,U)=4non(Y)n(U) =2na’n (Y )n(U)-2m(Y)n(U)

+2m(Y)n(U)+2nan(Y)n(U)
denklemi elde edilmis ve gerekli sadelestirmelerle
S(U,Y)=2na’g(Y,U) (3.48)

denklemi elde edilmisti.

Yine Teorem 3.6: da P.R=0 sartinin saglanmasi durumunda sonug¢ olarak M nin bir Einstein

manifoldu olup olmadigina bakilmis ve (3.42)-(3.43)-(3.45)-(3.47) farki sonucunda
S(Y,U)=2n’g(Y,U) (3.49)

denklemi elde edilmisti.
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Simdi R.P-P.R=0 sart1 i¢in sadece (3.48) ile (3.49) denklemlerinin esitligini saglamak yeterli
olacaktir.Ve bu esitlikte asikar oldugu i¢in R.P-P.R=0 dir diyebiliriz.

Sonuc 3.2: M (2n+1) boyutlu bir Lorentzian O -Sasakian manifold olsun.R.P+P.R=0 ise M bir

Einstein manifoldudur.

Ispat: Teorem 3.2: den elde etmis oldugumuz R.P=0 iken
S(Y,U)=2n’g(Y,U) (3.50)
denklemi ile yine Teorem 3.6: dan elde etmis oldugumuz P.R=0 iken
S(Y,U)=2n’g(Y,U) (3.51)
denklemlerinin toplanmasi durumuna bakalim.(3.50) ve (3.51) denkleminin esiti
S(Y,U)-2n’g(Y,U)=0
denklemi seklindedir.(3.50) ve (3.51) denklemleri toplandiginda ise
S(Y,U)-2n’g(Y,U)+S(Y,U)-2n’g(Y,U)=0
S(Y,U)=2n’g(Y,U) (3.52)

elde edilir.
Bdylece M nin bir Einstein manifoldu oldugu goriilmektedir.

Teorem 3.7: M (2n+1) boyutlu bir Sasakian manifold olsun. Z.R=0  sartim1 saglayan

Lorentzian o.-Sasakian lokal olarak §*"*' (c) kiiresine izometriktir. (c =a’ )
Ispat: M Lorentzian o -Sasakian manifold olsun. M iizerinde
(Z(X,Y)R)(V,UW=Z(X,Y)R(V,U)W—-R(Z(X,Y)V, U)W (3.53)

—R(V.Z(X,Y)U)W-R(V,U)Z(X, Y)W



olur ve (3.53) denkleminde X=V= & alimnirsa,
(ZE&Y)R)(EU)W =Z(EY)R(EU)W -R(Z(EY)EU)W (3.54)
—R(E,Z(EY)U)W-R(EU)Z(EY)W
Yukaridaki (3.54) dekleminde Z(§,Y)R(E,U)W esitine (2.30) uygulanirsa
ZEY)R(EU)W =g (UW)Z(EY)E-an(W)Z(&,Y)U (3.55)
elde edilir ve (3.55) denklemine de (2.37) uygulanirsa

T
2n(2n+l)

z<a,Y>R(a,U)W:a2g<U,W>[of—

j(n(Y)m)

—oczn(W)[Ocz— j(g(Y,U)ﬁ—ﬂ(U)Y)

T
2n(2n+l)

T
elde edilir ve bu denklemde 0> ——————=A esiti yerine yazilirsa,
2n(2n+1)

Z(EY)R(EU)W=Ac’g (U, W)(n(Y)E+Y)

) (3.56)
—Ao’n(W)(g(Y,U)E-n(U)Y)
elde edilir.

(3.54) denklemindeki R (Z (£,Y)E,U ) W esitine (2.37) uygulanirsa,

R(Z(EY)EU)W - R(R(ax)a—m[g(Y,a)a—g(a,mY],U]W

elde edilir ve bu denklemede (2.30) ve (2.26) uygulanirsa,
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T
2n(2n+1)

+(a2—ﬁJR(Y,U)W

R(Z(&7)8U)W (a jn(mw(g(U,W)a—n(W)U)

T
elde edilir ve bu denklemde 0> ———————=A esiti yerine yazilirsa,
2n(2n+1)

R(Z(EY)EU)W =An(Y) o (g (UW)E-(W)U)+ AR(Y.U)W

elde edilir.

(3.54) denkleminde R (&, Z(EY)U ) W esitine (2.37) uygulanirsa,

T

R(é,Z(é,Y)U)W=R(§,R(§,Y)U—m

[g(Y,U)&—g(&U)Y]JW

elde edilir ve bu denkleme de (2.26) ve (2.30) uygulanirsa,

R(&,Z(&,Y)U)W=(oc2—#

2n+1)]n(U)0°2(g(Y,W)ﬁ—n(W)Y)

T
elde edilir ve bu denklemde 0i° ———————=A esiti yerine yazilirsa,
2n(2n+1)

R(EZEY)UW=am(U) (g(Y.W)e-n(W)Y)
elde edilir.

(3.54) denkleminde R(&,U)Z(&,Y )W esitine (2.37) uygulanirsa,

T

REV)ZEW =REU) REYW -2 s

(g(v.m)E-g(Em)Y)

elde edilir.Ve yine bu denkleme (2.26) ve (2.30) uygulanirsa,

(3.57)

(3.58)
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Y. W) (n(U)E+U)

2n(2n+l)Jg(

T

_[az_mjn(W)aZ(g(U,Y)é—n(Y)U)

T
elde edilir ve bu denklemde 0i° ———————=A esiti yerine yazilirsa,
2n(2n+1)

REEU)Z(EY)YW=4g(Y. W)’ (n(U)E+U)-M(W) o’ (g(U,Y)E-n(Y)U) (3.59)
elde edilir ve (3.56)-(3.57)-(3.58)-(3.59) farki uygulanirsa,
R(Y,UW =0’ (g(UW)Y-g(Y,W)U) (3.60)

elde edilir. Ve boylece R.Z=0 sartin1 saglayan Lorentzian o -Sasakian lokal olarak §*"*' (c) kiiresine

izometriktir.
Sonug 3.3: M (2n+1) boyutlu bir Sasakian manifold olsun.M {izerinde R.Z-Z.R=0 dir.

Ispat: M (2n+1) boyutlu bir Sasakian manifold olsun.Teorem 3.3: de R.Z=0 sartin1 saglayan
manifoldun lokal olarak S*"*' (c) kiiresine izometrik oldugunu goéstermistik ve,
(3.15)-(3.16)-(3.17)-(3.18) uygulanarak, gerekli sadelestirmelerle sonug olarak,

R(Y.U)W =g (U W)Y -og(Y, W)U (3.61)

denklemini elde etmistik.

Yine Teorem 3.6: da Z.R=0 sartimin saglandigi durumda lokal olarak S*"' (c) kiiresine

izometrik oldugu ispatlanmis ve, (3.56)-(3.57)-(3.58)-(3.59) farki uygulanilarak sonug olarak,
R(Y,UW =0’ (g(UW)Y-g(Y.W)U) (3.62)
denklemi elde edilmistir.

Simdi R.Z-Z.R=0 sartinin saglandigini (3.61) ile (3.62) denklemlerinin esit oldugunu gérmek
yeterli olacaktir ve bu esitlikte agikga goriildiigiinden R.Z-Z.R=0 dur.
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Sonu¢ 3.4: M (2n+1) boyutlu bir Sasakian manifold olsun.R.Z+Z.R=0 sartim1 saglayan

Lorentzian o -Sasakian lokal olarak S*>"*' (c) kiiresine izometriktir.

Ispat: M (2n+1) boyutlu bir Sasakian manifold olsun.Teorem 3.3: de R.Z=0 sartin1 saglayan

manifoldun lokal olarak S*"*' (c) kiiresine izometrik oldugunu goéstermistik ve,

(3.15)-(3.16)-(3.17)-(3.18) uygulanarak, gerekli sadelestirmelerle sonug olarak,

R(Y, U)W =a’g(U,W)Y -a’g(Y,W)U (3.61)

denklemini elde etmistik.

Yine Teorem 3.6: da Z.R=0 sartimin saglandigi durumda lokal olarak S*"' (c) kiiresine

izometrik oldugu ispatlanmis ve,

(3.56)-(3.57)-(3.58)-(3.59) farki uygulanilarak sonug olarak,
R(Y,UW =0’ (g(UW)Y-g(Y.W)U) (3.62)

denklemi elde edilmistir.

Yukarida verilen (3.61) ve (3.62) denklemlerinin esiti olarak,
R(Y,UW - (g(UW)Y-g(Y,W)U)=0 (3.63)

esitligini kullanacak olursak R.Z+Z.R =0 olmasi durumunda (3.61) ve (3.62) denklemlerinin

toplanmasi ile olusan denklem,

R(Y, U)W -0’ (g(UW)Y-g(Y,W)U)+R(Y, U)W —-a’(g(U,W)Y-g(Y,W)U)=0
veya,
2[R(Y U)W o (g (U W)Y —g(Y.W)U)|=0 (3.64)

seklinde yazilabilir.Bu esitlikten de (3.62)=(3.63) oldugu ortaya c¢ikar ve sonug¢ olarakta Lorentzian

o -Sasakian lokal olarak S*"" (c) kiiresine izometriktir diyebiliriz ve ispat tamamlanmus olur.
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