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LINEER OLMAYAN DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN TAM COZUMLERI

Iclal Topoglu
Matematik, Yiiksek Lisans Tezi, 2007
Tez Danmismant: Yrd.Dog¢.Dr.Ahmet BEKIR

OZET

Bu tez calismasi dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde adi ve kismi tirevli

denklemler ve smiflandirilmalari, lineer olmayan olusum denklemleri ve drnekleri verilmistir.

Ikinci boliimde ise; lineer olmayan olusum denklemlerinin tam ¢dziimlerini bulmak icin

tanh yontemi verilerek, bu yontemin bazi uygulamalari yapilmustir.

Uciincii boliimde; soliton ve periyodik c¢oziimleri elde etmek icin Siniis-Kosiniis

yontemi verilerek, bilinen lineer olmayan olusum denklemlerine uygulamalar1 yapilmustir.

Dordiincii boliimde ise; son zamanlarda gelistirilen genellestirilmis tanh yontemi
verilerek, lineer olmayan olusum denklemlerine ve denklem sistemlerine uygulamalar

yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Tam ¢6ziimler, solitonlar, Tanh yontemi, Siniis-Kosiniis yontemi.



EXACT SOLUTIONS OF NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

Iclal Topoglu
Mathematics, M.S.Thesis, 2007
Thesis Supervisor: Assist. Prof. Ahmet BEKIR

SUMMARY

This thesis study consists of four chapters. In the first chapter, ordinary and partial
differential equations and their classifications, nonlinear evolution equations and their examples

are given.

In the second chapter, tanh method is introduced in order to find exact solutions of

nonlinear evolution equations and some applications of this method is given.

In the third chapter, sine-cosine method is defined which is used for obtaining soliton

and periodic solutions. Also this method is applied to known nonlinear evolution equations.

In the last chapter, tanh method, which is developed recently, is given and applications

of this method is shown for nonlinear evolution equations and of equations systems.

Keywords: Exact solutions, Solitons, Tanh method, Sine-Cosine method.
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BOLUM 1
1.1 Giris

Bu boliimde lineer olmayan olusum denklemlerine temel teskil edecek adi diferensiyel
denklemler ve  simiflandirilmalarini, kismi  tiirevli  diferensiyel denklemler ve
siniflandirilmalarini, birinci mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemlerini

verecegiz.

Ayrica tez i¢inde kullanilan lineer olmayan olusum denklemlerini; soliton, kompakton

kavramlarim ve ¢oziim sekillerini tamimlayacagiz.
1.2 Diferensiyel Denklemler

Tanmm 1.1 Bir denklemde; belirli bir degiskene gore tiirev varsa, bu degiskene bagimsiz

degisken, denklemde tiirevi bulunan degiskene de bagimli degisken ad1 verilir.

Tanim 1.2 Bir yada daha ¢ok bagimli degiskenin, bir yada daha ¢ok bagimsiz degiskene gore
tiirevlerini i¢inde bulunduran bir denkleme diferensiyel denklem denir. Bu tanim kisaca, i¢inde
tirev (veya kismi tirev) bulunan denklemlere diferensiyel denklem denir, seklinde de

yapilabilir.

Tamim 1.3 Bir diferensiyel denklemde eger bir tek bagimsiz degisken varsa denkleme adi
(bayagi) diferensiyel denklem, birden fazla bagimsiz degisken varsa denkleme kismi diferensiyel

denklem denir.

Tammm 1.4 Bir diferensiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirevin mertebesine
diferensiyel denklemin mertebesi denir. Diferensiyel denklem, bagimli degiskene ve bagimli
degiskenin tiirevlerine gore bir polinom sekline getirilebiliyorsa, denklemde bulunan en yiiksek

mertebeden tiirevin kuvvetine (derecesine) diferensiyel denklemin derecesi ad1 verilir.

Genel olarak x - bagimsiz, y - bagimli degiskenli, 7 -inci mertebeden bir diferensiyel

denklem

F(x, y,y',...,y("))z 0, yada y(") = F(x,y,y',...,y(”"l)), (1.1)



seklinde yazilabilir. Bu tipden denklemlerin incelenmesinde dnemli bir kavram da diferensiyel

denklemlerin lineer olmasidir.

Tammm 1.5 Eger (1.1) n-inci mertebeden diferensiyel denkleminde F;y,y",y",..., y(")

degiskenlerine gore lineer bir fonksiyon ise denkleme lineer diferensiyel denklem, aksi halde
lineer olmayan (nonlineer) diferensiyel denklem denir. Buna gore #-inci mertebeden lineer

diferensiyel denklemi, genel olarak, a, (x) # 0 sartiyla;

a,(x)y" +a,(x)y" " + .+ a, ()" +a, (x)y = b(x), (12)

seklinde ifade edebiliriz. Dikkat edilirse lineer denklemlerde, bagimsiz degiskenin denklemde
bulunus sekli lineerligi higbir durumda etkilemez ve bagiml degiskenle, onun tiirevleri birinci

derecedendir, yani y -li terimlerin kuvveti birdir [15].

1.3 Kismi Tiirevli Diferensiyel Denklemler

Tamim 1.6 Iginde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimh degisken ile bagimli degiskenin
bagimsiz degiskenlere gore cesitli mertebeden kismi tiirevlerini kapsayan esitliklere (6zdeslik

degil) bir kismi tiirevli denklem denir.

z bagimli;; xve y bagimsiz degiskenler olmak iizere bir kismi tiirevli denklem genel

olarak

F(x,y,zz Z ,Z 2. ,Z ):O (1.3)

LTy L xx 2 Y L yy e
seklindedir. Burada

Oz Oz
_ oz , =%

2
x ? y 4 Zxr a z =
ox oy i

o’ Yooy Y ot

z (1.4

dir. n bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip kismi tiirevli denklemlerin genel sekli,

xX= (xl,x2 yeres X, ), z= z(x) olmak iizere

n,z,zx],...,an,ZXIXI,ZXIXZ,...):0 (L.5)

F(xl,xz,...,x



formundadir. Burada x,,x,,...,x, bagimsiz degiskenleri; z ise bagimli degiskeni gostermekte

Ve

2
Z . 223 Zx»y. = a z ; i’jzl’z""’n (1.6)
i o ox 0y,

dir.

Tammm 1.7 Bir kismi tiirevli denklemde goriilen en yiliksek mertebeden kismi tiirevin

mertebesine denklemin basamagi veya meretebesi denir.

Adi tiirevli diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimleri, denklemin mertebesi kadar keyfi
sabit kapsayan ve her noktasindan teget dogrularin ¢izilebildigi egri aileleridir. Bu egri aileleri

xy - diizlemindedir. Kismi tiirevli denklemlerin genel ¢6ziimleri ise denklemin mertebesi

kadar keyfi fonksiyon kapsayan ve her noktasindan teget diizlemlerin ¢izilebildigi yiizey
aileleridir. Adi tiirevli denklemlerde onceden verilen bir noktadan gegen ¢6ziimii arastirirken
bir baslangic veya siir deger problemi karsimiza cikar. Buna karsiik kismi tiirevli
denklemlerde ise Onceden verilen bir egriden gecen ¢oziimiin arastirilmasi Cauchy Problemi

olarak ortaya ¢ikar.

Tamim 1.8 Bir kismi tiirevli denklemi 6zdes olarak saglayan ve keyfi fonksiyon veya keyfi
parametre kapsamayan bir fonksiyona bu kismi tiirevli denklemin bir ézel ¢oziimii denir. Diger
taraftan bir kismi tiirevli denklemin mertebesi kadar (siirekli tiiretilebilir) keyfi fonksiyon
kapsayan ve denklemi 6zdes olarak saglayan bir ylizey ailesine bu kismi tiirevli denklemin

genel ¢oziimii denir.
1.3.1 Kismi Tiirevli Denklemlerin Genel Bir Siniflandirilmasi

Tamim 1.9 Bir kismi tiirevli denklemdeki bagimli degisken (birden fazla bagimhi degisken
olmas1 halinde bagimhi degiskenler) ve bunlarm denklemdeki biitiin kismi tiirevleri birinci
dereceden ve denklemi, bagimli degisken ile onun tiirevleri parantezinde yazdigimizda
katsayilar yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir.

Aksi halde lineer olmayan denklem adin1 alir.



Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kismi

tiirevli denklemlerin genel formlar: sirasiyla agagidaki gibidir:
P(x,y)zx + Q(x,y)zy + R(x,y)z = S(x,y) (1.7)

A(x,y)zxx + B(x,y)zxy + C(x,y)zyy + D(x,y)z)C + E(x,y)zy + F(x,y)z = G(x,y) (1.8)
(1.7) ve (1.8) denklemlerinde x, y bagimsiz; z bagimli degiskendir.

Tanmm 1.10 Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek mertebeden kismi
tiirevlere gore (denklemdeki diisiik mertebeden tiirevlerin ve bagimli degiskenin bulunus

seklinden bagimsiz olarak) lineer ise bu denklem yari-lineer (kuasi-lineer) adim alir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci mertebeden yari-lineer

denklemlerin genel sekilleri sirasiyla asagidaki gibidir:
P(x,y,z)zx + Q(x, y,z)zy = R(x,y,z), (1.9)

A(x,y,zz z )ZXX+B(x,y,zz z )ny+C(x,y,zz z )Zyy+D(x,y,zz z ):0.(1.10

sS4 xs“y s xr“y s xr“y s xr“y

Bagimsiz degiskenlerin ikiden fazla olmasi halinde (1.9) ve (1.10) denklemine benzer

sekilde yari-lineer denklemleri de yazabiliriz.

Tanim 1.11 Bir kismi tiirevli denklem yari-lineer ve denklemde goriilen en yiliksek mertebeden
tiirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlar1 ise, bu denkleme hemen-

hemen lineerdir denir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip ikinci mertebeden hemen-hemen lineer bir

denklemin genel sekli

A, )z, + B(x,y)z,, +C(x,y)z,, + Dlx,y,2,2,,2,)=0 (1.11)

YL xr“y

formundadir. Diger taraftan ili¢ bagimsiz, bir bagimli degiskene sahip ikinci mertebeden genel

bir yari-lineer denklem (1.11) denklemine benzer sekilde yazilabilir.

1.3.2 Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Kismi Tiirevli Diferensiyel Denklemler



Bukisimda, p =z , ¢ =z, olmak izere,

F(x,y,2,p,q)=0 (1.12)

birinci basamaktan genel kismi tiirevli denklemini inceleyecegiz. Burada F'’in p ve g ya

gore lineer olmasi1 gerekmemektedir.

Tanim 1.12
G(x,y,z,a,b)zO (1.13)

iki parametreli bir yiizey ailesi, birinci mertebeden (1.12) denklemini saglarsa bu yiizey ailesine

(1.12) denkleminin tam integrali denir.

1.3.3 Lineer Olmayan Olusum Denklemleri

Genel olarak; K [u], u(x,t) ve u degiskeninin x degiskenine gore tiirevlerine bagli fonksiyon

olmak tizere;

u, =K[u]=K[u,ux,uxx,‘..] (1.14)
seklindeki denklemlere lineer olmayan olusum denklemleri denir. Ornegin;

u, +auu_+bu =0

bir lineer olmayan olusum denklemidir ve KdV (Korteveg-de Vries) denklemi olarak bilinir.
Denklem ilk olarak, J. Scott Russel’ in 1834 yilinda Edinburg ile Glasgow arasindaki kanalda
soliter dalgalar1 incelemesiyle bulundu ve s1g bir kanalin ylizeyindeki dalganin yayilimi olarak

tanimlandi. Bu denklem i¢in;
u(x,t) = f(x + ct),
seklindeki hareketli dalga ¢ozlimiiniin, & faz ve 2a’ dalganin yar1 hizi olmak {izere;

u(x,t)=2a’ sechza(x+ 4a’t + 5),



oldugu bilinmektedir. (1.14) denkleminde u, =0 alinirsa, bulunan K [u] =0 adi diferensiyel

denklemi (1.14) denkleminin durgun (duragan) denklemi olarak adlandirilir [2].
1.4 Soliton

Solitonlar, lineer olmayan dalgalardir. Bir soliton, lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemin soliter, hareketli dalga ¢6zlimii olarak diisiliniilebilir. Soliter dalgalar, partikiiller gibi
davranirlar. Her biri yaklagik olarak sabit sekil ve hiza sahip hareketli dalgadirlar. ki tane
soliter dalga yakinlastik¢a yavas¢a deforme olur ve sonugta tek bir dalga paketinde birlesirler.
Bu dalga paketi, bir siire sonra “garpisma”dan 6nce aym sekil ve hiza sahip iki soliter dalgaya
ayrilir. Carpisma, hi¢ bir dalganin dalga formuna zarar vermez. Carpisma aninda dalga genligi

iki dalganin toplamindan daha kiigiik olur. Bu lineer olmayan bir davranistir.

Lineer olmama 6nemli bir rol oynar. Birgok olusum denklemleri igin, soliter dalgalar
elastik olmadan dagilir ve radyasyona bagl olarak enerji kaybeder. Solitonlar icin boyle
degildir. Tamamen lineer olmayan bir etkilesimden sonra soliter dalgalar ayn1 hiz ve sekille
kimliklerini koruyarak dagilirlar. Kararlilik soliton fiziginde 6nemli bir rol oynar. Model
denklemlerinde, solitonlarin kararliligi, lineer olmama ve dagilma arasindaki hassas dengeden
kaynaklanir. Lineer olmama bir soliter dalganin daha uzakta toplanmasina neden olur. Dagilma,
bir yerde toplanmus dalganin yayilma efektidir. Eger bu iki zit efektten biri kaybedilirse,

solitonlar kararsiz hale gelir ve sonugta yok olurlar.

Soliton fiziginin baslangict 1834 yilinin Agustos ayinda John Scott Russel’in Edinburgh
yakiinda bir kanalda, genis bir soliter dalga gozlemlemesiyle baglamustir. Scott Russell’mn

zamaninda, soliter dalgalarin varligiyla ilgili bir¢ok tartigma vardi.

Dalgalarin s1g bir kanalin ylizeyindeki dagilimini agiklayan denklem Korteweg de
Vries tarafindan 1895°de bulundu. Galilean uyguladiktan ve ¢esitli doniisiimler yaptiktan sonra

KdV denklemini basitlestirilmis sekliyle yazdi:
u, +6uu +u_. =0. (1.15)

Lineer olmayan kismi diferensiyel denklemin soliton ¢oziimii:

u(x,t)z%csechzéﬁ(x—ctjté'), (1.16)



seklindedir.

Burada ¢ solitonun hizidir ve ¢ fazdir. Bu, John Scott Russel tarafindan gozlemlenen
soliter dalgay1 temsil eder ve tepe genliginin hizin yaris1 oldugunu gosterir. Bu yilizden daha

biiyiik soliter dalgalar daha fazla hiza sahiptir.

1.5 Kompakton
Kompaktonlar agagidaki 6zelliklere sahiptirler.
(1) Kompaktonlar iistel kanatlardan bagimsiz tek dalgalardir.
(2) Bir kompaktonun genisligi genliginden bagimsizdir.

Kompaktonlar, sonsuz kanatlar etkileri altina almazlar. Boylece birbirleriyle sadece

kisa mesafelerde etkilesirler. Kompaktonun genisligi genliginden bagimsizdir.

Modern fizikte, sona gelen on takisi atom Gzelligini belirtmek i¢in kullanilir [22].
Phonon, photon, soliton gibi. Bu nedenle siki destekli tek dalga kompakton olarak atomun

ozelligini tagidigini belirtmek i¢in adlandirilir.

Kompakton kavrami Peudo-Spectral Yontemi [17,18], sonlu fark yontemi [10] gibi

bir¢ok analitik ve niimerik metotla incelenmistir.

Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin tam ¢oziimleri periyodik, kompleks, kink,

soliton ve kompakton ¢oziimler seklinde elde edilir.
Periyodik ¢oziimler, (sin, cos, tan, cot) fonksiyonlarini igeren ¢oziimlerdir.

Kompleks ¢oziimler, karmagik sonuglar igeren ¢oziimlerdir.

Kink ¢oziimler, (a + tanh) ve (a + coth) fonksiyonlarini igeren ¢oziimlerdir.

Soliton  ¢oziimler, hiperbolik  sinh, cosh, tanh, coth, sec %, cos ech fonksiyonlarini

iceren ¢Oziimlerdir.
Kompakton ¢éziimler, sin”,cos’,sec’,cosec’ fonksiyonlarini i¢eren ¢oziimlerdir.

Bu tez ¢alismasinda asagidaki lineer olmayan olusum denklemlerinden bahsedilmistir;



(@

(i)

(iii)

(iv)

™)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

x)

KdV denklemi: u bagimli degisken, x ve ¢ bagimisiz degiskenler olmak lizere,

u, +auu, +bu),. =0.
Degistirilmis (Modifiye) Korteveg-de Vries denklemi (DKdV):
u, +au’u, +bu),, =0.

XXX

Genellestirilmis Korteveg-de Vries denklemi (GKdV):
u, +a(n+1)n+2u"u, +bu)_. =0.

Boussinesq denklemi (B):

u, —au_ + 3(u2 )xx —bu_ =0.

RLW denklemi:

u, +au_—6uu_ —bu, =0.
Benjamin-Bona-Mahony denklemi (BBM):
u, +1/2(u?), —u,, =0.

Phi-Dort denklemi (PD):

u, —u, —u+u =0.

Kaup-Newel denklemi (KN):

u +cu'u, —u,. =0.

Drinfeld-Sokolov denklem sistemi (DS):

u, + (vz))r =0,
v, —av . +3bu v+3kuv_=0.

Genellestirilmis Drinfeld-Sokolov denklem sistemi (GDS):



u, + (v” )X =0,
v, —av . +3bu v+3kuv_=0.

(x1) Broer-Kaup denklem sistemi (BK):
U, =uu,_+v, ——u,_
2
B 1
v, = (uv)x + vax.

(xii)  Drinfeld-Sokolov denklem sisteminin bir ¢esidi:

u, +(v_")x =0,n>2

v, —av . +3bu v+3kuv_=0.
(xiii)  Burger denklemi (BD):
u, +uu,_—u_ =0.
(xiv)  Fisher denklemi (F):
u—u_ —u(l—u): 0.
(xv)  Burger-Fisher denklemi (BF):
u, +uu_+u_ +u(l—u): 0.
(xvi)  Huxley denklemi (H):
u, —au,, —ul(k - u")(u" - 1) =0.
(xvii) Lineer olmayan reaksiyon-yayilma denklemleri (LORY):

u, _(uz)xx _u(l_u =0
u, —(u3)xx —u(l—u2 =0.

(xviii) Hirota-Satsuma- Korteveg-de Vries denklem sistemi (HSKdV):



1
u, =—u_ +3uu_—6vv

1
v, = _E V., —3uv..

(xix)

u,=v,

3
u, —u,_ —6buu, +—a’u’u, — 3v, +3au,v=0.

Detayli bilgi i¢in [3] ve [42] numarali kaynaklara bakilabilir..

(2+1)-Boyutlu Konopelchenko-Dubrovsky denklem sistemi:

10
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BOLUM 2
2.1 Giris

Bu boliimde lineer olmayan denklemlerin tam ¢oziimleri i¢in tanh yontemi verilmistir. Bu
yontem yardimiyla Kaup-Newel denkleminin ve Drinfeld-Sokolov, genellestirilmis Drinfeld-

Sokolov, Broer-Kaup denklem sistemlerinin tam ¢oziimleri elde edilmistir.

Son yillarda lineer olmayan denklemlerin tam ¢oziimlerini bulmak igin birgok yontem
gelistirilmistir. Bu yontemlerden baslicalar1; homojenlestirilmis denge yontemi [6,7], tanh-sech
yontemi [14,25,27], F-acilim yontemi [1,16,40], Jacobi eliptik fonksiyon yontemidir
[5,8,12,38].

2.2 Tanh Yontemi:

Bu yontem ilk olarak Malfliet [13] tarafindan tamimlanmustir. Daha sonra Fan [17] ve
Senthilvelan [19] tarafindan genisletilmistir. Wazwaz tarafindan son halini almistir. Wazwaz

tanh yontemini asagidaki gibi tanimlamistir [25,27].

1. n. mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli denklemler asagidaki gibi tanimlansin.
P(w,u,,u_,u_,..)=0 (2.1

seklinde tanimlansin.

2. Bu denklemin hareketli dalga ¢6ziimiinii bulmak i¢in (2.1) denkleminde dalga degiskeni

olarak & = a(x — St )déniisiimii yaparak,

ulx,1)=U(¢) 2.2)
alinmak suretiyle denklem bir adi diferensiyel denkleme indirgenebilir.

Burada £ hizi ile hareketli dalga ¢6zimii U(<&) oldugundan asagidaki doniigtimler
yapilabilir;
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ol

ot dé

9_,49

o dE’ 23
62 B R d2 ()
ot ae

o° , d’

P 30

x dé

(2.1) denkleminde (2.3) esitlikleri kullanilarak elde edilen adi diferensiyel denklem
PUU.U",..)=0 (2.4)
seklinde yazilabilir.

3. (2.4) denkleminin tiim terimleri & ye gore tiirev igeriyorsa, bu denklemde integrasyon sabiti

sifir kabul edilerek integral almir ve denklem daha basit hale gelir.

4.
Y= tanh(‘f)veya Y= COth(é:) (2.5)

ifadelerini ¢6ziim kabul eden Ricatti denklemi Y’ =1— Y *olduguna gore (2.3) deki doniisiimler

g0z oniinde bulundurularak asagidaki tiirevler yazilabilir.

d o d
d_g_(l_y )dY’
d ) d ) d?
ey )(—2ydy+(1—y )dej’ 2.6)
o’ d d 4’
—(1-Y?) (67> —2)———6Y(1-Y? 1-7? .
25 )(( ) O (=¥ )dY3j

Benzer sekilde diger tiirevler de elde edilebilir.

Ayrica Senthilvelan [19], Y’ =1+ Y Ricatti denkleminin ¢6ziimiinii
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Y= tan(é)veya Y= —Cot(‘f) (2.7)

seklinde yazarak, (2.3) denklemindeki doniisiimleri de g6z Oniinde bulundurarak asagidaki

tiirevlerinde yazilabilecegini gostermistir.

i:(lJrYz)i,
dé dy
2 2
d - (1+Y2)(2Y%+(1+Y2)dde j (2.8)
o =(1+Y?) (6Y2+2)i+6Y(1+Y2) d- +(1+Y7) d
o0&’ dy dy’ day’

5. m pozitif tamsay1 ve ay lar belirlenebilen sabitler olmak {izere, (2.4) denkleminin ¢oziimii

U(§)=S(Y)=iakY" (2.9)

seklinde aranur.

Bu ¢oziim (2.6) denkleminde veya (2.7) denkleminde yerine yazilarak Y nin artan

kuvvetlerine gore denklem sistemi elde edilir.

6. “m” parametresine dengeleme sayisi denir. Bu denge sayisi lineer olmayan kismi tiirevli
denklemdeki en yiiksek mertebeden lineer terim ile en yiiksek mertebeden lineer olmayan

terimin dengelenmesi ile bulunur.

Lineer olmayan terim ile lineer terimin dengelenmesi:

U=g¢", (2.10)

olarak alinir.



14

Ur — m¢m+l’
U" = m(m +1)¢m+2’
Uu" = m(m + 1)(m + 2)¢'”+3 ,

(2.11)
U= o o2
Ve
U2 :¢2m
U3 :¢3m
2.12)
Un :¢mn’

ifadeleri indirgenmis denklemde yerine yazilarak dengeleme sayisi elde edilir.

m belirlendikten sonra, Y nin kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenerek bulunan denklem
sisteminden ak,(k = 0,...,m), a ve [ bulunur.

& ifadesi U (f)de yerine yazilarak, (2.1) denkleminin hareketli dalga ¢oziimii
bulunmus olur.

Trigonometrik 6zdeslikler yardimiyla sech veya cosech ¢oziimleri ile sec veya
cosec ¢oziimleri de bulunabilir.

2.2.1 Kaup-Newel Denkleminin Tam Coziimleri

u, +cutu, —u,. . =0 (2.13)

XXXXX

seklindeki Kaup-Newel denklemini goz 6niine alalim. Ikinci béliimdeki doniisiimleri

u=u(g),  S=alx-p) (2.14)
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denklemlerini, (2.13) denklemine uygularsak, Kaup-Newel denklemi
—Bu' +cutu' —atu""" =0 (2.15)

seklinde lineer olmayan bir adi diferensiyel denkleme doniisiir. Lineer olmayan en yiiksek

mertebeden terim ile en yiiksek mertebeden lineer terimi dengelersek, yani;
U=¢",

U'=mg"",

U" = m(m+1)g"?,

U™ =m(m+1)m+2)p"">,

U"" = m(m+1)m+2)m+3)p",

U"" =m(m+1)m+2)m+3)m+4)p"",

ve
UU' = mg" Vg = mp*!,
ifadelerini (2.15) denkleminde yerine yazarsak,
— pmg™ +cmg®™ —a*m(m +1)m +2)m +3)m +4)p™" =0,
ifadesinde
m+5=3m+1
oldugundan,
2m=4
m=2

olarak bulunur.

O halde u(f;‘) = z a,Y"* oldugundan Kaup-Newel denkleminin

k=0

u()=a, +aY +a,¥’ (2.16)
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seklinde ¢6ziimii vardir.

1.Durum: Y’ =1-Y? Ricatti denkleminin ¢dziimii ¥ = tanh(&) veya Y = coth(&) seklinde

yazilabileceginden, (2.16) denklemi yardimiyla agagidaki tiirevler elde edilir,
u'(&)=aY' +2a,YY’

u'(&)=a,(1-7)+2a,7(1-7?)
u'(&)=a,—a,Y* +2a,Y —2a,Y’

u"(E)=—2a,YY' +2a,Y' - 6a,Y’Y’
u'(&)=—2a,Y(1-v? )+ 2a,(1-¥* )= 6a,Y*(1-v?)
u"(f;‘): —2a,Y + 2a1Y3 +2a, —2a2Y2 —6a2Y2 + 6a2Y4
u"(&)=2a, —2a,Y —8a,Y* +2a,Y’ +6a,Y*

u"(&)=-2a,Y' ~16a,YY' +6a, YY" +24a,Y’Y’

(€)= 20,1~ 7°)- 160,10~ 1) 60,71~ 1) 240,71 1)
u"(E)=—2a, +2a,Y* —16a,Y +16a,Y’ +6a,Y* —6a,Y* +24a,Y* - 24a,Y"
u"(&)=—2a, +8a,Y* —16a,Y + 40a,Y* —6a,Y* —24a,Y’

u'""(£)=+16a,YY' —16a,Y' +120a,Y’Y’ —24a,Y*Y' —120a,Y*Y’
w"(£)=+16a,Y(1-Y?)-16a,(1- Y*)+120a,Y>(1- ¥*)
~24a,Y*(1-7?)-1204,7*(1-7?)

u'""(&)=+16a,Y —16a,Y* —16a, +16a,Y* +120a,Y* —120a,Y*

—24a,Y’ +24a,Y° —120a,Y* +120a,Y°

u'""(&)=~16a, +16a,Y +136a,Y* —40a,Y> —240a,Y* + 24a,Y° +120a,Y °

Bunlar (2.15) denkleminde yerine yazilirsa;

—ﬂ(al —a,Y’ +2a2Y3)+c(a0 +a,Y +a,Y’ \a, +alY+a2Y2)
16a, +272a,Y —136a,Y* —1232a,Y’
+240a,Y" +1680a,Y” —120a,Y°® —720a,Y’

(a,—a,¥* +2a,Y — 24,7’ )—a“[
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2
a,” +a,a,Y +a,a,Y’ +a,a,Y

2 2
+a, Y’ +aa,Y’ +a,a,Y’ +a,a,Y’ +a,’Y*

— Pa, + fa,Y* —2Ba,Y +2pa,Y’ +c(
(a1 —a,Y* + ZQZY—202Y3)—160(401 -272a%a,Y +136a’a,Y’

+1232a%a,Y’ —240a*a,Y* —1680c*a,Y’ +120a*a,Y® + 720a*a,Y’ =0

— PBa, + Pa,Y* =2pBa,Y +2pa,Y’ +CCl02al —caozalY2 + 2ca02a2Y

- 2caozazY3 + caoale—ca0a12Y3 +2caya,a,Y’ —2ca,a,a,Y*
+caya,a,Y’ —ca,a,a,Y* +2caOazzY3 —2caoazzY5 +ca0a12Y
—ca0a12Y3 +2caya,a,Y’ —2caya,a,Y* +ca13Y2 —ca13Y4
+2ca,a,Y’ —2ca12a2Y5 +ca12a2Y3 —calzazY5 +2ca1azzY4
—2calazzY6 +caya,a,Y’ —caya,a,Y* +2ca0(122Y3 —2ca0azzY5
+calzazY3 —calzazY5 + 20a12a22Y4 —2ca1azzY6 +ca1azzY4
—caa,’Y°® +2ca,’Y’ —2ca,’Y’ —16a‘a, —272a a,Y +136a*a,Y?

+1232a%a,Y’ —240a*a,Y* —1680c*a,Y’ +120a*a,Y® + 720a*a,Y’' =0

(— fa, +ca,’a, —16a*a, )YO + (— 272a*a, —2fa, +2ca, a, + 2ca,a,’ )Yl
+ (,Bal —ca,’a, +6caya,a, +ca,’ + 136a4a1)Y2

+ (2,&12 - 2ca0a12 + 4ca0a22 +1232a%a, - 2caoza2 + 4calza2 )Y3

+ (— 6caya,a, — ca13 + 5ca1a22 —240a*a, )Y4

+ (— 4ca0c122 - 4ca12a2 + 2ca23 ~1680a*a, )YS

+(5caya,* #1200 a, r* + (- 2ca,’ +720aa, r7 =0

Yazilan son esitlikten asagidaki denklemler elde edilebilir;

—2ca,’ +720a*a, =0 (2.17)
—SCalaz2 +120a*a, =0 (2.18)
—4ca0a22 —4calza2 + 20c123 ~1680a‘*a, =0 (2.19)

—6caya,a, — ca13 + 5ca1a22 —-240c*a, =0 (2.20)
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2pa, — 2ca0a12 + 4ca0a22 +1232a%a, - 2caoza2 + 4calza2 =0 (2.21)
fa, —ca,’a, +6caya,a, +ca,’ +136a‘a, =0 (2.22)
—272a*a, —2pa, +2ca,’a, +2ca,a,’ =0 (2.23)
— fa, +ca,"a, —16a’a, =0 (2.24)

(2.17) denklemini ¢ozersek;

_ 6410
a, =F———
Je

bulunur.

(2.18) denklemini ¢ozersek;

—5ca,a,” +120aa, =0

ve
I 67/10>
’ Je
oldugundan,

a, =0

olarak bulunur.

(2.19) denklemini ¢ozersek;
ca,” =360a*

oldugundan,
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olarak bulunur.
(2.23) denklemini ¢ozersek;
—272a*a, —2fa, +2ca,’a, +2caa,’ =0
ve
a, =0
oldugundan,
S =24a’
olarak bulunur.

Boylece ¢6ziim;

u, = 12@0{2 [2F 3 tanh(a(x — gr))]
U, = 12@0{2 [2F 3coth(a(x - fr))]

(2.25)

bulunur.

2.Durum: Y’ =1+ Y ricatti denkleminin ¢oziimii Y = tan(ﬁ) veya Y = —cot(é) seklinde
yazilabileceginden, (2.16) denklemi yardimiyla agagidaki tiirevler elde edilir,
u'(&)=a,Y'+2a,YY’

u'(€)= a1(1+Y2)+2a2Y(1+Y2)

u'(&)=a, +a,Y* +2a,Y +2a,V’
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u"(&)=2a,YY' +2a,Y' +6a,Y’Y’
w'(&)=2a,Y(1+Y?)+2a,(1+Y?)+ 6a,7>(1+Y?)
u"(&)=2a,Y +2a,Y* +2a, +2a,Y* + 6a,Y* +6a,Y*
u"(é): 2a, +2a,Y +8a,Y? +2a,Y’ +6a,Y"

u"(&)=2a,Y'+16a,YY' +6a,Y’Y' +24a,Y’Y’
u"(€)=2a,(1+¥?)+16a,Y(1+ Y )+ 6a,*(1+ 7 )+ 24a,Y* (14 7?)

u"(§)=2a, +8a,Y* +16a,Y +40a,Y" +6a,Y" +24a,Y’

u'""(E)=+16a,YY' +16a,Y’ +120a,Y*Y" +24a,Y°Y' +120a,Y*Y’
u"(£)=+16a,Y(1+7? )+ 164, (1+Y?)+120a,7(1+ V2 )+ 240, 7 (1+ 7?)
+120a,7*(1+7?)

u""(&)=+16a,Y +16a,Y" +16a, +16a,Y’ +120a,Y* +120a,Y*

+24a,Y’ +24a,Y’ +120a,Y* +120a,Y°

u'""(é)=16a, +16a,Y +136a,Y> +40a,Y"> +240a,Y* +24a,Y"° +120a,Y°

Bunlar (2.15) denkleminde yerine yazilirsa;

—,[)’(a1 +aY’ +2a2Y3)+ c(ao +a,Y +a,Y’ Xao +a1Y+a2Y2)
16a, +272a,Y +136a,Y* +1232a,Y’
+240a,Y"* +1680a,Y” +120a,Y°® +720a,Y’

(a1 +aY’ +2a2Y+2a2Y3)—a4(

2 2
a,” +a,a,Y +a,a,Y” +a,aY
_ﬁal+/’)a1Y2—2ﬂazY+2ﬂa2Y3+c( o %% 0%s 0ty }

+ ale2 +a,a,Y’ +a,a,Y’ +a,a,Y’ + azzY4
(a, +a,Y” +2a,Y +2a,Y* )~ 16a*a, — 272a* a,Y —136a*a,Y”
~1232a*a,Y’ —240a*a,Y* -1680a*a,Y’ =120 a,Y°® - 720a*a,Y” =0
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— Pa, + Pa,Y* =2Ba,Y +2pa,Y’ +6’6102a1 +ca02a1Y2 + 2ca02a2Y

+ 2caozazY3 Jrcaoale+caoale3 +2caya,a,Y’ +2caya,a,Y* +ca,a,a,Y’
+caya,a,Y’ +2ca0c122Y3 +2caOazzY5 +ca0a12Y+ca0a12Y3 +2caya,a,Y’
+2caya,a,Y* +ca13Y2 +ca13Y4 +2ca,a,Y’ +2ca12a2Y5 +ca12a2Y3
+calzazY5 + 2calazzY4 + 2calazzY6 +caya,a,Y’ +caya,a,Y’ +2caOazzY3
+ 2caOazzY5 + calzazY3 + calzazY5 + 2calzazzY4 + 2calazzY6 + calazzY4
+caya, Y® +2¢ca,’Y’ +2ca,’Y’ —16a‘a, —272aa,Y —136a*a,Y? -

1232a*a,Y’ —240a*a,Y* —1680a*a,Y’ =120 *a,Y * = 720 a,Y” =0

(— fa, +ca,’a, —16a*a, )YO + (— 272a*a, —2fa, +2ca, a, + 2ca,a,’ )Yl
+ (— fa, +ca,’a, +6caya,a, +ca,’ —136a‘a, )Y2

+ (— 2pa, + 2ca0a12 + 4ca0a22 —-1232a’a, + 2caoza2 + 4calza2 )Y3

+ (6ca0a1a2 + ca13 + SCczlaz2 -240a*a, )Y4 +

(4cc10c122 + 4ca12a2 + 2ca23 ~1680a*a, )YS

+(scaya,” =120a*a, ) +(2ca,” = 720a*a, )7 =0

Yazilan son esitlikten asagidaki denklemler elde edilebilir;

2ca,’ —720a*a, =0 (2.26)
5ca,a,” —120a*a, =0 (2.27)
4ca0a22 + 4calza2 + 2ca23 —1680a‘*a, =0 (2.28)
6ca,a,a, + ca13 + 5ca1a22 —240a*a, =0 (2.29)
—2pa, + 2ca0a12 + 4ca0a22 —-1232a‘a, + 2caoza2 + 4calza2 =0 (2.30)
— Pa, +ca,’a, + 6¢caya,a, +ca,’ —136a*a, =0 (2.31)
—272a'a, - 2pa, +2ca,’a, + 2ca,a,’ =0 (2.32)

— pa, +cay,’a, —16a*a, =0 (2.33)



(2.26) denklemini ¢ozersek;

_ 610
a, =F———
Je

olarak bulunur.

(2.27) denklemini ¢ozersek;

- 5ca1a22 +120a*a, =0

ve
I 6100
’ Je
oldugundan,

a, =0 bulunur.
(2.28) denklemini ¢ozersek;

ca,” =360a*
oldugundan,

4310

a o
Ve
olarak bulunur.

(2.32) denklemini ¢ozersek;
—272a*a, —2fa, +2ca,’a, + 2ca,a,’ =0
a, =0

oldugundan,

22
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[ =24a"
olarak bulunur.

Boylece ¢6ziim;

‘e 12@0:2 27 3 tan(alx — )
u. = 12@0:2 27 3cot(ae— )]

(2.34)

olarak elde edilir.
2.2.2 Drinfeld-Sokolov Denklem Sistemi:

Drinfeld-Sokolov sistemini tanh yontemi ile ¢ézelim [9].

u, + sz = 0,
(2.35)
v, —av . +3bu v+3kuv_=0.

(2.35) deklemi,
cv—(2b+ kW +acv" =0, (2.36)
ADD’ ye ¢evrilir.

Tanh yontemine gore bir seri agilim oldugundan,
M
ulx,t)=S(Y) = ZamY'”, (2.37)
m=0

seklinde yazilabilir. Burada ¥ = tanh(,uf) dir. Béylece asagidaki denklem elde edilir

2
S —(2b+k)S* + acy’(1 —Yz{— 2Y%+(1 —Yz)jyfj = 0. (2.38)

En yiiksek mertebeden lineer terim ile lineer olmayan terim dengelenirse,

3m=4+m-2, (2.39)
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bulunur. Buradan

m=1
olur ve

u(x,t)=a, +a,Y (2.40)
yazilabilir.

(2.40) denklemini (2.38) denkleminde yerine yazarak ve Y’nin katsayilarim toplayarak a,,a,

ve [ igin,

Y =2ba’ +2acy’a, —ka,’ =0,
Y?:2baya,’ - kaya,” =0,

1 ) , ) , (2.41)
Y :-2acu’a, —6ba, a, +c a, —3ka, a, =0,
Y :2ba,’ +c’a, —ka, =0.
seklinde bir cebirsel denklem sistemi olusturulur.
Bu denklem sistemini ¢ozersek,
a, =0,
4, =——— 2b+k#0, (2.42)
N2b+k
=5 50,a%0,
2a 2a

buluruz.

c
9 > 0 i¢in kink soliton ¢oztimleri bulunur,
a

v(x,t)= ﬁ tanh(\/g (x— ct)} (2.43)

Ve



Ve

kompleks ¢oztimler olarak bulunur.

1 c ..
u=-—v>ve — >0 igin,
c 2a

. cC ol € (.
u(x,t)= Yy tanh (1 ,_2(1 (x ct)],
c c
- h2| - (x—
u(x,t) bk cot ( > (x ct)j,

soliton ¢6ziimleri olarak elde edilir.

c ..
— < 0 i¢in,
2a

© tan?| \[-——(x—cr) |,
2b+k 2a
u(x,z‘):—zb(irkcot2 1/—2—(;( —ct) |,

25

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)
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periyodik ¢6ziimleri olarak elde edilir.

2.2.3 Genellestirilmis Drinfeld-Sokolov Denklem Sistemi

Bir Drinfeld-Sokolov sistemi ;

u, +v"x =0,
(2.51)
v,—av__+3bu v+3kuv_=0.
ADD’ ye ¢evirilir,
3(bn+k
czv—wv”+1 +acv" =0. (2.52)
n+1
tanh yontemi sonlu bir serinin a¢ilimi oldugundan,
M
ulx,t)=S(¥) = ZamY'”, (2.53)
m=0

seklinde yazilabilir. Burada Y = tanh(,uf) dir. (2.53) agilimim (2.52) denkleminde yerine

yazarsak;
2
czS—MS””+ac;12(l—Y2 —2Y£+(1—Y2)d—§ =0. (2.54)
n+1 dY dY
Denge yontemini uygularsak,
(n+1)m=4+m—2 (2.55)

buluruz.

Boylece
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m=2. (2.56)

Kapali formda bir ¢oziim elde etmek i¢in M bir tamsay1 olmalidir. Demek ki n =1 i¢in m =2
ve n=2 i¢in m=1dir. Son durum daha once incelendigi i¢in n =1 i¢in m = 2 durumu

incelenecektir.
u(x,t)=S(Y)=a, +a,Y +a,¥”. (2.57)

(2.57) agilimini (2.54) denkleminde yerine yazarak ve Y’ nin katsayilarini toplayarak a,,a,,a,

ve U igin,

r* :—ébaz2 +6acu’a, —ikaz2 =0,
2 2
Y? :-3ba,a, —3ka,a, +2acu’a, =0,
Y?:-3ka,a, +c’a, —%bal2 —8acu’a, —%kal2 —3baya, =0, (2.58)
Y':-3ka,a, +c’a, —2acu’a, —3ba,a, =0,

Y’ :—%bao2 +c’a, +2acu’a, —%kao2 =0,

cebirsel denklem sistemi olusturulur.

Bu sistemi ¢ozersek,

a, =——— b #—k,

b+k
a, =0,

2 (2.59)
a, = ,

b+k
y:l,/—£,5<o,a¢o

2 a a

Ve



T/ Ss S
a, =0,

CZ
P 3(b+k)

,u:l\/z,£>0,a¢0,
2Va a

iki ¢6ziim kiimesi olusturulur.

Birinci kiime— < 0 igin,

Ve

soliton ¢Oziimlerini verir.

u(x, t) = lv(x,t) ise;

Ve

bulunur.

28

(2.60)

2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)



Birinci kiime — > 0 igin,

Ve

2
v(x,t)= bc+ p sec’ (%\/%(x - ct)],

periyodik ¢6ziimleri verir.

u(x, t) = lv(x,t) ise;

c
< cscz(lwfi(x—ct)}
b+k 2\ 2a
< sec{lwfi(x—ct)}
b+k 2\ 2a

u(x,t):

Ve

u(x,t):

bulunur.

Diger tarafta ikinci kiime,

— >0 igin,

Ve

29

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)



v(x,t) = —3(;—;{)(1 - 3coth2(%\/§(x —cz)D,

soliton ¢oztimleri olark bulunur. Eger;

u(x, t) = —v(x,t) ise;

Ve

olur.

. c
Ikinci kiime — < 0 igin,

Ve

¢Oziimleri ve

u(x, t) = lv(x,z‘) ise;
c

30

(2.70)

2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)



31

veE

u(x,t) = —ﬁ(l +3c0t2(%\/§(x—ct)j} (2.76)

seklinde tam ¢6ziimler elde edilir [30].
2.2.4 Broer-Kaup Denklem Sisteminin Tam Coziimleri
Simdi ise,
u,=uu, +v, ——u,
2

(2.77)
v, =), + v
t X 2 XX

seklindeki Broer-Kaup sisteminin tam ¢Ozimiinii tanh yoOntemiyle bulmaya ¢alisalim.

E=a (x- ft)hareketli dalga doniisiimii denklem sistemine uygulanirsa,

1
—afu' =auu' +ov' ——a’u"
2.78)

2
—apy' = a(uv)' +a7v"

seklinde diferensiyel denklem sistemi elde edilip, (a #* O) gerekli sadelestirme islemi yapilirsa,

Pu' +uu'+v' “Zur=o0
2 (2.79)

!

! a "
B+ (uv) +EV =0
olur ve her iki denklemde ayr1 ayri,
uu' ile u" dengelenir = m, =1
uu' ile v' dengelenir = m, =2

olarak bulunur. Bu durumda ,



32

u=a,+aY

2.80
v=b,+bY +b,Y’ (250

seklinde ¢6ziim aranir. Bu degerler sistemde yerine yazilirsa, (2.2) doniistimiinden,
Y'=1-Y?
oldugundan,
—al2 -2b,—aa, =0
—b —pa, —aya, =0
a,’ +2b, +aa, =0
pa, +b +aa, =0
—3a,b, +3ab, =0 (2.81)
ab, —2pb, —2a,b, —2a,b, =0
—4ab, +3a,b, —a,b, — b, —a,b, =0
2a,b, +2p6b, —ab, +2a,b, =0
a,b, + pb, +ab, +ab, =0

olup a; ve b, katsayilari,

ay=—p, a,=a, by=a’, b =0, b,=-a’, (2.82)
olarak bulunur.

Boylece Broer-Kaup sisteminin soliton ¢oziimleri,

u =—pf +atanh[a(x - Br)],

2.83
v=a’ —a®tanh?[a(x - fr)] .
veya

u =—pf +acotha(x - gr)]

2.84
v=a’-a?coth*[a(x - fr)] (259

periyodik ¢6ziimleri,



u=—p—atan|a(x—p)]

v=—a’ —a®tan*[a(x - Br)),

veya
u=—p+acotfa(x-p)]
v=—a’-a®cot’[a(x—- )]
olarak bulunur [35].

BOLUM 3

33

(2.85)

(2.86)
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3.1 Giris

Bu boéliimde lineer olmayan denklemlerin tam ¢oziimleri i¢in Sine-Cosine yontemi verilmistir.
Bu yontem yardimiyla KdV, DKdV, GKdV, Boussinesq, RLW, Benjamin-Bona-Mahony, Phi-
Dort  denklemlerinin - ve Drinfeld-Sokolov, genellestirilmis Drinfeld-Sokolov  denklem

sistemlerinin tam ¢oziimleri elde edilmistir.

3.2 Siniis-Kosiniis Yontemi
Baslangic olarak asagidaki formdaki u(x, t) dinamik dalga ¢6ziimiinii tanimlayan,
P(u,u,,ux,uxx,uxt,u”,...):0, (3.1

lineer olmayan kismi diferensiyel denklemi ele alalim [26] ve Siniis-Kosiniis yonteminin ana

adimlarini 6zetleyelim:

1. (3.1) denkleminin hareketli dalga ¢6ziimiinii bulmak i¢in, dalga degiskeni olarak,

E=(x—ct), (3.2)

kullanilir. Boylece

ulx,t)=u(&), (3.3)
yazilabilir.
2. Buna bagli olarak,

0 d 0’ , d’ 0 d 0’ d’
_:_C_, _2:C PR = _2:_29 (34)
Ot dé ot dé ox dé& ox dé
degisken degistirmeleri yapilabilir ve bunlar gibi diger tiirevler iginde;
P(u,ug,uﬁ)zo, (3.5)

d
yazilabilir. Burada u, = d—udir.
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3. Daha sonra (3.5) adi diferensiyel denklemin olabildigince integrali alinabilir ve integral sabiti
sifir kabul edilir.

4.[18,23,24] ‘de yapilan sonuglar1 izleyerek ¢coziimler asagidaki gibi secilebilir.

u(x,t) = Asin” [u&], (3.6)
veya

u(x,t) = Acos” [u&] (3.7)
Burada A, f, u belirlenecek parametrelerdir.

5. Sonug olarak (3.6) denkleminin tiirevleri alinirsa,

"), = a2 cos(u)sin" (£), 9
("), = 0?12 B2 27 sin™ + ni® 2" B(n B —1)sin™ > (u&),
ve (3.7) denkleminin tiirevleri alinirsa,
u(&)= Acos” (ug),
u"(§)= A" cos™ (ug), 59)

("), = -nupa" sin(ug)cos™ (),
(u” )55 = —n? 1 B2 A" cos™ + np* 2" B(nf —1)cos™ 2 (ué),

bulunur. Diger tlirevler i¢in de benzer sekilde tiirev alinabilir.

6. (3.8) tiirevleri ve (3.9) tiirev degerleri indirgenmis (3.5) denkleminde yerine yazilir. (3.9)
tirevleri kullamldigi zaman Kosinilis fonksiyonlarmin terimlerini veya (3.8) tiirevleri
kullanildiginda Siniis fonksiyonlarinin terimlerini dengeleyebiliriz. Son olarak ortaya ¢ikan
cebirsel denklemler bilgisayar yardimiyla sembolik hesaplamalar kullanilarak A, y ve [
parametrelerinin biitiin olas1 degerlerini ¢ikarmak igin ¢6ziiliir. Bulunan A, u ve S degerleri

(3.6) veya (3.7) denklemlerinde yerine yazilarak ¢éziim bulunmus olur.
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Yontemin temel avantaji ¢ogu diferensiyel denklemlere dogrudan uygulanabilmesidir.

Diger 6nemli avantaj1 hesaplama igini olduk¢a azaltmasidir.

Bunu gelistirmek igin, baz1 gercek fiziksel islemlere dayanan dogrusal olmayan

denklemlerin bazilar1 6nerilen yontemin giivenilirligini gostermek i¢in incelenecektir.

3.2.1 KdV Denklemi

KdV denklemi, a ve b sabitler ve u(x, t) bilinmeyen bir fonksiyon olmak iizere,

u, +auu_+bu__=0, (3.10)
seklindedir [3].
Yukarida (3.5) ve (3.6) ile sunulan yontemi uygularsak, (3.10) denklemi,

a
—cu§+5u2§ +bu,,, =0, (3.11)

sekline doniisiir.

Bu denklemin bir kez integrali alinir ve integral sabiti sifir kabul edilirse,
a -
—cu+5u +bu,. =0, (3.12)
bulunur. (3.9) tiirevlerini (3.12) denkleminde yerine yazarsak,

—cAcos” (,uf)+%/12 cos™ (u&)—bu® B Acos” (u&)+biu’ B(B —1)cos” (u&) =0,

(3.13)
buluruz.

Eger asagidaki cebirsel denklemin sistemi uygulanirsa denklem (3.13) denkleminin

saglanmis olacag kesindir.
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L-1+0,
p=2=2p,
A= —bu p(B 1), (19
—c=bu’p*.
Bu sistemi ¢ozersek;
p=-2,
—-c
M= \/%, (3.15)
a=
a
elde edilir.

Eger biz siniis yontemini (3.10) kullanirsak da sonug (3.15) ye ulasiriz. Bu durumda,

3¢ ,| |-c B

u(x,t)= ;sec {1 ,_419 (x ct)}, c<0, (3.16)
3¢ Ll |[-c 3

u(x,t)= ;csc {1 ’_4b (x ct)}, c<0, (3.17)

¢oziimleri elde edilir. (3.16) ve (3.17) sonuglarinin sadece ¢ < 0,oldugunda gegerli oldugunu

Ve

belirtmek gerekir. ¢ > 0, igin

u(x,t)zzsech{wfi(x—ct)} c>0, (3.18)

a 4b

u(x,t)= —Xcscthi(x —ct)}, c>0, (3.19)
a 4b

Ve
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¢Oziimleri olusur.

S —1=0,oldugu durum sadece a = 0 ise saglanir. Sonugta,

A =herhangi bir ger¢ek say1, py=,—, (3.20)

elde ederiz.

Bu asagidaki ¢oziimleri verir:

()= ACOSN%(X _ ct)} . Bsmw%(x . cz)},c <0

(3.21)

u(x,t)= A cosh{\/%(x - ct)} +B sinh{\/%(x - ct)} c>0,
A ve B rastgele se¢ilmis sabitlerdir.
3.2.2 Degistirilmis KdV Denklemi
Simdi degistirilmis KdV denklemini ele alalim [3].

u, +auu, +bu_, =0, a,b>0. (3.22)
Oncelikle (3.22) denklemi benzerlik doniisiimii uygulanirsa,

a( s

—cu, +§(u )g +bu g, =0, (3.23)

yazilir. Bir kere integral alinir ve integral sabitini sifir kabul edersek,
2w +bu,, =0
—eutSu +bug =0, (3.24)

bulunur. (3.9) tiirevleri (3.24) denkleminde yerine yazilirsa,
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—cAcos” (u§)+%l3 cos™ (u&)—bu’ p* Acos” (ué)+ by’ B(S —1)cos”* (ué) =0,

(3.25)

bulunur. Bu denklem, eger cebirsel denklemlerin sistemi asagidaki kosulu sagliyorsa ¢oziim

bulunur.
p-1#0,
p-2=3p,
SA =il A1), (20
—c=bu’p,
denklem sistemi bulunur. Bu denklemleri ¢ozersek,
p=-1
e _TC’ (3.27)
A= %
a

u(x,t):W/@ sec 1/_—C(x—ct) , c<0, (3.28)
a b

u(x,t)zw/@ csc 1/%(x—ct) ,  ¢<0, (3.29)
a

¢Oziimleri elde edilir.

¢ >0 igin,
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u(x,t)= 1/@ sech{\/z(x—ct)} c>0, (3.30)
a b
ALﬁZiAﬁEWC%J%QHcQ} >0, i=+-1, (3.31)
a

bulunur.

Eger (3.25) denkleminde £ =1 ise, denklem sadece a =0 igin saglanir. Bu durumda

daha once (3.21)’ de elde ettigimiz sonuglar1 buluruz.
3.2.3 Genellestirilmis KdV Denklemi

Simdi genellestirilmis KdV denklemini inceleyelim [3]. Burada a ve b sabitler olmak iizere:
u, +a(n+1)n+2u"u, +bu,, =0, a,b > 0. (3.32)
(3.32) denklemi,
—cu, +a(n+2)(u"+l )5 +bu, =0. (3.33)

denklemine doniistiiriiliir. Bu denklemin & - degiskenine gore integrali alinir ve integral sabiti

sifir kabul edilirse,
—cu+a(n+ 2)(u ™ )+ bu,. =0, (3.34)
esitligi bulunur. Bu denklemde (3.9) tiirevlerini yerine yazarsak,

—cAcos? (ué)+aln+2)A"" cos” N (u&) - bu? B2 Acos” (u&)

3.35
+bAu* B(B—1)cos” 2 (u&) =0, (339
bulunur. Bu denklem,
L-1=0,
Bln+1)=p-2,
(3.36)

aln+2)2" = ~bu* B(5-1),
—c=bu’p?,
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i¢in saglanir.

Bu denklemleri ¢ozersek,

p="1zc (337)

c 1/n
2 =(_j |
2a

elde ederiz. Bu sonuglari siniis yontemi (3.8) tiirevlerini kullanirsak da buluruz. Sonug olarak;

1/n

[

<0, (3.38)

Ve

u(x,t) = {(2—2] csc{g\/%(x - ct)}l/n, <0, (3.39)

bulunur.

Fakat ¢ > 0 i¢in,

u(x,t) = {(Z—iljsec h{g\/%(x —ct)}l/n, ¢ >0, (3.40)

Ve

u(x,t) = {(— éjcsch{g\/%(x cz)}}w, ¢ >0, (3.41)

bulunur. f—1=0, i¢in eger a =0 ise bu durum saglanir. Sonug olarak daha once (3.21)” de

elde ettigimiz sonuclara ulasiriz.



3.2.4 Boussinesq Denklemi

Simdi Boussinesq denklemini inceleyelim [42].

u, —au +3u’s —bu_ =0, a,b>0.
Bu denklem,

CCug —aug + 3(“2 )55 —bugy =0,
sekline doniisiir.

Iki kere & -degiskenine gore integral alinir ve integral sabiti sifir kabul edilirse;
(02 —a)u+3u2 —bu,. =0,

bulunur.

(3.9) tiirevlerini (3.44) denkleminde yerine yazarsak;

(02 - a)ﬂ, cos” (u&)+34% cos® (u&)+ by’ B A cos” (ué)
~b2u* B( ~1)cos” (ug) =0

elde edilir.

Benzer analiz kullanilarak, cebirsel denklemlerin sistemini;

p-1#0,
28=p8-2,

34 =bu* B(B-1)
cz_a:_bﬂzﬁz,

olarak buluruz. Bu denklemler ¢oziiliirse,

ﬂ:_za
_la=c¢?

ST

ﬂ:a—cz

42

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)
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bulunur. Eger siniis yontemi (3.8) tiirevlerini kullanirsak da ayni sonuglari buluruz. Boylece,

2 2
u(x,t)=2 _20 sec’ a;bc (x—ct)|, a>c?, (3.48)
u(x,f)="2 —c csc’ fa=c’ (x—ct)_ a>c’ (3.49)
2 4b ’ ’ '
buluruz.
a<c’ igin,
u(x t)—a_cz sech’ 1/cz_a(x—ct) a<c’ (3.50)
) 4b ’ ’ '
u(x,z‘)z—a_c2 csch’ cz_a(x—ct) , a<c’, (3.51)
2 4b

bulunur. Daha 6nce bulunan dort sonug (k, bir sabit olmak tizere) x—ct’ yi x—ct+k, ile

degistirirsek de saglanir.

3.2.5 Diizenlenmis Uzun-Dalga (RLW) Denklemi

RLW denklemi asagidaki gibi ele alalim [39].

u,+au, —6uu_—bu, =0, a,b>0. (3.52)
(3.52) denklemi,



(a—c)Acos” (u&)-34% cos™ (u&)—beu® B2 A cos” (u&)

+beau® BB —1)cos” (ug) =0,
seklinde yazilir. Bu denklem,

p—-1#0,
2p=p-2,

30 =bep’ (B -1),
a—c=bcu’ B,

i¢in saglanir. Boylece,

ﬂ:_za
_Ja-c

H 4bc’

1=4-<

esitlikleri elde edilir.
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(3.53)

(3.54)

(3.55)

Eger Siniis-Kosiniis yonteminde (3.8) tiirevlerini kullanirsak da ayni sonuglar1 buluruz.

(3.55) de bulunan degerlere gore,

u(x,t)= a;csecz_wfzgcc(x—ct)_, a>c,
u(x,t)= a;ccscz _1,a4;cc (x—ct)_, a>c,

bulunur.

a < ¢ i¢in,

u(x,t):a;csech{ c;a(x—ct)} a<c,

4bc

(3.56)

(3.57)

(3.58)



u(x,t)z—a;ccsch{ c_a(x—ct)}, a<ec,

4bc

bulunur.
3.2.6 Benjamin-Bona-Mahony Denklemi

Benjamin-Bona-Mahony denklemini ele alalim [42].

XXX

u,+%u2x—bu =0, a,b>0.

(3.60) denklemini,
a(
—cl, +5(” )5 —bu, =0,

seklinde yazariz.

Bir kez integral alinir ve integral sabiti sifir kabul edilirse;
a
—cu+—u’ —bu% =0,
2

bulunur.

(3.9) tiirevlerini (3.62) denkleminde yerine yazarsak,

—cA cosﬂ(y§)+%2,2 cos?? (u&)+ bu? B Acos” (u&)

— b’ B(B —1)cos”* (u&) =0,
elde edilir.

Bu denklem,

45

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)



p-1%0,
28=p-2,
§z=mﬁMﬁ—u
c=bu’p,

i¢in saglanir. Boylece,

p=-2,
1

H N\

i3
a
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(3.64)

(3.65)

esitlikleri elde edilir. Eger Siniis-Kosiniis yonteminde (3.8) tiirevlerini kullanirsak da aym

sonuglari elde ederiz. (3.65) de bulunan degerlere gore,

u(x,t)= 3¢ sec? %\/g(x —ct)|,

a

u(x,t)= 3¢ cse? %\/%(x —ct)|,
a

bulunur.

c <0 igin,

TP N

bulunur.

3.2.7 Phi-Dort Denklemi

c<0,

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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Son olarak PF denklemini ele alalim [42].

u, —au, —u+u =0, a>0. (3.70)
(3.70) denklemini,

czuég—augé—u+u3 =0, (3.71)

seklinde yazariz.

(3.9) tiirevlerini (3.71) denkleminde yerine yazarsak,

— Acos? (ué)+ A’ cos® (u&)+ (a ~c? ),uzﬂzl cos” (u&)

3.72
+e* = a)u* BB - 1)oos (ug) =0, o
bulunur.
Bu denklem,
L-1=0,
3ﬁ = ﬂ_za 373
2 =(a=c)u’ B(B-1) o
(a —cz)uzﬂz =1,
icin saglanir. Boylece,
ﬂ = _17
1
(3.74)

H=——,
a—cz
=42,

esitlikleri elde edilir. Eger Siniis-Kosiniis yonteminde (3.8) tiirevlerini kullanirsak da ayni

sonuglar1 buluruz. (3.74) de bulunan degerlere gore,

u(x,t) = ﬁsec[;z

a—c¢

(x—ct)}, a>c’, (3.75)



u(x,t) = x/zcsc{;z

a—=c¢

(x—ct)}, a>c’,

bulunur.

a<c? igin asagidaki sonuglar bulunur,

u(x,t)= V2 sec h{;

2
c —a

(x—ct)}, a<c’,

u(x,t) = in2 csch{+(x—ct)} a<c?, i=+-1
c’-a

3.2.8 Drinfeld-Sokolov Denklem Sistemi

DS denklem sistemini ele alalim [30].

2
u, +v =0,

v, —av, +3bu v+3kuv =0.

(3.79) denklemi, & = (x - ct) dalga degiskeni kullanilarak,

—cu'+ vz’ =0,
ov'+av" =3bu'v-3kuv' =0

ADD’ ya gevirilir.

Sistemdeki birinci denklemin integrali alinarak ve integrasyon sabitlerini sifirlayarak
cu=v’,

esitligi elde edilir.

Sistemin ikinci denkleminde (3.81) denklemi yerine konularak ve integrali alinarak

cv—(2b+ kW +acv" =0,

ifadesi bulunur.

48

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)
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(3.9) tiirevlerini (3.82) denkleminde yerine yazarsak,

c? A cos” (uE)—(2b + k)P cos™ (u&)— acAu’ B cos” (u&)

+ac,u2/1ﬂ(ﬂ—l)cosﬁ’2(lu§): 0, (3.83)

elde edilir.

Her ¢ift cos’ ’nin iislerini ve katsayilarini esitleyerek;

L-1=0,

3=p-2,

aC,LlZ,BZ :cz,

(26 + k)2 = acAu* (B -1).

(3.84)

bulunur.

(3.84) sistemini ¢ozersek,

1= ‘/§,§>o,a #0 (3.85)

elde edilir.

c ..
—>0 ve a#0 i¢in,

a
v(x,t)=c,| 2b2+ P csc[\/g(x - ct)} 0 pe(x — ct X (3.86)
v(x,t)=c,| 2b2+ P sec[ g(x - ct)} |,u(x - ctﬂ(%, (3.87)

veE
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periyodik ¢6ziimleri bulunur.

1
(3.81) esitliginden u = —v* yazilir. Boylece,
c

u(x, t) __x csc’ (\/E(x - ct)} 0(,u(x - ct)<7r (3.88)
a

Ve

u(x,t)= 2b2i p sec’ (\/g(x - cz‘)} | ua(x - ct](%, (3.89)

bulunur.

c
Fakat — < 0, a # 0igin
a

. 2 | ¢
v(x,t)=ic 2b+kcsch( —;(x—ct)} (3.90)

karmasik ¢6ziimii ve

2 c
v(x,t)—c1/2b+k sech(wf—;(x—ct)J (3.91)

soliton ¢6zlimiinii elde ederiz.

1
Yine, u = —y? oldugundan,

u(x,t) = —2b2ik cschz[wf—g(x—ct)} (3.92)

Ve
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2c ) c
——lx - 3.93
bk sech [1/ » ( ct)], (3.93)

soliton ¢o6ziimleri bulunur.

3.2.9 Genellestirilmis Drinfeld-Sokolov Denklem Sistemi

Genellestirilmis DS denklem sistemini ele alalim,

u, +v"x =0,
(3.94)
v,—av__+3bu v+3kuv, =0,
Dalga degiskeni & = x — ¢t kullanmilarak (3.94) denklemi,
'+ (") =0, (3.95)
ov' +av" =3bu'v —3kuv' =0,
ADD seklinde yazilir.
Daha sonra integral alinir ve cu = v" ifadesi yerine yazilirsa,
3(bn+k
ctv— —( " )v"+1 +acv" =0, (3.96)

n+1

elde edilir.

(3.9) tiirevlerini (3.96) denkleminde yerine yazarsak,

_3(bn+k) il L (n1)p B 2p2 B
)= A cos ! (ug)—acau’ B cos” (ug) (397

+acu* AP(B —1)cos?? (u&) =0,

¢ Acos” (ué

bulunur.
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cos’ * nin her ¢iftinin tislerini ve katsayilarim esitleyerek,
L-1%0,
(n+1)B=p-2,
ac /12 ,32 —c? ,

301D jos — aerai (1),
n+1

(3.98)

esitlikleri elde edilir.

(3.94) denklem sisteminin ¢ozimii,

u=2"1< %0, a=0, (3.99)
2Va a

i:((n+l)(n+2)cz ]

6(bn + k)

olarak bulunur.

c ..
—>0,a # 0 icin,
a

1

v(x,1)= [(n 1o+ 2k cscz[g\/g(x— CI)D” . O0<p(x—ct)<nx (3.100)

6(bn + k)

Ve

v(x,t):[(”+1)(n+2)cz SGCZB\E(’C—C’)DH’ |pa(x — ct) <%, (3.101)

6(bn + k)

periyodik ¢ézlimleri bulunur.

1
u=—v" esitligini kullanirsak,
c



()= N 2k B\/g(x - Cf)}

6(bn + k)

u(x, )= %—Z;?csecz B\/g(x - Ct)}
bulunur.

c ..
— <0, ic¢in,
a

Ve

0<,u(x—ct)< Vs

3
|,u(x—ct] <E,

1

O S R

o ] oo

soliton ¢o6ziimleri bulunur.

1
u=—v" esitligini kullanirsak,

u(x, )= —Mcsch{g\g(x —ct)},

6(bn + k)

Ve

u(x,t):%—?;;)csech{g\/g(x—ct)}

bulunur.
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(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)



3.2.10 Drinfeld-Sokolov Denklem Sisteminin Bir Cesidi

Negatif iislii DS sisteminin bir ¢esidini ele alalim,

u, +v " =0,n>2

v, —av . +3bu v+3kuv_=0.

Dalga degiskeni & = x —ct kullanilarak (3.108) denklemi,

—cu'+v" =0,
ov' +av" =3bu'v —3kuv' =0,
ADD seklinde yazilir.
Daha 6nce yaptigimiz gibi (3.110) denklemi elde edilir.

¢’y Jer_"+1 +acv"=0.
1-n

(3.9) tiirevlerini (3.110) denkleminde yerine yazarsak,

c*Acos” (u&) - [M
—n

+acu* AP(B —1)cos? 2 (u&)=0.

elde edilir. Bu denklem,

p—-1#0,
(-n+1)8=p-2,
ac,u2,6’2 :cz’

3(k —nb)

A = acaut BB 1),

I-n
i¢in saglanir.

Olusan sistemi ¢ozersek,

j/l‘”” cos™ _ qeau® B cos” (ué)
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(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)



c C
_9_>07
a a

1

g (cz(i(l:)&bz z)jn’” >

esitliklerini elde ederiz.

c ..
— > 0icin,
a

-l i)

0, aksitaktirde,

pé < 7,

Ve

- [ e

0, aksitaktirde,

T
ﬂ§| <Ea

kompakton (compacton) ¢oziimleri elde edilir.

1
u=—v" esitligi kullanilarak,
c

()= Mcsc{gg(x_ cf)}o <ui<n

6(k —nb)

Ve

(3.113)
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(3.114)

(3.115)

(3.116)

(3.117)



¢Oziimleri elde edilir.

< <0 ve v(x,t) igin,

veE

-ty e

soliter ve pattern drnek ¢oziimlerini elde ederiz.

£< 0 i¢in,
a
u(x,t)——c(n_l)(n_z)csch2 2 -Ex-c)l,
6(k —nb) 2\ a
ve

soliton ¢oziimlerini elde ederiz.

n

2
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(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)
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BOLUM 4
4.1 Giris

Bu boliimde lineer olmayan denklemlerin tam ¢oziimleri igin genellestirilmis tanh yontemi
verilmistir. Genellestirilmis tanh yontemi lineer olmayan dalga denklemlerinin yalmz dalga
¢ozlimlerini bulmak icin kullanilir. Elde edilen ¢oziimler solitonlari, kinkleri, periyodik
¢Oziimleri igerir. Bu g¢aligma Malfliet’ in 6nemli bulusuna bir ektir. Genellestirilmis tanh

yontemi lineer olmayan dalga denklemlerini ¢6zmek i¢in daha genis bir uygulanabilirlik saglar.

Lineer olmayan dalga denklemlerinin bazi bilimsel ve miihendislik alanlarinda 6nemli
bir rolii vardir. Bu denklemler kati hal fiziginde, akiskanlar mekaniginde, kimyasal
kinetiklerde, plazma fiziginde, populasyon modellerinde, lineer olmayan optiklerde, Josephson
birlesmesinde, fluxonlarin yayilmasinda, ve diger birgok yerlerde kullanilir. Malfliet’ in
calismas1 hiperbolik tanjant yontemini lineer olmayan dalga denklemlerinin giivenilir ¢6ziimleri
i¢in kaynak olmustur. Bu yontem sistemli ve dogrusal yoldan kesin veya yaklasik sonuglar

bulunmasi i¢in kullanilan bir metottur [13].

Tanh yontemi esas olarak Ricatti denklemine ve iyi bilinen denklemlerin ¢6ziimlerine
dayanan bir¢cok modifikasyona baghdir. Standart tanh yontemi ve Onerilen modifikasyonlar
hepsi denge yontemine dayanir ( burada en yiiksek derecenin lineer terimleri indirgenmis

denklemin lineer olmayan en yiiksek derecesiyle dengelenir).

Bu ¢aligmalarda, her arastirilan denklem igin sadece bir tane yalniz dalga ¢6ziimii elde
edilmistir. Amacimiz genellestirilmis tanh yontemi ile bu denklemlerin ¢6ziimii i¢in bir tane

yerine bir¢cok sonug elde etmektir.
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Bu yontem yardimiyla, Burgers, KdV, DKdV, Fisher, Burger-Fisher, Huxley
denklemlerinin, Hirota-Satsuma-KdV, Drinfeld-Sokolov, (2+1)-Boyutlu Konopelchenko-

Dubrovsky denklem sistemlerinin tam ¢6ziimleri elde edilmistir.

4.2 Genellestirilmis Tanh Yontemi:

Genellestirilmis tanh yonteminde,

Y = tanh(yé), E=x—ct,

ve
d d
d—gz,u(l—Yz)W,
d’ d d’

= 2u(1- Yz)d—Y+ w2 i-v?)

d&? Y’
j; =2, (1-Y* )3y - 2)%— 6°Y(1-Y>) j;z +1(1-v?) dd;3 ,
j; = 8u'y(1-7?)3y? - 2)% +aut(1-v2f (or? —2) Yzz
—12u°Y(1-Y? dd;3 +ut(1-v?) dd;4 .
doniisimler tekrarlanir ve
u(p&) = S(¥) = zy ; zby ) @.1)

sonlu seri agilimi yazilir.
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Burada m, belirlenecek pozitif tamsayidir. (4.1) agthm b, =0, 1<k <m icin

standart tanh yontemine g¢evrilir. m parametresi daha once belirtildigi gibi genellikle sonug
denkleminde en yiiksek mertebeden lineer terimlerini, en yiiksek mertebeden lineer olmayan
terimleriyle dengeleyerek elde edilir. Eger m bir tamsay1 degilse, bu zorlugu atlatabilmek igin

bir doniisiim formiilii kullanilmalidir. (4.1) agilimi Y kuvvetlerinde olan cebirsel denklem
sisteminde sonuglanan ADD’ de Q(u,u',u",u"’,...) =0 yerine yazilarak a, (0,...,M ), U vec

parametreleri bulunur [31].

Simdi bu yontemi birkag lineer olmayan olusum denklemlerine uygulayalim.

4.2.1 Burger Denklemi:

Burger denklemini asagidaki sekilde tanimlayalim;.
u, +uu,_—u_=0. 4.2)
Dalga degiskeni olan & = x — ¢t ’ yi kulanarak (4.2) denklemi,

—cu+%u2—u’=0, (4.3)

Seklinde bir ADD’ e doniisiir. Bu denklem ADD’ nin bir kez integrali alinarak ve integral sabiti

sifir almarak elde edilmistir. #' terimini u ile dengelersek ,

m+1=2m, (4.4)
oldugundan,
m=1 (4.5)

bulunur. Genellestirilmis tanh yontemi (4.1) sonlu a¢ilimi kullanilirsa,
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u(€)=a, +a1Y+b—;, (4.6)

olarak bulunur. Bu ¢6ziimii, (4.3) denkleminde yerine yazar ve Y’ nin artan kuvvetlerinin
katsayilarini toplarsak; a,,a,,b, ve u igin cebirsel denklemlerden olusan bir sistem ve bu

sistemi ¢ozerek ti¢ tane durum elde ederiz:
(i) Birinci durum:
c
a,=c, a,=—c, b =0, qu. 4.7
(ii) Ikinci durum:
c
a,=c, a, =0, b =—c, qu. (4.8)
(iii) Ugiincii durum:
(4.9)

— — C — —
a, =c, al——E, by =——, u=

Boylece ¢oziimler:

u,(x,t)= c(l - tanhB (x— cz)D, (4.10)

u, (x,) = c(l - cothE (x— cz)D, (4.11)

veE

uy(x,t) = c[l - %{tanh{% (x - ct)} —%coth[% (x- CI)D} (4.12)

olarak bulunur. Burada c, serbest parametre olarak alinmistir. Genellestirilmis tanh yontemini
kullanarak ¢ ¢ift ¢6ziim elde edilecegi kesindir. Tanh yonteminde sadece bir sonug elde

edilmisgtir.
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4.2.2 KdV Denklemi

KdV denklemi konveksiyon terimi uu = ve dagilim terimi u___ ile tamimlanir.

u, +6uu +u_ =0. (4.13)
Dalga degiskeni & = x —ct’ yi kullanarak (4.13) denklemini,
—cu'+6uu'+u" =0,
ADD’ e doniistiiriiriiz.
Bu ADD’ nin bir kez integrali alinarak ve integral sabiti sifir kabul edilerek
—cu+3u’+u"=0, (4.14)
elde edilir.

. 2 .
u" ile u~ dengelenirse,

m+2=2m, (4.15)
oldugundan,
m = 2 bulunur. (4.16)

Genellestirilmis tanh yontemine gore (4.1) sonlu agilimi asagidaki gibi alabiliriz.

b b
u(§)=a0+a1Y+a2Y2+71+Y—22. (4.17)

(4.17) sonlu agilimini (4.14) denkleminde yerine yazar ve Y’ nin artan kuvvetlerinin
katsayilarini toplarsak; a,,a,,a,,b,,b, ve u igin cebirsel denklemlerden olusan bir sistem ve

bu sistemi ¢ozerek alt1 tane durum elde ederiz:

(i) Birinci durum:

I —
ao:—%, a,=b =b,=0, a, :ga /J:E -¢. (4.18)



(ii) Tkinci durum:

(iii) Ugiincii durum:
c c 1 \/—
a, :Ea a,=b =b,=0, a, :_Ea :u:E ¢.
(iv) Dordiinciti durum:

a, =

c c 1
Soa=bma,=0 @ ==5 u=sie.

(v) Besinci durum:

(vi) Altinct durum:

c c 1
aO:Z’ a, =b, =0, az:bz:—ga ,u:Z\/Z.

¢, serbest parametre olarak alinmistir.

Birinci durum asagidaki ¢oziimii verir;
1
u,(x,t)= —%(1 —3tanh’ [5\/ —c(x— ct)D, c<0
ve periyodik ¢éziim

uz(x,t):—%(1+3tan2[%\/2(x—ct)D, 0
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(4.19)

(4.20)

4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)



Ikinci durum asagidaki soliton ¢oziimiinii verir;
1
U,y (x, t) = —%(1 —3coth? [E«/— c(x - ct)D, c<0

ve periyodik ¢6ziim

u4(x,t):_%(HscotzBﬁ(x_a)D, 0.

Ucgiincii durum asagidaki soliton ¢oziimiinii verir;
c 1
us(x,t)zgsech E\/Z(x—ct) , ¢0
ve periyodik ¢6ziim
c 1
u6(x,t):Esecz[E\/—c(x—ct)} c<0
Dordiincii durum asagidaki ¢6ziimii verir;
c !
u,(x,t)=—=csch —\/Z(x —ct)], 0
2 2
ve periyodik ¢6ziim

ug(x,1) = %csc2 [%x/—_c(x — ct)} <0

Besinci durum asagidaki ¢oziimii verir;
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(4.26)

4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

4.31)

u, (x,1) = %(1 + %(tanhz B J=c(x- ct)} + coth? B J=c(x- ct)D], <0 (432)



ve periyodik ¢6ziim

ulo(x,t):é[l—%(tan{%\/z(x—ct)}+cot2[i\/2(x—ct)D} 0

Altinct durum asagidaki ¢oziimii verir;

u“(x,t)=g{z_(tanhz[iﬁ(x_a)}+coth2[ifc(x_ct)m, 0

ve periyodik ¢6ziim

un(x,t)=g[u(mnzBJ__c(x_a)}_cotz[%ﬁ(x_cz)m, 0

genellestirilmis tanh yontemini kullanarak alt1 ¢ift ¢6ziim elde edilmistir.
4.2.3 Fisher Denklemi

Fisher denklemi reaksiyon ve yayilma arasindaki etkilesimin siirecini tanimlar ve

u—u_ —u(l—u):O
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(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

seklindeki bu denklem kimyasal kinetiklerde ve bir boyutlu yerdeki niifusun lineer olmayan

gelisimi gibi problemleri igeren niifus dinamiginde, bir niikleer reaksiyonda ndtron niifusunda

kullanilir.

Dalga degiskeni & = x — ¢t kullanarak (4.36) denklem,
—cu' —u"—u(l-u)=0,

ADD’ e déniisiir, bu denklemde u” ve u® dengelenirse,
m+2=2m,

oldugundan,

m = 2 bulunur.

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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Genellestirilmis tanh yontemi (4.1) sonlu agilimi kullanilirsa,

u(€)=a, +aY +a,¥? +b—Yl+b—2. (4.40)

Y2

olur. Bu ¢6ziimii (4.40) denkleminde yerine yazar, Y’ nin artan kuvvetlerinin katsayilarini bir
araya toplarsak, a,,a,,a,,b,,b, ve p igin asagidaki cebirsel denklem sistemini elde ederiz.

Bu sistemi ¢ozerek ti¢ farkli ¢oziim kiimeleri elde edilir:

(1) Birinci durum:

1 1 1 5
aozz, al:_f’ 02:Za b =b, =0, c:ﬁ’
= (4.41)
2J6' '
(ii) Ikinci durum:
1 1 1 5
aO:Za alzazzoa blz_Ea b2:Za C:E,
P (4.42)
2J6’ '
(iii) Ugiincii durum:
3 1 1 1 1 5 1
Q=2 ay=—— ay=—, b=——y, by=—, c=—, p=—r. (443
07g 1 4 2 16 1 4 27 16 \/g H 4\/6 (4.43)

Birinci durum;

ul(x,l‘)=%(l—tanh{ﬁ(x—%tﬂj . (4.44)

Ikinci durum;

u,(x,t)= i[l —coth’ [ﬁ(x —%tJD : (4.45)
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ve tligiinct durum;

uy(x,1) = %[6 - 4tanh{ﬁ(x - %ZH + tanh? {ﬁ (x —~ %JD
il

(4.46)

¢Ozlimlerini verir.
4.2.4. Burger-Fisher Denklemi
Simdi asagidaki Burger-Fisher denklemini ele alalim.

u, +uu, +u_ +u(l—u): 0. (4.47)
Bu denkleme & = x — ¢t dalga doniisiimiinii uygularsak,

—cu' +uu' +u"+u(l-u)=0, (4.48)
ADD elde edilir. Bu denklemde uu' ile " dengelenirse,

m+2=2m+1, (4.49)
oldugundan,

m =1 dir. (4.50)
Boylece genellestirilmis tanh yontemine gore,

u(§):a0+a1Y+b—Yl, (4.51)

acilimi yazilir. (4.51) agilimu (4.48) denkleminde yerine konulursa, 6nceki gibi ti¢ durum elde

edilir.



(1) Birinci durum:
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1 1 5 1
a, =—, a, =—, b, =0, c=—, =—. 4.52
075 175 1 5 H 4 ( )
(ii) Ikinci durum:
1 1 5 1
a, =—, a, =0, b =— c=—, =—. (453
075 1 1T > H 4 ( )
(iii) Ugiincii durum:
1 1 1 5 1
a, =—, a, =—, b, =— c=—, =—. (454
075 1Ty 1Ty > H 3 ( )
Bu durumlar asagidaki kinks ¢dziimlerini verir;
1 1 5 )]
ul\x,t)=—|1+tanh| —| x——1¢ ||, 4.55
() =2 a2 ] (4.55)
1 1 5]
u,(x,t)=—|1+coth —| x——¢ |||, 4.56
(%)= 2 ( : j (4.56)
u3(x,t):l 2+ tanh 1 x—ét + coth 1 x—ét . (4.57)
4 8 2 8 2
4.2.5 Huxley Denklemi
Huxley denklemini asagidaki gibi ele alalim,
u,—au —u(k—u")(u” —l)z 0, n>1. (4.58)

Bu denklem nérofizikte sinir ¢ogalmasi ve akiskan kristallerde duvar ¢ogalmasi i¢in

kullanilir. Dalga degiskeni & = x —ct kullanirsak,

—cu' —au" —(k+1u"" +u™" +ku =0, (4.59)
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ADD elde edilir. Bu esitlikte u” ile #*""' dengelenirse;

m+2=2n+1)m, (4.60)
oldugundan,
1 ..
m = —dir. (4.61)
n

Kapali formda bir ¢6ziim elde etmek i¢in m bir tamsay1 olmalidir. Bu ylizden,

1

u(x,t)=v" (4.62)
dontstimii kullanilir.
Ve sonug olarak;

—cenw' —anw" —a(l-n)v') = (k + Dn*v* +n*v* +kn*v? =0, (4.63)
denklemi elde edilir. Bu denklemde, w" ile v* dengelenirse

m =1
bulunur.

Sonugta genellestirilmis tanh yontemine gore,
b,
W&)=a, + alY+7, (4.64)

¢Oziimii bulunur. Bdylece asagidaki ¢6ziim kiimeleri bulunur,

(1) Birinci durum:

a, =—, a, == (4.65)

a 21/ain+li'

1
2

(ii) Ikinci durum:



1 1
aOZE’ a, =0, b, :iE,
(iii) Uglincii durum:
aozl, a, :il, b, :il,
2 4 4
(iv) Dordiincii durum:
aozk, a, :ik, b =0,
2 2
(v) Besinci durum:
aozk, a, =0, b, :ik,
2 2
(vi) Altinct durum:
aozé, a, =i£, b, =i£,
2 4 4

Burada;

a
=k 1)-1
= (k1)1
a
A=n-k+1 )
(n +)n+1

u=v" dir. Buna bagl olarak ilk ti¢ durum,

u, (x,1) = {%[Prtanh{ﬁ(x? mD}l

b
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75 a(’; +1) (460
75 a(’; +1) (467
sy o
-y o
u=F alE:+ 7 (4.70)
4.71)

(4.72)
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u,(x,t)= {% (1 + coth{ﬁ (xF mD} ’ (4.73)

Ve

uy(x,1)= {%{2 + tanh{#}ﬂ_l) (x¥ 74)} + coth{éla(ﬁ (x7F M):D}” ,(4.74)

kinks ¢oziimlerini verir. Son {i¢ durum;

u,(x,t)= {%{1 + tanh{%(x T %):l]} , (4.75)

ug(x,1)= {%(1 + cothl:% (xF %):I}}l (4.76)

Ve

k kn _ kn _ %
ug(x,1)= {Z(z + tanh{m (xF ;4)} + coth{m (xF yt):lj} , (4.77)

¢Ozlimlerini verir.
4.2.6 Lineer Olmayan Reaksiyon-Yayillma Denklemleri:

Lineer olmayan reaksiyon-yayilma denklemi bir¢ok formda bulunur. Bu bolimde bu

reaksiyon- yayilma denklemlerinden ikisi {izerine yogunlasacagiz. Bunlar;
u, —u’w —u(l—u)=0 (4.78)
ve

U, — U —u(l—uz)zo, (4.79)
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denklemleridir.
(i) Birinci tip
Dalga degiskenini & = x —ct kullanirsak,

"

—cu'—(uz) —u(l-u)=0, (4.80)
ADD elde edilir veya denk olarak;

—cu'—2uu"—2(u’)2—u +u’ =0, (4.81)
yazilabilir. Bu denklemde, uu" ile u’ dengelenirse,

2m+2=m+]1, (4.82)

m=-1
bulunur. (4.83)

Wazwaz’ gore, alternatif bir seri agilimi yazilabilir,

1 A
ulé)= = 4.84
(5) a,+aY 1+aY (89

x — —oo gittikge artan soliter bir ¢oziim elde edilir.

Daha ¢ok ¢dziim elde etmek i¢in, genellestirilmis tanh yonteminde,

1 A
u(¢)= = 7 (4.85)
a,+a¥+-—+ 1+a¥l+—

Y Y

yazilabilir. Bu durumda (4.85) denklemi (4.81) denkleminde yerine yazilirsa ve Y’ nin artan

kuvvetlerinin katsayilarini toplarsak ve olusan sistemi ¢6zersek asagidaki ¢oziimleri elde ederiz:

(i) Birinci durum:

A=2, a==l1, b=0, c=%l, yzi. (4.86)
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(ii) Tkinci durum:

A=2, a=0, b==1 c=7%], ,u:%. (4.87)
(iii) Ugiincii durum:
A=2 a—+l b—+l c=+1 _1L (4.88)
s - 2 s - 2 H ’ H 8 . .
Bu sonuglarin 15181nda,
u, (x,1) = 21 : (4.89)
1+ tanh[ (x + t)}
4
u,(x,t)= 21 (4.90)
1+ coth[ (x+ t)}
4
ve
s 1) =— 1 2 1 1 , 4.91)
1+ —tanh —(xit) + —coth f(xit)
2 8 2 8
ti¢ ¢ift soliter ¢6ziim elde ederiz.
(i) Tkinci tip
Dalga degiskeni & = x —ct kullanarak (4.85) denklemi,
—cu'—(u3) —u(l—uz):0, (4.92)
ADD doniistiiriiliir veya denk olarak;
—cu' =3uu" —6u(u') —u+u® =0, (4.93)

2.

yazilabilir. Bu denklemde, u " u" ile ' dengelenirse
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3m+2=m+]1, (4.94)
m=_L (4.95)
> .
bulunur.
Genellestirilmis tanh yontemine gore,
2 2
1 A
u(&)= —| = : (4.96)
ao+alY+?1 l+aY +—

¢Oziimii bulunur.

(4.96) denklemini (4.93) denkleminde yerine yazar, Y’ nin artan kuvvetlerinin katsayilarim bir

araya toplarsak ve olusan sistemi ¢6zersek,

(i) Birinci durum:

A=2, a==l1, b=0, c=%l, U=— (4.97)
(ii) Ikinci durum:
_ 1
A=2, a=0, b=+%l1, ¢c=%], ,uzg. (4.98)
(iii) Ugiincii durum:
1 1 _
A=2, aziz, b:iz, c=%l, H=—, (4.99)

¢Oziimlerini elde ederiz. Bu sonuglarin 1s181inda,
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2
u,(x,t)= 1 , (4.100)
I+ tanh{3 (x + t)}
1
2
2
u,(x,t)= 1 : (4.101)
1+ coth[3 (x+ t)}
ve
1
2
2
uy (x,1) = 1 1 1 1 , (4.102)
1+ —tanh| —(x+17) |+ —coth— (x*¢)
2 6 2 6
ti¢ ¢ift soliter ¢6zlim elde ederiz.
4.2.7 Hirota-Satsuma-KdV Denklem Sistemi
[lk olarak birlestirilmis Hirota-Satsuma-KdV denklemini ele alalim [4],
1
u, = Zum +3uu,_ —6vv_,
(4.103)
1
v, =——v__—=3uv_,
2
& = x — pt dalga degiskenini kullanarak (4.103) denklemi,
1
-puU ' ==U"+30U"-6VV'=0,
4 (4.104)

— BV’ = —%V”’ —3UV' =0,

ADD doniistiiriiliir.
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(4.104) denkleminde U" terimini UU" ile ve U" terimini V'V ile dengelersek;

m+3=2m+1,
(4.105)
m+3=2n+1,

oldugundan,

m=2, (4.106)
n=2. '

elde edilir.

Genellestirilmis tanh yontemi (4.1) sonlu agilimini kullanirsak;

(4.107)

(4.107) denklemlerini (4.104) denklem sistemlerinde yerine koyar, Y’nin artan kuvvetlerini
esitlersek, a,,a,,a,,b,,b,,c,,c,,c,,d, ve d, icin cebirsel denklem sistemini elde ederiz. Bu

sistem ¢oziiliirse on tane ¢oziim kiimesi bulunur.

(i) Birinci durum:

aoz%, b, =-1, dlzwf#, a=a,=b =0, ¢c,=c,=c,=d,=0. (4.108)

(ii) Ikinci durum:

aoz%, a, =-1,¢ = T,alzblzbzzo, c,=¢,=d,=d, =0. (4.109)

(iii) Uglincii durum:



p+4 2B8+3 2p+2
ay = 3 » € =T 3 s dy == |- 3 a4, =b =¢,=c,=d, =0,
=-1.

a,=-1,b,=

(iv) Dordiinciti durum:
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(4.110)

a, =%, ¢ =1/#, d, :1/#,511 =b =c,=c,=d,=0,a,=-1,b, =-1.

(v) Besinci durum:
a, :#, c, :—# a=a,=b =c,=c,=d, =0,b,=-2,d, =1.

(vi) Altinct durum:

_p+4 . _2B+2

3 0 3 ay=a,=b=c =c,=d,=0,b,=-2,d, =-1.

a,

(vii) Yedinci durum:

_prh o 2p+2

a, 3 0 3 ,a,=b,=b,=c,=d, =d,=0,a,=-2,c,=1.

(viii) Sekizinci durum:

p+4 20 +2
a, = 3 , Cp = 3 a, =

(ix) Dokuzuncu durum:

ao:ﬂ;4aco:_¥’a1 =b=¢=d=0,a,=b=-2,¢c,=d,=1.

(x) Onuncu durum:

4 :ﬂ+4’c :2ﬂ+2’

0 3 0 3 ay=b=c¢=d=0,a,=b=-2,¢c,=d,=-1.

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

4.117)



Bunlarin sonucunda,

u, = ﬂ;I —coth?(x — ),

v, = 1_32ﬂ coth(x — f3r),

u, = % —tanh? (x — f),

v, = 1_32'8 tanh(x — ),

U, = 'B; ll tanh? (x — f¢)— coth? (x — f3r),

vy, =, |- '822 tanh(x—,b’t)—wf— 2ﬂ3+2 coth(x — f3r),

u, = %—tanhz(x—ﬂt)—cothz(x—ﬂt),

U :#—2cothz(x—ﬂt),

v =— 2ﬂ3+ 2 +coth?(x — ),

U, = %—ZCothz(x—ﬁt),

Ve = 2'8; 2 —coth?(x — ),

4 _32'8 tanh(x — ft) + N 4 _32'8 coth(x — f3r),
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(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.123)



ADD’ e doniistiiriliir.
kabul edersek,

U, = %— 2tanh?(x — ft),

v, =— 2'8; 2, tanh’ (x — f),

Uy = %— 2tanh’(x — ft),

Vg = 2ﬂ3+2 —tanh?(x - ft),

Uy = %—2tanh2(x—ﬂt)—Zcothz(x—,Bt),

Vo =— 2'8; 2 +tanh? (x — Bt)+ coth? (x — i),

<

0 = 'B;4 —2tanh’(x — ft)—2coth®(x — ft),

vy, = # —tanh? (x — f¢)— coth® (x — f3t),

soliton ve kinks ¢oziimlerini elde ederiz.
4.2.8 Drinfeld-Sokolov Denklem Sistemi

Simdi de Drinfeld-Sokolov denklem sistemini inceleyelim [4];

u, + (vz)x =0,
v, —av,, +3bu v+3kuv =0.

& = x — [t dalga degiskenini kullanarak (4.128) denklem sistemi,

—pU'+(r?) =o,
BV +aV" —3bU"V —3kUV' =0,

pU=V",

Sistemdeki ilk denklemin integralini alirsak ve
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(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

integral sabitini sifir

(4.130)
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buluruz.

(4.130) denklemi (4.129) denkleminin ikinci denkleminde yerine konulursa ve integrali alinirsa,
PV —(2b+kWV? +apV" =0, (4.131)
bulunur.

(4.129) denkleminde ¥ "ile V° dengelenirse,

n+4=73n,
(4.132)
m=2n,

oldugundan,
(4.133)

bulunur.
Genellestirilmis tanh yontemine gore (4.1) sonlu agilimi kullanilirsa;
» b b
UE)=8¥)=a,+aY+a, 7> +L+-2,
vor (4.134)
dl

V(E)=0(Y)=c, + e+

elde edilir.

(4.134) denklemleri (4.129) denklem sisteminde yerine yazar, Y’ nin artan kuvvetlerini
esitlersek, a,,a,,a,,b,,b,,c,,c,,d, ve B icin cebirsel denklem sistemini elde ederiz. Bu

sistemi ¢ozerek dort durum elde edilir.
(i) Birinci durum:

a,=a,=a,=b =c,=c¢,=0, b, = 2 d __2a P =2a. (4.135)

P2b+ kT b+ k]

(ii) Ikinci durum:
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2a 2a
a,=a,=b =b,=c,=d, O,azzm,clzm,ﬂ:hz (4.136)

(iii) Ugiincii durum:

4q 2a 2a
a, =— » Ay = , by = 5 €
2b+k 2b+k 2b+k

[ =2
=2a 2b+k’a1 =b, =c, =0, f=—4a.

(4.137)
(iv) Dordiincii durum:
a, = 4a , a4y = 2a , b, = 2a ,c1=4a1/;,d1=4a1/ ! ,
2b+k 2b+k 2b+k 2b+k 2b+k
a, =b =c,=0, f=8a. (4.138)
Bunlarin sonucunda,
U= coth? (x — 2at),
;a (4.139)
v, = coth(x —2at),
' V2b+k ( )
u, = 2b2a : tanh’ (x - 2at),
2+ (4.140)
a
v, = tanh(x — 2at),
P V2b+k ( )
U, =— da + 2 tanhz(x+4at)+ 2 cothz(x+4at),
2b+k 2b+k 2b+k @.141)
v, = 2a7=2 tanh(x + 4ar )+ 2a7=2 coth(x + 4at) |
P 2b+k 2b+k ’
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u, = da | _2a tanh” (x — 8ar )+ 2
2b+k 2b+k 2b+k

4a

N2b+ k

soliton ve kinks ¢oziimlerini elde ederiz

coth?(x — 8at),
A (4.142)
tanh(x — 8at )+ S coth(x —8at),

N2b+k

V4:

Genellestirilmis tanh yontemi kullanilarak dort cift ¢oziimiin elde edildigi acgiktir.

Halbuki tanh yontemi ile iki ¢ift ¢6ziim elde edilmistir [30].
4.2.9 (2+1)-Boyutlu Konopelchenko-Dubrovsky Denklem Sistemi
KDD sisteminin genel formu asagidaki gibidir [4],

3, (4.143)
—u . —6buu, +Ea uu, —3v, +3auv=0,

Burada a ve b reel parametrelerdir. Dalga degiskeni & = (x+ V- ,Bt) kullanilarak (4.143)
denklemi,

—pU'-U" —3b(U2)' +%a2(U3)' =3V'+3aU"V =0, (4.144)
u=v,

ADD’ e doniistiiriiliir. Ikinci denklemin integrali alinirsa ve integrasyon sabiti sifir kabul

edilirse,
u=r. (4.145)
bulunur.

(4.145) denklemi (4.143) denklem sisteminin ilk denkleminde yerine konulursa ve integral

almirsa;
L+3 +é 2b—a 2—lazU3+U"=o, (4.146)
(B+3U+3 5

elde edilir.
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Bu denklemde, U” ile U’ dengelenirse;

m+2=3m, (4.147)
m=1, (4.148)
elde edilir.

Genellestirilmis tanh yontemine gore (4.1) sonlu agilimi kullanilirsa;
b,
U¢)=5()=a, ta Y+ (4.149)

(4.149) denklemini (4.144) denkleminde yerine yazilir, Y’ nin artan kuvvetleri esitlenirse,
a,,a,,b,,p ve [ igin cebirsel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemi ¢ozerek onbir tane

¢6ziim kiimesi bulunur.

(i) Birinci durum:
2
a,=0a,=x—,b, =0, f=-1,a=2b. (4.150)
a

(ii) Ikinci durum:

a,=—, a, :iz,blzo,ﬂ:—l 3a =2b. (4.151)
a
(iii) Ugiincii durum:
2 2
a,=——,a,=t—,b,=0, f=-7,a=-2D. (4.152)
a a
(iv) Dordiincii durum:
2 2
a,=0,a,=t—,b,=x—, f=5,a=2b. (4.153)
a a

(v) Besinci durum:



a,=0,a,=0,b=x—, f=-1,a=2b.
a
(vii) Yedinci durum:
2
a,=—,a,=0,b=x—, f=-7,3a =2b.
a a
(viii) Sekizinci durum:
a, = 2, a, =0,b, =i£, p=-T,a==-2b
a
(ix) Dokuzuncu durum:
a,=—, a, = ig, b, = ig, £ =-19, 5a = 2b.
a a a
(x) Onuncu durum:
a, = 4, a, —iz,bl :i%, B =-19,3a =-2b.
a a
(xi) Onbirinci durum:
a, =i2\/51, a, _+2 b, —+2 p=s (1= 2v2i)a = 26
a a a

Bunun sonucunda,

a =2b i¢in;

83

(4.154)

(4.155)

(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)

(4.160)
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U, = igtanh[er y+t}

; (4.161)
Vi, = i;tanh[x +y+ l],
3a = 2b igin;
U, :gi%tanh[x-f-y'i‘%],
; ; (4.162)
Vi, = Z+ Ztanh[x + y + 71]
a a
a = —-2b i¢in;
u5’6 = —g igtanh[x + y + 7t]7
;Z ; (4.163)
Vi =——1 —tanh[x +y+ 71‘],
a a
a = 2b igin;
o) 2
u7,8 = i—tanh[x +y- St]i_COth[x +y- SZ]’
g g (4.164)
vy = J_r;tanh[x +y- 5f]i200th[x +y=5t)
a = 2bi¢in;
o) 2
Uy = i—tanh[x +y+ 7l]i_00th[x Tyt 7t]’
;Z g (4.165)
Voo = i;tanh[x +y+ 7t]i;COth[x Ty 7t]’
a = 2bi¢in;
2
ull,lZ = i—COth[x + y + t]a
; (4.166)

Vil = i;coth[x +y+ f],
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3a = 2bigin;
Ups g =% 2 coth[x + y +7¢],
.y (4.167)
2 2
Vs =—1— oth[x +y+ 7t]
a a
a = —2bigin;
Ups e = 2 + gcoth[x +y+7t]
; ; (4.168)
Visie =—— % —coth[x +y+ 7t],
a a
S5a = 2bigin;
U = i %tanh[x +y+ 19t] gcoth[x +y+ 19t],
Z ; ; (4.169)
Vigg =—T— anh[x +y+ 19t] —coth[x +y+ 19t],
a a a
3a = -2bigin;
Uy = 4 + 2tanh[x +y+ 19t] + gcoth[x +y+ 19t],
Ty ! (4.170)

Vigso = —% i%tanh[x +y+ l9t] + %coth[x +y+ 19t],

(1 + 2\/51')61 = 2b igin;

Uy, =1 2\/_1 + —tanh[x +y -5+ 2coth[x +y-51],
\/_ a a (4.171)
Viga =1 2 » 2 _;tanh[x +y-5t]x= coth[x +y-51],

kinks ¢oziimleri elde edilir. Tanh yontemi ile dort ¢ift ¢oziimiin [34]’de elde edildigi agiktir.
Halbuki genellestirilmis tanh yontemi ile on dort ¢ift ¢6ziim bulunmustur. Ayrica, son birkag

yilda, genellestirilmis tanh yontemi ile bir¢ok makale daha yaymlanmstir [32,33,41].
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BOLUM 5
5.1 SONUC VE ONERILER

Bu tezde lineer olmayan olusum denklemlerinin tam ¢6ziimlerini bulmak i¢in ti¢ farkli
yontem verilmistir. Bu yontemler arasinda genellestirilmis tanh yontemi digerlerine gore daha
fazla kullamighdir. Siniis-Kosiniis yontemi ise verilen denklemlerin soliton ve periyodik

¢Oziimlerini bulmak i¢in kullanilir.

Bu ii¢ yonteminde kullanigliligi ve uygulanabilirligi son yillarda yayinlanan
makalelerde gosterilmistir [36]. Bu yontemler diger lineer olmayan denklemlere de

uygulanabilir.

Ayrica son zamanlarda gelistirilen diger tam ¢6ziim yontemlerine bakilabilir ve elde

ettigimiz ¢oziimler ile bu ¢oziimler karsilagtirilabilir.

Bu tez calismasinda ki tiim hesaplamalar MAPLE ve MATHEMATICA paket

programlari ile yapilmigtir.

Ornegin; KdV denkleminin tanh yontemi ile elde edilen iki ¢dziimii vardir [25]. Siniis-
Kosiniis yontemi ile elde edilen (3.16)-(3.19) denklemleri ile verilen dort ¢oziimiine karsilik,
genellestirilmis tanh yontemi ile ¢éziimiinden elde edilen (4.24)-(4.35) denklemleri ile verilen

oniki ¢6ziim elde edilmistir.

Ayrica Drinfeld-Sokolov denklem sisteminin tanh yontemi ile ¢6ziimiinden elde edilen
(2.43)-(2.50) ile verilen soliton, periyodik ve kompleks ¢6ziimler, Siniis-Kosiniis yontemi ile
¢Oziimiinden elde edilen (3.86)-(3.93) ile wverilen dort periyodik ve soliton ¢oziimler,
genellestirilmis tanh yontemi ile ¢oziimiinden elde edilen (4.139)-(4.142) ile verilen dort soliton

¢Oziim elde edilmistir.
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