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OZET

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, temel kavramlara ve bazi
teoremlere ayrildi. Ikinci boliimiinde, genellestirilmis oteleme operatdrii verildi. Ugiincii
boliimde klasik Riesz doniigiimleri ile genellestirilmis 6teleme operatorii ele alindi. Dordiincii
boliimde agirlikli Lorentz uzaylari ve bu uzaylarda klasik Riesz doniistimiiniin sinirlilig1 verildi.

Son boliimde agirlikli Lorentz uzaylarinda bazi operatorlerin sinirliligi incelendi.

Anahtar Kelimeler: Agirlikli Lorentz uzayi, Lorentz uzaylar, Riesz Doniisiimler.
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SUMMARY

This thesis consist of five chapters. The first chapter denoted to the fundemental
concepts and main theorems. In the second chapter denoted generalized shift operators. Than,
given clasical Riesz transform with generalized operators. In the fourth chapter considered
weigted Lorentz spaces and boundedness of classical Riesz transform in weighted Lorentz

spaces. At last chapter we shown boundedness of some operators in weighted Lorentz space.
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GIRIS
Bu caligmada, agirliklt Lorentz uzaylarinda genellestirilmis 6teleme ile elde edilen

Riesz doniisiimleri ve bu uzayda bazi klasik operatorlerin sinirlilign incelenmistir. Bunun igin

once,

F(U+1) T ; ' 2 2 c 20
ﬁj‘ f(x —y,\/xn +Y, —2X,Y,cosd)sin”’ 6dg

Fo+ E)F(E) 0

T ()=

genellestirilmis Steleme operatdrii verilmistir. Bu operator R" de son degiskene gore elde

edilen genellesmis Gteleme operatdriidiir. Daha sonra bu operatore bagh

%, T)f(x)x2Vdx,

|n+21) X

CUORCRL N
0<e<|x
0<x,, <c0

n+2 n+2v -1
1
Riesz doniistimii verilmistir. Burada ¢ (n,0)=2 2 T’ (Tj {F (Eﬂ dir.

Bu ¢alismada verilen Riesz doniisiimii son bir degiskene gore elde edilen Riesz doniigiimiidiir.

Daha sonra agirlikli Lorentz uzaylar tanimlanmustir. (X, ), 6l¢ii uzayi olsun. 1< p<oo ve

1<s<o i¢in L,” =L"(X,dv) Lorentz uzayz, | f

L (x.doy < P oldugunda tiim v olgiilebilir

f fonksiyonlarmin uzayidir. Burada, eger 1< p <o ve 1<S< 00 ise

< 1/s
1] .o :(SJ.(U{X e X;|f (0> r}) b rsldr]

0

1/p
ve eger 1< p<oo, S=o0 ise 0 zaman ||f zsupr({XeX; f(X)|> I’}) dir. Eger
r>0

L (X,dv)

l<p<owve ISS<w veya p=S=1, p=S=0o0 ise bu durumda L™(X,dv),

LP* (X,dv)
normuna denk normlu bir Banach Uzay1 olur. X =R" ve v &l¢iimiiniin Lebesgue lgiimiine
gbre mutlak siirekli oldugunu kabul edecegiz. Yani dv=aw(X)dx’ dir. L” =(R",wdx)

uzayina @ agirlikli Lorentz uzay1 diyelim. Bu durumda klasik Riesz dosiimii denilen yani adi

Otelemeye bagli,

R, f(x)=c¢, lim I f(x—y)Ldy (i=12,3,..,n)
£—0"

s [y [

Riesz doniisiimiiniin, kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel olan tim Q < R" kiipler olmak

. S S o . ..
tizere L uzayindan L” uzayma smirli oldugunu veren teoremler verilmistir.



Son kisimda agirlikli Lorentz uzaylarinda Hilbert operatorii ve kesirli maksimal operatdriin

smirliligr incelenmistir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim, sonraki boliimlerde gegen bazi temel teorem, tanim ve kisa bilgilerden

olusmaktadir.

Tamm 1.1 (Oklid Uzay): R"={X:X=(X,X,,....X ), X € R,i=12,...n} biciminde

tanimlanan uzaya Oklid uzay1 denir.

Tamim 1.2 : R" uzayinmn her kompakt alt ciimlesi iizerinde integrallenebilen fonksiyona lokal

integrallenebilirdir denir ve bu fonksiyonlarm ciimlesi L, (R") ile gdsterilir.

Tamm1.3 (Yaricap Fonksiyonu): Herhangi bir f(X) fonksiyonu igin, f (X) =f(x]|) ise
f (X) fonksiyonuna yarigap (radial) fonksiyonu denir [1].

Tanim 1.4 (Karekteristik Fonksiyon): Bir A climlesinin karakteristik fonksiyonu

ILxe A

ZA(X)Z{O,X% A

seklinde tanimlanir ve y , ile gosterilir.

Tamm 1.5 (Gamma Fonksiyonu): I'(n) sembolii ile gosterilen ve T'(n) = J.X“_le_xdx
0

bagintisiyla tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.

Tamm 1.6 (Destek - Support): Bir f fonksiyonunun destegi, Suppf = %X f(x)# O} olarak

tanimlanir.

Tamim 1.7 : Goriintli kiimesi sonlu elemandan meydana gelen bir ¢ fonksiyonuna basit

fonksiyon denir. ¢ = Zn:Ck;(Ak , I;{Adx = |A| ve J‘Zn:CkZAk dx = Zn:Ck |A<| bigimindedir.
k=1 E E k=1 k=1

Tamm 1.8 : (X , A) bir 6l¢iilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonunun olgiilebilir olmasi

i¢in gerek ve yeter kosul her & € R igin,

f! ((a,+oo)) = {X eX:f (X) > 0{} € A olmasidir.

Tamim 1.9 (Agirhk Fonksiyonu): Hemen hemen her yerde lokal integrallenebilen w,

w:R"— [0 , oo) fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.



1 1
Tamm 1.10 (Holder Esitsizligi): f €L, g e L’ ve —+—=1 olmak iizere,
P q

[ feogeaax <[ £ [,

esitsizligine Holder esitsizligi denir.

1 1
Tamim 1.11 (Minkowsky Esitsizligi): f ¢ L”, gL’ ve —+—=1 olmak iizere,
P q

[¥+al, <[], +lel,
esitsizligine Minkowsky esitsizligi denir.
Tanm 1.12 : 1< p<oo olmak iizere; L° =L°(R")={f J.| f (X)|p dx <o} uzaymna p.

mertebeden Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyon uzay: denir. L? = L°(R") normu

da,

1/p
||f||p=[J|f<x>|pdxj o lepen
RI'I

seklinde tanimlanir [2].

Tamm 1.13: R, :{XZ(XI,XZ,...,XH):Xn 20} olsun. 1< p<oo ve v>0 olmak iizere L,

agirlikli uzay,

Rn

L., :{f : j|f(x)|px§“dx<oo}

ve normu,

1/p
= (J' |f (x)|px§“dx] <o
o

seklinde tanimlanir.

Tamim 1.14: Lokal integrallenebilen pozitif W fonksiyonlar1

1/p'

1/p
sup(|Q‘IW(X)dX] L‘Q’jw(x)*”pdx] <o (A)

esitsizligini saglarsa bu sinifa (A,) agirlik smifi denir.



Tamim 1.15 (Adi Oteleme): T, f (X) = f(X—Y) ile gosterilen, X noktasin1 X—Y noktasina

oteleyen operatére R’ de adi oteleme denir. Adi 6teleme (—oo,oo) araliginda tanimli olup

T:R—>R dir.

Tamm 1.16 (R Otelemesi): T f (X) = f(X-y) adi 6teleme X', y'eR_  ve

r 1
c, = (l;—'— ) 7 olmak iizere R* otelemesi,
r{o+3)r(z)
2 2
T f(x)= %J’ f (\/X2 +y? —2xycos@)sin* d G

[No+)I'(»)o
( 2) (2)
seklindedir ve genellestirilmis 6teleme operatorii;
MJ f(x'— y',\/xrf +y>—2X.Y. cos@)sin*’ dO
o+ E)F(E) 0

T ()=

bigiminde tanimlanir.

Tamm 1.17 (Klasik Riesz Déniisiimii): f : R" — R" olsun. Bu durumda,

idy (j=12300)

RfO0=c,lim [ f(x-y)
.s—)o*ly‘zg Y]

bi¢iminde tanimlanan déniisiime f fonksiyonunun klasik Riesz doniigiimii denir.

—(n+1)
n+1
Burada C, =7 2 F(T) dir [3].

Tamm 1.18 : T genellestirilmis Steleme operatorii olsun. Bu durumda f(X) € Z, ise,

X 1y (x) 2 dx

|n+20 X

(R, f)(x)=c, (n.v)lim )
0<e<|x
O<xn<oo

"*22” n+2v 1 -1
c,(n,u)=2 F( 5 J{F(Eﬂ ,

seklinde tanimlanan doniisiime f fonksiyonunun genellestirilmis Gteleme ile elde edilen Riesz

dontstimii denir.



Tamm 1.19 : (£2,2, 1) bir 6l¢ii uzay1 olsun. A, :[O,oo) — [O,oo] olmak tizere ;
A (0')=/1({XEQ:|f(X)| > 0'}),0'20

seklinde tanimlanan ifadeye f nin dagilim fonksiyonu adi verilir.

Tammm 1.20 : f fonksiyonun azalan yeniden diizenlenmesi f" :[0,00) - [0,00] fonksiyonu

f7(t) =inf {U >0: 4, (0) < '[} ,1>0 seklinde tanimlanir. Burada inf & = oo kabul edilir.



2. GENELLESTIRILMIS OTELEME OPERATORU

M. Levitan bir ¢alismasinda (0,0) iist yar1 uzaymmda R" 6telemesinin var oldugunu
gostermistir [4]. Daha sonra Bessel diferensiyel operatorleri ile iligkisini inceleyerek bu

otelemenin (0,00) araligindaki noktalar1 yine bu araliktaki noktalara dontistigiinii gostermistir.

Kipriyanov, R n- boyutlu yar1 uzayinda genellestirilmis &telemeyi tanimlamistir.

Calismalarinda, bu &telemenin (n—l) degiskene gore adi ve n. degiskene gore R* daki

oteleme olarak ele almis, daha sonra Fourier—Bessel operatdrii ile iliskisini incelemistir [5]. R™

ve R o6telemeleri bu boliimde verilmistir.
2.1. Adi Oteleme

Tamm 2.1.1 : T f(X)=f(Xx+Y) ile gosterilen X nokrasini X+Yy nokrasma Gteleyen
operatore R de adi oteleme denir. Adi oteleme (—00,00) araliginda tanimlidir. Dolayisiyla
T :R — R dir. Bu sekildeki adi oteleme,

ou(x,y)  ou(x,y)
OX

U y) = f(x)
baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiiniin degerlerine baglidir.
2.2. Genellestirilmis Oteleme

Simdi R" daki 6telemeyi inceleyelim. B, Bessel operatdrii olmak iizere,

Bu = Bu
u(x,0) = f(x)
u(x,00 = 0

baslangi¢ deger probleminin yani,

2 2
8_u 20+18_u:a_u+20+18_u 22.1)

o X ox oy’
y oy

denkleminin,

ou
u|y:0:f(x), — =0

y=0

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziimii,



ru+1) I

u(x,y) =T f(x) = f(/X* +y? —2xy cos @)sin> 0d O

22 (4-) 0
( 2)

seklindedir. Bu formiilde € yi 7 —6’ ye doniistiiriip I" fonksiyonlarina ait olan ,

1
r(a) _ 1 F(a)F(E)
rea) 2% F(a+l)

2

formiiliinii kullanirsak bu durumda,

)T (T Y~ 2xycosB)sin® 66

o+ E)F(E) 0

T (0=

elde edilir. Bu &teleme (0,00) araliginda tamimlhidir. Bu 6telemeye R* daki 6teleme denir. Bu

ifade de T f(X)= f(X) oldugu asikardir. Ayrica eger f (X) fonksiyonunun siirekli tiirevi

varsa bu durumda,

0
5TXy f (x)\y:O =0 (2.2.2)

dir. f (X) fonksiyonunun ikinci mertebeden siirekli tiirevi varsa bu durumda T.” f (X), (2.2.1)
denkleminin ¢oziimiidiir ve (2.2.2) baslangic kosullar1 elde edilebilir.

Ayrica X=(X,X.), Y=(Y,¥.), %Y €R", X' = (X, X5 X)) ¥V = (V)5 YVpoeenYoy) Ve

—1
0’
a5 oe,

=1

Laplace —Bessel operatorii olmak {izere,

& o’'u du 2o+l au “lou olu L 2o+l au
Z >t ~ Z 2 ~
=oxk o ox x5 N Yo O,
denkleminin yukarida verilen baslangi¢ kosullar altindaki ¢6ziimii,
F'o+1) 7§

T f(x)= J.f(x’—y',\/xreryrf—zxnyn cos@)sin*’ 0d @

I'o+)I'(x)o
W+2)IC)
seklindedir. Bu operatdre genellestirilmis teleme operatdrii denir. Simdi TY operatdriiniin

ozelliklerini verelim. T operatériiniin dzellikleri adi 6telemenin 6zelliklerine benzerdir.



1. Lineerlik dzelligi : T {af (x)+bg(x)} =aT’ f(x)+bT.g(x) dir. Bu esitligi su sekilde

gosterebiliriz.
T {af (x)+bg(x)} =T {(af +bg)(x)}
:%J’(af +bg)[\/x2 +y? —2xycos6}sin2” 6do
ML+ )()0
272
:%{J‘af [\/x2 +y* —2xycos 9}
o+ )I'(o) Lo
(U+2) (2)
+J' bg [\/x2 +y° —2xy cosﬁ}}sinz“ odeo
0
:%a f _\/x2 +y? —2xycos<9_ sin*” 0d @
T+ )0() o - )
(U+2) (2)
+%bj’ g _\/x2 +y? —2Xycos 9 |sin* 6do
T+ () o - _
(U+2) (2)
=aT!f(x)+bT g(x)
bulunur.

2.Pozitiflik Ozelligi : Eger f(Xx)>0 ise T)f(x)>0 dir.

T f(X) = F(“”) 1 [ f [\/x2 +y? —2xycos9]sin2“ 0do
0

o+ )F(z)

ele alalim. f [\/ x> +y* —2xy cos 9} >0 ve sind, 0< @ <rx arahiginda pozitif oldugundan

yukaridaki esitligin sag tarafi da pozitiftir. O halde, T f (x) > 0 dir.

3.T)() =1 dir.

T f(x) =%J‘ f [\/X2 +y? —2xycos<9}sin2” fdo
F(ME)F(E) 0

esitliginde f (X) =1 alinirsa,
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I'o+1)

F+)re)

T)(1)= [sin* odo
0

elde edilir,

Fo+r()
sin® 0dg=——2—2

Sl b

I'o+1)

formiilii de yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,

11
, o T+ F(U"'E)F(E) ~
T =— -1
F+re) T+

sonucu elde edilir.

4.Eger x>a, f(x)=0 ise bu durumda |X— y| >a i¢in T f(X)=0 olur.

5. TY operatorii siireklidir: Eger f (X) fonksiyonlar dizisi her sonlu aralikta f(X)
fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise, bu durumda iki degiskenli fonksiyonlar dizisi T, f, (X) her

bir sonlu bdlgede T.” f (X) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

6. T’ operatorii sinirhdir:

| %j f [\ +y? ~2xycosd Jsin 0d¢]
F(U+5)F(E) 0

< Fo+l) 7%

rw+bnbo

sin® 6d &

f [\/XZ +y’ —2xycosé’J

<sup % sin* 6d@

=" T(o+ E)F(E) 0

f [\/x2 +y° —2xycos9J

< sup| f ()| — 2 — r(”“)

J-s n*’ 6do
=0 INOES )F( K

elde edilir. Buradan,

10| <TY| (0| < sup| ()] olur.
x>0
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7. T Operatoriiniin Yer Degistirme Ozelligi : TT, (=TT, f(x) dir
8. Degisme Ozelligi : T)T f (x)=T/T) f(X) dir.
9. Eslenik Ozelligi : Eger siirekli f (X) fonksiyonu igin TX2p+1 | f (X)| dx <o ve g(x), tim
0
X 2> 0 igin siirekli sinirli fonksiyon ise,
TTXV f(X).g(x)x**"dx = T f ()T g(x)x*"dx
0 0

olur.

ispat : Kabul edelim ki f (X) fonksiyonu sonlu bir aralikta ikinci mertebeden tiirevlenebilir ise
f(x)=0, g(x)=J,(¥Ax), (1<0) dur.
K(y) :ITXV f (%3, (VAX)X** dx
0

o . d> 2p+1d
olsun. Simdi K(y) fonksiyonuna B, :W+ . dx operatorinii uygulayalim. Bu

durumda,

2p+ld

fo.1 0000w 0= | S 100+ 220 100 e

2p+1d

_T—Tyf(x)g(x)xz"“dx+f JE(x)g(x)x*Pdx

=1, +1,

olur. Esitligin sagindaki birinci integrali hesaplayalim.

2 d (d )
I, :J‘_X(&Txy f (x)jg(x)x2p 'dx

dv = 0 ( 0 Tyf(x)jdx ve U=g(x)x**"
dx \ ox

olarak kismi integrasyon uygulanirsa bu durumda,

_ 0 2p+1|*
I1 _&Txyf(x)g(x)x 0

T 0 0
—| =T f(0)— 2P hd
!ax o T (GOOXT)dx

:—jﬁTyf(x)—Gg(X)x“’“dx IaTyf(x)g(x)ZpH X3P dlx
OX OX

X
OaX 0



elde edilir. O halde,

wa 8g(x)2+1
I+, =—|=—T)f(x)=—=x"""dx
b Iaxx ) OX

0

olur. Buna kismi integrasyon uygularsak sonug olarak,
T B (T f(x)g(x)x*"'dx = TTXV f (x)B,g(x)x*""'dx
0 0

bulunur.

10. TV f(x)=T,) f(x) dir.

11. jTyf(x)xﬁpdx:J. f (X)X Pdx dir.
Rn

Rn

12
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3. RIESZ DONUSUMLERI

3.1. Klasik Riesz Doniisiimleri

R" de tanimhi bir f fonksiyonunun klasik Riesz doniisiimleri;

. Y, .
R;f(x)=c, lim [ fx=y—=irdy,  (i=12,...m) (3.1.1)
iz vl
i(X

seklinde tanimlanan déniisiimledir. K;(X) = Riesz dontisimii ¢ekirdekleri olup burada,

n

Q,(X) =C,X; |x|71 (3.1.2)

Ve

¢, = 7z~ (nTHj (3.1.3)

dir. Ayrnica Q;(X), her bir J=12,...,n igin sifirinct mertebeden homojen ve tek bir

fonksiyon olup S iizerinde ortalama degeri sifirdir. Fakat X = 0 noktasinda siireksiz ve S

iizerinde diizglindiir. Burada her Qj , R j ile ¢akisan bir ¢arpim operatorii biciminde tanimlanir

ki, bu operatoriin sembolii,

lof :—ﬂicnj y;dy’ (3.1.4)
S+

ile verilir. o degerini hesaplamak i¢in J sabit ve y} =Yy'X j alalm. R" de herhangi bir

n n
{e1 ,€y,..,€, } ortonormal bazi igin y’ = ¥ (y'e,)ey oldugundan y; = z (y’ek)(ekxj)yazﬂlr.
k=1 k=1

Ayrica €, = X' oldugunda,

yi=(X)XG+ D c(y'e) (3.1.5)

k#j

yazilir. Burada, C, = €, X; dir. (3.1.5) ifadesini S*(X) iizerinde integrallersek,

o;(x) = —ic,x; [ (<y)dy' - mic, > ¢, [ (e )y’

k]
elde edilir. Burada sagdaki birinci integral R"™" de birim kiirenin hacmi olan Q,_, degerine

esittir ve diger integraller sifirdir. Bu nedenle N >1 igin,

—1 -1
w, =222 T 2| veq =" 142
2 2
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olup (2.11) ifadesinden her j =1,2,...,N igin,

o) =—mC XjQy_ = —iX] (3.1.6)
olur. (3.1.6) ifasesinden, Hilbert doniistimiiniin (H 2= ) ozelligine benzer, bir 6zellik olarak
Riesz dontisiimleri igin de asagidaki sonug ¢ikarilabilir. Yani | birim operatér olmak tizere

H? =—1 du.

Gergekten her f e’ (Rn) fonksiyonu icin elde edilen her R;f, L (Rn) dedir ve

(Rj f )A (X) = —iX; |X|71 fA(X) ile Rjzf =R, (RJ— f ) esitliklerinden,
(R} f ) () =—x|x" (3.1.7)

elde edilir. Boylece,

A

(infj (x)=—f(x) (3.1.8)

i=1

olur ki (3.1.8) ifadesi L* (Rn) de 2 RJ-2 = —1 gibi yorumlanabilir. Ayrica (3.1.6) ve Parseval
teoreminden, Zn:HRj f Hj = || f ||§ olur.
=

3.2. Genellestirilmis Oteleme Operatorleri ile Elde Edilen Riesz Doniisiimleri

Riesz déniisiimleri Singiiler Integraller teorisinde énemli bir yer teskil eder. Klasik

Riesz doniisimleri,
Yi
n+1
y

incelendiginde bu doniisiimiin f (X —Y) adi 6telemeye bagli oldugu goriilmektedir. Ancak bu

(R; f )00 =time, |

&0 Mzg

f(x—y)dy

Oteleme yerine baska bir dteleme tanimlanabilir mi ? problemi [6] incelemis ve sonra [7] bu

caligmay1 genellestirerek Riesz-Bessel doniigiimlerini tanimlamistir. Bu ¢aligmalarda ele alinan
genellestirilmis dteleme (n-1) tane adi 6teleme, bir tanesi R* 6telemesi olmak iizere tanimlanan
genellestirilmis otelemeye bagli Riesz-Bessel doniisiimleri tanimlanmigtir. Biz genellestirilmis

Oteleme operatdrii ile elde edilen Riesz doniisiimiinii yani,



mv n+2v -1
c,(nu)y=22T F(lj olmak iizere,
2 2

. X; .
R0 =c. ol | Tt (e
O<xn<ﬁx‘}

donisiimiiniin sinirhiligini inceleyecegiz [8].

15
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4. AGIRLIKLI LORENTZ UZAYLAR

Tanim 4.1: f:R" >R lebesgue anlaminda integrallenebilen bir fonksiyon ve
A (o) = ({X :| f (X)| > O'}) dagilm fonksiyonu olmak iizere R™ = (0,00) arahginda f
fonksiyonunun azalan rearrangementi t >0 igin f(t) =inf {0 A (0) St} olsun. Buna gore

w, R" da bir agirlik fonksiyon yani negatif olmayan lokal integrallenebilen bir fonksiyon ve

0< p<oo ise,

p

L”(R", w) = f:||f||Lp(W):( (f*(t))pw(t)dt] <o (4.1)

S ey 8

fonksiyonlarin smifina L° (W) klasik Lorentz uzay1 denir. Eger 0 < p,( <o ise

ol 1 th q
LR =1 o] = j{t”f"(t)] | < (42)
0

fonksiyonlar uzayina agirlikli Lorentz uzay1 denir. ( =o0 alinirsa

Lff(R“)z{f ] £ =supt® fv;‘(t)<oo} (4.3)
t>0

uzayma zayif agirlikli Lorentz uzay1 denir.

W, R" uzayinda agirlikli fonksiyon olsun. Yani R™ negatif olmayan lokal integrallenebilir

;
fonksiyonlar olsun. W agirlik fonksiyonu i¢in, W(r)= J-W(t)dt <o, 0<r<ow yazlr.
0

olmasini dikkate alalim. Bunlar 6nceki tanimlamalardan ortaya ¢ikar.

< o0
LPa (w) }

(X,v), pozitif ve o -toplamsal Ol¢limlii bir uzay olsun. 1< p<oo ve 1<s<o00 igin

”f”L:(W) :Hf*

0<p,g <o igin,

L (w)

qu(w):{f e M (x):| f| » '

X

w) H

olur.

L =L"(X,dv) Lorentz uzay, ||f

L (x.doy < P oldugunda tiim o olgilebilir f

fonksiyonlarinin uzayidir. Burada, eger | < p< o0 ve 1< S <00 ise bu durumda,



17

1/s

” f | L% (X,dv) {ST(U{X eX; f(X)| S r})s/p I’S"'er

olur, eger < p<oo ve S=0 ise,

(=]

|t

1/p
IS?E)F({XEX, f(X)| > r})

LPS (X, dv)
dir. Eger 1< p<o ve 1<s<w yada p=S=1, p=5S=o0 ise bu durumda L*(X,dv),

X =R" ve v dl¢iimiiniin Lebesgue l¢iimiine goére mutlak siirekli oldugunu kabul edecegiz.

L (x.dv) TOTMUNG denk bir normlu Banach Uzay1’ dir.

Yani dv = @(X)dX olarak alacagiz.

— (wE)""

L” =(R",wdX) uzayma @ agulikli Lorentz uzay diyelim. Bu durumda || Zell

sonucu elde edilir. Ayricaeger p=S ise bu durumda L” < L” (@) agirlikli uzaydir. p sabiti

ve S, <s igin L? < LP elde edilir. Buradan ||f L S”f L olur.
Lorentz uzaylar iizerinde agagidaki ifadeler verebiliriz [9,10].
N 1 1 1 1 oS b, -
Onerme 4.1: —=—+—, —=—+— olsun. Budurumda her f €)™ ve f, € L** icin,
PP P S S5 S
|f.f, g <c|f, o [ ol e (4.4)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti vardur.

(4.4) esitsizligi Lorentz uzaylarinda Holder esitsizliginin bir varyasyonudur.

Onerme 4.2: Her f € L¥ icin,

c'||f

<sup

ps —
Lw

[ f(h(y)e(y)dy

R"

<c|f

(4.5)

ps
Lw

olacak sekilde bir ¢ >0 sabiti vardir. Burada supremum LP* uzayinda kapali birim yuvar

lizerinde alinmisgtir. Eger S<oo ise bu durumda, L™, L” uzaymnin duali oldugundan (4.5)

esitsizligi goriiliir. Eger S =00 ise bu durumda (4.5) ifadesindeki birinci esitsizlik yani,

c'|f

<sup

[ fhy)e(y)dy

R"

ps
L(u

esitsizligi bir karakteristik fonksiyonun ¢arpimi olarak h fonksiyonunun uygun bir se¢imiyle

elde edilebilir. ikinci esitsizlik ise (4.4) ifadesinden elde edilir.
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Onerme 4.3: 1< p<oo ve & pozitif bir sabit olmak iizere Z X (X) <& olacak sekilde {E j} ,

j=1

R" in 8lgiilebilir alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Bu durumda her f € L, igin,

e 1, =<l
=1
dir.
ispat: S :£21 olsun. Minkowsky esitsizliginden,
> p e < /B
(Z e, | Lpsj = sj(a){XG E; f(x)|>r}) S dr
j= ° 0 o8
< 118
< E;lf d
s! (a){XE J (x)|>r}) HM rs'dr
o o 1p
:SI Za){XEEj; f(x)|>r}] rsdr
j=1
SSI cfa){XGUEj; f(x)|>r}j rs-'dr
0 j=l
:§S/p”f SL”
olur.

Tanim 4.2: Ya l< p<o ve [£S<o0 yada p=S=1 olsun. Bu durumda eger,

Q|_] <

SngZQ Lzs ZQ /a) Lz‘s'

(4.6)

4.7

ise w:R"—>R' agirlik fonksiyonu Aps sinifina aittir. Burada supremum, koordinat

eksenlerine paralel kenarli tim Q < R" kiipleri iizerinde alinmigtir.

Z(/
(0]

P
p

pp
La)

p-1
gw(x)dxua)““’“)(x)dx} = H;(Q

oldugunu gérmek kolaydir. Yani Ay, smift A, smifiyla akisir.

p'p
La)

Onerme 4.4: w e A olsun. Eger,ya p=p,, 1<s <s yada p<p, ve I <5 <00 ise bu

durumda @ € A, olur.
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Ispat: p=p, ve 5, <s olsun. Budurumda S/ > 5" olur ve buradan,

H Yol @ L S H Yol @ e olur. Bu p=p, ve 5, < icin Ay © A, oldugunu gosterir. Simdi

pP<p,l<s <0 veweA, olsun.

1 1 1
Po» — =—+— seklinde tammlayalim. (4.4) ifadesi kullanilarak
PP PP
HZQ L Zq /o L SCHZQ L Zq LPos Zq /o Lpe
-1
S C|Q|HZQ |_{Pu1°C ZQ Lzos ZQ LS)S
— C|Q| (a)Q)l/ p+1/py—1/p

=c[Q]
elde edilir. Sonug olarak @ e Apoo olur ve ispatin ilk kisminda her 1<s <00 igin We Ap] N

elde edilir.

Onerme 4.5: Bir agirhkli @ fonksiyonunun Ap] smifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter kosul;

her Q kiipleri ve her E < Q 6lgiilebilir kiimeleri igin;

E oE 1/p
u <c (—] (4.8)
Qe
olacak sekilde bir ¢, > 0 pozitif sayisinin var olmasidir.

Ispat: p>1, we A, ve E = Q olsun. Bu durumda (4.4) ifadesinden,

|E|=£%dx£cuzo/a) ;{E||L(m

2]

p'e
L(AI

<c, |Q|—”IE L
HZQ

pl
L{u

E 1/p
ol

elde edilebilir. Simdi (4.8) esitsizligi saglansin ve E = {X e Q;o(x) < %/} olsun. Bu durumda

yoE :jya)(x)dx
E

< Mdx
g o(x)
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<|E|

<c |Q|(Z—5J

olur. Egerp>1 ise, WE < Clp' |Q|_p, y " (WQ) *'? olur. Yani We A, dir. Eger p=1 ise
bu durumda her y < HZQ /a)HL““ , E>0 igin y < c, 1ol elde edilir. Burada @ e A, diger
© wQ

bir ifadeyle @ € A dir. Onerme 4.4 ve 4.5 in her bir w € A, igin dubbling sartin1 sagladigin

gorebiliriz. Her Q € R" kiipleri icin @(2Q) < cwQ, olacak sekilde bir ¢ >0 sabiti vardir.

Burada 2Q ve Q; Q kiipiiniin uzun iki kenart ile ¢akigik bir kiiptiir.

Onerme 4.6: A siifi A sinifimin bir 6z alt kiimesidir.

Bunu gérmek kolaydir. Ciinkii 6nerme 4.5’ ten A, Ay elde edilir. Diger taraftan,

n(p-1)

(X) = |X| fonksiyonu A, smifina aittir. Fakat A, sinifina ait degildir.

Onerme 4.7: We A, 1<p<ow, 1<s<oo olsun. Bu durumda 1<p <p, §>1 ve

w € A, olacak sekilde p, ve S, mevcuttur.

Onerme 4.8: 1< p<oo ve I<S<o0 olsun. we A, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir W
fonksiyonunun Aps sinifina ait olmasidir.

Onerme 4.4 ve 4.7° den goriiliir ki, ashnda @ € A, olacak bicimde p, <p, 1<s <o p, ve
s, sayilart vardir. Onerme 4.4> ten @ fonksiyonu her S, e[l,oo) icin Apsn sinifina aittir .

Ayni zamanda A, = A, dir. Eger @ € A ise benzer bir yolla @ € A oldugu goriiliir,

Onerme 4.9: @ e A, olsun. Bu durumda her Q kiipleri ve her £, 0 < <1 degeri igin,

p
wQ < [ﬁj o{xeQ1/0(x) > AQ/(@Q)

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti vardir.

Ispat: E = {X e Q;1/ w(X) > ,6’|Q|/(a)Q)} ve E =Q/E olsun. Bu durumda,
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o0y 1 e o <
slal wQ ﬂIQI j”(x)x oQ

olur. Bundan dolay1,

E] = [QI-|E[ = A~/
O (1@}“ . (ﬁ)
oQ | c|q| c

Onerme 4.10: 1< p<oo, 1<s<p ve we A, olsun. Bu durumda her Q kiipleri ve

|%60Q)‘ degeri icin,

B, 0< B <1 sabitleri vardir. Burada E, = {X e Q;1/ w(x) > /7,} dir.

olur. Onerme (4.5)’ den

elde edilir.

herhangi A >

< ¢ A(wE )" olacak sekilde ¢, >0 ve

1 _
— I (a)(X)) : @(X)dX olarak goz dniine alalim. @(X)dX olgiimii dubbling

spat: 4> m =
@Q 2

sartin1 saglar. Bundan dolay1 Calderon Zygmund ayrisimini kullanabiliriz ve sonug olarak Q
da bulunan ortiismeyen {Qk}kZl kiiplerin bir dizisini elde ederiz. Oyle ki hemen hemen her

QUQk ve %)(X)Sl icin,

k>1

/1<£J‘(a)(x))la)(x)dx |Qk|<C/1 k=1,2,..

kK Q k

dir. fel® fonksiyonu || f| p <1 ifadesini saglasin. Onerme 4.1 ve 4.3 * e dayanarak;

j Ze, 00(@(0)) F (0@(X)dx < Y

k=1

J’ (w(x))™ f (x)dx

Q«
Xq
= CZH f ZQk ) ol .
k>1 LP LPS

« @
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<Ytz Q@)

k>1 L
Al 5o
<c) Ifx | (@Q,)""
; & LS a)Qk “

<c) I xg ﬂ,(ka)%’

k=1 L
e Vh
<ot St | [Zoa

]

D

<ci|f

o(Zea)
<ci (z @Q, ]%,

k=1
elde edilir.
Onerme 4.4 ¢ gore w e Aps olmasindan dolay1 w € Apl olur. Onerme 4.9’ dan

b

J 22 000" 10000 < 2 Tetprox Qi ¥, > ARl |

k>1

< c/i(a){x c Q;%)(X) > m})w

elde edilir. Sonug olarak f fonksiyonunun supremumu L uzayinin birim yuvarlari iizerinden

alinarak istenilen esitsizlik elde edilir.

s

Onerme 4.11: 1<S<p<ow ve we A,s olsun. Bu durumda her Q kiipleri icin;
L

s 6
ZQ/ <c M Z(/
Ol s @Q w
. . . ! ! p 5 !/ !
olacak sekilde €¢>0 ve O >0 sabitleri vardir. Burada p/=p'+—— ve S =S+
S

esitsizlikleri vardir.

Ispat: Q keyfi bir kiip olsun ve E, = {X € Q;%O(X) > /1} alalim. Agikga her 6 > 0 igin;
s’ [se)

s’ ‘%UQ)
J‘ ZE/ 292 +
w

Xe /
o o Ly |Ql/(Q)

A7 =
L

A7'dA (4.9

p's
L(l)

e,

|




olur. (4.9)’ esitliginin sag tarafi sinirlandirilabilir. Ik olarak;

‘%Q)

S

ZE/
all .

s [olf 5
27dA < 7&/ i ]W)zsldzzl(ﬂj z
0 Lbs @ L o 5\ R Lo
S! 1 L
olur. Ayrica —=—i¢in;
Pp' P
[ lE% A7da <c, | (e{xeQlfor)>pa}) " 27 dA
9 L Q
(Q) (Q)
< C,Bj(co{XeQ;l/w(X)>i})%f A8dA
C S
< ?HZQ/Q) Lo
1

vardir. (4.9) ifadesinin sol tarafina Fubini teoremini uygularsak;

T )(E; s lé_ldl = ]Es’T(a){X € El;%)(x) > r}j% rS'—ldmua‘—ldﬁ

IS’T( {XEQ /(x)>’1 /(X)>r}j', Sdra’da

- S’]EJ-( {X € Q;l/a)(x) > ﬂ,l/a)(X) > r})% rSdradda

+s’ﬁ(m{x € Q;%)(x) > ﬂ’%)(x) > r})% rldra’'d A
= s'ﬁ(a){x € Q;%)(X) > /l}j% re'drA’'dA
+s'ﬁ(a){x € Q;%U(X) > r}jw reldrA’'dA

(o{xe Qo) > ,})"" 25 1dA

O =y 8

+S'Tj(a){x eQ;1/a(x) > r})s,/p, r*' A% 'dAdr
00

(o{xe Qo) > )" 25dA

Il
O =3y 8
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+Sg,:|j(w{x e Q;l/w(x) > r})sl/p' P o-gr

~lzafolf +5 o ixe@uitoro > i)
1 0
1 i ' i
- Heafall = selrefol
1 ]
=gHZo/w Sum
elde edilir. (4.9) ifadesinden,
S P et PR l(ﬂTHZ
S5 Q L = Sl‘ Q U COQ Q LP

yazilir buradan,

st

1 c
(555 lere

(s'+6)

1
Lgisi 6

P
Lru

1
esitsizligini elde ederiz. —— > (0 olmasi i¢in yeterince kiigiik 0 > 0 se¢mek yeterlidir

ve ispat tamamlanmig olur.

Onerme 4.7’ nin Ispati: Onerme 4.4’ den dolay1 1< s < p oldugunu kabul edebiliriz. Onerme

4.11’ den p, ve S alalm. Bu durumda p,'> p' olur ve sonug olarak p, < p ve

e 1/s|
Q s/-s '
2

c(@Q)"” [(%] 7e/e. |Q|5}

C|Q|(Q)Q)l/pﬁs’/s{—l—s'/(ps{)
=c[Q]

1 1 ! 1 s!
elde edilir. Burada — -1+ S _ ? =——+- ! - =
5P PSP

!
Simdi agirlikli Lorentz uzaylarinda birinci mertebeli Riesz doniisiimiiniin sinirliligini

<
HZQ Zo/® s HZQ

P1S]
L(ul 1

IN

=0 dir. Ohalde w Aplsl olur.
P, S,

veren teoremi verelim.
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Teorem 4.1: 1< p<ow ve 1<5<o0olsun. Hij

o < C” f ||vav olacak sekilde bir C sayist

varsa W e ApS dir.

Sonu¢ 4.2: 1< p<o ve 1<S<oo alalim. Asagidaki ifadeler denktir.

i R ; operatorii L tizerinde sinirhdr.

(ii) R; operatorii L] uzaymdan L" uzayma smirhdir.

(iii) we A,
Sonug 4.3: 1 < p < oo i¢in asagidaki durumlar denktir.
iR ; operatori L&’,l uzayindan L!” uzayina sinirhidir.

(ii) Q = R" ve tiim dlgiilebilir E < Q kiimeleri igin,

1/p
ESC(W_EJ
Q (wQ

sartini saglayan bir ¢ > 0 sabiti vardir.

(iii) we A, .
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5. AGIRLIKLI LORENTZ UZAYLARDA KLASIK OPERATORLERIN SINIRLILIGI

u (), V() , W, (), w, () , Ne N', R" uzayinda negatif olmayan lokal integrallenebilir
agirhk fonksiyonlar ve T klasik operatér olsun. Bu kisimda amag f () fonksiyonlar i¢in
T operatériiniin L, (W1) agirlikli uzaymdan L (Wz) uzayma sinirlt oldugunu gostermektir.

Yani;

o, (T ) (e <C s () F () (5.1)

oldugunu gostermektir [11]. Burada C >0 degeri n, p, g, r, S ve agirlik fonksiyonuna bagh

L‘r;

bir sabittir.

I<p<ow ve 1<Q< igin;
q
p

:,q :qT J. u(y)dy | 2%'da

0 {yeR" ;‘g(y)>/1‘}

la()

ve 1< p<oo, 1<0< igin;

la()

=sup J. u(y)dy

S
2O\ fyer"fo(y)>)

oldugunu hatirlayalim. Burada 1<7r, S, p, <o bigimindedir. (5.1) ifadesindeki gdmme

operatdriinii T : L (Wl) — LM (Wz) bi¢iminde tanimlayalim. G6z 6niine alinan klasik operator

bir kesirli maksimal operator, kesirli integral operator ya da bir Calderon-Zygmund operatordiir

[12]. 0<a <n araligindaki M, & mertebeli kesirli maksimal operator,

(Maf)(x):sup{|Q|:1ﬂf (y)dy[;Q kiip, XEQ}

bigiminde tanimlanir. Burada Q kenar1 koordinat eksenine paralel bir kiiptiir. Bu nedenle
M =M, Hardy-Littlewood maximal operator olarak bilinir. 0 <a <n igin |, kesirli integral

operatorii;
(L E)()= [ Ix=y"" f (y)dy
Rn

seklinde verelim. Hilbert doniistimii;
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() =Pv. [T W gy i [ Oy
R! X=y g_)o\x ype X—=y

Calderon-Zygmund operatoriiniin 6zel bir halidir.

M:L; (l) — L (1) operatdriiniin  sinirliligi bazi matematikgiler tarafindan incelenmistir

([13,14]). Bununla beraber O0<a<n, M_:L7(1)—> LY%(1) operatérii igin Vv(.), u(.)

agirliklart lizerinde gerek ve yeter sartlart olusturmaya calisilmis ancak bulanamamustir [13].

Bu kisimda simirlilik igin yeterlilik sart1 bulunacaktir. Agirlikli fonksiyonlari i¢in bulunacak bu

sart ayni1 zamanda bir gerekliliktir. M, LLS( )—) qu( ) deki agirlik Lebesque hali igin

birlikte ele alinmayabilir drnek olarak agagidaki ifade,

[6)

T Hul/p ()f (.)HLPP verilebilir.

Her R >0 degerleri igin,

R<\S;}\l£4R W( y) =¢ RJZI\ISE‘*R W( Z)

ise sabit bir ¢ >0 degeri i¢in W() agirlik fonksiyonu sabit olur. Son sart W() € A olmasii
tanimlar. Eger « € R ve >0 igin W |X| In” (e+|x|) saglanirsa bu durumda W() A
olur. W() € A agirlik fonksiyonlarmin genis sinifi t >0 igin,

W(64t) < CW(t) (W(t) < CW(64t)) sartin1 saglayan azalmayan (yada artmayan) yarigapa
bagh ( ) fonksiyonlar1 tarafindan olusturulur. Asagidaki Lemma 5.1° in ispatinda,

Ly (1) > L5%(1) ifadesi dolayli olarak H:Ly (1)— LY(w) olmasmi gerektirir ve

W(X) = |X|a_n (Hf )(X) = I f (y)dy olur. Bu g¢alismada kolaylik i¢in her zaman
[y[</x]

W, (.)e A, w, € A olarak kabul edilecek.
Asagidaki Lemma 5.1° de, M, : L (l) — LM (l) operatoriiniin siirliligi dolayli olarak tiim

R >0 degerleri i¢in,

a-n 1
H R +|cdot| — 22 () <C (5.2)
( ) LPa ( ) H R LCL’SL
ve hemen hemen her X, g—i—l—— =0 icin,

n pr
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a 1 1 1 1
|x|"[ﬁ+??} (u(x))r <c(v(x))r (5.3)
olmasini gerektirir. Burada yg () Olgiilebilir E simifinin karekteristik fonksiyonu olarak

tanimlanir. (5.3) noktasal yakinsaklik esitsizligi olarak alindiginda bahsedilen sart W(.), u ()

agirliklar igin kolayca goriilebilir. Bilinen standart sartlarin aksine (5,2) esitsizligi, ne M,

operatdriiniin kendisine ne de keyfi kiiplere gore ifade edilir. Bu sart orijin merkezli kiireler

tizerinde integral alinarak gosterilebilir ki bunlar yarigapa bagli fonksiyonlar (bu agirliklar daha

kullanishdir) i¢in uygundur. Dolayisiyla (5.2) ve (5.3) sartlarmdan M : Lﬁs(l)—) L (1)

oldugu goriiliir. Ayni1 zamanda klasik Lebesque uzaylarinda bu problem test edildiginde bunun

yalnizca bu iki sarttan olusturulan gémme i¢in mantikli olmadig1 goriiliir. Kaba ifadeyle Teorem

5.1 de max(r,s)<min(p,q) i¢in hem (5.2) ve hem de (5.3) den daha giiclii sartlar
oldugunda M, : L (1) > L{*(1) oldugu ispat edilecektir. Sonugta Lebesque hali igin yani
(ie.,r=s,p=q) icinbusonuglar yeniden elde edilir.
Amacimiz T : L (W) = Li"(W,) i. e., operatorlerini incelemektir. Yani f (.) fonksiyonlar
icin,

Jw, ()(TF)() T Clwi () f()

oldugunu gostermektir. Burada T klasik operator ve W, () , W, () € A agirliklan yukaridaki

L\r/s

gibi tanimlanir. Gergekten, bahsedilen siirhilik r,S, p,q ve agirlik fonksiyonlar iizerinde

yapilacak kisitlamalarla yapilmak zorundadir. Kolaylik i¢in T = M, hali géz 6niine alinacaktir.

Lemma 5.1 : 0 <& <n olsun. Kabul edelimki M, : Ly (w,)— L}*(w,) dir. Bu durumda,

her Q kiipleri i¢in,

[

W, () 2o (-

Lba < C1 HWI () ZQ () LS (5.4)

I 1
dir. Sonug olarak, eger W, () =W, () ise bu durumda ——— < olur. Diger taraftan, her
r p n

Q Kkiipleri igin,

<0 (5.9

dir.
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u () ,V(.) agirlik fonksiyonlar1 her R >0 degerleri igin,

a-n 1
W . R + . r.s - <, < . S C 56
. nl 1 «a 5 . .
Wheeden-Muckenhoupt sartini saglar. 1<t <—, = = ?_F olsun. Eger p=r ise bu
a

durumda, hemen hemen her X icin,

1 1
W, (x)|x|”H_H (u(x))p <cw, (x)(v(x))r (5.7)
ifadesi saglanir. Eger u(.),v(.) € A ise bu esitsizlik p#r igin de saglamr. Bu ifadedeki

u(.),v(.) agirliklart  (5.5) sartimm  sagladigi  kabul edilmektedir. Sonra (5.4)° den,

a . L
0<a<nl<r<—igin M_:L; (1) — LM (1) oldugu gosterilir ve sadece P <Tr icin asikar
n
olmayan anlam vardir. Bu sonug ve diger 6zelliklerden,

1<r<£,p£r*, max (r,s) <min(p,q) (5.8)
(04

oldugu kabul edilecektir.
M, ile birlikte rnax(l’,s) = p<(q saglandigi zaman, asagidaki ifade her N €Z igin

saglandig1 kabul edilir,

N-1

2

m=—c0

p

<C

p
(5.9)

W, (')Z{zm<\x\gzm+'} () W, (')Z{\x\<zN} ()

qu L‘Eq

Benzer olarak esitsizlik < p oldugu zaman daima saglanir (bknz lemma 5.2). p<( i¢in

(5.9) ifadesi W, () =1 halindeki agirlik fonksiyonlar1 ya da kuvvet agirliklar igin dogrudur

(bknz 6nerme 5.2).
(5.7)’ den daha kuvvetli sart asagidaki gibi ifade edilir,

W2(X)|X|nh+:ij( sup u(z)jp SCWI(X)(V(X))% h.h. her X icin (5.10)
47

x|<|z|<4|x]

ya da,

Wz(x)|x|n[n+pr}(u(x));( sup v(z)J_r <cw (x)  hhher X igin (5.10%)

47"x|<|z|<4lx]
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Teorem 5.1 : ( 0<a<n, M, kesirli maksimal operator): (A) M, : L (w)— L% (w,)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda (5.6) Wheeden-muckenhoupt sart1 saglanir.
(B) Tersi i¢in (5.8) ve (5.9)’ nin saglandigini kabul edelim. Bu durumda (5.10) (ya
da (5.10*)) noktasal yakinsama esitsizligi saglandiginda (5.6) sarti,

M, Ly (W1) — L (Wz) olmasini gerektirir.

Uyar1 5.1 : (1) M =M, Hardy-Littlewood maximal operatérii igin, M : Ly’ (W1) — L (Wz)
gémme operatorii ile ilgilidir. Cilinkt (5.8)’ den a =0, r=r= P ve S<r=p<q yazlnr.
0<a<n,M, , Lebesque haliie., p=q, r=s icin (1.5) kisitlamasi1 r < p <r” esitsizligini

Verir.

(2) Teorem 5.1 ve lemma 5.1 agagidaki sonuglar1 verir.

(5.8), (5.9) kisitlamalari ile hem (5.6) ve hem de (5.7) sartlari, U () ya da V() sabit oldugunda
saglaniyorsa, M : Ly (w,)— r'd (w,) operatoriinii karakterize eder. Benzer olarak eger

p#r’ ve hem u() , V() sabit ise bu durumda M : L (W1) — LM (Wz) olmasi i¢in gerek

ve yeter sart (5.6) ve (5.7) sartlarinin saglanmasidir. Gergekten, (5.7) sartt asagidaki dnerme
5.3 ve uyar1 5.2” ye karsilik getirilebilir.
(3) Her R >0 igin (5.6) Wheeden-Muckenhoupt sarti hem

a-n 1
R Wz(')Z{H<R} () s vOw () Z{|j<r} (- L. S A (5.11)
L\Eflsfl
ve hem de
a-n 1
o O 20 Ol [ w20 O . < (5.12)
L\I;7157|

esitsizliklerine denktir. Son esitsizlik aym1 zamanda agirlikli Lorentz uzaylarda bazi1 Hardy tiir
operatdrlerin sinirliligini gostermek icin kullanishidir (bknz lemmas.3).
(5.10) , (ya da 5.10*%) sarti Wheeden-Littlewood sart1 araciligiyla elde edilebilir. Bunun igin

gerekli bazi esas sonuglari asagida verelim.

Teorem 5.2 (Hilbert transform H) : Kabul edelim ki H:Ly(w,)— L'(w,) dir. Bu

durumda (5.12) ve (5.7) (a =0, r =r = p) sartlar saglanir.
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a >0 igin (5.11) Muckenhoupt sartinin (5.12) Hardy esitsizligini sagladigini ortaya ¢ikaran bir
sonugla ilgilenecegiz. Bunun i¢in bize bazi1 agirhikli sartlar gerekli olacaktir. Boylece € >0

degeri, V>0, V() eRD, (W1) veher 0< A <1, R>0 igin,

1

WZ{H<R} (-

1

WZ{H<R} ()

< c/lnv(l_%j

r s

L\E—l s-1

r s

oE

olur. Benzer olarak,

oldugunda her A >1, R >0 i¢in, U () € Ds,p,q (Wz),g >1 olur.

<cA
LEG

W (~)Z{H<m} (-) W, (-)Z{H<R} (-

i

Onerme 5.1 : V>0 igin V() eRD, (Wl) oldugunda 0 <a <n igin (5.11) Muckenhoupt

sart, (5.12) Hardy sartim1 saglar. 1<g< (l—g) p icin U () eD, 0 (Wz) ise bu ifadeler
n P,

dogrudur.

Onermes.2: w(x) = |x|'37n W, (X) = |x|ﬂ‘7n LW, (X) = |x|ﬁf” () =" v(x)= |x|57" olsun.

Burada S, B, ,, 7,0 negatif olmayan reel sayilar olmak iizere;

1
(A) Eger 0 < (ﬂ - n) +—y ise bu durumda, her R >0 igin,
p

1
(B-n)+~y 1 p

~R P x| — d d
ol [Rn V[RW(Y) Y]L J. U(Y) VJ

() 2 ()

ly|<R
dir.
(B) (5.9) ekstra kabuli W, () = W() i¢in saglanir.
1 1
(C) 0<a<n,0< (ﬂz — n)+—;/ ve (,Bl —n)—§ <N olsun. Bu durumda (5.7)
Y Y
noktasal esitsizligi ve (5.11) Muckenhoupt sartinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart,
1 1
0‘+(ﬂz—”)+57=(ﬂ1—”);5 (.13)

olmasidir. Bununla beraber, V = ﬁ%[(n -5 ) + (n —%5]} >0 i¢in V() eRD,, (W1 ),

oldugundan bu durumda 6nerme 5.1 den (5.6) Wheeden sart1 (5.13) ifadesine denk olur.
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(5.10) noktasal esitsizligi M, : LLS (Wl) — L (Wz) icin bir gereklilik sart1 oldugu durumu bu
kismin sonu olacaktir.

Bunun icin iki agirlik sart: verelim. Bu nedenle C >0 ve N € N” icin U () € H yazlabilir.

sup u(y)<C|x" f u(y)dy (5.14)
4’1‘x‘<‘y‘<4‘x‘ oN ‘X‘<M<2N‘X‘
- r S .
ve V() eH (r',s'), I":ﬁ, S':; oldugu zaman,

r

X' {VLXJ v(x)<C ﬁlz’ﬁm.d’“x (-

L

ifadesi saglanir.

Onerme 5.3 : U(.)e H ve V(.)e H (I",S') oldugunda (5.11) Muckenhoupt sarti (5.10)

noktasal esitsizligi saglar.
Bu sonugta W1(-) ve W, () i¢in sabitlik sartt N >3 i¢in  sup W(y)SC inf W(Z)

Reyl<2? R R<|z]<2?" R

oldugunda ele alinmistir.

Sonu¢ 5.1 : u(.)e H,V(.)E H (I",S') olsun. Bu durumda, teorem 5.1” de (5.10) (ya da

(5.10%)) sartindan vazgegilebilir.

Uyar 5.2 : (1) (5.14) 6zeligi agirhk fonksiyonlarmin genis bir sinifi igin saglanir. Ornegin

W() € A oldugunda W(.), (5.14) ifadesini saglar. (5.14) sart1 her radial ve monoton agirlik

fonksiyonu i¢in dogrudur. (5.14)’ in saglanmasi W() in monoton olmasini gerektirmez.
W(X):|X|§7n ;(‘X‘fl(x)jt|x|77n Xyt (X) dir.

(2) Eger V™" () , (5.14) sartin1 saglarsa V() eH (I’ ' l") sart1 saglanir. Her I ve
S i¢cin C >0 degeriyle beraber asagidaki ifade saglanir,

X" _[ v(y)dy <cv(x) (5.15)

27N x|<yj<2N x|
yukaridaki sekilde C > 0 degeri varsa V() eH (I‘ S ') elde edilir. Gergekten Holder esitsizligi

ve (5.15) kullanilarak C(X, N ) = {27N |X| < |y| <2N |X|} icin,
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I % 5
<c V()ZCM)<>L[CJM ( >d] (' v()
<C, %‘)ZC(X,N)(') .

elde edilir. Her hangi bir Muckenhoupt A agirlikh V() fonksiyonu (5.15) sartin1 saglar. Bu
ifade V() € A igin dogru olur.

(3) Teorem 5.1 6nerme 5.3 ve uyart 5.2 (2) asagidaki ifadeleri verir. (5.8) ve (5.9)
kestirimleri ile beraber hem u() hem de V() agirliklar1 sabit oldugunda (5.6) Wheeden-

Muckenhoupt sartt M : L (Wl) — L (Wz) olmasim1 gerektirir. Benzer olarak eger,
u () " V() sabit ise bu durumda 1 : LLS (W1) - qu (Wz) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (5.11),

(5.12) sartlarinin saglanmasidir.
Bu kisimda lemma 5.1 ispat edicek ve sonuclarimizin ispati i¢in gerekli bazi lemmalart

verecegiz.
Lemma 5.2 : C >0 sabiti i¢in, z X, ()<C X e (.) oldugunu kabul edelim. Burada E,
K k

Olciilebilir kiimelerdir.

(A) Bu durumda tiim f () fonksiyonlari i¢in, max ( r, S) < A oldugunda,

:
;Hf ()26, O =] T O e () .
dir.
(B) Bir C degerine bagli olan € >0 sabiti i¢in, 0 < < min(p,q) olmasindan,
SOz O <eX] O O
k k P
olur.

Ayni zamanda, sonuglarin ispati agirlikli Lorentz uzaylardaki genellestirilmis Hardy
tiir operatdrlerin sinirliligina baghdir. Bunu da bazi matematikgiler ¢aligmistir [15]. Hardy tiir

operatdrleri kabuller altinda asagidaki forma sahiptir,
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(HE)(x)=(Has f)(x)=a(x) [ f(y)b(y)dy

Ivlsi

vE

(H'g)(x)=(H..0)(x)=b(x) [ g(y)a(y)dy.

[x<]y]
Burada a() ve b() Olciilebilir negatif olmayan fonksiyonlardir. Burada asagidaki ifadeler

kabul edildi,
r=s=Ilyadal<r<oo vel<s<w,

p=g=1lyadal<p<oovel<(q<oo.

Lemma 53 : r,S, p,q yukaridaki gibi ve max(r,s)<min(p,q) olsun. Bu durumda

her f (-) >0 igin,

()0

L SC”f() L

olmasi igin gerek ve yeter sart,

1
—b() z.d(')H <o
v() e
olmasidir. Benzer olarak, g(-) > 0 degerleriyle beraber,

I(7'g)e)

olmasi igin gerek ve yeter sart,

sup
R>0

a() Zpo ()

L‘l}q

Lba <C ”g()”L{,S

sup
R>0

1
—a( - <o
=IO ()ZR<-()HLJ,I:]

esitsizliginin saglanmasidir. 0 <a <n, M, maksimal operatér i¢in agirlikl esitsizlikleri elde
edebilmek amaciyla asagidaki lemmay1 verelim.
Lemma 5.4 : 0 < A <min(p,q) olsun. Bu durumda sabit C >0 ve her f(-)>0 igin:

WM, ), <Cls7+5+57).

A
L

olur. Burada,
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S =

w7, o)l

A
L‘l‘)q

$i =2 wOM. f26)0 26, 0)

p

2
LPd
A
L

st = X[ 2 ([, ey | w0200

meZ

ve
E =12 <X <2}, G, ={2"" <|x| < 2"}
dir. Diger yandan Calderon-Zeygmund ve her hangi bir kesirli integral operatdr i¢in benzer

ifadeler elde edilebilir. T, , (0<a <n) lineer operatoriinii C° (R") den L (R”,dx) ye

loc
asagidaki gibi tanimlayalim, her f () e L] (R") icin,

(T, )X = IRH K, (x,y)f(y)dy h.h. her X & supp f

dir. Burada K (X,Y) ¢ekirdegi her X# Yy degerleri i¢in, [K_(X, y)| <C |X— y|(a_n) ifadesini

saglar.
Burada (Ta f )() operatoriiniin kompakt destege sahip sinirli her fonksiyonlar i¢in hemen
hemen her yerde iyi tanimli oldugu kabul edilmistir. 0 < <N durumu i¢in T kesirli integral

operatérii | operatérii olur.

Lemma 5.5: 0<a<n ve 0<A<min(p,q) olsun. Bu durumda sabit C >0 degeri ve her

f, f eCZ(R") fonksiyonlar: igin:

p

[, (T, IO SCCSF 485 +55)

saglanir. Burada,

5= Ol ([ oy -
8= 2w O(T.f 26 )02, O
keZ LPa

Si=

wz(-)( [ Tl dy) HH

ve E,,G, lemma 5.4” deki gibi tammlanur.
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Teorem 5.1° in ispati: Esas problem B kisminin ispatidir. max(r,s) < min(p, () (bknz (5.8))
alindiginda max(r,s) <A <min(p,() olacak sekilde bir A>0 degeri bulunabilir.

Lemma 5.4’ in ilgili kismindan «, n, p, g, I, S, U(:), v(:), W,(-), W,(-) degerlerine baglh

sabit C >0 degeri i¢in S/, S5, S; in ifadeleri C ||W1 Ofe)

2 .
s tarafindan elde edilir.

S/ in elde edilmesi. g(-)=W,(") f (*) olarak alindiginda,

<Cllg()
L\l}q

LLS

w, ()| ( [ g(y)dyj

olur. Benzer esitsizlik 7 : L7 — L}* oldugunda da géz 6niine alinabilir. Burada H ="H,,,

|a—n

a(x) :WZ(X)|X ve Db(y)=+1 degerlerinden elde edilen bir Hardy tiir operatordiir.

L (Y)

Lemma 5.3’ {in ilgili kismindan H operatoriiniin sinirliligmin her R >0 igin,

b()
V()

< oo
s

LVYISI

21R0)

ya da,

<C

S

Lvl'lSl

0 O o 20O

qu

‘ v( )W )
ifadesine denk oldugu goriiliir. Bu bir (5.12) Hardy sart1 olup (5.6) Muckenhoupt sartlarinin bir
sonucudur.

S; tin ifadesi. Burada (5.11) Muckenhoupt sarti (ayn1 zamanda (5.6) sartinin birlesimi)

kullanilir. Holder esitsizligi ve (5.11)” den,

si= 22 (I. t ey ooz Of,
Scié[z(a—n)m Wz(')/ﬂt/‘.kzm . P >
|
X V(-)—Wl(-)}("‘dm(.) Lvrm:l HW() fZE )() r
<(CA Y WO (fze, )¢ ’ Jemma 5.2 (A)’ dan
meZ Ly

<(CA) WO O,

L\r/s

elde edilir.
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S$; nin ifadesi. S elde etmek igin,

W) (M. f 26, ) ©) 26, ©) (5.16)

w SCWO(f25,)0),

almak yeterlidir. Gergekten, Zk Xo, () <3 ve max(r,s) <A alndiginda Lemma 5.2 (A)

kismindan:

A 2

853 <C Y WO (f 26, )0) <O wO O
kez Ly

olur. (5.16) ifadesini elde etmek igin M : L7°(1) = L] °(1) (bknz [13], Teorem 5.2.2, s. 155)

ifadesi kullamlir. Burada 1<r <oo, I<s<co ve L =1—-< dir. Lorentz uzaylarin asagidaki

ti¢ ozelligi de kullanildi: Her olgtlebilir E sinifi i¢in;

& =( [ wey)’

olur. p sabiti ve S, <§; i¢in;

||f LPSIS”f LPs2
olur.
1 1 1 1 1 1
P op P STt ¢ ff SS f 151 f 252
) IOI+p2veS Sts, e 1 Eall e <l full e | 2l
dir.

Kolaylik igin, W, =supw,(x),W,, =supw,(y),U, =supu(z) smiflarm ele alalim.
XeGy yeEy zeky

W, (), W,(-) €A oldugunu ve (5.10) sartinin saglandigim kabul edelim. Hesaplamalar
sonucunda (5.16) ifadesini asagidaki hale getiririz.
T =[w.O (M. f26,)O2e, )

<[wo ()M f 26, ) 26, ©)

Llfj)q

LES

(burada S < ¢ olarak alindiginda max(r,s) < min(p,q) olur)

<eW,, U/ (M, f 26 ) O, )

LPs

<o W,,U/7|(M, f x5, )0)

(1 I 1 1 « lj
T:___:_+___
f pr*= pnr

s x H;(Ek ()

fo
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k| Lya_1 1
<c, 2" w0

( f X, )(')HL,S
M, L () — L (1)

o, U [z (Lm{w}dxﬂ

]

Z (J.ka {f()>20} [znk[lﬁ%_ﬂwz»kuf}r dxjr]
<o 327 ([ DX oo
i

@ -

1

x( sup u(z)):’}rdxjr]
47" |xl<lzl<4lx]

olur. Burada W, < sup W, (y) < cW, (X) oldugunda W,(*) € A dir). (5.10) dan,

(47 IX)<lzl<16(47"x))

<c, szs[ j (WI(X))rV(X)dX}
&N

] f()>21}

<c, zwlizj{ J. v(x)dx]
i aN{t()>2')

N, eZ, 2N <W,, < 2Nt ye Wl(.)e A

oldugunda W, < sup W, (2) <cw,(X) icin
(87" Ix)<lzl<64(87"Ix])

- |»n
> | —

<c,| Y2t j v(x)dx
i G, ﬂ{wl_k f (,)>2“*Nk>}
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W, ()( f 26, ())

Simdi (5.10) yerine (5.10*) sartin1 kullanarak ayn (5.16) yerel kestirimlerinin nasil

L\T/S
elde edilir.

nk| L+a_1 1
elde edildigini gosterelim. Esas problem her X € G, i¢in, 2 Lt r]Wz,kU z < Cw(X)(V(x))

olacak sekilde bir C >0 sabitinin var olmasidir. Gergekten bu esitsizlige gore daha onceki
ifadelerde degisiklikler yaparak yandaki ifadeyi,

T =[O (M, f16 )01, 0)

L‘IJ?CI

o) 327 (], 2 W0/ ] dx)]

1

< G ;21-5 (J-Gkﬁ{f(.)ﬂi}(wl(x))r V(X)dX)E :|S

<G le Qli g, ()

L‘rls

elde ederiz. Esas problemi ispat etmek i¢in her X € G,, Z € E, degerleri i¢in,

1
— < V(X)
SUP 41 1 qjyj<atd [W]

oldugunu gostermek gerekir. Bu esitsizlik dogrudur. Cinkix e G,, z € E, icin,

1=V(X) 35 < V(X) SUD -1 ycat [ﬁ] olur. Dolayistyla,

“w, U <csup{l T w,, (@)

zeEy

a

<¢,sup{laT wy2) (u())F)

zeEy

(W, (") € A alindiginda)

<C, suEp W, (2) ! — ((5.10*)sartindan)
e SUP 4111 qyl<die kal

<C,w,(X)sup ! — (W, (-) e A alindiginda)
2| SUP 11y kal
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<C,w,(x)(v(x)".

esitsizliginden esas nokta ortaya cikar.

Teorem 5.2° nin ispati: Kabul edelim ki H:Ly(w,)— L'(w,) olsun. Burada amag
a=0, r*=r=p icin, (5.7) ve (5.12) sartlarmi elde etmektir. Ispattaki anahtar ifade, destegi

| olanher f(-)>0 fonksiyonu ve X, merkezli | aralig: icin,

G f (y)dyj\

ifadesidir. Gergekten, (5.17) i

(5.17)

O =x ) | e lwo ()0

L‘rls

Ol <C' M O2 0,

. esitsizligini ifade eder.

Dolayisiyla W,(),W,(-) € A kullamlarak, yeteri kadar kiigiik || uzunlugu ve merkezi X # 0

olan her | araligi igin,

w, OO (1117 [ undy) < ew ool fuydy)',
elde edilir. Daha sonra Lebesque differensiyelleme teoreminden,
W2(X)(u(X))% <ew, (X) (V(X))% elde edilir ki bu ifade ayn1 zamanda (5.7) sartin1 verir. Diger

yandan, | =]-R,R[ (i. X, =0) aralig1 i¢in (5.17) ifadesi kullanilarak, (5.12) sart: elde edilir.

Ciinkd,
y 1 )
v()w()l‘ <= () L (| +R) o SC(IX<RWQ(Y)V(y)dyj ,O(]|+R) g
‘ e 1()
:Cuwl(') fZl)(') s
<cC

olur. Burada || g)

s S <1 dir. Lemma 5.2 B kismindan, (5.17) esitsizligi N > 0 igin elde edilir;

(J-| f(y)dy) Lo SCHW1(')( fx )() Lo (5.18)

Ve

(I . f(y)dy)uwz ()8 0x 1 (5.19)

L SCH\Nl(')( fx )()

L\rls’

-1
dogru olur. Burada S, (X)=(|X—X,|+|l|) ve |, X, merkezli herhangi bir araliktir,

| =[a,a+R],R >0 seklindedir. (5.18) ve (5.19) esitsizlikleri N >0, N < Rigin,
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(H Zawn)) OZ oot OZ S O([, FOIY) 7 0o O (5.20)

Ve

(HF Zananm ) O 2w ) 2 €S, (-)( [1 (y)dyjz]_w,am[(-) (5.21)

esitsizliklerinin bir sonucudur. Dolayisiyla (5.17) esitsizligini elde etme problemi (5.20) ve

(5.21) esitsizliklrini elde etme problemine indirgenebilir.

f()>0, 1=[a,a+R] arahginda destekli ve Q :I f(y)dy olsun. Bu durumda
|

Q= J f (y)dy olacak sekilde 0 <N <R alinabilir. Agik olarak, her X e ]a+ N ,oo[

[a,a+N]

=

ve ye[a,a+N] degerleri igin,

O<x—-y= |X — y| < |X - X |+ = s, (X) olur. (5.20) esitsizligi saglanir. Ciinkii,

s.(x)( [ f(y)dy]z]am,wmx)

[a,a+N]

Y

(Hf Z[a,am])(x)}(]am oof (X)

S (X)%QZ]HN,OC[(X)

51003 [0 .00

olur. Eger .[ f(y)dy: J- f(y)dy— I f(y)dy:%Q ise (5.21) ifadesinin

[a+N,a+R] [a,a+R] [a,a+N]

ispat1 da benzer yolla gosterilir.

Onerme 5.1’ nin ispati: Muckenhoupt (5.11) sartindan Hardy (5.12) sartina elde etmek icin, ilk

olarak v(-)e RD,, .(W,), v >0 durumunu goz oniine alalm. 0 < & < min(p,q) olmak iizere

V.r,s

Lemma 5.2 uygulanarak,

bR O

Lvﬁ

14 4

1
vow (X

W, ()| ) |a—n X{H>R} Q]

<¢ Y.

= k>0

WO 2 o O

1
o X —V(-)Wl () Z{‘_‘<2—(k+lizk+l R}

qu

X
Lpd

W, ) Z{ngm R} )

4
s
LTt J

k>0

< sz 27nV9k(1—'? (2k+1 R)a—n (

1

* VOW, () Al jatng) ©)

<c,A’

o

o

Lvﬁ

s
s-1
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elde edilir.
u(®)eDb, (W), I<e< (l—%) p ve yukaridaki gibi segilen € degeri i¢in, yandaki ifadeler

yazilabilir,

<CZ

k>0

< C5 2 R(a—n)é Z 2k(a—n)9 ‘

k>0

a— n
w ()| | 2"R<\ <2< R}

BN

()

L‘?q

<c, R(@-me Z 2—kn9[(1_%)_%5}

k>0 L

0
)

elde edilir. Son esitsizlikten (5.11) sartinin, (5.12) sartin1 verdigi goriiliir.

RARZAEIS

<c, (R(“’“)

Asagida lemma 5.2, lemma 5.4 ve lemma 5.5 ispatlanacaktir

Lemma 5.2 nin ispati: A kismimnin ispatt C =1 alindiginda [16]" deki gibidir. B kisminin ispat

etmek i¢in; 0< }/Smin(p,q) oldugunu kabul edelim. p=(Qq ya da Q< p icin burada

anahtar || || *1 ‘nin norm olmasina dayanmasidir. Buradan,

(1057 0)

y(-)ZZEk ()] e
<. X[t ()2

=c ZHf () ze, (-

4

(0T 0

LSCI

<

qu

olur. Simdi p<q,y<p<(q yada L <vel< g durumunu goz oniine alalim. Boylece
v

olmak iizere (b i )J_ e’ reel degerli negatif olmayan dizisi igin,

beﬁl ve 0=
j 7—q

<c,| 2" z j u(y)dy
Lﬂ’“‘ j “EN(0-2)

e



SADY 2’72{ I u(y)dyJ
] K LEN{FO>21)

<c ZZZVbJ{ J. u(y)dy}
EN|1()>2}

zc4zk: ‘f ()2 ()

7
L‘ﬂ)q
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(1 <1 oldugunda)
p

elde edilir. Bu sonucun ilk kismi daha énce gosterilmistir [15]. Ikinci kistm dual aracilityla

gosterilebilir.

Lemma 5.4 iin ispati:

fonksiyonlari igin,

veE

M

a

Jw.

(M. f)() fgqéc(Pf+Pf+P;)

;‘W (M tx y<2“})(')ZEk () -
=[S (M. 126 )0 25, () H
fpwoion o],

olur. Burada P*, P/ ifadelerini elde edecegiz.

Pll in kestirimi: Anahtar her X € E, i¢in,

(Ma 2y )(X) <clx“” L |

f (y)dy]

[yI<d}

alt toplamsal oldugundan, sabit C>0 ve biitiin f(.)ZO

(5.20)
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oldugunu gostermektir. Burada C >0 yalmz a ve N degerlerine bagh sabittir. Gergekten,

(5.20) esitsizligi kullanilarak,

A

keZ

P <[> w, ()l [ I f (y)dszEk (-

LSCI

A

s [ J <y>dyj

= ClSl/1

LECI

elde edilir. (5.20) esitsizligini elde etmek i¢in; X € E,,

y| <2 i¢in |y| S|X| alalim. Boylece,
g(,): f () Z{‘y‘gzk—l}(-) ifadesinin destegi {y:|y| £|X|} :{|y| =|X|} kiimesini kapsar. Diger

taraftan,

r> 2K+ oldugundan I g ( y)dy ifadesi sifira yakinsamaz. Dolayistyla reel I degeri igin,
B(x,r)

" [ g(y)dy<c2™ [ g(y)dy

B(x.r) B(x.r)
<c'“" [ a(y)dy
B(X,r)ﬂsup pg

£c'|x|k(“_”) J' f(y)dy;
{Ivi<Ix}

olur bu nedenle (5.20) ifadesi gosterilmis olur.

P/ iin kestirimi: P," esitsizligini elde ederken her X € E, degeri igin,

(Ma f{zm«}j(x) < Cslljf{déiln{ajﬂ f (y)dyJ}

saglandigini iddia edelim. Burada d, | =2 ve ¢ =c(a,n) >0 dir. Bu iddianin ispati

(5.21)

asagidadir.
Ik olarak A=p=0q, A<q<p ve A< p<q durumlarini kabul edelim. Buradan,

5. e J0 O] <E(M 12 020

< cé[ﬁgg{déiun)[ I f (y)dyJH e, ()
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f(y)dyﬂ e, ()

1=2 k Ecl
i T e
:cné de Ej f(y)dy :ZOZEk ()
] .
:c% di If(y)dy Z{Hd’”}(')
nez| g |

elde edilir. Yukaridaki hipotezlerden || : ”LJP% ifadesinin norm olmasindan dolay,

w0 S48 (] 10w)] 2,00

mez

Psﬂ Scﬂ.

P
P

L,

A
P9

q
A

<o [di (], 10 | w0z 0

mezZ

Lui}_

elde edilir. Simdi A = p < durumunu ele alalim. Bu temel ifade (5.9) ifadesinin hipotezidir.

Buradan,
p
PP <X supds ([, Ty w0z, ©
kez L 122 kel Lo
<cy supdl” ([, 1noy)] w1z, O
= AR k+l Ee 2 Ey LPe
(Lemma 5.2” nin ikinci kismindan (4 = p <min(p,q)) olsun)
. p
(s—n) . . P
ey 3 ae" (], f0wy)] w0z O,
m-2
< CZ[déf’” (.1 (y)dy)T > |wOze, OfF, ((5.9) dan)
m m k=—o0

IN

e, o]

olur. Simdi (5.21) iddiasin1 gosterebiliriz. Bunun i¢in asagidaki ifadeyi kabul edelim,

S: Sup 2(a7n)(k+l) |:j{2k+| ‘y‘<2k+l+l} f (y)dy:| <oo.

1>2

W02 O

X € E, olsun. Buiddia, J 80cr) f(y) X (y)dy sifira gitmediginde,

<|yly

rainJ‘B(x,r) f (y)Z{Zk*Z<\y\}(y)dy <cS (522)
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olacak sekilde sabit C>0 degerinin olmasidir. >0 ve IB(X Y f(y) X e (y)dy =0

<l
ifadesini goz oniine alalim.

B(x,r) ﬁ{2k+m < |y| < 2k+m+1} =D ve B(x,r)m {2k+m+l < |y| < 2k+m+2} = olacak sekilde

bir M>2 tam sayist vardir. 2" — 2" < <2"™! ve m>2 oldugundan 12" <r < 22"

yazilir. ilk ifade ile beraber,

IB(x,r) f (y)z{2k+z<\y\} (y)dy - ZIB(x,r)m{Zk*'<‘y‘szk*'*l f (y) dy
1=2

IA

2 ez, TN

m
Sz 2(k+|)(n—a)
1=2

IN

22(]’]7(1)

<S 2(n—a) -1
=c(a,n)Sr"

% 2[k+(m—1)](n—a)

elde edilir. Son esitsizlik (5.22) ifadesini gerektirir.

Lemma 5.5’ in ispati: ilk olarak sabit C >0 i¢in asagidaki ifadeler agiktir: Her f (+) e C’S

i¢in,
Jw. ()T, ) O <o(R?+ 7+ P
ile birlikte,
P = sz (')(Ta f;({‘y‘szk,l})(-);(Ek Ol ,
keZ Lﬁq
P =W, (T, 20 ) O e, O
keZ Lk
B = ZWZ(')(T“fZ{zk*%\y\})(')ZEk O -
keZ qu

olur. Burada E,,G, lemma 5.4’ iin ispatindaki gibi tanimlandi. T, tizerindeki sarttan,
(T F 2y ) O (T F 26, ) O (T F 2 ) )

ifadesi iyi tanimlidir. Lemma 5.4’ {in ispatindaki gibi, 731’1 hemen agagidaki gibi elde edilir:

(T )OO SelamX ™ [ [F(ylay|  her xeBy,

|yl<Ixl}
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Bu esitsizligi elde etmek igin X € E, , |y| < 2% icin |y| <L|x|<|x| ve %|X| < |X - y| oldugunu
kabul edelim. Dolayisiyla K ¢ekirdegi i¢in verilen standart kestirimi kullanarak,
‘K (X, y)‘ < C|X _ y|(a—n) < C,|X|(S—n)

elde edilir. X, ( f })() fonksiyonunun destegine ait olmadigindan,

{‘y‘gzkfl
(7 2 O < [ [ G ()]
<O [l 1 (]

yazilabilir. Benzer olarak R i¢in kestirim her X € E, icin,

‘(TS fay (x))‘ < c(s,n)“{

2k+2

(I oy

[xI<|y[}

<ly| icin Ixl<2Ix/<]y

IS

esitsizliginin bir sonucudur. Gergekten, X € E,,

olur. Diger taraftan X, ( f Xk gy, )() fonksiyonunun destegine ait olmadigindan,

(T8 2oy, OOY < €[ [ O |

esitsizligini yazariz, bu ifade bizim aradigimiz ifadedir.
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