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OZET

Bu tez bes bolimden olusmaktadir. Birinci boliim, temel kavramlara ve bazi teoremlere
ayrildi. Tkinci bolimde, Genellesmis dteleme verildi. Ugiincii boliimde genellesmis Steleme
operatorii ile elde edilen yiiksek mertebeden Riesz doniigiimleri ele alindi. Dordiincii boliimde
Agirliklt Lorentz uzaylar1 ve bu uzaylarda klasik Riesz doniisiimiiniin sinirliligi verildi. Son

boliimde agirlikli Lorentz uzaylarinda bazi klasik operatorlerin siirliligt incelendi.

Anahtar Kelimeler: Agirlikli Lorentz Uzaylari, Calderon Zygmund operatorii, Genellesmis

Oteleme Operatérii, Kesirli Integral Operatérii, Riesz Doniisiimleri.
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SUMMARY

This present thesis is consisted of five chapters. In the first chapter, it has been
mentioned about the basic concepts and some theorems. In the second chapter, the generalized
shift has been given. Moreover, it has been focused on the high order Riesz transformations
obtained through generalized shift operator in the third chapter. Then, ‘Weighted Lorentz
Spaces’ and the boundedness of classical Riesz transformations on these spaces have been
clarified in the fourth chapter. Finally, in the last chapter, the boundedness of some classical

operators on the Weighted Lorentz Spaces have been analyzed.
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GIRIS
Bu tezde, Agirlikli Lorentz uzaylarinda Calderon Zygmund operatorii ve integral

operatorlerinin sinirliligt ve genellesmis Oteleme ile elde edilen Riesz-Bessel doniistimleri

incelenmistir. Bunun i¢in 6nce,

T(p+l) ¢ .
T f(x)= LI S =)' \Jx2 + 2 =2x,y, cos O)sin’” OdO
C(p+ ()0
20 2
genellesmis 6teleme operatorii verilmistir. Bu operator R” *de son degiskene gore elde edilen
genellesmis Steleme operatdriidiir. Daha sonra bu operatdre baglh

(Rl(;")f)(x)zcm (n,ul)!gr& Mﬂj’f(x)xf“de,

m+n+2y,
X

0<e<x|
0<xn <00

2 m+n+2v -1
Riesz-Bessel doniisiimil verilmistir. Burada ¢, (n,v,)=2 * T’ ( 5 ]{F (%ﬂ dir.

Bu ¢alismada verilen Riesz- Bessel doniisiimii son bir degiskene goére elde edilen Riesz

dontisiimiidiir. Daha sonra Agirlikli Lorentz uzaylari tanimlanmustir. (X,0), 6l¢ii uzay olsun.

1< p<ow ve 1<s<o igin L” =L"(X,dv) Lorentz uzayu, ||f

) <P oldugunda

tim v Olgiilebilir £ fonksiyonlarinin uzayidir. Burada, eger 1< p <oo ve 1 <5 <0 ise

ey = [SJ(U{x €X;
0

ve eger 1< p<o ve s=00 ise ||f

I OE r})‘”" r"-‘drj

I Xdo) = Slrlg)l"({x e X; f(x)| > r})l/p dir. Eger

l<p<owo ve 1<s<0 veya p=s=1, p=s=oc0 ise bu durumda L”(X,dv) ||

17 (X,dv)
normuna denk normlu bir Banach Uzayr’dir. X =R" ve v 6l¢iimiiniin Lebesgue 6lglimiine
gore mutlak siirekli oldugunu kabul edecegiz. Yani dv=w(x)dx dir. L” =(R",wdx)

uzayma @ agirlikli Lorentz uzayi diyelim. Bu durumda Klasik Riesz dosiimii denilen yani adi

Otelemeye bagh

. Y; .
Rf(x)=c,lim | fe=pmmdy (7=123m)
yi>e



Riesz doniisiimiiniin, kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel olan tim Q < R" kiipler olmak

tizere [P den L”'’ye simirli oldugunu veren teoremler verilmistir. Son kisimda Agirlikli

Lorentz uzaylarinda Calderon Zygmund operatérii ve integral operatorlerinin smirliligt

incelenmistir.



1. Temel Kavramlar
Bu boliim, sonraki boliimlerde gegen bazi temel teorem, tanim ve lemmalar ile birlikte

kisa bilgilerden olusmaktadir.

Tanim 1.1 (Oklid Uzayi): R’ ={x:x=(x,x,,..,x,), x, eR,i=12,..,n}

bigiminde tanimlanan uzaya Oklid uzay1 denir.

Tamm 1.2 (Yaricap Fonksiyonu): Herhangi bir f(x) fonksiyonu igin,

f (x) = f(]x|) ise f(x) fonksiyonuna yarigap (radial) fonksiyonu denir [1].

Tamm 1.3 : 1< p <o olmak iizere; LV = L’(R")={f": I|f(x)|p dx < oo} uzayma

p. mertebeden Lebesque anlaminda integrallenebilen fonksiyon uzayi denir. L = L"(R")

normu da,

||f||,,=£f|f(X)|pJ <o 1< p<o

seklinde tanimlanir [2].

1 1
Tamim 1.4 (Hoélder Esitsizligi): f € L”,ge€ L’ ve —+—=1  olmak iizere,
2

[ regad <7, el
esitsizligine Holder esitsizligi denir.

1 1
Tamim 1.5 (Minkowsky esitsizligi): f € [”,ge ' ve —+—=1  olmak iizere,
p

q
|7+l <1, +lel,

esitsizligine Minkowsky esitsizligi denir.

Tamm 1.6 : R) ={x=(x,x,,..,x,):x, >0} olsun. 1< p<o ve v>0 olmak

tzere L, agirhkh uzayz,

L, :{f: I|f(x)|p xf“dx<00}

Ve normu



171, =[J |f(x)|pr“de <o

seklinde tanimlanur.

Tamim 1.7 : R" uzayinin her kompakt alt ciimlesi tizerinde integrallenebilen fonksiyona

Lokal integrallenebilirdir denir ve L, (R") ile gosterilir.

Tamim 1.8 (Karekteristik Fonksiyon): Bir A ciimlesinin karakteristik fonksiyonu

LLxe A

X 4(X) :{0,)6% 4

seklinde tanimlanir ve y , ile gosterilir.

Tanim 1.9 (Gamma Fonksiyonu): ['(n) sembolil ile gosterilen ve
I'(n)= Ix”’le’xdx
0
bagintistyla tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.

Tamim 1.10 (Klasik Riesz Doniisiimii): f :R" — R" olsun.

Yody  (j=123n)

Rf@)=¢,lim | fG=)=
[ylze

seklinde tanimlanan dontisime f fonksiyonunun klasik Riesz doniisiimii denir. Burada

—(n+1)
c =1 2 F(”TH) dir.[3]

n

Tanim 1.11: Lokal integrallenebilen pozitif w fonksiyonlar

sgp {|—£12|£ w(x)dx} [ﬁi w(x)”'/”dxj < (4,)

esitsizligini saglarsa bu siifa  (4,) agirlik simfi denir.
Tamim 1.12 (Destek-Support): Bir f* fonksiyonunun destegi, Suppf = %x f(x)# 0}
olarak tanimlanir.

Tammm 1.13: Goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana gelen bir ¢ fonksiyonuna

basit fonksiyon denir.



0=z [radx=|d] ve [Yez,de=3c|4]
k=1 E E k=1 k=1
dir.

Tamim 1.14: (X ,A) bir 6lgiilebilir uzay olsun. f: X — R fonksiyonu 6lgiilebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her & € R i¢in

[(a+0))={xeX:f(x)>aleA dr

Tanmim 1.15 (Agirhk Fonksiyonu): Hemen hemen her yerde lokal integrallenebilen

o R" —> [O, oo) fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.

Tamm 1.16 (Adi Oteleme): T.f (x) = f(x—y) ile gosterilen, x noktasini x—y

noktasina oteleyen operatére R de adi dteleme denir. Adi Gteleme (—oo,oo) araliginda tanimlh

olup T:R —> R dir.

Tamm 1.17 (R Otelemesi): Yij(x):f(x—y) adi oteleme ve x',y'eR, | ve

o)

¢ =————<— olmak iizere R" 6telemesi,

r(u)r(zj

T f(x)= cujif[\/xz +y° —2xycosa}(sin 0{)20—1 da

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.18: x € R" olmak iizere,

n 2

A=Y —
o
operatoriine R” de Laplace operatorii denir.

Tanmm 1.19: G, R" nin agik irtibatli alt ciimlesi, x € R"” ve u(x), G de tamml1 bir

fonksiyon olmak iizere,



denklemine Laplace denklemi denir. Bu denklemin ¢oziimlerine de Harmonik fonksiyonlar
denir.
Tanmm 1.20: v >0, » > 0 olmak iizere,

B—d—2 2vd
T dr? rdr

seklinde ifade edilen B, operatdriine Bessel operatorii denir.

Tamm 1.21: R} ={x=(x,X,,....x,):x, >0} ve v >0 olmak iizere Laplace- Bessel

operatort,

n—I+1 n—I{+1

bigiminde tanimlanir.
Tamim 1.22: v> -1 ve a >0 olmak lizere Bessel fonksiyonu,
J,(br)=[2"T(w+ D] (br)" j, (br)
seklinde tanimlanir ve burada ; adi Bessel fonksiyonu olup,

r[v+1j

T

2 1
J‘ezbrcosa Slna V- da
0

bigimindedir.
Tanimm 1.23: ¢ (X)eZ ( ) olmak fizere,

(pvfgo —hm fo)(p )x2"dx

0<g<\x\

0<x, <o

ifadesine f(x) in esas degeri denir.

Tamm 1.24: ¢ (x) € Z, (R;)Ve x*,y" eR, , olmak iizere,

—i(xk K k . 2v
(Fap)) =, [ (™ T 4 Oyardiana i
R =Ty

n

- k -
operatoriine Fourier-Bessel operatérii denir. Burada, ¢, = (27) 2 2 (lj I'(v, + —)] dir.



Tamm 1.25: f:R" — R"olsun.

y/T;f(x) 20

| |n+2M+1 n

R,f(x)=c, lim | (j=1,2,3,...,n)

[ylze

seklinde tanimlanan doniisiime f fonksiyonunun genellesmis Gteleme ile elde edilen Riesz

» F(U + ;j
———< “dir.

doniistimii denir. Burada ¢, =72

/ (o)

Tamm 1.26: 1 < p<co ve 1< s <00 veya p =5 =10lsun. Eger

Q|_1 <00

SngxQHL{i;" HxQ Iw '

ise w:R" = R agirlik fonksiyonu A _ ye aittir. Burada supremum koordinat eksenlerine
g y ps Y p

paralel kenarli kiipler iizerinden alinmigtir. (Q < R")

P

r . .
Xy / WHL{;V!' dir. Yani 4,

A, Muchenhoupt smfi ile

Iw(x)dxuwl:l(x)dx} =HxQ i

aynidir.

Tamm 1.27 . 7 genellesmis 6teleme operatorii olsun. Bu durumda f'(x) € Z, ise,

(Rg")f)(x) =c, (n,v,)lim M]’;’f(x)xf”ldx

550 m+n+20
0<e<|x|
0<x,, <0

2 m+n+2v, m -1
c (nv)=227T I —
) ( 2 )[ (2ﬂ

seklinde tanimlanan doniisiime f fonksiyonunun genellesmis Gteleme ile elde edilen Riesz

Bessel doniisiimii denir.



2. Genellesmis Oteleme Operatorii

2.1. Genellesmis Oteleme Operatorii

M. Levitan 1951 yilinda bir ¢alismasinda (0,00) {ist yari uzayinda R™ nin &telemesinin

var oldugunu makalesinde gdstermistir [4]. Daha sonra Bessel diferensiyel operatorleri ile

iliskisini inceleyerek bu 6telemenin (0, 0) araligindaki noktalarin yine bu araliktaki noktalara
doniistigiinii gostermistir. 1. Kipriyanov R’ n- boyutlu yar1 uzayinda genellesmis 6telemeyi
tanimlamistir. Calismalarinda, bu 6telemenin (n—l) degiskene gore adi ve n. degiskene gore

R" da ki oteleme olarak ele almis, daha sonra Fourier-Bessel operatorii ile iliskisini

incelemistir [5]. R™ ve R 6telemeleri bu boliimde verilmistir.

2.2. Adi Oteleme

Tanim 2.2.1 : T.f(x)=f(x+y) ile gosterilen x nokrasmi x+y noktasina
oteleyen operatore R ’* de adi 6teleme denir.
Adi oteleme (—o0,00) araliginda tanimhdir. Dolayisiyla 7:R — R dir. Bu sekildeki adi

Oteleme

Ou(x,y) _ ou(x,y)
ox oy

u(x,y) = f(x)

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiiniin degerleri adi 6telemeye baglidir.

2.3. Genellesmis Oteleme

Simdi R" da ki 6telemeyi inceleyelim. B

. Bessel operatorii olmak iizere,

Bu = Bu
u(x,0) = f(x)
u,(x,00 = 0

baslangi¢ deger probleminin yani,
0" 2p+lou_0u 2p+lou
ox’ x ox o y 0Oy

2.2.1)

denkleminin,



ou
u =fx), — =0
0= /() =B

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii

Irep+1

u(x,y) =T, f(x)=

— If(\/x +y* —2xycos@)sin’” 8d O
27T (p+ )0

seklindedir. Bu formiilde @' yi 7 —@' ye doniistiiriirsek ve I fonksiyonlarina ait olan ,

1
2 (a) _ 1 F(a)F(E)
T A2a-1
I'2a) 2 I(a +1)
2
formiiliinii kullanirsak bu durumda,
T f(x)= %J‘f(\/x2 +y* —2xycos@)sin*” Od6

I'(p+)I'(o)0
(p 2) ( 2)
elde edilir. Bu 6teleme (O,oo) araliginda tammlidir. Bu &telemeye R™ da ki teleme denir. Bu

ifade de T.f(x)= f(x) oldugu asikardir. Ayrica eger f (x) fonksiyonunun siirekli tiirevi

varsa bu durumda,
0
—Tf(x)| =0 (2.2.2)
oy y=0

dir. Ve f (x) fonksiyonunun ikinci mertebeden siirekli tiirevi varsa bu durumda 77" f(x),
(2.2.1) denkleminin ¢o6ziimiidiir. Ve (2.2.2) baslangi¢ kosullar1 elde edilebilir. Ayrica

x=(x,x,),y=0",) x,yeR" ve x'=(x,%,,..%,) , V' =(V,Vp,V,y) Ve

-1

Z—+B

1=

Laplace —Bessel operatorii olmak {izere,

n-1 A2 2 -1
26u+6 2p+1 ou z u u+2p+18_u

ox  ox x, Ox, ‘5 ,2 o, Y. oy,
denkleminin yukarida verilen baslangi¢ kosullar altindaki ¢oziimii ,
, L(p+l) 7 :
77 £ () =LV [ pa g [+ )7 2%y, cosO)sin®” 040
I'(p+ E)F(E) 0

seklindedir. Bu operatore genellesmis 6teleme operatorii denir.
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Simdi 77 operatériiniin 6zelliklerini verelim. 7” operatoriiniin 6zellikleri adi

Otelemenin 6zelliklerine benzerdir.
1. Lineerlik ozelligi :
T {af (x)+bg(x)} = aT’ f(x)+bT; g(x)
dir. Bu esitligi su sekilde gosterebiliriz.
T {af (x)+bg(x)} =T {(af +bg)(x)}

:F(p—Jrl)lI(af+bg)[\/x2 +y° —2xycost9}sin2” 0do

1
I'(p+ E)F(E)

:%{]{af[\/xz +y° —2xycosé’}
I'(p+ E)F(E) 0

+_[bg [\/xz +y° —2xycos 0}}5&12" 0do
0

_ Majf[\/xz +y* —2xycos HJSinz” 6do
1.1
I'(p+ E)F(E) 0

_,_F(p—Jrl)bJ'g[\/xz +y° —2xycosé?}sin2” 0do
1 1
F(p+5)r(5) 0

= aT? f(x)+ BT’ g(x)

bulunur.

2.Pozitiflik Ozelligi : Eger f(x)>0 ise 77 f(x)>0 dir.

T f(x) Z%]{f[\/xz +y° —2xycos<9}sin2p 0dé
I'(p+ E)F(E) 0

ele alalm. f [\/ x*+y" —2xy COSH:| >0 ve sin@ ,0 <@ <z araliginda pozitif oldugundan

yukaridaki esitligin sag tarafi da pozitiftir. O halde,
T’ f(x)20
dir.
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3. T'(1) =1 dir.

T2 f(x) = r(p—l”)j f[\/xz 17 2%y cose}sinz” 0do
L(p+ E)F(E) 0

esitliginde f (x) =1 almursa,

()= r(p—+1)1 j sin®” 0d 0
0

I'(p+I'(=
(p 2) ( 2)
elde edilir ve
1 1
x I'(p+ E)F(E)
j sin* 0dg=——2 2
0 I'(p+1)

formiilii de yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,

1 1
(1) = I'(p+1) Fp+ E)F(E) -1
: Lo L T+
I(p+ E)F(E)

sonucu elde edilir

4, Eger x> a, f(x)=0 ise budurumda |x—y|2a icin 7 f(x) =0 dur.

5. T7 operatorii siireklidir: Eger f (x) fonksiyonlar dizisi her sonlu aralikta f (x)
fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise, bu durumda iki degiskenli fonksiyonlar dizisi 7' f, (x) her

bir sonlu bolgede 7" f(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

6. T’ operatorii ssmirhdir:

T’ f(x)| =] F(p—l”)lj f[\/xz e —2xycos(9}sin2p 6d¢

I'(p+ E)F(E) 0

MT f[\/xz +y° —2xycos€}

1.1
I(p+ E)F(E)

IN

sin*? 8d6
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< supM sin*” 0d 0

e NI
L(p+ E)F(E)

f[\/xz +y° —2xycosH}

<sup|/(x)| Ky +1)1 jfs *? 0d 6
)0

=0 D(p+ )T

elde edilir. Buradan,

<7

S (0] <supl ()

olur.

7. T” Operatoriiniin Yer Degistirme Ozelligi : 7.7 () =TT f(x) “dir.
8. Degisme Ozelligi : 7’7 f(x) =T T} f(x) “dir.

9. Eslenik Ozelligi: Eger siirekli f (x) fonksiyonu i¢in

Tx2”+l|f(x)|dx<oo

0

ve g(x) , tim x > 0 igin siirekli sinirh fonksiyon ise,

J‘T;}’f(x).g(x)prde _ J'f(x)];yg(x)xzpﬂdx

olur.

Ispat : Kabul edelim ki f (x) fonksiyonu sonlu bir aralikta ikinci mertebeden

tiirevlenebilir ise f (x) =0 dir. Ve g(x)=J, (\/Zx) , (A £0) dir.

KG)=[17 7000, 10x e

d> 2p+ld

olsun. Simdi K( y) fonksiyonuna B, =—+ pr @ operatoriinii uygulayalim. Bu
Sodx x dx

durumda,

o0

[ BT F()g()x* " de = | {d— T f(x)+

0

2p+1 d

Tyf( )}g(x)xzp“dx

© 2

- [ 1 (g (x " d
dx

0



I2p+1dlwf@hﬁxnhmdx I +1,
0

olur. Esitligin sagindaki birinci integrali hesaplayalim.

=T ( Tyf(x)] (x)x*"dx

4
dx
= i(ﬁ ij(x)jdx ve u=g(x)x*"
dx\ Ox

olarak kismi integrasyon uygulanirsa bu durumda,

1 =217 f0go x|
ox

i a y Q 2p+l
- I T () (o)

Z_J'iTxyf(x)ag(X)x2p+1dx_I£];yf(x)g(x)2p+1x2P+1dx
o Ox ox o Ox X

elde edilir O halde ,
0 0g(x) pn
[+ =—|—T"f(x)=—"=x""dx
1, !a L f(x) o

olur. Buna kismi integrasyon uygularsak sonug olarak,
[ BAT FO)g(e)xdv = [T f(x)B g (x)x" dx
0 0

bulunur.

10. T f(x)=T"f(x) “dir.

_[ T f(x)x," dx = I f(0)x2Pdx dir.
R"” R”

13
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3. Riesz Doniisiimleri

3.1. Klasik Riesz Doniisiimleri

R" de tanimli bir f fonksiyonunun Riesz dontisiimleri;

Y

R f(x)=c, lirgjf(x—y)| I_dy  (j=12,...,n) (3.1.1)
Pt d y
(x
seklinde tanimlanan fonksiyonlardir. K (x)= |j Riesz doniisiimii ¢ekirdekleri olup
X
burada,
-1
Q (x)=c,x,|x| (3.1.2)
ve
+1
¢ =g VP [”Tj (3.1.3)

dir. Ayrica Q j (x), her bir j=12,...,n igin sifirnci mertebeden homojen ve tek bir
fonksiyon olup § iizerinde ortalama degeri sifirdir. Fakat x = 0’ da siireksiz ve S iizerinde
diizgiindiir.

3.2. Genellesmis Oteleme Operatorleri ile Elde Edilen Riesz Doniisiimleri

Singiiler Integraller teorisinde &nemli bir yer teskil eden Riesz déniisiimleri ikinci

boliimde ele alinmistir. Klasik Riesz doniistimleri incelendiginde yani,

(RS) @) =lime, | =L f(x=y)dy

‘y‘z.&‘

g6zoniine alindiginda bu dontisimiin  f(x — y) adi 6telemeye bagli oldugu goriilmektedir.

Ancak bu oteleme yerine bagka bir 6teleme tanimlanabilir mi ? problemi [6] incelemis ve sonra

[7] bu ¢alismay1 genellestirerek Riesz-Bessel doniisiimlerini tanimlamistir. Bu ¢alismalarda ele

alman genellesmis teleme; (n-k) tane adi 6teleme, k tane R* 6telemesi olmak iizere tanimlanan

genellesmis 6telemeye bagli Riesz-Bessel doniisiimleri tanimlanmaistir.

B, Bessel operatdrii olsun. RY = {x X :(xl,xz,...,xn),xn > 0} S*  Schwarz (Si = S+)

uzayi ve Sf onun duali olsun. 1< p<ow ve v, >0,v,>0,...,v, >0 i¢in, L,, uzaym

asagidaki sekilde tanimlayalim.
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flreor (Hxsmlj -

L, =L, (R’;) =

Ayrica v, >0,v,>0,..,v, >0 , v=(v,v,,..,v,)

, V| =V, +...+v, parametreleri
igin ,

n 2
A, = 6+Zk:2v,

By 2
50X, o

, 1<k<n
8x

n —1+1 n—Il+1

A B, Laplace-Bessel operatoriinii seklinde tanimlayalim. Sf uzayinda Fourier-Bessel

donisiimiinii asagidaki sekilde tanimlayalim.

k
(ng(P) »)=c¢, J- ¢’(x)e [HJ X161V n- 1+1)xiu§+1de
]R’; I=1 2

- [(M)"Ek li[ 2“‘_;r(ul +%ﬂ]

Burada x*y* =(x*, )"y =xy, +..+x, ,y,  d

Diger yandan, (FBk_l(P) V)= (FBk (p)_l

ozelligi gegerlidir. Ayrica buradaki her bir J 1(xn_M.yn_M) ifadesi ikinci bolimde
U/—E

belirtildigi gibi,
_B}"N—IHZ = x’iHlZ ’ Z(O) = 1 4 Zr‘zfl+1 (O) = O
baslangi¢ deger probleminin ¢éziimidiir.

(K (K k ..
x—(x ,xn_k+1,xn_k+2,...,xn) , y—(y ,yn_k+1,yn_k+2,...,yn) , x,yeR’ olmak iizere

genellesmis oteleme operatoriinii,

k F(U/ j T oz
T Xpp_sl oeees X (D(X) - H I J.¢(xk _yka\/xj—kﬂ +yj—k+l _2‘xn—k+1yn—k+l cosak ’
I=1 F( )F(Zj 0 0

k
..,\/x: +y, —2x,y, COS al)(H sinzu’_la,da,]

I=1

seklinde tammlariz. 7

ke 30Xy

operatdrii asagidaki konvoliisyon operatoriinii olusturur.
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(f*p) () =c, j fer ][Hyj“;ﬂj

Bundan sonra bu konvoliisyon operatoriinii B, konvoliisyon operatorii olarak

adlandiracagiz. Fourier-Bessel donisiimiiniin  tanimindan ve genellesmis 6telemenin

ozelliklerinden B, konvoliisyon operatorii asagidaki 6zelliklere sahiptir.
Lr/*p=p*f
FBA, (f*(p)=FkaFBk¢)

bu Young esitsizligi olarak bilinir.

.o _ 2 2 2 2
Teorem 3.2.1: Eger P, (X) = P, (X, Xyse X, 40X, 4115 X pinseees Xy 15X, )

(1< k <n) polinomu, A,F, (x)=0 olacak sekilde Laplace- Bessel denklemlerini saglayan k

mertebeli bir homojen polinom ise bu durumda F, Fourier-Bessel doniisiimlerini gostermek

ilizere,

‘ ‘ ‘y‘

Fo(R@e Jm=2"" R e

dir. Burada |V = vV, + V,+.. 4V, dir

2
—al

Ispat: Once x*,y* eR,_, vex'.y" =xy, + x,y,+..4x, ,v,_, olmak iizere e “" ’nin
Fourier-Bessel doniisiimiinii bulalim.
F a‘x‘ ( ) C aM z(x .y )H (X )x2v,
B y J 1 n—k+1 Y n—k+1)Xn 11
R e
2 0 0
7“‘%‘ =i ok —axy g 2y
=¢ I € dx je J, _l(xn—k+1yn—k+1)xn—k+ldxn—k+1_|."'
Ry 0 "2 0
0
—ax,f . 2v;
...Ie J o (xp)xdx, (3.2.1)
Vi——=
0 2

Burada,

¢, =¢,C, .., = =Q27) T 2_‘ ' (HF(V[ D_

dir. Simdi bu integralleri hesaplamak i¢in asagidaki esitlikleri g6z oniine alalim.
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i) x*,y* eR _, ve a >0 olmak iizere,

n—k

: |
—alxF[ —i(x 2 T
J. e - \dxt :(Ej e 4 (3.2.2)

Rnfk a

ii) v>—1ve a >0 veJ (sa)Bessel fonksiyonu ise bu durumda,

[e="s1, (sayds = (sa) i (3.2.3)
. Ca)
ve burada,
J, (sa) = [2"F(v+ l)]_l(sa)vjv(sa)
oldugundan,
y L T
J i(sa) = [2 (v, +E)} (sa) 2j (sa)
s M

yazilir. Burada /=12,...,k olmak tizere s=x, ,,,,a=y,,. secersek (3.2.1) deki

integralleri kolayca hesap ederiz.

Je_sz ((sa)s*"'ds integralinde J yerine j cinsinden degerini yazip (3.2.3) esitligini
0

w v+—| 2
2 2 L

2
Ie‘“" Vi (sa)ds = EE—— 4o (3.2.4)
0 V- v+

2 2.0 2

elde edilir. Simdi (3.2.2) ve (3.2.3) esitliklerini (3.2.1) de yerine yazarsak,

kullanirsak,

1
R . % 7& k F(Vl+2j 7&
F, (eax )(y):cv (_j e 4 H—le 4a
a -1 20/’7
> 1
s (o Y (27 L F(V’+2j i
=2r) *2 Z[HF(VH_ED (—j e 4“1_[ —~e 4
=1 o =1 Za"ﬁE
7”*2“" _ﬁ

=Qa) ? e
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bulunur. Burada, ¥ = (3}, Vyseees Vs>V patseesVy) = (VoD proensd,) dir,
Egera — 1 ve y — —2y alinirsa bu durumda,

n+2v|

2 e_M

B ) =0

olur. Burada [V = Vv, +Vv,+..+Vv, dir. O halde buradan asagidaki esitligi kolayca elde

edebiliriz.
—a‘x‘ _ ‘x‘ +2i(x* 5 2v,
FB( )(J’) ¢, I H] l(xn kot 2Vt )%y X
RE "
‘ ‘ +21(r y ) X37+ . 2v,
J. J.e ' lJV B (X1 2 i) X e X,
R,k 0 h2

J.e "y 1(x 2y, )x2dx,
0

Vi——

Burada, x*y* =x,y, +x,p,+.+x,_,y,_, dir. Simdi yukaridaki integralleri hesap etmek

i¢in, [ =12,....k,s=x,,,,,a=1y, ., olmakiizere

I = [ej | (2as)s*"ds

Vy——
0 17

secelim. (3.2.4) esitliginde & — 1, s = 25,a — 2a alirsak,

T+ | To+y)
Il = Te_” = Te_y”’“’ (3.2.5)

—‘xk‘2+2i(xkyk)

olur. Ayrica, I' = j e dx* olarak secelim ve (3.2.2) yi kullanalim. Bu durumda,

Rnfk
n—k o2
I'=sz?e V|
olur. O halde (3.2.5) ve (3.2.6) kullanilarak,

(3.2.6)

—‘x‘ +21(x y ) 2v
je H] 1(xn ki1 2V a1 )X, X

R: I=1 Vi~

k F(Vl + ) n—k

2 1

) |y
I | mh/ﬂ- 2 e

2
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H (v, + )

, Mk
= 2 Mg (3.2.7)
elde edilir. Bu (3.2.7) ifadesine asagidaki diferansiyel operatoriinii uygularsak,
o 0 o o
— e , B, ,..B | (1£k<n)
ot ot, ot _,, ot , " ’
(3.2.7) esitligini,
I F, (x)ei‘x‘ il )HJ 1 (X, 40120, k+1)x:‘/lk+l
(3.2.8)
HF(VI + ) ) n—k
—¢(t)“— L
bi¢iminde elde ederiz. Burada ¢(t) herhangi bir polinomdur. Bu son esitlikte,
1
F(V"‘ 5) T
(1) = ——2—[ " (sina)** ' da (3.2.9)

T Terg)”

kullanilarak ¢(t) polinomu,

n— k HF(VI + ) o
¢(t):2k{ HF(V, + ):| I= 11 - J' Pk(x)e‘t‘ |l +2i ()
kF(E)H (v, "

/ﬁ\
O'—;kl

o'—.h}

k k
2i 2 -1 2
H e Xy pstbn—kst (sm al vi— dal }H nV/k+l

=1 =1

HF(VI +-) J. B (X)H X, dx

n—k k k HF(VI'F )
{ } E kr(1>Hr(v,

O a1 =205 gty g1 COS) ( 2v,-1
e (sing,))™" de,

(ﬂ' V4 k
J‘ J‘ x zt
0 0 I=

bigiminde elde edilir. Simdi ise 7 genellesmis dteleme operatdriinii tanimlayalim.

X

1

kK ok ok
Xyt eR L, x=(X" %, e X,) s Y=V Y, kigasY,) VE



£ 1
I'(v, +—
reey

CcC =

v

olmak tiizere,

wrOIro)

T v
v _ k k 2 2
T p(x) = CVJ-"'J- (p(x -y ’\/xn—k-H F Yok — 2%, j 1V ks COSQ ..
00

k
..,\/xf +yl —2x,y, cosa, )H(sinal)zvf‘lda,

I=1
dir. Bu takdirde,

n—k -l k
T 1 —i v
P(H)=2" {7[ ? HF(VI +E)} _[ Pk(x)(TViH )H j !
=1 R =1
olur. Bu son esitlikte ¢ — —if alirsak,
n—k
¢u¢f{ Iﬁw+ﬂ}f@f Pu»MIDmH
olarak elde ederiz.

n—k+12°*9""n

Eger x:r9(0<r<oo,6?eS+ :{|x| =1x X 20}) ise bu durumda,

20

¢0ﬁFT{ﬁiéfﬁTw+%ﬁ J(ﬂaM,ﬁkOHn'”gIIa%M(IIﬂ”j"%ﬁ

R,

nk & e X
=2 {ﬂ' ? HF(VI +%)} J"’ZMM_I LJ an -} k(”e)H ezvfwzJe_r dr
=1 0

St

elde edilir. Simdi, J.rz‘v‘“’*le_’2 dr integralini hesap edelim.
0

i 2fy|+n-2 e’ 100 %(ZMH”Z) —u
I rdr—EIu e "du

0 0

LT e,
—Ej-u e "du

0

:lr@4+ﬁj
2 2

(3.2.10)

(3.2.11)



Bu son esitlik ile birlikte (3.2.10)’ a ortalama deger teoremini uygularsak,

B(-it)y 2 P .[ At
r(v|+ g) 0

olup, buradan

n
r(|v| +5)
2

) 2
Heity=———PR.(0)
I'(v|+—
M+
@(-it)=F, (¢) elde edilir. Burada ¢ — it alirsak @(¢)=F, (it) olur.
Fourier-Bessel doniisiimii tanimindan,
Fu(R@e 0 =¢, [ Rett )H] Gt Py D5
R¥ "
olup bu esitlik, (3.2.8) kullanilmasi ile

HF(VI+ )
F(Be Jo e t——ta o

olarak elde edilir. Burada ,

n—k k 1

¢, =r) 22— e (O=R.(it)=i"(1)

Hr(v + )

degerlerini yerine yazarsak,
x ) |
(P(x)e)(t) 2 "2 p (e

t
olur ki burada ¢ — E dontistimii ile,

ot W

Fo(Re )0 =22 R e

bulunur. Boylece teorem ispat edilmis olur.

k
Lemma 3.2.2: Eger jf(é’l ,0,,...,0, )H 0>".,,dS* =0 ise bu durumda £ — 0 ve

St =1

21
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(v.pfop)=lim | f(x)qo(x)szv’,H,dx peZ,

0<&<x]
0<x, <00

0=, _jyy <0

. A

n+2‘v‘—5 n+2M

olmak {izere,

dir.

Ispat: ispaticin ¢ (x) e Z, (R:) fonksiyonunu g6z oniine alalim. Bu durumda,

a) i)
Sl | Y T

n+2M n+2‘v‘
‘x‘>a

)
it

k
2v,
2‘ ‘,g (D(X)H xn—kde
I=1

)

k
1+2M Q(X) (0(0) ];[ 3V//c+ldx

i)

k
2v,
2] ¢(X)H XX
=1

oldugunu gosterelim.

f x

|x| , 2v,
[ s 0] [ = [ =
R, =1

k
[0(x)— O] [ "% dx
=1

‘x‘é]

J

x‘zl

+
| X

esitliginin & — 0 igin limitini alirsak,

i)
tim [\ go(x)ﬁ X v = |

0 n+2lv|-¢

e [

*

‘x‘zl X
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olur. Burada sag taraftaki birinci integrali hesaplayalim.

X X
) oo
n+2v| [CD(X) - (0(0)]H xnl/llﬁldx = J. n+2)V] @(X)H xnl/llwldx

‘x‘él

J

‘x‘él

/)
-9(0) [ i Hxin

‘x‘<1

olmak ftizere her iki tarafin & — 0 icin limitini alirsak, sagdaki ikinci integralin sifir oldugu

goriliir. Cilinkdi;

limp(0) |

.
|,,|+2V fov’k”dx ¢(O)I I f(e)Hgfvilmded

n+2M
(zé‘x‘<1 aR,
Q)(O)J. n+2M { J. f grfv;cﬂde}d

1 1 k

- (/)(O)Lnﬁ{j al H,f_vjw,dSJ’}dr
o St 1=1

=0

dir. Ciinkii hipotezden J f(e an‘/,’H,dS * =0 idi. Dolaysiyla,

l 1

it )
|)§ [co(x)—co(O)]];[xjv,k Jde = lim | %‘/’(X)HX?’,{ dx

a<‘x‘<1

lim
a—0
as|x<1

olup buradan,
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it
|2 (x)-

lim ,,(%V'JMH xde=lim [

as‘x‘él |X

a0
: Hxifllc+ldx+ j Tz‘v‘(p(x)nxj‘/lkﬂdx

I=1 ‘x‘>1

/)
=lim | %qo(xﬂxi%,

‘x‘>a

elde edilir ki ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.3 : P, k mertebeli bir homojen polinom olsun. Bu durumda,

p o RO |, 2) R
B R +n+2lv
o r[’”;zMJ b

dir.

Ispat. Teoremin ispatin1 yapmak igin ilk 6nce ispatta kullanacagimiz asagidaki esitligi

gostererek baslayalim. Her o > 0 igin,

Fy[f (@) =a " E, [ f(x)] (é)

dir. Bu esitligi elde etmek i¢in Fourier-Bessel doniisiim tanimini kullanalim. O halde,

( B(”)(y) =C IW(x)e iy )H]V V(X Ve k+l)ij1k+l

R¥ ()

olup ayni sekilde,

Fy(f(a)n) =c If(wc)e"‘“ )HJV Gty P

X
olur. Burada x — — doniisiimii yapilirsa,
a
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-t %> k. kst 2y, 2, A%
F(f(a)t) =c, [ f(x)e [ (x, 2D, e —
R;]; =1 V,*E (04 a

—n=2v t
=" E [fW]E)
a
olur. Burada dx = @ "dx ve || = v, + v, +..+V, dir. Ayrica Teorem 3.2.1° den

(k H*)k ‘y‘

F(R@e ™ )or=ea) it R )

yazilir. Eger ¢ € Z, ise bu durumda,

o

Ja@kﬂ*wmfbﬂ@w (2a) " ”quww¢@ﬂIﬁw

n—k+1

k+n+2lv|-e-2
olur. Bu ifadenin her iki tarafin1 o 2 ile carpip ¢ ’ya gore 0’ dan oo’ a kadar integral

alirsak,

k+n+2‘v‘ e-2

T [R@e a2 w(x)]_[xj”fk”dx da

0| R

(3.2.12)
o (k‘*'M‘*' ) k k+n+2‘v‘—g—2 —M .
=] @) : jpuwwannxgl da
0 RE

olur. Simdi yukaridaki integralleri hesap edelim.
k+n+2‘v‘—£

—a -1 . . 2
J.e g 2 da integralinde alx|” = u dersek,
0

k+”+2‘v"57 k+n+2|v|-¢
© 2 £ b -1
| u du _u —(k+n+2y-e=2) | |2
R R Y,
o (A o
k+n+2v|-¢
- Kntayize
2
_ —(k+n+2v|-¢)
:.[ e'u |x| M du
0

_r ( k+n +22 |V| —-& J |V|7(k+n+2‘v‘7£)

bulunur. Boylece (3.2.12) ifadesinin sol tarafi,
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k+n+2v|— P,
r( - 2|V| gh +<k+5fz\)v\ ) (P(X)fov’ku (3.2.13)
R

; |
8

olarak elde edilir. Simdi (3.2.12) ifadesinin sag tarafini hesaplayalim.

© k+n+2‘v‘—5 2 —M

k2 ) _
j((z T P } J Rt ¢(x)Hx,3V'k+,dx da
0 RE

k+e+2 —\x\

- J. I (2)_(k+‘v‘+5)ika_ 2 P(x)e go(x)H X2 dxda
0 R

k+e+2 A

y j Jita * Re (/)(x)Hx:V’kdeda
0 R

—(k+&+2)

- +M+ﬁ ¢ 1 —alxf Vi
=(2) “ 2!(@} P ( Jdaj P, (X)(D(X)sz i dx
) “Gheble 2 krer2g- I a N Pl dajz P (x)(o(x)szVZH

n 0 k+7£71
o\ [¥ Rk
‘M‘**'SOO k+e
=2 fu e o du [ (x)go(x)]_[xz”fw
0 RE
—M—EJre

=2

o r(k ;‘j Ji ] T

bulunur. O halde sag taraftaki integral,

k+n+2v]-e-2 —\x\

Jj (20{)7(1”‘”7)1"‘0{ 2 B(x)e* (p(x)H x2 . dx lda

0 R

—-Lse k P
A [ o] [ s

olarak elde edilir. Dolayisiyla,



k+n+2\v|— P
F( ! |V| gj _[ (kfn(jz? |-¢) (p(x)H xiwkﬂ
2 2

—@fem) K P
-2 (A s o] [

bulunur. Buradan,

B ) )
J‘ | |(k+n+2\v\ £) (D(X)Hxnz k+l

k+e¢
—(2‘v‘+n)+g F( 2 )
=2 2

ErrETEny
S

P
I 1) <x>nx,fv’k+l

2

olur. O halde,

r k+e¢
B(x) S 2 B.(»)
Fy : =2 2 i ‘
| k+n+2v|-¢ (k+n+2|v|_8J | k+e
X o I Yy
2

sonucu elde edilir. Lemma 3.2.2 yi bu sonuca uygularsak,

ol *
P (x) n+2‘v‘ . 2 ])k(y)
F,|v. .— 2 2
B Vp| ketn+2v]-¢ » = l F(k_'_n_’_zM] |y|k
2

elde edilir. Dolayisiyla teoremin ispat1 tamamlanir.
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Simdi Riesz-Bessel doniisiimleri diyecegimiz, genellesmis oteleme operatorleri ile elde

edilen Riesz doniistimlerini verelim.

Tamim 3.2.4: 7 genellesmis 6teleme operatorii olsun. Bu durumda f(x) € Z, ise

P (x)

(Rék)f) (98) =C, (n, VisVyses Vi ) lim k+n+2M 4 f(g)H x’fwk”

-0

0<&<|x] |

0<x, 441 <%

0<x, <o

seklinde tanimlanan doniigiime k. mertebeden Riesz-Bessel doniisiimii denir. Burada,
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Apfen k+n+2v| A
¢, (n,v,,v,y,..,v,)=2 2 T T r 5 dir. B, (x) ise, k. mertebeden homogen

polinom ve A, P, =0 dir. Teorem 3.2.3 e gore,
« B (x)

&

yazabiliriz. Baska bir ifade ile R}’ doniisiimiine karsilik gelen carpan i* P, (x)|§ |_k dir. Simdi

( (k)f)(f)— Fp (&) (3.2.14)

bir mertebeli Riesz-Bessel doniisiimlerini ele alalim.  Bunlarin sayist n-k tanedir.

j=12,...,n—k olmak iizere,

(Ry, £)©) =1,y lim |

0<&<|x]

ngﬂ@Hf%w (32.15)
X

0<x,,_j g <0

0<x,, <o

seklinde olup burada,

2|+n

(Vv )=2 2T 1+n+2|v| 1
c (nv,v,,..,v,)=
m 1 2 k 2 \/;

dir. Ayrica bu doniisiimlerden bagka k tane iki mertebeli Riesz-Bessel doniisiimlerini de,

P v,
2+(nf2)‘v‘ & f(é:)H Xz Ik+ld‘x (3.2.16)

(B £)() = e,(nv,. Vv lim -
0<e<x]

0<x,_ g4 <0

0<x,, <o

seklinde tanimlayabiliriz [8].
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4. Agirhkh Lorentz Uzaylar

Tammm 4.1: f:R" — R Lebesgue anlaminda integrallenebilen bir fonksiyon ve
A (o) = ‘{x :| f (x)| > G}‘ dagiim fonksiyon olmak iizere R* = (0,00) araliginda f
fonksiyonunun azalan rearrangementi ¢ >0 i¢in f (f) =inf {O‘ A, (o) St} olsun. Buna gore

w, R"’da bir agirlik fonksiyon yani negatif olmayan lokal integrallenebilen bir fonksiyon ve

0< p<oo ise,

LR w)=|f

() {T(f*(t))p W(t)dt]p <o 4.1)

fonksiyonlarin sinifina L’ (w) klasik Lorentz uzayi denir. Eger 0 < p,q < o ise

lﬂ@ﬂ=fﬂfwm=Wfﬁm}% <o (4.2)

0

Fonksiyonlar uzayia agirlikli Lorentz uzayi denir. » = oo alinirsa

I (R") = { o = sug)t; fi)< oo} (4.3)

uzayina zayif agirlikli Lorentz uzayi denir.

w, R"’da agirlikli fonksiyon olsun. Yani R™ negatif olmayan lokal integrallenebilir

fonksiyonlar olsun. w agirlik fonksiyonu igin, W(r)= Iw(t)dt <©0,0<r<ow yazlr.
0

olmasimi dikkate alalim. Bunlar 6nceki tanimlamalardan ortaya ¢ikar.

”f”Lf(w) = Hf*

0< p,q <o igin,

17 (w)

L ={f e M@: |, =1

<4
L7 (w)

olur.

X, v) ,pozitif ve o -toplamsal 6l¢iimlii bir uzay olsun.1< p <o ve 1<5< 0 igin
p P y p

LUpS =["(X,dv) Lorentz uzayi, ”f

2 xdvy <P oldugunda tim o Olgilebilir f

fonksiyonlarinin uzayidir. Burada, eger 1< p < oo ve | <s <00 ise
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/s

|7

I [s]g(u{x e Xs|f(x)]> r})S/p r“er

veeger 1< p<oo ve s =00 ise

sy = supr (e Xe| 0] > )
dir.
Eger I<p<o ve 1<s<0 veya p=s=1 , p=s=o ise bu durumda
L[ (X,dv) || 1 (x.dp) MOTMUNA denk bir normlu Banach Uzay1’dur.

X =R" ve v 6l¢iimiiniin Lebesgue 6l¢liimiine gore mutlak siirekli oldugunu kabul

edecegiz. Yani dv = w(x)dx olarak alacagiz.
L =(R",wdx) vuzayma @ aguhkli Lorentz uzayr diyelim. Bu durumda

|| ZE”LZ" =(wE)"? sonucu elde edilir. Ayrica eger p=s ise bu durumda L” c L’ (w)

agirhkli uzaydir. p sabiti ve s, <, i¢in L”? < L”" elde edilir. Buradan || Sl S” S
olur.
Lorentz uzaylar lizerinde asagidaki ifadeler verebiliriz [9,10].
N 1 1 I 1 1 1 s
Onerme 4.2: —=—+—, —=—+— olsun. Bu durumda her f € L ve
p Db P S 85 05
f, € L7 i¢in
iAle <l LAl (@t
olacak sekilde bir ¢>0 sabiti vardir.
(4.4) esitsizligi Lorentz uzaylarinda Holder esitsizliginin bir varyasyonudur.
Onerme 4.3: Her fe L” igin,
A1, <sup|[ SR\ < || f], (4.5)
R”

olacak sekilde bir ¢>0 sabiti vardir. Burada supremum Lf:“" uzayinda kapali birim yuvar

tizerinde alimustir.
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Eger s<oo ise bu durumda, L7’ niin L” nin duali oldugundan (4.5) esitsizligi

goriiliir. Eger s =00 ise bu durumda (4.5) teki birinci esitsizlik yani

c'|s

s <sup

[ £ ()dy

esitsizligi bir karakteristik fonksiyonun c¢arpimi olarak h fonksiyonunun uygun bir se¢imiyle

elde edilebilir. Ikinci esitsizlik ise (4.4) den elde edilir.

Onerme 4.4: 1<p<cw ve & pozitif bir sabit olmak {izere z yEj(x) <& olacak sekilde

j=1

{Ej} , R" in 6lgiilebilir alt kiimelerinin bir dizisi olsun. Bu durumda her f € L”' igin

P P2 I Vi (4.6)
j1 g
dir.
Ispat: 8= % >1 olsun. Minkowsky esitsizliginden
. , 1/p Y »
(ZH;{E}f Lm] = sj(a){x ek f(x)| > r}) rdr
Jj=1 ¢ 0 o
% . 1/ o
< s_([ (a){x €E; f(x)| > r}) § r’dr
ol 1/p
= SJ. Za){x ek f(x)| > r}J rdr
=1
< sj §a){x € UEj; f(x)| > r}] rdr
0 J-1
=g ”f i{;‘
olur.
Tanmm 4.5: Ya 1< p <o ve [ <s<00 veya p=s5=1 olsun. Bu durumda eger
sgp”;(Q p 210/ 0 e Q|_l <o 4.7)

ise @w:R"—>R' agirhk fonksiyonu A, smifina aittir. Burada supremum, koordinat

eksenlerine paralel kenarli tim Q < R" kiipleri tizerinde alinmustir.
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“.

P
r

| a)(x)dx{ | a)‘”(p_l)(X)de =|x0
0 0

P
P'P'
L(u

oldugunu gérmek kolaydir. Yani 4,, , 4, smifiyla ¢akisir.

Onerme 4.6: w e A, olsun. Egeryap=p, vel<s <s veya p<p vel<s <o

ise bu durumda w e 4, olur.

Ispat: p = p, ve s, <s olsun. Bu durumda s/ >s' dir ve bundan dolay1

|20/ @

i S|xQ/ @

74
olur.

Bup=p, ves <si¢in 4, < A4, oldugunu gdsterir. Simdi p<p, ,1<s <o ve

we 4 0 olsun.

Dy > yf = y 1+ y seklinde tamimlayalim. (4.4)’yi kullanarak
P p Po

|20, 120/ @] i < €| 20 - 120, | 207 @],
<clollx0l, 120, 129l
— C|Q|(a)Q)l/pl+l/po—l/p

=c[o]
elde edilir. Sonug olarak @ € A4, olur ve ispatin ilk kisminda her 1 <5, <o i¢in we 4,
elde edilir.
Onerme 4.7: Bir agirlikli @ fonksiyonunun A L, © ait olmas1 igin gerek ve yeter kosul;
her Q kiipleri ve her £ — Q olgiilebilir kiimeleri igin;
1/p

E oFE

u < cl(—) (4.8)

o o

olacak sekilde bir ¢, > 0 pozitif sayisinin var olmasidir.

Ispat: p>1, we A, ve E < Q olsun. Bu durumda (4.4) den



|E| :I%dxﬁc”gQ/a)
| 2E

|x0

rE

P pl
L(Al L( o

pl
L(!)

<60

pl
L(!)

E 1/p
e

elde edilebilir. Simdi (4.8) esitsizligi saglansin ve

E={er;a)(x)<%/}.

olsun. Bu durumda

yoE = Iya)(x)dx < J‘%dx = |E|

e

wE <¢’|0]” y" (@) """

olur. Yani meAp, dir. Eger p =1 ise bu durumda her

olur. Eger p >1 ise,

y<|x0/@

Ly’
wFE >0 igin

ng

yEe o
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elde edilir. Burada @ € 4, diger bir ifadeyle @ € 4, dir. Onerme 4.4 ve 4.5’in her bir @ € A,

icin dubbling sartin1 sagladigimi gorebiliriz. Her Q € R" kiipleri i¢in @(2Q) < cwQ, olacak

sekilde bir ¢ >0 sabiti vardir. Burada 20 ,Q ve Q ’nun uzun iki kenari ile ¢akigik bir kiiptiir.

Onerme 4.8: Ap sinifi APl > in bir 0z alt kiimesidir.

Bunu gormek kolaydir. Ciinkii 6nerme 4.5’ ten A, < A4, elde edilir. Diger taraftan,

n(p=1)

w(x) = |x| fonksiyonu A4, e aittir. Fakat 4’ ye ait degildir.
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Onerme 4.9: wed,,l<p<ow,l1<s<o olsun. Budurumda 1< p <p, s >1

ve w € A4, olacak sekilde p, ves, mevcuttur.

Onerme 4.10: 1< p <o ve I<s<o0 olsun. w e Ap olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

bir @ fonksiyonunun 4, ye ait olmasidir.

Onerme 4.4 ve 4.7 den goriiliir ki, aslinda @ e Apls1 olacak sekilde p, < p, I<s, <o seklinde
p, ve s, sayilari vardir. Onerme 4.4° den @ fonksiyonu her s, e[l,oo) icin Apso ’a aittir.

Aynizamanda 4,, = 4, dir. Eger @ € A, ise benzer bir yolla @ € 4, oldugu elde edilir.
Onerme 4.11: ® € A, olsun. Bu durumda her Q kiipleri ve her £, 0 < <1 i¢in
c p
wQS(TrE} o{xe0;1/ w(x)> B|0|(00)}
olacak sekilde birc >0 sabiti vardir.

Ispat: E = {x e O;1/ w(x) > ﬂ|Q| /(a)Q)} ve E =Q/E olsun. Bu durumda

“ jmmw_ oE |
Blo| wQ ﬂ IQI wQ

olur. Bundan dolay1

[El=lol-[E[za-po
a)_E>(lﬂ]p >(l_ﬂjp
00 c|Q| ¢

Onerme 4.12: 1< p<oo, 1<s<p ve we A, olsun. Bu durumda her Q kiipleri ve

Yoo

olur. Onerme (4.5)’e gore

elde edilir.

herhangi 42> i¢in

1/p'
2 < coﬂ(a)Em) P

olacak sekilde ¢, >0 ve f, 0 < S <1 sabitleri vardir. Burada
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E,={xeQ;l/o(x)> A}
dir.

> % = wigg(a)(x))‘ w(x)dx

olarak g6z Oniine alahm. @(x)dx olgiimii dubbling sartin1 saglar. Bundan dolay1 Calderon

ispat:

Zygmund ayrigimini kullanabiliriz ve sonug olarak (0 da bulunan 6rtiismeyen {Qk} kiiplerin

k>1

bir dizisini elde ederiz. Oyle ki hemen hemen her xe o ve y <A igin
Ua o(x)

k=1

Z<LQJ(a)(x))la)(x)dx— |QQ"| <cA, k=12,..

k O k

dir. feL” fonksiyonu <1 isaglasm. Onerme 4.1 ve 4.3 e dayanarak;

WE (@) (o) < ), I (@(x))° f(x)dx<cZHszk . ZQ/ H
WA N ACIEED Y P2 |Qé| (@0,

D) FA Scﬂ(ZHf %o
k=1 w k=1

;j p{Zkaj P

1 ’

</, (Za}Qk jﬁ’ <o (z kaJ% |

k=1 k=1
elde edilir. Onerme 4.4’ ¢ gore @ € 4, den w € 4, olur. Onerme 4.9° dan

)}

Vo
J e, (@) f () < ci(Zc(ﬂ)w{x <0 Vo> Alol i, )}j

k=1

< cz(a){x c0; %)(x) > m})w

elde edilir. Sonug olarak f fonksiyonunun supremumu L?’ nin birim yuvarlar1 tizerinden

almarak istenilen esitsizlik elde edilir.

Onerme 4.13:1<s< p<ow ve we 4 , Olsun. Bu durumda her Q kiipleri igin;

z/ (IQIJ
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olacak sckilde ¢>0 ve &>0 sabitleri vardir. Burada p|=p'+P % ve s/ =5"+0

esitsizlikleri vardir.

Ispat: O keyfi bir kiip olsun ve E, = {x eQ; %) (x) > /1} alalim. Agik¢a her o >0

i¢in;

© s' ‘Q‘(wQ) s'

.[ ZE/ /lé'fldﬂ — J‘ ZE/ lé‘*ld/l

ol . o .
0 1/ 0 e 4.9)
+ L, 207 d 4
0l/(@0) 7
olur. (4.9) nin sag tarafi simirlandirilabilir. ilk olarak;
0
Yoo ¢ oo
[ lE/ 27d < ZQ/ A7dA
o Ly e o
5 o
_1 Q ZQ/
S\ 0o w -
olur. Ayrica S, ,=“V, icin;
g A P ¢
[ s, adize, [ (olxe@low)>pa})" 272
0] y 9]
(0Q) (00)

< c,b’]g(a){x € O;l/a(x) > /1})%{ A dA

o

'

S
Pisi

LL’J

C
Ss_{HZQ/“’

vardir. (4.9) nin sol tarafina Fubini teoremini uygulayarak;



](‘JZEl ' ﬂéld

a){x €0, %)(x) > /’t})S/ P drA’ T d A

{x c0; / o) r}) rdra®d A

+s T I x € Q;l/o(x) > r}) 1P 51257 g adr
j(a){x € 0;1/w(x) > /1}) A2

—I—Sg,]j(a){x € Q,I/Ct)(x) > r})S'/P' o

=SL;HZQ/CO 25” +%I(a){x € Q;l/a)(x) > r})s{/p{ ey
1 S| ' s

=S_1rHZQ/a) i +5S_S1’ ;(Q/a) i
1 s

=EHZQ/CO 2

elde edilir. (4.9) den
aY s

b el = e el 5 2] ool

olur ve

L« i 1AV o
(5 S,+5j”lQ/a)Lﬂsi S5(ng |x0/ @,

esitsizligini elde ederiz.

37
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Simdi  1/8—c¢/(s'"+8)>0 olmast igin yeterince kiigik & >0 segmek yeterlidir ve ispat

tamamlanmis olur.

Onerme 4.9’un ispati: Onerme 4.4 den dolayr 1< s < p oldugunu kabul edebiliriz.

Onerme 4.11 den p; ve s, alalim. Bu durumda p,'> p' olur ve sonug olarak p, < p ve

si—s' 1/s
ol Vol ehg ke (5] o]
Zol| o | X2/ @l o = 120l s 00 Zo/ D,y
|Q| si—s' /s
1/p -’ s'
<c(wQ)"" (w—QJ |70/ 10
— C|Q| (a)Q)l/pﬁs'/s{—l—s'/(ps{) — C|Q|
» 1 s 1 s, ,
elde edilir. Burada ——-14+——-——=——+ =0 dir. Ohalde we€ 4, olur.

PSSP PSP
Simdi agirlikli Lorentz uzaylarinda klasik Riesz doniisiimiiniin sinirhligini veren

teoremi verelim.

Teorem 4.15: 1< p <o ve [ <5 <ooolsun.

|&.A,,. <c]/]

p oo
Ly P
Ly

olacak sekilde bir ¢ sayisi varsa w € Aps > dir.
Teorem 4.16: 1< p <o ve 1 <s <00 alalim. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) R; operatdrii L? izerinde sinirhdir.
(i) R, operatdrii L}, den L ye siurhdir.

(i) we 4, .
Teorem 4.17:1 < p < oo i¢in asagidaki durumlar denktir.

(i) R; operatdrii L?! den L” ye smirlidr.

(ii)) O < R" ve tiim dlgiilebilir £ < Q kiimeleri igin

HSC[W—EJ ’
o \wo

sartin1 saglayan bir ¢ > 0 sabiti vardir.



(iii) w e Ap]

Teorem 4.18: 1< p <o ve [ <5 <ooolsun.

I8, <l

po
)i

olacak sekilde bir ¢ sayisivarsa we 4’ dir.

po
Ly,

39
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5. Agirhikh Lorentz Uzaylarda Klasik Operatorlerinin Stmirhihig:
u(.),v(.),w1 (.),w2 () ne N ,R"de negatif olmayan lokal integrallenebilir agirhk
fonksiyonlar ve 7T klasik operator olsun. Bu kisimda amag f () fonksiyonlar1 i¢in T

operatoriiniin L, (Wl) agirhikl uzaymdan L7 (Wz) uzayina sinirli oldugunda gostermektir.

Yani;
e (7))

oldugunu gostermektir [11]. Burada C >0 n,p,q,r,s ve agirlik fonksiyonuna bagl bir

o S C|wi () f(')HL;\- (5.1)

sabittir.
1< p<oo vel<g <o icin;
, ’
Zﬁq = q_[ j u (y)dy A7 dA

0 {yeR" ;‘g(y)>l‘}

le()

ve I< p<oovel <g<oo igin;

le()

- =SUp J. u(y)dy

>0 {yeR” ;‘g(y)>ﬂ‘}
oldugunu hatirlayalim. Burada 1<r,s,p,g<o dir. (5.1)° deki gomme operatoriini
T:L7 (wl ) — L (wz) bi¢iminde tanimlayalim. Goz 6niine alinan klasik operatér bir kesirli

integral operator ya da bir Calderon-Zygmund operatordiir [12]. O <a <n i¢in [ kesirli

integral operator;
(L)) = [ le=of ™" £ (v)dy
RY

seklinde verelim.

M:L7 (1) — [ ( 1) operatériin  smmrlih@i  bazi  matematikgiler  tarafindan
incelenmigtir. ~ ([13],[14]) Bununla  beraber [13]’de  Kokilashvili ve  Krbec
O<a<n, M, :L’ (1) — L (1) operatdrii i¢in v(),u() agirliklar tizerinde gerek ve yeter

sartlari olusturmaya c¢aligsmiglar ancak bulamamiglardir. Bu kisimda sinirhilik i¢in yeterlilik sartt

bulunacaktir. Agirlikli fonksiyonlar1 i¢in bulunacak bu sart aym1 zamanda bir gerekliliktir.
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M, L (Wl) — L (Wz) ‘deki agirlik Lebesque hali i¢in birlikte ele alinmayabilir, 6rnek

olarak Hf()

= Hu” () f (')Hm’ verilebilir. Her R >0 degerleri i¢in,

rr
LL;

S VS i)

ise sabit bir ¢ >0 degeri i¢in w() agirlik fonksiyonu sabit olur. Son sart W() € A oldugunu
tamimlar. Eger a€R ve >0 igin W() = |x|a In” (e+|x|) saglanirsa bu durumda
w() €A olur W() €A agulik fonksiyonlarimin  genis smifi >0  igin
W(64t)£Cw(t)(w(t)SCW(64t)) sartin1 saglayan azalmayan (yada artmayan) yarigapa
bagl w() fonksiyonlar1 tarafindan olusturulur.  Asagidaki Lemma 1’ in ispatinda,
M, . L? (1) — L (1) ifadesi dolayl olarak H :L" (1) — [ (w) olmasini gerektirir ve

w(x)=|x|a_n (Hf)(x): j f(y)dy ‘dir.  Bu c¢alismada kolaylik igin her zaman

[yl<hd
w (.)€ 4, w, € A olarak kabul edilir.
Asagidaki Lemma 5.1 ’de, M, :L° (1) — L (1) operatoriiniin siirlihig dolaylh

olarak tim R >0 degerleri igin

a-n 1
H(R+|cdot|) . w;(ud () \_ <C (5.2)
i . LF{TI
ve hemen hemen her x, e +— —l =0 i¢in,
n p r

"[%%%} (u(x))% < c(v(x))% (5.3)

olmasin1 gerektirir. Burada () Olgiilebilir £ sinifinin karakteristik fonksiyonu olarak

|x

tanimlanir. (5.3) noktasal yakinsak esitsizligi olarak alindiginda bahsedilen sart W(.), u()

agirliklari igin kolayca goriilebilir. Bilinen standart sartlarin aksine (5.2), ne M, operatoriiniin

kendisine nede keyfi kiiple ifade edilir. ([14],[13]). Bu sart orijin merkezli kiireler iizerinde

integral alinarak gosterilebilir ki bunlar yaricapa bagli fonksiyonlar (bu agirliklar daha

kullaniglidir) i¢in uygundur. Dolayisiyla (5.2) ve (5.3) sartlarindan M, :Lf(l)—)L‘:" (1)
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oldugu goriiliir. Ayn1 zamanda klasik Lebesque uzaylarinda bu problem test edildiginde bunun

yalnizca bu iki sarttan olusturulan gdmme i¢in mantikli olmadigi goriiliir.

Kaba ifadeyle Teorem 2’de [11] max(r,s) < min(p,q) i¢in hem (5.2) ve hem de (5.3) ‘den
daha gicli sartlar oldugunda M, : L7 (1) — L (1) oldugu ispat edilecekti. Sonugta
Lebesque hali i¢in yani (i.e., r=s,p= q) i¢in bu sonuglar yeniden elde edilir.

Amacimiz T:L7 (W1) — L (wz),i.e. operatorlerini incelemektir. Yani f () fonksiyonlari
i¢in,
[w, ()(T)()

oldugunu gostermektir. Burada 7' klasik operator ve w, () » W, () € A agirliklar1 yukaridaki

w SO0

s
L;

gibi tanimlanir. Gergekten, bahsedilen siirlilik 7,s, p,g ve agirlik fonksiyonlar1 iizerinde

yapilacak kisitlamalarla yapilmak zorundadir. Kolaylik i¢in 7= M, hali géz oniine alimacaktir.

Lemma 5.1 : 0<a <n olsun. Kabul edelim ki M, :L"(w )— L (w,) dir. Bu

durumda, her Q kiipleri i¢in

IQ% (5.4)

W, () Xo ()

7 < Cl HWI () Zo ()

rs
LV

1 1
dir. Sonug olarak, eger w, () =W, () ise bu durumda ———=< @ dir. Diger taraftan, her Q
r p n

kiipleri i¢in,
1

omo !

<0 (5.9

s
mrp—
L

dir. u () ,v(.) agirlik fonksiyonlari her R >0 degerleri igin,

Wheeden-Muckenhoupt sartini saglar.1 < 7 <

1

Wl{ud} (-

rs
Lr-1s-1
v

e (')(R"'H)a_n

<G, (5.6)

—1s-1
Lis

1 1 *
2 _1.c olsun. Eger p=r ise bu

n
R

ar r n
durumda, hemen hemen her x igin,

x"[%H (u(x)); Scwl(x)(v(x)); (5.7)
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ifadesi saglanir. Eger u(),v() € A ise bu esitsizlik p # ¥’ igin de saglanir. Bu ifadedeki

u(),v() agirliklart  (5.5) sartim  sagladigi  kabul edilmektedir. Sonra (5.4) ’den,

0<a<n, 1<r< @ igin M :L} (1) — L (1) oldugu gosterilir ve sadece p <7  igin
n

agikar olmayan anlam vardir. Bu sonug ve diger 6zelliklerden,

1<r<£,p£r*, max (r,s)<min(p,q) (5.8)
a

oldugu kabul edilecektir.
M , ile birlikte rnax(r,s) = p < ¢ saglandigi zaman, asagidaki ifade her N € Z igin

saglandig1 kabul edilir,

N-l » )
n;w W2 (')Z{z”'<\x\sz"'+l} () » <Clw, (')Z{MQN} () . (5.9)

Benzer olarak esitsizlik ¢ < p oldugu zaman daima saglanir (bknz lemma 5.2). p <gq
icin (5.9) ifadesi w, () =1 halindeki agirlik fonksiyonlar1 yada kuvvet agirliklar i¢in dogrudur

(bknz Onerme 5.6).
(5.7) “den daha kuvvetli sart asagidaki gibi ifade edilir,

wz(x)|x"[j+;j[ sup u(z)}pécwl(x)(v(x))i h.h. her x igin (5.10)

47! ‘x‘<‘z‘<4‘x‘

ya da

X

w, (x)

{%iﬂ (u(x))i [4lsup v(z)j ' <cw, (x) h.h. her x i¢in (5.11)

x‘<‘z‘<4‘x‘
Teorem 5.2: ( 0 <a <n, [ Kkesirli integral operator) :

i) Kabul edelimki 7, : L (w) = L2 (w, ) olsun. Bu durumda Hardy

a—n 1
- . —— . <H
‘WZ( )| | Z{H>R} ( ) 1 () W () Z{H<R} ( ) Lzﬁ
sart1 saglanir ve bunun dual versiyonu asagidaki gibi ifade edilir,
1 a—n *
WH Zyon () . ‘Wz () Zppery O], <H (5.12)
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ii) Tersi igin, (5.8) kisitlamasinin saglandigini kabul edelim. Bu durumda (5.10) (ya da
(5.11)) noktasal esitsizlikleri saglandiginda hem ([11] s181 (1.9) ) ve hem de (5.12)

sartlar1 [, : L (Wl) — L (Wz) olmasini gerektirir.
Uyan 5.3: ([11] s181 uyart 3) (2) ’deki gibi Teorem 5.2 ve Lemma 5.1’den hem

u(.)ya da v() sabit oldugunda (5.8) kisitlamasi ile ([11] s181 (1.9) ), (5.12) ve (5.7) sartlar

1,:L7 (W1)_> L':" (wz) olmasini karakterize ettigini gorebiliriz. Daha sonra 7' Calderon-
Zygmund operatorler igin agirlikl esitsizlikler gbz 6niine alinacak. Her bir T bir lineer operator
olup L’ (R”,dx) tizerinde C (R”) den L, (]R”,dx) ‘e smurhdir. Her f el (R”)

fonksiyonu ve hemen hemen her x #supp f* i¢in;

(1) ()= [ K (e2) £ (v)

seklinde ifade edilir. K (x, y) cekirdegi {(x, y) eR"xR";x # y} tizerinde stirekli fonksiyon

tanimlar ve biitin x # y degerleri igin 2 |x - x'| < |x - y| oldugunda

—n

) K (el )k oo E ey

esitsizligini saglar. Burada C >0 ve 66]0,1] degerleri sabitlerdir. Bu operatorler bazi

matematikgiler tarafindan ele alindi [15] ve 1< p <o igin her bir L’ uzayinda smirh oldugu

bilinmektedir.
Simdi bu operatorlerin agirlikli Lorentz uzaylarinda sinirli olabilmesi i¢in yeterli sartlari

verelim.

Teorem 5.4 (Calderon Zygmund operatér 7). s <r <gq olsun. Bu durumda (5.10)
noktasal esitsizlik saglandiginda, ([11] s181 (1.9) ) ve (5.12) (a=0,p=r) sartlar
T:L (Wl) —> L (Wz) olmasini gerektirir.

Hilbert doniigiimii i¢in yukaridaki bazi sartlar ayni1 zamanda gerekli sartlardir.

Onerme 5.5 :v>0 icin v(.) € RD

v,r,s

(w,) oldugunda0 < & <n igin ([11] s181 (1.8))
Muckenhoupt sarti, ([11] sl181 (1.9)) Hardy sartin1 saglar. 1<¢g< (1 —g)p igin
n

u () eD (w2 ) ise bu ifadeler dogrudur.

&,P.q
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Onerme 5.6: w(x)= |x|ﬂ_" o (x)= |x|ﬂ‘_" w, (x)=|x o a(x)=|x"",

v(x) = |x|57" olsun. Burada /S, B3, 3,, 7,0 negatif olmayan reel sayilar olmak iizere;

1
(A) Eger 0< (,B — n) +—y ise bu durumda, her R >0 igin,
p

() 2 ()

1
Bty 1 »
o ~R 7 z[R” V[Rw(y)dy][ I u(y)dyJ

M<R

dir.

(B) (5.9) extra kabulii w, () = W() i¢in saglanir,

©) 0£a<n,0<(,6’2—n)+lj/ve(ﬂl—n)l5<n olsun. Bu durumda (5.7) noktasal
p p

esitsizligi ve ([11] s181 (1.8)) Muckenhoupt sartinin saglanmasi igin gerek ve yeter sart

a+(ﬂ2—n)+%7/:(ﬂl—n)%5 (5.13)

dir. Bununla beraber, v= Ll{(n -B)+ (n —lﬁﬂ >0 i¢in v(.)eRD,, (w),
r

r—1n
oldugundan bu durumda Onerme 5.5 “‘den (5.6) Wheeden sart1 (5.13) ifadesine denk olur.
(5.10) noktasal esitsizligi M, : L7 (W1) —> L (wz) icin bir gereklilik sart1 oldugu durumu bu
kismin sonu olacaktir.

Bunun i¢in iki agirlik sarti verelim. Bu nedenle C >0ve N € N igin u () € H yazlabilir.

—-n

u(y)dy (5.14)

2N ‘x‘<‘y‘<2N ‘x‘

sup u(y)<Clx

47! ‘x‘<‘y‘<4‘x‘

»'

%Zﬂm@”x (-

,ist
Lu

ifadesi saglanur.

Onerme 5.7 : u() e H ve v() € Igl(r',s') oldugunda ([11] s181 (1.8)) Muckenhoupt

sart1 (5.10) noktasal esitsizligi saglar.
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Bu sonugta Wl(.) ve w, () icin sabitlilik sartt N >3 icin  sup w( y)Sc inf w(z)
R<ly|<2*V R R<fz<2*" R

oldugunda alinmustir.

Sonu¢ 5.8 : u () € H,v(.) € I;f(r',s') olsun. Bu durumda;

e [11] Teorem 2 ‘deki w, (x)|x

"[Z”Lﬂ{ sup u(z)J’l’gcwl(x)(v(x))i,

47! ‘x‘<‘z‘<4‘x‘

x|<|z]<4]x]

a 1 T
w, (x)|x|nh+i_ﬂ (u (x)); [ sup V(Z)j <cow, (x) (h.h. her x) igin sartlarindan
47

vazgecilebilir.
e Teorem 5.2 ve 5.3 ‘de (5.10) (ya da (5.11)) sart1 ([11] s181 (1.8) ) Muckenhoupt sarti

tarafindan yeniden olusturulabilir.
Uyar 5.9 :

1) (5.14) ozeligi agirhk fonksiyonlarinin genis bir simifi icin saglamir. Ornegin

W() € A oldugunda W() , (5.14) saglar. (5.14) sart1 her radial ve monoton agirlik igin

dogrudur. (5.14) in saglanmasi W() in monoton olmasini gerektirmez.(

o—n

w(x)=|x X (x)+] Koy (%) din).

2) Eger v () , (5.14) sartin1 saglarsa v() eH (r',r') sart1 saglanir. Her » ve s igin
oldugunda C > 0 beraber asagidaki ifade saglanir,

v(y)dyﬁcv(x) (5.15)

27V ‘x‘<‘y‘<2N ‘x‘

—-n

|x

olacak sekilde C > 0 var oldugunda v() eH (r 'S ') elde edilir. Gergekten Holder

esitsizligi ve (5.15) kullanilarak c(x, N) = {27N |x| < |y| <2V |x|} igin,
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! SN,
<q v()/%(rN)()L (((JN)V(Z)“'Z] (x ( ))
<q %.)Zc(x,N)() .

elde edilir. Her hangi bir Muckenhoupt 4, agirlikhi v() fonksiyonu (5.15) sartim

saglar. Buifade v() € A i¢in dogru olur.

3) Teorem 2 ([11]), Onerme 5.7 ve Uyar1 5.9(2) asagidaki ifadeleri verir. (5.8) ve (5.9)
kestirimleri ile birlikte hem u(.) hemdev(.) sabit oldugunda (5.6) Wheeden-

Muckenhoupt sartt M, : L7 (W1) — L (Wz) olmasii verir. Benzer olarak eger

u(.),v(.) sabit ise bu durumda 7, :L” (w;) —> L2* (w,) olmasi igin gerek ve yeter

sart hem ([11] s181 (1.8) ve (1.9) ) ve hem de (5.12) sartlar1 saglanir.

Esas sonuglarimizin ispati i¢in gerekli baz1 Lemmalar verelim.

Lemma 5.2: Sabit C >0 sabiti igin, Z X, () <C 2 () oldugunu kabul edelim.
& k
Burada E, olgiilebilir kiimelerdir.

i) Budurumda tim f () fonksiyonlari i¢in, max (r, S) < A oldugunda

Zk:Hf() L, ()HZ =6

A

1020,

dir.

ii) Bir C ye bagli olan ¢ > 0 sabiti i¢in, 0 < y < min(p,q) oldugundan

702 O, <eXlr ()2 (.)H; dir
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Ayn1 zamanda, sonuglarin ispatt agirhkli Lorentz uzaylardaki genellesmis Hardy tiir
operatorlerin sinirliligima baghdir. Bunu da bazi matematikgiler galigmistir [16]. Hardy tiir

operatorleri kabuller altinda asagidaki forma sahiptir,

(H)(x)=(H,of)(x)=a(x) | f(»)b(y)dy

e
(H'g)(x)=(H,,g)(x)=b(x) I )g(y)a(y)dy.

Burada a(.) ve b() Ol¢iilebilir negatif olmayan fonksiyonlardir. Burada asagidaki ifadeler

kabul edildi.
r=s=lyadal<r<owvel <s< oo,

p=q=lyadal<p<owovel<qg<co.

Lemma 5.3 : r,s, p,q yukaridaki gibi ve max(r,s) < min(p,q) olsun. Bu durumda

her £(-) 2 0 igin

[(7) O, <Clrol,
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
1
SRLllO)Ha() ZR<H() 1 T)b()/’{”dq () Lﬁﬁ <
olmasidir. Benzer olarak, g(-) >0 degerleri igin
(7 2) 0. <Cle0,s
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
1
Supr(’)Z‘.‘d ) e —a() ZR<H(') <®©
R>0 “v(E) k=

olmasidir. 0 <a <n, M, maksimal operatér igin agirlikli esitsizlikleri elde edebilmek igin

asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 5.4 : 0 < A <min(p,q) olsun. Bu durumda sabit C >0 ve her f(-)>0 igin:

‘ <C(S/+8;+57),

W, O)(M, 1))

P4
Lu

olur. Burada,
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St =|w, (.)| ) |‘H (J-‘yﬁ\‘\f(y)dy) ; ,
5 =2 OMof 26,0 20
st = [2 ([, 100 | 02,0,

ve,
E, =1{2" <Ix|<2"1},G, = {2"" <|x| < 2"2}
dir. Diger yandan Calderon-Zeygmund ve her hangi bir Kesirli integral operatorler icin benzer

ifadeler elde edilebilir. 7, (0<a <n) lineer operatori C*(R")den L, (R",dx) vye

loc
asagidaki gibi tanimlayalim, Her f(") € L (R") icin,
(Taf)(x) = .[R” K, (x,»)f(y)dy h.h.her x ¢ supp f

dir. Burada K (x,y) ¢ekirdegi her x # y degerleri igin, |K _(x, y)| < C|x—y|(a_n) ifadesini

saglar. Burada (T o ) (*) , kompakt destege sahip her sinirli fonksiyonlar i¢in hemen hemen her
yerde iyi tanimlidir. 0 < <n durumu i¢in 7, kesirli integral operatorii /,, olur.
Lemma 5.5 : 0<a <nve0<A<min(p,q) olsun. Bu durumda sabit C >0 ve her

fecC’r (R") fonksiyonlar: igin:

A

R C(S!+85+58)

[, (T, £)C)

olur. Burada,

Sl =

w O[] S0

A
s
e

8t =2 mO(T 26, )0 2,0

A
B
s

Sy =

w,Of o @A™ a) \

dirve E£,,G, ‘de Lemma 4 deki gibi tanimlanr.

Teorem 5.2 ve 5.4 in ispati: Teorem 5.2 ‘nin ii) kismu ve teorem 5.4 “iin ispatini

verelim. Kabul edelim ki, 7, :L](w)— L(w,) dir (Maf)() < c(s,n)([af)(')

bi¢iminde tanimlandiginda M : L’ (w,) = L?(w,) olarak elde edilir ve (5.6) sartinin



50

gereklilik kismu, ([11] s181 (1.9)) Hardy sartim1 saglar. Diger yandan [ : L) (w,) = L' (w,)
ifadesinin [, : L} q(ﬁ) L (w+2) e denk  oldugunu  dikkate alahm. Burada
p'=-5,4q =-5,... bicimindedir. Dolayisiyla (5.12) dual sarti, M, :Lﬁrq,(i) - Lzs(i)

dan asagidaki gibi elde edilir. Teorem 5.2 ‘nin ii) kismi1 ve teorem 5.4 i elde etmek icin, ([11]

s181(1.9)), (5.12) ve (5.10) hipotezini kullanilarak 0<a<n i¢in

T,:L’(w)— L’ (w,) tirevini almak yeterlidir. Teorem 5.2 ’nin ispatindaki gibi ve Lemma

5.5 ve ten dolay1 bu problem C ||wl O f0O)

i’(f den elde edilen her §;,S;,5; kestirimlerine
indirgenebilir. Burada C >0 degeri «, n,p, q, r, s, u(-), v(-), w,(-), w,(-) ve A’e bagh
sabit bir degerdir ve A, max(r,s) <A <min(p,q) arahigindadir. Lemma 5.3 ve ([11] s181
(1.9)) Hardy sart1 kullanilarak Teorem 5.2 ‘nin ispatindaki gibi Sll ifadesi ortaya cikarilabilir.
Ayni zamanda S;“ kestirimi de Teorem 5.2 ’nin ([11]) ispatindaki gibi elde edilir. Gergekten,
a > 0igin 1,:L°(1)— L (1) olur ([13] teorem 6.3.3 s191) burada
l<r<ow,l<s<owovel=1-2 dir ve diger yandan a=0 i¢in T :L"(1)— L'(1)

interpolation araciligtyla bulunabilir.

3 icin  bulunan ifade H L' — LY denktir. Burada

H = H:,b ,b(x) =w,(x), a(y) = W}Ey) | y|(H dir. Lemma 5.3 den A" operatoriiniin simrhihg

dual Hardy (5.12) sartina denktir.

Onerme 5.5 ‘nin ispati: Muckenhoupt ([11] s181 (1.8)) sartindan Hardy ([11] s181

(1.9)) sartina elde etmek igin, ilk olarak v(-) € RD,, (w;), v >0 durumun géz 6niine alalim.

0 <@ <min(p,q) olmak iizere Lemma 5.2 uygulanarak

a-n 4 1 ¢ a-n 0
w, ()| Z{‘.‘>R} Q) o V(')—Wl(')Z{H>R} ©) . < 6‘1; Wz(')| | l{sz<HS2/HIR} Q) "
$ 1 ,
X _V()Wl() Z{qum)zm R} () Lﬁﬁ
1 4
< 2—nv0k(l—% 2k+1R a-n ‘ . . .
6‘2; ( ) w, ( )Z{HSZMR} () o X —V()Wl() Z{‘.‘<2<k+l)R}( ) Léﬁ

<c,A°

elde edilir.
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u()eD,, (w,), 1<e< (l —%)p ve yukaridaki gibi segilen & igin,

w01 . X&) ()H —C4k - WU 21‘R<H§ YR}
< Cs 2R(a n)ezzk(a n)o HWZ( )Z ‘<2k " ()
k>0 5‘7
an —kn9 1—% i
< céR( )922 Fe] (.)Z{\'kR} .
k>0 L
<c. [ R@™|w ) . ¢
- 7( 2 Z{H<R} 7]

elde edilir. Son esitsizlikten ([11] s181 (1.8)) sart1, ([11] s181 (1.9)) sartin1 verdigi goriiliir.
Asagida Lemma 5.2, 5.4, 5.5 ispatlanacaktir.

Lemma 5.2 nin ispati: i) kisminin ispatt C =1 alindiginda [17] ‘deki gibidir. ii)

kisminin ispat etmek i¢in; 0 <y < min( D, q) oldugunu kabul edelim. p =¢q yadaqg < p igin

22 ‘nin norm olmasina dayanmasidir. Buradan,

<c1

f}/ ZZEk rq

vy
LU

[rozan]],

Hf (~)Zklxg

LM

< cZZk:ny ()2 (-)‘ = cazk:ny () s (')‘ Z{,’q

ra
1728

olur. Simdi p<gq,y<p<qyada Z <1vel<?  dqurumunu g6z Oniine alalim. Bdylece
p

/4

olmak tizere (b ’ ) e 1’ reel degerli negatif olmayan dizisi igin,
y=q !

beﬁlve@z
J

4
q

X |

0T, 0

<c, 22”{2 J. u(y)dy}
Ly J k E{r0)>2'}

=R

<c, z 2]72[ j u(y)dy] (Z <1oldugunda)
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LP‘I

Sc4; Zi“zjq£ I u(y)dy} ~C4ZHf ZEk

N0~

elde edilir. Bu sonucun ilk kism1 bazi matematikgiler tarafindan ispatlanmistir [16]. Ikinci kisim

dual araciligiyla gosterilebilir.

Lemma 4 ‘iin ispati: M alt toplamsal oldugundan, sabit ¢ >0 ve biitin f () >0
i¢in,

[ ()(M../)()

L <e(B+P +P)

veE
A

5
Pq
Lu

= X (Mo 2y )02 O

keZ

A

=12 w ()M, f 26, ) () 2, ()

keZ

b
P4
Lu

A

b
rq
Lu

[ O Mo ey )02 0

keZ

olur. Buradan P*, P/ ifadelerini elde edecegiz.

Pli in kestirimi: Anahtar her x € £, i¢in,

(a-n)
(M“fl{.sz“}j(x)ﬁdﬂ [{ylx}f(y)dy] (5.16)

Oldugunu gostermektir. Burada ¢ >0 yalmiz a ven e bagh sabittir. Gergekten, (5.16)

kullanilarak,
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A

sz ()

keZ

{ [r (y)dy}c@ (-

P4
1‘11

A

QA
=S,

=, ()]

(g0

elde edilir. (5.16) esitsizligini elde etmek i¢in;xe E,,

Pq
Lu

y| <25 igin |y|£|x| alalim.

Béyleceg(.) = f() Z{MSZ“} () ‘nin destegini {y : |y| < |x|} = {|y| = |x|} kiimesi kapsar. Diger

yandan, r> 2k oldugundan J g( y)dy ifadesi sifira yakinsamaz. Dolayisiyla reel r»
B(x,r)

degeri igin,

F [ g(y)dy<e2™ [ g(y)dy

B(x,r) B(x,r)

< c'|x|k(a7") J. g(y)dy< c'|x|k(a7n) J. f(»)dy;
B(x.r) Jsupp g {ris}

olur bu yiizden (5.16) ispat edilmis olur.

Pf “iin kestirimi: Pf esitsizligini elde etmek i¢in her x € E, degeri icin,

(M“f{zms.}j(x) : Csup{dii‘z " L [ 7 (y)dy} (5.17)

122 E 41

saglandigii iddia edelim. Burada d,,, =2"" vec=c(a,n)>0 ‘dir. Bu iddianin ispati

asagidadir.
[k olarak A= p=¢q,A< g < pve A < p <q durumlarm kabul edelim. Buradan,

S )0 O] <E(M 20, 020

<cé{slg§>{d£iz")£ ,[ f(y)dy]H 75, (1)



54

k=—0

Ej f(y)dyJ mf s, (1)

4

é[f(y)dyJ Z{H<2’”}(')

meZ

elde edilir. Yukaridaki hipotezlerden ||

44 ifadesinin norm olmasindan,

Rrse ey B[], f(y)dy)] {\.W}O »
<C’;[d(‘ ”)(J f(y)dy)} ‘Wz()zuq () 24

elde edilir. Simdi A= p<g durumunu ele alalim. Bu temel ifade (5.9) ’nin hipotezidir.

Buradan,
Ry el supdly” ([, 109) w0, 0
<ckezz[slg;d£i,">( Jo, 7)1 02 O,

(Lemma 5.2 ‘nin ikinci kismindan (A4 = p < min(p,q))olsun)

ey > [a ([, f(y)dy)} w0025, 0,

1=2 keZ

I/\

L[‘]

((5.9) ’dan)

L[‘i

C’Z[d'f—m(hm 1) | a0z oy O

m

<cy|ay (], ror)| Zuwz(mk()

IA

olur. Simdi (5.17) iddiasin1 gosterebiliriz. Bunun i¢in asagidaki ifadeyi kabul edelim,

S: Sup 2(a_”)(k+l) |:J.{2k+[<‘v‘£2k+[+l} f(y)dy:| <.

122

x € E, olsun. Bu iddia, J.B( ) Oy e (y)dy sifira gitmediginde

<yl
_ IBM SO X g g,y < €8 (5.18)
olacak sekilde sabit ¢>0 degerini bulmak olur. »>0 ve _[B( )f (y)Z{an\y\} (»dy#0

ifadesini g0z oniine alalim. B(x,7)n {2“'” <|y< 2k+m+'} =D, ve
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B(x,7)N {2“"’+1 <ly|< 2k+’"+2} =  olacak sekilde bir m=>2 tam sayist vardir.

28 28 < <28 ve m > 2 oldugundan 12" <y < 22" yazilir. ilk ifade ile beraber,

m

_[B(x’r)f(y)z{zk+z<‘y“ (J’)dy = IZ-[B(x,r)m{2“’<y§2“M f(y) dy

=2

m

< < N (k+D)(n-a)
- J-{2k+l<‘y‘32k”+l} f(y)dy - Sz 2

=2 1=2

22(n—a)
<S§——
2(n—a) -1

A

% 2[k+(m—1)](nfa) — C((Z, I’l) Sr(n—a)
olur. Son esitsizlikte (5.18) ‘Ui gerektirir.

Lemma 5.5’ in ispati: ilk olarak sabit ¢ >0 i¢in asagidaki ifadeler aciktir. Her
() eC” igin,

[T O, <eB+B +R)
ile birlikte,

Pf = ZWZ (')(Tafl{\y\szk"})(')ZEk ) ' ’
keZ I

P =[S (T, 26 )z, O
keZ Ly

P = ZWZ(-)(Taf;({2“2<‘y‘})(‘)ng o .
keZ Ly

olur. Burada E,,G, lemma 5.4 “lin ispatindaki gibi tanimlandi. 7 tzerindeki sarttan,
(TS Z ey ) O (TS 26, ) (T ) O

ifadesi iyi tanimlidir.

Lemma 5.4 “lin ispatindaki gibi, 731/1 hemen asagidaki gibi elde edilir:

KTsf{\.\ng} )(X)‘ <ela=mhi*™ U{

f(y)‘dy} her xe E, .

Iyl
Bu esitsizligi elde etmek i¢in x € £, ve |y| < 2! i¢in |y| < %|x| < |x| ve %|x| < |x —y| oldugunu
kabul edelim. Dolayisiyla K ¢ekirdegi i¢in verilen standart kestirimi kullanarak,

‘K(x,y)‘ <clx— y|(a_") <"

elde edilir. x, ( f{ )() fonksiyonunun destegine ait olmadigindan,

‘y‘szkfl}
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(T 2z, Q) < [ e [K o)L ()]
=¢ |X|(a_n) [J{}’<x} / (y)‘ dy}

elde edilir. Benzer olarak P, igin kestirim her x € £, i¢in,

‘(Tsf{zwm (x))‘ = C(S’”)U{ - dy}

esitsizliginin bir sonucudur. Gergekten, x € £, 2k < | y| icin |x| < 2|x| < | y

L)y

[xl<[y[}

, 3yl -y)

olur. Diger taraftan x, ( fr P )() fonksiyonunun destegine ait olmadigindan,

(s—n) dy:|

‘(T“'fl&md'\} (X))‘ < CU{Ky}‘f(y)Hy

esitsizligi elde edilir.
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