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OZET

Bu tezin amaci Trans-Sasakian manifoldlarda bazi egrilik sartlarimi ¢alismaktir. Bu tez

ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci bolim diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve sonuglari
icermektedir. Ikinci boliim Sasakian ve Trans-Sasakian manifoldlar ile ilgili tanimlar, teoremler

ve sonuglar1 icermektedir. Uciincii béliim orijinal calismalarimizdan olusmaktadir.

Birinci boliimde Riemann egrilik tensorii, Einstein manifold, Weyl-conformal egrilik
tensori, Projektif egrilik tensorii, hemen hemen degme metrik manifoldlar gibi temel kavramlar

tanitilmustir.

Ikinci boliimde Sasakian manifold, Sasakian uzay formu, Trans-Sasakian manifold

tanimlari, bu tanimlarla ilgili temel teorem ve 6nermeler verilmistir.

Son boliimde Trans-Sasakian manifoldlarda Riemann egrilik tensorii, Projektif egrilik
tensorii, Weyl-conformal egrilik tensorii ile ilgili baz1 egrilik sartlart ve bu egrilik sartlarim
saglamamizda kullandigimiz esitlikler verilmistir. Verilen tiim bu bilgiler 1s18inda yazilan
teoremler ispatlanmis ve sonuglar elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Einstein manifold, Hemen hemen degme metrik manifold, Projektif egrilik

tensorii, Riemann egrilik tensorii, Sasakian manifold, Trans-Sasakian manifold, Weyl-
conformal egrilik tensorii.
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SUMMARY

The aim of this thesis is to study some curvature conditions on Trans-Sasakian

manifolds. The thesis has three chapters.

First chapter contains some fundamental definitions and results which will be used in
other chapters. Second chapter contains some fundamental definitions,theorems and results

about Sasakian and Trans-Sasakian manifolds. Chapter three contains original works.

In the first chapter the we introduce basic definitions such as, Riemannian curvature
tensor, Einstein manifold, Weyl Conformal curvature tensor, projective curvature tensor and

almost contact metric manifolds.

In the second chapter the definitions of Sasakian manifold, Sasakian space form, Trans-
Sasakian manifold and teh basic theorems and propositions which are connected with these

definitions have been given.

In the last chapter some curvature conditions and equations which are used to provide
these curvature conditions about Riemann curvature tensor, projective curvature tensor, Weyl-
conformal curvature tensor on Trans-Sasakian manifolds are given. Under the light of these

given information, the written theorems have been proved and results have been obtained.

Keywords: Almost contact metric manifold, Einstein manifold, Riemannian curvature tensor,
Sasakian Manifold, Trans-Sasakian manifold, Weyl-conformal curvature tensor.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar tanitilmistir.

Tanim 1.1.1: M bir diferensiyellenebilir (COO) manifold olsun. M iizerindeki C*° vektor

alanlarinin uzay1r y(M) ve M den R ye c” fonksiyonlarin uzayi COO(M, R) olmak tizere, M

iizerinde;

g AM)x y(M) —C™(M, R)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik, 2-lineer g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir Riemann
manifoldu adi verilir ve (M, g) seklinde gosterilir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

M manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi i¢in M {izerinde bu noktalar1 birlestiren bir
egri bulunabilirse M ye baglantih manifold adi verilir. M baglantili ve temel grubu sadece

birim elemandan olusuyor ise M ye basit baglantili dir denir (O’Neill, 1983).

Tammm 1.1.2: M bir diferensiyellenebilir manifold ve M {izerindeki C™ vektor

alanlarinin uzay1 (M) olmak iizere;

VoyM)x yM) — == M)
XY) —— VX Y=V.Y

déniisimii v/, g e C" (M, R), VX, Y, Z € y(M) i¢in,
) Vyr+z) = Vxr+ Vx 2z
i)V oy Z=fVxZ + gV, Z

iii) V(1Y) =fV Y + X(HY
Ozeliklerini saglarsa, V'ya M {izerinde bir Afin Koneksiyon ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 1.1.3: (M, g) bir Riemann manifoldu ve V' da M {izerinde tanimlanan bir afin

koneksiyon olsun. O zaman VXY, Ze (M) olmak iizere; V doniistimii;

i) VY-V, x=/X Y] (Koneksiyonun sifir torsiyon dzeligi),

i) XgY,2)=g(V,Y,Z)- g(Y,V,Z) (Koneksiyonun metrikle bagdasmasi

szeligi)



sartlarini sagliyorsa, V' ya M iizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya M nin

Levi-Civita Koneksiyonu ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 1.1.4: M bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere;

V- (M)x (M) —=2— (M)
X Y) —— VIXY) = WY

biciminde tamimlanan V operatorii, M nin bir U boélgesi iizerinde tanimli olup her bir C ¢

Ye y(U) vektor alan ¢iftine U tlizerinde VY ile ifade edilen li¢lincii bir C” vektor alani karsilik
getirir. Bu karsilik gelme asagidaki 6zellikleri sagladiginda V' ya Lineer Koneksiyon (veya
kovaryant tiirev) adi verilir (O’ Neill 1983).

VXY, ZeyM), Vfe COO(M, R) olmak iizere;
i) VyvZ=VyZ+V,Z,
ii.) Vo Y=fV,vy
i) Vy(Y+2)=V,Y+V,Z,
iv.) Vi (V)=fVyy + XY
dir.
Tanmm 1.1.5: (M, g) bir Riemann manifoldu, V de M iizerindeki Levi—Civita

koneksiyonu olsun.

R: M) x 2(M) x 2(M) = (M)
RXVZ=V VyZ-VV,Z-V,  Z (1.1)

ile tanimlanan R fonksiyonu M lizerinde bir (1, 3)-tensér alanidir ve M nin Riemann egrilik
tensorii olarak adlandirilir. Ayrica R(X, Y, Z, W) = g(R (X, Y)Z, W) tensoriine M nin Riemann-

Christoffel egrilik tensorii ad1 verilir.

Her X Y, Z, V, W € (M) igin Riemann egrilik tensorii R asagidaki 6zelliklere sahiptir;

L) RXYZ=-R(Y X?Z (1.2)
)  gRAEYVV, W) =-gRX W), (1.3)
ii.) R Y)Z+R(Y,2X+R(Z X)Y =0, (1.4)

iv)  gRX YV, W) =gR ¥, WX Y) (1.5)



(O’Neill 1983).

Tamm 1.1.6: (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. 7,M tanjant uzaymin iki boyutlu

altuzay1 /7 olmak ilizere V, W e II tanjant vektorleri igin Q fonksiyonu;

o, W) = g(V. V)g(W, W) —g(V, W)’

bi¢giminde tanimlansin. Q(V, W) #0 olmak iizere;

SRV, WW.V)
ow.w)

KW, W) = (1.6)

olup buna /7nin kesitsel egriligi denir ve K(/J) ile gosterilir (O Neill, 1983).

Tanmm 1.1.7: : (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e,, e, ..., e,}, ¥(M) in bir

bazi olsun.
Q:2M)—- x(M)

X 50(X)=-Y R(X,, X)X,

bigiminde tanimlanan () operatoriine M nin Ricci Operatorii denir.

Tamm 1.1.7: (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e; e, ... , e,}, lokal

ortonormal vektor alanlar1 olsunlar
S M) x yM) >R
X Y) >SX 1) =Y gR(e, X)Y,e) (1.7)
i=l

seklinde tanimhi (0,2) tipindeki S tensor alanina, M lizerinde Ricci egrilik tensorii adi verilir

(Yano and Kon, 1984).
Tamm 1.1.8: (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X, ¥ € y(M) igin;
S(X, Y) = Ag(X.Y) (1.8)

olacak bigimde M tizerinde bir A fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensori S, metrik tensor g

nin bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu ad: verilir (Yano and Kon, 1984).



Tamm 1.1.9: (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {e; e, ... , e,} lokal

ortonormal vektor alanlari olmak tizere;
r=Y S(e,e,) (1.9)
i=1

degerine M nin skalar egriligi ad1 verilir (Yano and Kon, 1984).
Tanmm 1.1.10: M (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y, Ze (M)
icin M nin Weyl projektif egrilik tensor alani;

P(X,Y)Z =R(X,Y)Z - 2L[S(Y,Z)X —S(X,Z)Y] (1.10)
m

ile tamimlanir. Burada Q Ricci operatoriidiir (Yano and Kon, 1984).

Tamm 1.1.11: M (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X Y, Ze (M)

i¢in M nin Weyl conformal egrilik tensor alani;

COX VZ=R(X, D2+ !

1/S(X,3Y—S(K X +g(X, QY

T

—8(Y, 90X] - ——— [g(X JY-g(¥Y HX] (1.11)
2m(2m—1)

ile tammlanir. Burada Q Ricci operatoriidiir (Yano and Kon, 1984).

Tamm 1.1.12: C = 0 ise M manifoldu conformal flat olarak adlandirilir (Yano and
Kon, 1984).

Tamm 1.1.13: M (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X Y, Ze (M)

icin M nin Weyl concircular egrilik tensor alani;

T
(Y. DX - o(X, 1.12
o o) (8 2K - 8(X, 2Y] (1.12)

C (X YZ=R(X VZ-
m(2m
ile tamimlanir. Burada Q Ricci operatoriidiir (Yano and Kon, 1984).

Tamm 1.1.14: Sabit egrilikli, tam, baglantili manifoldlara uzay form denir. (2m+1)-
boyutlu bir M uzay formu M*" " (¢) ile gosterilir. Eger



c=0ise M*"(c)=E" Oklid uzay

c= Lz ise M*"'(c)=S8"(r) kiiresi
r

c= _L ise M*"™'(c)=H"(r) Hiperbolik uzay
r

2

dir (Chen, 1973).
Tamm 1.1.15 : Eger ¢ € M ise, D, T,M de v vektorlerinin grubu olsun. Oyle ki

inextendible geodezik ¥, , [0,1] de tanmimlanir. ¢ iizerinde M nin iisse ait haritasi

exp,:D, — M

fonksiyonudur dyle ki Vv e D igin exp, (V) =y, (1) dir[1].
Tanmm 1.1.16 : L: T (M) —>T; (M) bir lineer izometri olsun ve U , M iizerinde ¢

nin bir normal komsulugu olsun 6yle ki exp, L(exp(,_1 (U)) grubunda tanimlanir. O zaman

¢, =exp, L exp, :U—>M
haritasina U iizerinde L nin kutupsal koordinati denir[1].
Kisaca Vve U cT,(M) igin ¢, :exp,(V) — exp_(L,)dir.
Kutupsal haritalar yeterince kiigiik U icin daima bulunur ve asagidaki ilk iki 6zellik
gosterir ki, eger biz izometrinin var oldugunu arastirirsak, ¢ , L nin kutupsal haritasi olmalidir.
Yardimcei Teorem 1.1.1 : Yukaridaki gosterim ile
i.) ¢, radyal geodezikleri radyal geodeziklere gotiiriir. Acikca, eger
vel, (M)ise,ozaman ¢, ¥, =7y,, dir.

ii.) ¢ Tlzerinde ¢ nin diferansiyel haritasi L dir.

iii.)  Eger U yeterince kiiciik ise 0 zaman ¢, , M de ¢ nin bir normal komsulugu
iizerinde bir diffeomorfizmdir.

iv.)  Eger M tamise, ¢, , ¢ nin her normal komsulugunda tanimlanir[1].

Sonug 1.1.1 : Bir yari-Riemann manifold iizerinde asagidaki durumlar denktir.



i.) M lokal simetriktir.
ii.)Bger L:T,(M)— T,(M) bir lokal simetrik ise egriligi korur, o zaman p ve q nun
normal komsuluklarinin bir ¢ izometrisi vardir 6yle ki d¢ , =L dir.
iii.) M nin her p noktasinda lokal geodezik & , bir izometriktir[1].
Tanim 1.1.17 : Bir yari-Riemann uzay simetrigi, baglantili bir yari-Riemann manilfold

M dir, yle ki Vpe M igin T,(M) iizerinde tek bir izometri & , M — M ile diferansiyel

harita —id vardir.

Izometri &, ye p de M nin global simetrisi denir. &, , p de lokal geodezik simetrinin M

nin tiimiine genisletildiginde tektir. Bdylece ikincisi bir izometridir. Yukaridaki sonugtan

simetrik, lokal simetrigi kapsar[1].
Ornek 1.1.1 :

1. R"™ simetriktir, her p noktasi i¢in harita p- x — p- x bir izometridir.

2. 8™ Kkiiresi simetriktir, her p i¢in p ve —p aracihgiyla R”' de, S™ genel dklidyen
anlamda dizi ¢evresinde simetriktir.

3. Gergekte her baglantili hiperkuadrik, simetriktir[1].

Tanm 1.1.18: M m =2 boyutlu C”smifindan baglantili bir Riemann manifoldu olsun.

M iizerinde tanimli (0,2)-tipinde bir simetrik tensor alan1 A olmak tizere A , endomorfizmi

Ay xM) xx(M) x (M) — x(M) (1.13)

XA Y)Z=AY.,2)X - AX,2)Y (1.14)
bigiminde tanimlanir.Eger A=g alinirsa son denklem

(XA, Y)Z=g(Y,2)X - g(X,2)Y (1.15)
bigimine indirgenir.Bundan sonra (X A . Y) yerine kisaca X AY kullanilacaktir[2].

M iizerinde (0,k)-tipinde (k=1) bir T tensor alani ve (0,2)-tipinde bir simetrik A tensor

alan1 verildiginde R.T ve Q(A,T) tensorleri sirasi ile ;

(R'T)(XlaXZ,.H,Xk;XaY): _T(R(XaY)XbXZw . -an)_' ..



T(X1,Xo,... . RX,Y)X)
Ve
QA DX, Xy, XX, Y)=-T(XA , Y)X1,Xs,...,Xi)-....
T(X1, X, (XA, Y)X))

bigiminde tanimlanir [3].

Boylece (1.16) ve (1.17) denklemlerinde T=R ve A=g alndiginda

(R.R) (X1,X2,X3,X4;X,Y)=—R(R(X,Y)X1,X2,X3 D, CYE

_R(X 1 >X2> X33R(X>Y)X4)

Q(g,R) (Xl,Xz’X3,X4;X,Y):-R((X Ag Y)Xl,Xz,X3,X4)-. ..

-R(X1,X2,X5,R(X A, Y)X4)
T=C ve A=galindiginda
(R.C) (X1,X2. X5, X0; X, Y)=-C(R(X,Y)X 1, X2,X3,X4)-....

-C(X1,X5,X3,R(X,Y)Xy)

Q(g,C) (XI,XZ’X3,X4;X,Y):-C((X Ag Y)Xl,Xz,X3,X4)-. ..

_C(XlaX29X39R(X Ag Y)X4)
T=S ve A=galindiginda
(R.S) (X1,X2.X3,X4;X,Y)=-S(R(X, Y)X1,X2,X3,X4)-..

_S(X 1 >X2 >X3 >R(X3Y)X4)

Q(g,S) (X1,X2 X3, X4: X, Y)=-S(X A, Y)X1,X5,X3,X4)-..

S(X1.X2, Xs,R(X A, Y)Xy)

ve ayrica A=S, T=R i¢in (1.17) denkleminden

Q(S.R) (X1,X X3, X4 X, Y)=-R((X As Y)X1,X2,X3,X4)-. ..

RX1, X0, X5, RX A Y)Xs)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)



olarak elde edilir. Eger M nin her p noktasi i¢in bundan baska ,

Eger R.R=0 ise M ye semisimetriktir denir[4].
Eger R.S=0 ise M ye Ricci-semisimetriktir denir[5].

Eger R.C=0 ise M ye Weyl-semisimetriktir denir[5].

Tamm1.1.19: m >3 boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu i¢in eger M nin her

noktasinda R.R ve Q(g,R) tensorleri lineer bagimli ise M ye pseudosimetriktir denir.

Yani, M’nin pseudosimetrik olmasi icin gerek ve yeter sart,
U,={pe M :0(g,R)# 0} kimesi tizerinde R.R=L,0(g,R)olmasidir. L, U, lizerine bir

fonksiyondur.

Tamm1.1.20: m =3 boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu i¢in eger M nin her
noktasinda R.S ve Q(g,R) tensorleri lineer bagimli ise M ye Ricci- pseudosimetrik manifold

denir.

K
Yani ,M’nin Ricci-pseudosimetrik olmast i¢in gerek ve yeter sart, Ug ={pe M : S——g # 0}
n
kiimesi iizerinde R.S =L;0(g,S) olmasidir. L, ,U iizerinde taniml bir fonksiyondur.

Tamm1.1.21: m =4 boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu i¢in eger M nin her
noktasinda R.C ve Q(g,C) tensorleri lineer bagimli ise M ye Weyl- pseudosimetriktir

manifold denir.

Yani ,M’nin  Weyl-pseudosimetrik olmast i¢in gerek ve yeter sart,

U.={peM:peMdeC#0} kimesi iizerinde R.C=L.0(g,C)olmasidir. L.,U,

tizerinde tanimli bir fonksiyondur.
Tamm1.1.22: Eger R.R ve Q(S,R) tensorleri lineer bagimli ise yani
R.R=LQ(S,R) ise M ye Genellestirilmis Ricci-pseudosimetriktir denir.

Yukarida numarali tamimlarda tanmimlanan egrilik sartlar1 igin asagidaki kapsama

bagintilar1 gegerlidir.



RR=0cCRS=0
RR=0cRC=0
RS=0cRS=L.0(g,5S)
RR=0c RR=L,0(g,R)
RC=0cRC=L.0(g,C)
RR=L1,0(g,R)c RS =L,0(g,S)
RR=L,0(g,R)c RC=L.0(g,C)

Eger M semisimetrik olmayan fakat pseudosimetrik bir manifold ise M ye proper
pseudosimetrik,Ricci-semisimetrik olmayan fakat Ricci-pseudosimetrik manifold ise M ye
proper Ricci-pseudosimetrik, Weyl-semisimetrik olmayan fakat Weyl-pseudosimetrik bir

manifold ise M ye proper Weyl-pseudosimetriktir denir.
Tamim1.1.23: Bir (M,g) m = 3 boyutlu diferansiyellenebilir manifoldu i¢in eger

(V. S)Y,Z)=a(X)S(Y,Z)
(1.25)

olacak sekilde bir &(X') 1-formu var ise M ye Ricci Rekiirent denir.

VY, Z)=a(X)S(Y,Z)+ B(X)g(Y,Z) (1.26)

olacak bigimde a(X)ve [(X) 1-formlari var ise M ye genellestirilmis Ricci Rekiirent denir.S

nin kovaryant tiirevi V.S

(V S)Y,Z)+V,S(X,Z)+(V,S)(X,Y)=0

(1.27)
ile tanimlanir.Eger;
VY, 2)+V, S(X,2)+(V,S)(X,Y)=0 (1.28)
ise M ye dairesel paralel Ricci tensore sahiptir denir.
Bundan baska g metrik tensoriiniin tiirevi
(V. Y. 2)=V (0. 2)~g(V,Y.2)~g(V.V . Z) (129

ile ifade edilir.
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1.1. Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlar:

Tamm 1.2.1: M bir (2m+1)-boyutlu manifold, @, & 7 da M lizerinde, sirasi ile, (1,1)-
tipinde bir tensér alani, bir vektor alani ve bir 1-form olsun. Eger ¢, & 7 igin, M ilizerinde

herhangi bir vektor alan1 X olmak tizere;

né)=1 (1.30)
ve

& X=-X+1(X)§ (1.31)

ozellikleri saglaniyor ise o zaman (¢, & 77) ya M lizerinde bir hemen hemen degme yapisi

denir. M bu yapi ile bir hemen hemen degme manifoldu olarak adlandirilir (Yano and Kon,

1984).

Teorem 1.2.1: (¢, &, 1) hemen hemen degme yapist igin;

i) PE=0 (1.32)
ii) nex)=0 (1.33)
1ii) rank ¢=2n (1.34)

dir (Yano and Kon, 1984).

Tamim 1.2.2: Hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M iizerinde hemen hemen

degme yapisi (¢, & 1) olsun. M iizerinde bir g Riemann metrigi;

nxX)=g(X.&)
(1.35)
g(pX oY)=g(X.Y)-nX)n(Y) (1.36)

sartlarini sagliyor ise g metrigine M iizerinde hemen hemen degme metrik, (¢,£,7,2) yapisina
da hemen hemen degme metrik yapisy, (@, &, 77, ) yapisi ile M ye de hemen hemen degme

metrik manifoldu denir (Yano and Kon, 1984).

Sonug 1.2.1: (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu M ile hemen

hemen degme metrik yapisi (¢, &, 7, g) verilsin. Boylece,

g(oX. Y)=—g(X, ¢Y) (1.37)
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dir (Yano and Kon, 1984).

Tamm 1.2.3: (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin. Herbir 7
I-formu i¢in nAdn)" #0 sartt saglanir ise 7 ya M nin degme yapisi ve M ye de degme
manifoldu denir (Yano and Kon, 1984).

Teorem 1.2.2: (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M nin

bir degme yapisi 77 verildiginde;
g(X, 9Y) =dnX Y) (1.38)
olacak sekilde bir hemen hemen degme metrik yapisi (@, & 7, g) vardir (Yano and Kon, 1984).
Tamm 1.2.4: M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, & 7, g) igin;
DX, Y)=g(X ¢Y)

seklinde tanimhi @ doniigiimiine hemen hemen degme metrik yapist (@, & 7, g) nin 2.temel

formu denir (Yano and Kon, 1984).
1.2. Hemen Hemen Degme Manifoldlarin Torsion Tensorii

Tanim 1.3.1: V bir reel vektor uzayr olmak {izere;
J:V—3V

lineer doniisiimii;

sartin1 sagliyor ise J ye V iizerinde bir kompleks yapi denir.

(2m~+1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin. Bu manifold lizerinde
hemen hemen degme yapisi (@, & 1) olsun. Reel bir dogruyu R ile gostererek MxR ¢arpim

manifoldunu gézoniine alalim. MxR iizerinde herhangi bir vektor alans;
d
X f=)
dt

seklindedir. Burada X, M ye teget bir vektor alani, ¢ R nin bir koordinati1 ve f MxR {izerinde

taniml1 bir fonksiyondur.
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MXR nin tanjant uzayindaki bir J lineer doniistimii;

d d
JX =) = (0X)+.¢. nX)—) (1.39)
dt dt

ile tamimlanir (Yano and Kon, 1984).

Sonu¢ 1.3.1: Yukaridaki sekilde tanimlanan J doniisimii MXxR {izerinde bir hemen

hemen kompleks yapi dir (Yano and Kon, 1984).

Tammm 1.3.2: M bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere M iizerinde (1,1)-

tipinde bir tensor alan1 F olsun. VX, Yey(M)igin;
Ne(X.Y) =F'[X, YJ+FXFYFF[FX. YFF[X.FY]
seklinde taniml1 NV tensor alanina F nin Nijenhuis torsion tensorii denir.
F=Jhemen hemen kompleks yap1 olmasi halinde de,

NyX.Y)=F [X, Y] + [JXJY]- J[JX, Y] - J[X.J Y]
=-[X, Y]+ [IXJY]- JIX, Y]- J[X.J Y] (1.40)

dir (Yano and Kon, 1984).

Tanmm 1.3.3: Hemen hemen kompleks manifoldu (M, J) verilsin. N, = 0 ise J

donisiimiine integrallenebilirdir denir (Yano and Kon, 1984).

Tanmm 1.3.4: Eger MxR iizerindeki bir J hemen hemen kompleks yapist
integrallenebilir ise (@, & 77) hemen hemen degme yapisina normaldir denir (Yano and Kon,

1984).

Ornek 1.3.1: £ Kaehler manifoldunun 3-boyutlu bir reel hiperkiiresi S° olsun. E* de S’

{in bir birim normali C olmak iizere £ iin hemen hemen kompleks tensér alani J,
J:E'—F
JC=-¢
bigiminde tanimlansin. O zaman & S° tizerinde bir birim vektdr alani olur. Yani e y(S°) dir. §°

e teget her bir X vektdr alani icin 7(X)=g(X,&) olmak iizere 77 1-formu iyi tammlidir. Ustelik
n(&)=1 dir. Diger yandan,
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JX=pX+nX)C

esitligi ile ¢ lineer doniisiimiinii tanimlayalim. Buna gore V' p=(p,, ps, ps, p,) €S igin;

0 0 -1 0
0o -] (o 0o o -1

J= =
I, 0 1 0 0 0
0 1 0 0

yapist yardimu ile;

J(C@)=Ip1, P2 P3 o) =(-D3, s P1, PI)=- &
elde edilir (Yano and Kon, 1984). Burada;

D3

é;: Py
- D
2

dir. Simdi g(X, §&igin;

X Ds Ds
X
g()() f)§:< 2 , p4 > p4
X3 || — D — P
Xy |7 P> —Ps
oldugundan
D3
yn
gX, OHE=(x;p; + X2 pg— X3P — X4 P2) »
1
- P>

elde edilir. Boylece;

A=(x; p3 t X2 ps—X3p1 — X4 D2)
olmak tizere;

gX &= A¢

esitligi elde edilir. Ayrica,



P(OX)=J (9 X)-1(pX)C
HPX)=I(JX-n(X)C)-n(IX-n(X)C)C

— X3 D
— X
a4 7 eexeneoc, oe
Xy D3
Xy | P4
_—x1+ﬂp3_ —x; —Ap, D3 D
-x, +Ap, -x, —Ap, P, )2

= —-< >

—x; —Ap, —x, — Ap; ’ - D P
_—X4—/1p2_ —x, = Ap, | |- P, Py

X - Ap, _[(xs —Ap)p;s +(x, = Ap,)py + (x, + Ap)p, + (x, + A, p, ]pl
X -, _[(xs =) ps+(x, = Ap,)py + (x, + Ap3)p, +(x, +ﬂp4)p2]p2
X3 - Ap, _[(x3 =) ps+(x, = Ap,)py + (x, + Ap)p, + (x, + A, p, ]p3
Xy -, _[(xs =) ps+(x, = Ap,)py + (x, + Ap3)p, + (x, + A, p, ]p4

dir. O zaman

X D3
X
pox) =2 |+ af P
X3 — P
Xy — P>
oldugundan,
FX=-X+1(X)§

elde edilir. Bununla birlikte,
¢s =JE-n(E)C

oldugundan,

0 0 -1 0| p; Py Py Py
0 -1 p, | P2 P, P,
— P Ps Ps Ps
0 0 -p, Py Py Py

oG =

S = O
- o O
)
()

bulunur. Boylece;

14
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neX)=g(¢X ¢
= g(JX-n(X)C, &)
=0
oldugu da agik¢a goriilebilir.
Sonug olarak (@, & 71, g) yapist §° iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi

olusturur.

1.3. K-Degme Manifoldlari
Tamim 1.4.1: M diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere;

QRM—S— M
(t, p)——0up)

doniisiimii asagidaki sartlar1 sagliyor ise @ ye M nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli

grubu ad1 verilir.
1) VteR igin
© -M——M
pP——>0(p) bir diffeomorfizm
i) Vt, se R ve peM igin
Ps(p) = PP(P)

dir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

Tamim 1.4.2: M iizerinde bir vektdr alanm1 X ve ¢, ise X ile genellestirilmis lokal

dondsiimlii bir 1-parametreli grubu olsun. X vektor alanina gore bir K tensér alaninin X

yoniinde LyK Lie tiirevi,
o1
(LiK)x = lim-— [K - (9K)x]

seklinde tanimlanir (Kobayashi and Nomizu, 1963).

Tamm 1.4.3 : M Riemann metrigi g olan bir Riemann manifoldu ve M iizerinde bir
vektor alan1 X verilsin. M nin her bir noktasinin bir komsulugunda X ile meydana gelen lokal

doniistimlerin lokal 1-parametreli grubu lokal izometrilerden olusuyor ise X vektor alan1 Killing
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vektor alam ad1 verilir. Boylece X bir Killing vektor alanidir < Ly g =0 dir (Yano and Kon,

1984).

Tamm 1.4.4: Degme metrik yapist (@, & 7, g) olan (2m+1)-boyutlu bir M manifoldu
degme metrik manifold olarak adlandirilir (Yano and Kon, 1984).

Tamm 1.4.5: (2m+1)-boyutlu degme metrik manifoldu M verilsin. Eger (@, & 1, g)
hemen hemen degme metrik yapisinda verilen & vektor alan1 g ye gore bir Killing vektor alant

ise 0 zaman M iizerinde degme yap1 K-degme yapis1 ve M ye de K-degme manifoldu adi
verilir (Yano and Kon, 1984).

Onerme 1.4.1: Bir degme metrik manifoldu M olsun. O zaman M bir K-degme

manifoldudur &
V.E=—pX (1.41)
dir (Yano and Kon, 1984).

Teorem 1.4.1: (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu M nin bir K-degme manifoldu

olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki kosullarin saglanmasidir.

i-) M bir & birim Killing vektor alanina sahiptir.
ii-) M nin her bir noktasinda & y1 kapsayan diizlem kesitleri i¢in kesitsel egriligi 1 e

esittir (Yano and Kon, 1984).
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2. SASAKIAN MANIFOLDLAR

Tamm 1.5.1: M, degme metrik yapisi (@, &, 7, g) olan (2n+1)-boyutlu bir degme metrik
manifoldu olsun. Eger M nin degme metrik yapisi normal ise, M Sasakian yapiya sahiptir
denir. Bazan Sasakian manifold normal degme metrik manifold olarak da adlandirilir (Yano

and Kon, 1984).

Teorem 1.5.1: M iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapist (@, & 7, g) bir
Sasakian yapidir & VX Ye y(M) igin;

(VY =g(X V)& - (V)X (1.42)

dir (Yano and Kon, 1984). Burada;

Vo) =(V.oY+ VY
dir.

Sonug¢ 1.5.1: M bir Sasakian manifold ise M nin bir Riemann egrilik tensorii R olmak

iizere;
RX VS =YX -nX)Y (1.43)
dir (Yano and Kon, 1984).

Teorem 1.5.2: M (2n+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak {izere M {izerinde bir

birim Killing vektor alani & verilsin. Ayrica M nin egrilik tensorii R olmak tizere M Sasakian

manifolddur &
R(X, OY=-g(X Y)5+n¥)X (1.44)
dir (Yano and Kon, 1984).

Uyari : Bir Sasakian manifoldu bir K-degme manifolddur fakat tersi sadece boy M

= 3 olmasi halinde gegerlidir (Yano and Kon, 1984).

Sonug 1.5.2: M bir Sasakian manifold olsun. VX Yey (M) ve & bir birim Killing vektor

alanm olmak lizere;
RX OY=—(VYY (1.45)

dir (Yano and Kon, 1984).
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Sonu¢ 1.5.3: M, degme metrik yapisi (@, & 7, g) olan (2m+1)-boyutlu bir Sasakian

manifold olsun. Bu takdirde;

R(X Y)pZ= ¢R(X, Y)Z+ g(pX ) Y-g(Y, pX
+8(X 9PY-g(pY. )X (1.46)

dir (Yano and Kon, 1984).
Sonug 1.5.4: M bir Sasakian manifold olmak iizere;

RX Y)Z=—-9R(X Y)pZ+g(Y, )X ~g(X, )Y
—8(9Y, JoX + g(¢X oY (1.47)

dir (Yano and Kon, 1984).

2.1. M(c) Sasakian Uzay Formu

Onerme 1.6.1: (M, g) Riemann manifoldu sabit ¢ egrilikli bir manifold olsun. O

zaman VX, ¥, Z € M) icin;
RIXY)Z=c(g(Y )X-g(X DY) (1.48)
dir (Yano and Kon, 1984).

Tamm 1.6.1: M bir Sasakian manifold olsun. Bdylece peM deki T,M tanjant uzayinda
& ya dik bir X birim vektori { XX} ortonormal olacak sekilde var ise {X;¢X} diizlemine 7,M

nin ¢-kesitseli denir. Ayrica
K(X ¢X) = g(R(X ¢X)pX X)
seklinde tanimlanan ifadeye M nin bir g-kesitsel e@riligi ad: verilir (Yano and Kon, 1984).

Tanim 1.6.2: M bir Sasakian manifold olmak {izere M nin ¢-kesitsel egriligi c=sbt ise

M bir Sasakian uzay formu olarak adlandirilir ve M(c) seklinde gosterilir (Verstraclen ve

Vrancken, 1988).

Teorem 1.6.1: M(c) Sasakian uzay formunun R egrilik tensorii; VX, ¥, Ze y(M) igin,

RX, ¥)Z= %(C+3)[g(x HX-g(X JY]
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1
1 (c=1)[MXIN )Y — n(Y)n(2)X

+g(X Dn(Y)S —g(Y. Jn(X)5
t8(PY, JPX —g(9X, Y + 2g(¢X, Y)pZ] (1.49)

dir (Yano and Kon, 1984).

2.2. Trans-Sasakian Manifoldlar

[6] de, S. Tanno otomorfizm gruplari maximum boyuta sahip olan baglantili hemen
hemen degme metrik manifoldlar1 siniflandirmistir. Boyle bir manifoldda, & y1 igeren diizlem
kesitlerinin kesit egriligi sabittir ve bu sabite ¢ diyelim. Tanno bu tip manifoldlarin {i¢ sinifa

ayrilabilecegini gosterdi:

(1) ¢ > 0 ile, homojen normal degme Riemannian manifoldlar
(2) Eger ¢ = 0 ise, sabit holomorfik kesit egrilikli bir Kaehler manifoldu ile bir cember

veya bir dogrunun global riemann ¢arpimlaridir.

(3) Eger ¢ < 0 ise, RX , C bir warped ¢arpim uzayidir.

(1) deki smifandirilan manifoldlar bir Sasakian yap1 kabul edilerek karakterize
edilmistir. Kenmotsu ([7]) (3) smifindaki manifoldlarin diferansiyel geometrik 6zelliklerini

karakterize etmistir; yap1 su anda Kenmotsu yap1 olarak bilinmektedir. Genelde, bu yapilar

Sasakian degildir([8]).

Bir hemen hemen Hermitian manifoldlarin ([9]) Gray-Hervella sinllandirmasinda,
W, bir sinuf olarak ortaya ¢ikar, bu Hermitian manifoldlar lokal konformal Kaehler manifoldlar:
([10]) ile yakin iliskilendirilebilir. M manifoldu {izerinde bir almost degme metrik yap1 eger
M X R carpim manifoldu W, simifina ait ise, bir trans-Sasakian yap1 olarak adlandirilir ([11]).

C, © C; ([12], [8]) smfi, (a, p) tipli trans-Sasakian yapilari igerir:

(0, 0), (0, B) ve (a, 0) tipindeki trans-Sasakian yapilar sirastyla, cosimplektik ([13]), 5-
Kenmotsu ([7]) ve a-Sasakian ([7]) olarak adlandiriniz. ([14]) de ispat edildi ki, trans-Sasakian
yapilar genellestirilmis quasi-Sasakiandir ([4]). Bu nedenle, trans-Sasakian yapilar ayni

zamanda genellestirilmis quasi-Sasakian yapilarinin genis bir sinifini saglar.

(¢,£,7,2) hemen hemen degme metrik yapisi ile bir hemen hemen degme metrik
manifold M olsun, ¢ , (1, 1) tipinde bir tensor alani, & bir vektor alani, 7, 1-form ve g

Riemannian metrik olmak iizere, her X, Y € TM igin,
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P =-1+n®&,1(E)=1, ¢=0,1 ¢=0 (1.50)
g(¢X,¢Y)=g(X,Y)- 1 (X ) (Y) (1.51)
g(gX,Y)=-g(X,¢Y), 1(X)=g(X,$) (1.52)

saglanir.

Eger (MXR, J, G), W, smifina ait ise ([9]) M iizerinde bir (¢,&,7 ,g ) hemen hemen

degme metrik yapisma bir trans-Sasakian yapi denir ([11]), MXR iizerinde J hemen hemen

komplex yap1 oldugunda

J(X, fd] dt) =(¢X- f&,1(X)fd] di)

tarafindan tamimlanir. Burada M iizerinde tim X vectér alanlari, f , M XR {izerinde
diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve G, MXR fiizerinde ¢arpim metrigidir. Bu ([15]) den M

izerinde bazi a ve B diferansiyellenebilir fonksiyonlari i¢in
(V)Y =a(g(X,1)E- 1 (V)X - f(g@X,N)E- 1 (V)gX) (1.53)

sekli ile ifade edilebilir. Boylece (o, B) tipindeki trans-Sasakian yap1 tamimlanir. Formiil (1.36)

dan
Vid=-aX- p(X-1(X)E) (1.54)

(Vi)Y =-ag(¢X,Y)- fg(¢X,¢Y) (1.55)
ifadeleri bulunur.

Yardimei Teorem 1.7.1 : Bir trans-Sasakian manifoldda R egrilik tensorii olmak iizere,
R(X.Y)¢=(a’ - B)n(Y)X —n(X)Y) +2aB(n(Y)¢X —n(X)¢Y)
+(Yo)pX — (Xa)pY +(YB)9* X —(XP)¢*Y

dir [5].
Teorem 1.7.1 : Bir trans-Sasakian manifoldda,
REXE= (@ - B - EXE-X) 1.56)
20f - =0 (1.57)
dir [5].

Onerme 1.7.1: Bir (2m + 1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldda, S Ricci egriligi ve Q

Ricci operator oldugunda,
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S(X.8) = 2m(a” - B) = EPm(X) - 2m - XB - (¢X)a (1.58)

¢ =2m(a® - B?)—&B)— 2m —)gradf} + §(grad ) (1.59)
dir [5].

Uyannt 1.7.1: Eger (2m+I)-boyutlu trans-Sasakian manifold (o, f) tipinde ise;
¢(grada) = (2m- 1)gradf oldugunda

B = grad (¢, gradfs) = g(S,p(grada)) =0

2m- 1
buluruz ve buradan
(X&) = 2m(a® ~ B(X) (1.60)
0¢ = 2m(a* - p*)é (1.61)
RE.XVE = (@* ~ FHB0E - X)

(1.62)
dir [5].

Uyar1 1.7.2: g(R( Y )X Z) = g(R(X, Z)¢, Y ) de (7) yi kullanarak.
R, X)Y =(a’ = ) (X, V)E -n(Y)X) +2aB(g(¢X,Y)E ~n(X)gY)
- (Xa)gY - g(¢X,Y)grada - (Xp)Y - 1(Y)S)- g(¢X,¢Y)(gradp)

ifadesini yazabiliriz[5].
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3. TRANS-SASAKIiAN MANIiFOLDLARDA BAZI EGRILiK SARTLARI

Buradan sonra trans-Sasakian manifold igin elde ettigimiz bazi egrilik sartlarmm

P(grada) = gradf} sart1 altinda inceleyecegiz.

2m- 1

Teorem 1.3.1: Bir M*™"' @2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda R-S = 0,

(a* - B? #0) olmasi igin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasidir.
ispat:

M (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun. RS = 0 esitligi
VX,Y,U,V e p(M)igin,

RXY)-S)(U,V) = R V)S(U,Y) = SR, VU, V) = S(URX,V)V) = 0 3.1)
yazilir. Bu denklemden
(RXY)-S)(U,V) = = SR, Y)U,V) = S(URXY)V) = 0 (3.2)
elde edilir. (3.2) denklemi

S(RX,Y)UV) + S(URX,Y)V) =0 (3.3)
seklinde yazilabilir. (3.3) de X = U = ¢ alalim. Bu durumda

S(RE,V)EV) + SERE V) =0 (3.4)
olur. (1.3), (1.52), (1.60), (1.62) ifadelerini (3.4) de kullanirsak
SRE.Y)E.V) =S((a’ = B*) (1 (Y)§- Y),V)

=(a’ =B [1(NSE.V)- S, )]

=(a’ = B*) [2m(a® = B*) 1 ()1 (V)- S, V)]

=2m(a’ = B n(¥ V)~ (a* = B*)S(Y,V) (3.5)
ve
SE.REV)V) =2m(a’ = B7) 1 (R(E,Y)V)

=2m(a’ - B*) g(R(&,Y)V,E)

== 2m(a’ = B*) g(R(&, VS, V)

=-2m(a’ - B?) g((&’ = BH(M)E - Y),V)
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== 2m(a’ = )1 (Ng(&.V)- g(¥,V)]
== 2m(a’ =B’ (V) +2m(a’ = B*) g(Y.V) (3.6)
esitliklerini elde ederiz. (3.5) ve (3.6) y1 (3.4) de yazarsak
SRE.VEV) + SERE DY) =2m(a” = B°) n(V (V) = (&’ = 5)S(Y,V)
—2m(a’ = B*) n(¥)n() +2me’ - B*)’ g(Y.V)
== (@ =pHS. V) +2ma’ - )’ g(¥,V)=0 (3.7
dir. Buradan,
— (@ = OIS V) —2m(a’ = B)g(Y,V)]=0 (3.8)
elde edilir. (3.8) den &> — 8 # 0 oldugundan
S(Y,V)=2m(a’ - p*)g(¥,V) (3.8a)
dir. Dolayisiyla R-S = 0 oldugunda manifold Einstein manifolddur.

Tersine M manifoldu bir Einstein manifoldu ise R-S = 0 bulunur. (3.8a) denklemini

(3.4) de yerine yazdigimizda R-S = 0 elde ederiz.

Teorem 1.3.2: Bir M*™' (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda P-S = 0,

(a? - B* #0) olmasi igin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasidir.
Ispat:

M*™!'  (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun. P-S = 0 esitligi
VX,Y, U,V e y(M)igin,

PX.Y)S)U V) =PXY)SUY) - SPAXY)UYV) - S(UPXTY)V) =0 (3.9)
yazihr. Bu denklemden
PXY)S)UYV) == SPEY)UYV) - SUPXTY)V) =0 (3.10)
elde edilir. (3.10) denklemi

S(PXY)UYV) + S(UPXY)V) =0 (3.11)

seklinde yazilabilir. (3.11) de (1.10) esitligini kullanalim
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SPEYUY) + SUPKYY) = S(R(X, VU —%[S(Y, DX -SXUYLY)  (12)
m

+ S(U,R(X,Y)V—%[S(Y,V)X—S(X,V)Y])
m

=S(R(X,Y)U,V)—ﬁS(Y,U)S(X,V)+$S(X,U)S(Y,V)

+S(U,R(X,Y)V)—ﬁS(Y,V)S(U,X)—ﬁS(X,V)S(U,Y)

S simetrik oldugundan (3.12) de gerekli sadelestirmeler yapilirsa;
SPXYUY) + SUPXY)V) =SRXYUY) + S(URXY)V) =0 (3.13)
elde edilir. (3.13) de X = U = ¢ alalim. Bu durumda

SREY)E,V) +S(E.RE. V) =0 (3.14)
olur. (3.5) ve (3.6) y1 (3.14) de yazarsak,
SRE.Y)EV) + SE.RE VV) =2m(a” = B n(Y)n(V)—(a@® = B)S(Y,V)

—2m(a’ = B*) n(V (V) +2m(a” - )’ g(¥.,V)
=—(a’ - BHSY,V)+2m(a® - p*)’g(Y,V)=0  (3.15)

olur. Buradan,

— (@’ = IS V) =2m(a’ = f7)g(Y,V)]=0 (3.16)
elde eldir. (3.16) dan &> — 8 # 0 oldugundan

S(Y,V)=2m(a’ - f*)g(Y,V) (3.16a)
dir. Dolayisiyla P-S = 0 oldugunda manifold Einstein manifolddur.

Tersine M manifoldu bir Einstein manifoldu ise P-S = 0 bulunur. (3.16a) denklemini

(3.11) de yerine yazdigimizda P-S = 0 elde ederiz.

Teorem 1.3.3: Bir M*™™"' (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda R-P = 0,

a’ — B* #0) olmas: icin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasidir.
Yy

Ispat:
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M (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun. R-P= 0 esitligi
VX,Y,U,V e y(M)igin,

RXY)PUV)Z=RXY)P(UYV)Z - PRXY)UV)Z
~ PURXY)V)Z-P(UV)RX.Y)Z =0 (3.17)

yazilir. (1.10) esitligini (3.17) de kullanalim.
RXY)P(UV)Z - PR(X.Y)UV)Z — P(URX.Y)V)Z-P(UV)R(X,Y)Z

~ ROLOR(U, V)Z—ZL[S(V,Z)U _SW.ZV))
m
— RREDUDZ + %[S(V,Z)R(X,Y)U SRV, ZW]
m
— RURX.DVZ + %[S(R(X,Y)V,Z)U ~SWU.Z)R(X,Y)V]
m
~ RUVIRXY)Z + 2L[S(V, RX.V)Z)U = S(U.R(X,Y)Z)V] (3.18)
m
— RICYR(UV)Z——— S . Z)R(X YU +—— S(U. Z)R(X.Y)V
2m 2m
L RREXYUV)Z + —— S0 DIR(X. VWU ——— S(R(X. VWU Z)V
2m 2m
_RURXYVZ + —— SRX.YW.2)U ———SU.Z)R(X. Y)WV
2m 2m
L RUVIRXY)Z + —— S0/ R(X.Y)Z)WU ——— S(U.R(X.1)Z)V
2m 2m
— RICYRUV)Z - RRX.Y)U,V)Z —%S(R(X,Y)U,Z)V
m
_ RURX.DVZ + %S(R(X, YW.Z)U - RUUVRXY)Z
m
LS R NZ)U - SW.R(X.Y)Z) =0 (3.19)
2m 2m

ifadesini elde ederiz. (3.19) dan
RXY)RUV)Z = RR(X.Y)UV)Z — R(URX.Y)V)Z — R(UV)R(X.Y)Z

—LS(R(X,Y)U,Z)V +LS(R(X,Y)V,Z)U+LS(V,R(X,Y)Z)U
2m 2m 2m
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—LS(U,R(X,Y)Z)Vzo (3.20)
2m

elde ederiz. (3.20) de X = U = ¢ alirsak
RE.YRE.V)Z = RR(E,Y){.V)Z~ RE.RE.VV)Z = REV)RE.Z

——21 S(REY)E 2 +—— SREE YW, 2)E +—— SV, RE,Y)Z)E

m 2m 2m

~ L s reEnzw=o (3.21)
2m

ifadesini buluruz. (3.21) esitliginin her iki tarafina Wile i¢ ¢arpim uygularsak,
8RE.VRE.VZ, W) = gRR(EC,Y) S, V)Z,W) = gRE RS, V)V)Z, W)

— GREVIREV)ZW) —ﬁS(R(f, VE2)g(V. V) +ﬁS(R<§, YW, Z)g(E W)
+2is<v,R<§, NZ)g(EW) - ——SERENZ)gV.IV) =0 (3.22)
m 2m

ifadesini buluruz. (3.22) de W = ¢ alalim.
gRE VR, V)Z &) — gRR(E,Y)E,V)Z, E) — gRE R(E,VV)Z, E)

— GREVIREVZ, I —ﬁS(R(f, NE 2)gV.&) +$S<R<§, YWV, Z)g(E.E)

+2is<v,R<§, NZ2)g(EE) - —— SERENZ)gV.E) =0 (3.23)
m 2m

Simdi (1.52), (1.52), (1.60), (1.62) esitliklerini kullanarak (3.23) de gegen (3.24), (3.25),
(3.25), (3.27) esitliklerini hesaplayalim.
8RE.Y)RE.V)Z ) = —gR(.Y)C,R(E,V)Z)
=—(a’ - BHem()é~Y,R(E,V)Z)
=—(a’ = BNV RE.V)Z) - g(Y,R(EV)Z)
=—(a’ = B)-n(V)g(Z,R(&.V)E) - g(Y,R(E.V)Z)
=—(a’ =B~ - B m(V)g(Z.nV)§ V)~ g(Y,R(&,V)Z)]

_—(a@* =)@’ = B m n(Z)

=" (3.24)
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(1.52), (1.52), (1.60), (1.62) esitliklerini (3.22) de kullanirsak,
ER(R(E.Y)C.V)Z &) = — gRR(E.Y)S.V)S . Z)

—(@’ - B)gRMY)E -Y.V)E.Z)

—(a’ = BHIN(MN)(R(E,V)E,Z2) - g(R(Y,V)E, 2)]

—(@’ =)@’ =B mX)gmV)é -V, Z) - g(R(Y,V)E,Z)]

_—(a” =)@’ = B mXmVn(Z) (3.25)

—(@* =B MgV, 2) - g(R(Y.V)E, Z)]

(3.25) i elde ederiz. (1.52), (1.52), (1.60), (1.62) esitliklerini (3.23) de kullanirsak
gRE.REVV)Z S =~ gRE REVV)E, Z)

—(a = B)gmRE,YIV)E-RE YW, Z)

—(a’ = B)gRE. YWV, )2(&,2) - g(RE, YV, Z)]

—(a’ = B)-g(R(&,Y)$.V)g($,2) ~ g(R(E, YV, Z)]

—(a’ = )~ = BHgmM)E =Y. Vn(Z) - g(R(E, YV, Z)]

_ (a7 =)@ = B m n(Z) (3.26)

+(@’ - B*)g(Y.V)-g(RE. YV, Z)]

(3.26) y1 elde ederiz. (1.52), (1.52), (1.60), (1.62) esitliklerini (3.23) de kullanirsak
gRE.VRE.VZ S = —gRE.V)S, R(E.Y)Z)

=—(a’ = BHem(V)éE-V,R(E )

= —(@’ = )N RE.VZ) - gV, R(E,Y)2)]

= (@ = B)-n(g(Z, R, V)E) ~ gV, R(&,Y)Z)]

= — (@’ =)~ = B m(V)g(Z,n()é~-Y)~g(V,R(E,Y)2Z)]

_ (@ =B)~a’ = B m ¥ ym(Z)

= (3.27)
+ (a,Z _IBZ)U(V)g(ZaY)_g(VaR(é:aY)Z)]

(3.27) yi elde ederiz. (3.5), (3.6), (3.24), (3.25), (3.26), (3.27) y1 (3.23) ifadesinde yerine
yazarsak

(@ =By nWmVm2)—(a’ - ) n¥)g(Z.V)+(a’ - B*)g(Y,R(&.V)Z)

+(a® =)' n(nmZ)—(a’ = B*)'n(V)g(V.Z)~ (&’ - B)g(R(Y,V)E, Z)
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— (@ =B’ nWnn2)+(a’ - B°)’ g,V mZ)—(a’ - B*)g(R(E.YIV.Z)
— (@ =B’ nnMn2)+(a” = B7)’ n(Ng(Z.Y)—(a” - B*)g(V,R(&.Y)Z)

——21 N [2m(a? — B2 (Y (Z) — (@ — B)S(Y,Z) ]+ —— S(RE.YIV,Z)

m 2m

+—21 SW.R(EY)Z) N - 2m( @ — ) p(VI(Z) + 2m(@* - B*)* (¥, 2)]
m 2m

=0 (3.28)

buluruz. (3.28) de (1.3) esitligini kullanalim ve gerekli sadelestirmeleri yaparsak
~ 20 - BYNZY) +(@ - BV, RENZ) —(@ - BRI VIEZ)
@ = YD)+ (@ = FN0)IS2)+ SRENW,2)

m m

+LS(V,R(§, Y)Z)=0 (3.29)
2m

ifadesini elde ederiz. (3.29) da Z=¢ alalim.

=2’ =B’ n(NgE. V) +(a’ = B)g(Y,R(E V) —(a = B)g(RY,V)E,&)

+(@ - B ey +2i<a2 B0, + L SREYIV.E)
m 2m
LS R(ENIE) =0 (3.30)
2m

(1.50), (1.52), (1.60), (1.62), (3.5), (3.6) ve g(R(X,Y) &) = 0 esitliklerini (3.30) da kullanirsak

=2(a =)’ mV)+ (&’ = B2V mY) — (o - B2) g(Y,V)
+(@? =B g, V) +(@ =) nVmE) —(a - B2 nX)n)

H@ - Y g+ @ - B i) —ﬁ(oﬁ ~BHS(.Y)=0
buluruz. Buradan
(@ - ﬂz)[ﬁsm V)— (o - B)g(Y.V)] =0 (331)

elde edilir. (3.31)de &> — 8 # 0 oldugundan,
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S(Y.V)=2m(a’ - f*)g(Y.V)] (3.31a)
dir. Dolayisiyla R-P=0 oldugunda manifold Einstein manifolddur.

Tersine M manifoldu bir Einstein manifoldu ise R-P = 0 bulunur. (3.31a) denklemini

(3.19) de yerine yazdigimizda R-P = 0 elde ederiz.

Teorem 1.3.6: Bir M*™' (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda P-R = 0,

(a? - B* #0) olmasi i¢in gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasidir.
ispat:

M (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun. PR = 0 esitligi
VX,Y,U,V e y(M)igin,

(P(X,Y)-R)U,V)Z = P(X,Y)R(U,V)Z - R(P(X,Y)U,V)Z
- RWU,P(X,YW)Z- RU,V)P(X,Y)Z (3.32)

yazabiliriz. (1.10) esitligini (3.32) de kullanir ve gerekli hesaplamalar yaparsak
P(X,Y)RWU,V)Z- R(P(X,Y)U,V)Z- RUU,P(X,Y)V)Z- RUU,V)P(X,Y)Z

=R(X,Y)RWU,V)Z - ZL[S(Y, R(U,V)Z)X = S(X,R(U,V)Z)Y]
m

—R(R(X,Y)U — %[S(Y, U)X - S(X,U)Y,NZ
m

—RU,R(X,Y)V — ZL[S(Y, VX = S(X,V)Y])Z
m
_RWUVRX.Y)Z —}[S(Y, 2)X - S(X,Z)Y]}
m
= ROX.DRUVVZ ——— SV RUV)VZ)X +——S(X.RU.V)Z)Y
2m 2m

-R(R(X,V)U,V)Z +LS(Y,U)R(X,V)Z—LS(X,U)R(Y,V)Z
2m 2m

—-R(U,R(X,Y)V)Z +LS(Y,V)R(U,X)Z—LS(X,V)R(U,Y)Z
2m 2m

—RU,V)R(X,Y)Z +2iS(Y,Z)R(U,V)X —%S(X,Z)R(U,V)Y (3.33)
m m

ifadesini elde ederiz. Simdi X=U=Z=¢ alalim.
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= REVIREV)E- ﬁst(é, NEE+ ﬁs@, REV)EY

“RREYE, V)§+ZLS(Y, EYREVIE - SEHRYV)E
m 2m

—R(é,R(f,Y>V)§+—21 S(EVIREEE - SEVIRETIE (3.34)
m 2m
—R(é,V)R(é,Y)§+—21 S(LEREV)E - SEHREV)Y

m 2m

ifadesini elde ederiz. (1.52), (1.60), (1.62) ifadelerini (3.34) de kullanirsak

=(a’ —,32)1?(5,1’)(77(V)§—V)—i(a2 - BHSE. s -V)E

+i(052 = B)SEnW)E-V)Y - (& = BHRM(Y)E Y. V)E

+(@ =B nX)n(VE-V)—(a’ = BHRY.V)E - (@ = BHMRE.YIV)E  (3.35)
—RE.YW)—(a’ = )’ nn(Y)E-Y)—(a’ = BHREV)m(X)E-Y)
+(@ =B’ nMnV)E-V)—(a” - BHRE V)Y

buluruz. (3.35) de gerekli hesaplamalar yaparsak

=(a” = B nNRE.Y)é - (a —,32)1’3(5,1/)1/—%(0!2 -Bm)S(Y.$)E

+2i(a2 _BYSEIE+ (a2 — BINSEEY - - B)SE V)Y
m 2m 2m

—(@* =B MMRE VIS +(@ = BHRY. VIS +(a” = B2 n()n(V)é

—(@* =)' nXW —(a” - BHRY. VS — (&’ - B mRE VIV (3.36)
+(@ = BHREYVW —(a’ = B*)'n(Vn)E+(a” - )’ n()Y

—(@* =B MMREVIE+(@ = BHREVY +(a” = ) n()n(V)é

—(@’ =)' nXW —(a” - B)RE.V)Y

ifadesini elde ederiz. (1.52), (1.60), (1.62) ifadelerini (3.36) da kullanirsak
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=(a’ =) 'nn¥)é—(a’ - B°)'n)Y —(a’ - BIRE. YV
-(a’ —ﬁz)zfl(V)ﬂ(Y)eWﬁ(Ol2 =BHSEY.VE+(a@’ =B n(V)Y

—(@* =)'y —(a® = B¢+ (e’ - B2)’ n¥ W

+(a’ = BRYVIE+ (@ = B’ n(YmV)éE - (o = ) n(Y)V (3.37)
— (@ = BHRY V) +(a® = B2’ n(Ym(V)é—(a® = B7) g(Y. V)&

+(@® = BHRE. YV —(a = )’ n(Vm()é+(a® = B2’ n(V)Y

— (@ =B’ nMnV)é+(a® = BmX )V +(a® = BHRE V)Y

+(@® = B’ nYmNE (e = B>’ nYW —(a’ = B*)R(E. V)Y

ifadesini buluruz. (3.37) de gerekli sadelestirmeleri yaparsak
1 2 2 2 242
=E(0! —BISY Vg —(a” - B7) g(Y.V)e (3.38)

elde ederiz. (3.32) ve (3.38) ifadelerinden

(P(&.Y) RS V)G =i(6¥2 =BHSY I~ (a” =) g(Y V) (3.39)

yazabiliriz. (3.39) da her iki tarafa W ile i¢ carpim uygularsak

g(P(G.Y) R)&G. V)G W) = ﬁ(dz =B*)SY,V)e(W) (3.40)
_(a'2 _ﬁz)zg(YaV)g(é:aW)

yazabiliriz. (3.40) da W=¢ alirsak

g((P(E.Y) - R(E.V)S.8) = ﬁ(dz - B)SY,V)g(&,$) (3.41)

—(@* = p*)g(¥.1)g(&.9)

ifadesini elde ederiz. (1.50), (1.52) ifadelerini (3.41) de yazarsak ve g(P(X,Y)&,6)=0

sonucunu kullanirsak
2i(a2 _BOISAV) (0 — B 2mg(Y,V)] =0 (3.42)
m

ifadesini elde ederiz. (3.42) de a® — Jii ? # 0 oldugundan,
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SY,V)=2m(a* = *)g(Y,V) (3.42a)
dir. Dolayisiyla P-R = 0 oldugunda manifold Einstein manifolddur.

Tersine M bir Einstein manifoldu ise P-R = 0 bulunur. (3.42a) denklemini (3.33) de

yerine yazdigimizda P-R = 0 elde ederiz.

Teorem 1.3.4: Bir M*™' (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda P-C = 0,
yu

(a* - B? #0) olmasi icin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasi veya M nin

7=2mQ2m+1)(a® — B*) skaler egriligine sahip olmasidur.
Ispat:

M (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun. P-C =0 esitligi
VX,Y,U,V e p(M)igin,

P(X,Y)C(U,VZ-C(P(X,Y)UV)Z-CU,P(X,YW)Z—-C(U,V)P(X,Y)Z=0 (3.43)
yazilabilir. (1.10) ve (1.12) esitliklerini (3.43) de kullanip gerekli hesaplamalar1 yaparsak

P(X,Y)C(U,VZ-C(P(X,")U,V)Z-CU,P(X,YW)Z—-CU,V)P(X,Y)Z

J— J— T —
- (3.44)
2m(2m+1)
— R, P(X,YW)Z +———[g(P(X. YV, Z)U - g(U.Z)P(X,Y)V]
2m(2m+1)
—RUVYP(X,Y)Z +———[g(V,P(X.Y)Z)U — g(U, P(X,Y)Z)V]=0
2m(2m+1)

P(X,Y)R(U,V)Z - R(P(X,Y)U,V)Z - R(U,P(X,YW)Z- R(U,V)P(X,Y)Z
T

C2m(2m+1)

— g(P(X, YV, 2)U + g(U,Z)P(X, Y)WV — g(V, P(X,Y)Z)U + (U, P(X,Y)Z)V']=0

gV, 2)P(X,)U —gU,Z)P(X,Y) —g(V,Z)P(X,Y)U + g(P(X,Y)U,Z)V

P(X,Y)R(U,V)Z- R(P(X,Y)U,V)Z- R(U,P(X,Y)V)Z

CRU,V)P(X,Y)Z ——— _[a(P(X,Y)U,Z)V (3.45)
2m(2m +1)

-g(P(X, YW, Z2)U —-g(V,P(X,Y)2)U + g(U,P(X,Y)Z)V]=0
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R(X,Y)RU,VZ - 2i [S(Y,R(U,V)Z)X - S(X,R(U,V)Z)Y]
m
—R(R(X,Y)U — 2L[S(Y, U)X - S(X,U)Y],V)Z
m
—RU,R(X,Y)V — 2i [S(Y, V)X = S(X,VY)Z
m

—R(U,V){R(X,Y)Z—i[S(Y,Z)X—S(X,Z)Y] (3.46)

T

1

—g(RIX, Y - 2i [S(Y. V)X — S(X, Y1, 2)0U
m
gV R(X.Y)Z - 2i [S(Y.Z)X - S(X,Z)Y)U
m

+g(U,R(X,Y)Z—2L[S(Y,Z)X—S(X,Z)Y])V]zO
m

R(X,Y)R(U,V)Z—LS(Y,R(U,V)Z)X+LS(X,R(U,V)Z)Y
2m 2m
—R(R(X,Y)U,V)Z+LS(Y,U)R(X,V)Z—LS(X,U)R(Y,V)Z

2m 2m
—R(U,R(X,Y)V)Z+2LS(Y,V)R(U,X)Z—ZLS(X,V)R(U,Y)Z
m m

—RU,MR(X,Y)Z + LS(Y, Z)RU, V)X - LS(X,Z)R(U, Yy (3.47)
2m 2m

T

! 1
_m[g(R(X,Y)U,Z)V—%S(Y,U)g(X,Z)V+%S(X,U)g(Y’Z)V

_g(ROXLYW,2)U + - S(V.g(X, 2)U — —— S(X.M)g(Y.2)U
2m 2m

g, RN + - SV, 2)g(V, X)U - —— S(X, 2)g(V, YU
2m 2m

+g(U,R(X,Y)Z)V—ZLS(Y,Z)g(U,X)V+2LS(X,Z)g(U,Y)V=O
m m

(3.47) den asagidaki ifadeyi buluruz.



34

R(X,Y)RWU,"Z- R(R(X,Y)U,V)Z- RU,R(X,YV)Z- RU,V)R(X,Y)Z
- 2i [S(Y,R(U,V)Z)X - S(X,RU,VZ)Y - S(Y,U)R(X,V)Z + S(X,U)R(Y,V)Z
m
—S(Y,")RWU,X)Z + S(X,V)R(U,Y)Z - S(Y,Z)R(U, V)X + S(X,Z)RU,V)Y]
. (3.48)

——[g(R(X, VU, Z)V — g(R(X,Y)V,Z)U - g(V,R(X,Y)Z)U
2m(2m +1)

+ gU.RX.V)Z)V - 71 S U)g(X, Z)V + 71 S(X.U)g(Y, Z)V
m m
+ LS e (X, 2)U - - S(X e (¥, 2)U + - S(¥, 2)g(V, X)U
2m 2m 2m

— LS, 2y U L S(Y, 2)gU, XY + == S(X, 2)g(U, V)V =0
2m 2m 2m

ifadesini elde ederiz. (3.48) de X=U=¢ alirsak

=S, V)R(E,EZ+S(EVIR(E.Y)Z - SY,Z)R(E.V)S + S(E, Z)R(E.V)Y]

. (3.49)
m(2m +1)

m 2m
+*21 S(Y,V)g(f,Z)f——l S(sg,V)g(Y,Z)‘fJf*l SY,Z2)g(V,5)é
m 2m 2m

- 2i SE2)gV.V)E— L S(V.2)g(EEW + - S(E.2)g(E VIV =0
m 2m 2m

ifadesini elde ederiz. (1.3), (1.52), (1.60), (1.62), (3.6) ifadelerini (3.49) da kullanirsak

RENREV)Z - RREVEVVZ - REREYIWZ - REVIRENZ

S [SWLRENZIE +2m(@ = BV @)Y - 2m(@* - B¢V, 2)Y
—2m(@’ - BIREV)Z +2m(@’ - BIRYVVZ +2m(@® = B0 IREY)Z
(@ - B, 2O NE + (@ - BIS(Y, Z)V + 2m(@ — B YZ)RE VY]

2 2 p2 2 2 _4L
‘m[(“ BnMmZy —(a” - B )g(Y,Z)V 2mS(Y’V)”(Z)§

(@ - e, Z)f—ﬁm, IWE+ (@ - BZ)g(V.Y)E

+$S(Y,Z)V—<a2 — BO(Znx)W]1=0

(3.50)

elde ederiz. (3.50) esitliginin her iki tarafina W ile i¢ ¢carpim uygularsak
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—2m(a’ = B*)’ gV, Z)g(Y, W)= 2m(a’ = B*N(Y)g(R(&,V)Z,W)
+2m(a’® = B)g(RYV)Z, W)+ 2m(a® = B n(V)g(R(E,Y)Z, W)

(3.51)
—(a® = S, Zn(V)g(E W) +(a” = SV, Z)g(V, W)
+2m(@’ = B(Z)g(R(E, V)Y, )] —2+[(0!2 = Bm(m(2)gV,w)
m(2m +1)

(@ - BV, 2)g (V. W)—z;S(Y, DG EW)+ (@ - B0V, 2)gEW)

- ﬁS(Y,Z)n(V)g(f, WY+ (o - B (Z)g(V. V)g(E W)+ iS(Y,Z)g(V, W)
(@ - B @ )g(V. W) =0

ifadesini buluruz. (3.51) de W= & alalim.

—g(R(E. V)RS, Y)Z,f)—ﬁ[S(Y,R(f, Z)g(, ) +2m(a’ = ) n(Vm(2)g(Y, &)

- 2m(a2 - ﬁz )2 g(V,Z)g(Y, 5) - 2m(a2 - ﬁz )U(Y)g(R(é:: V)Zs 5)
Y am(@’ ~ F)g(R(Y.V)Z.E) + 2m(@’ — B2y )g(RE V) Z.E) (3.52)
_(C‘{2 —ﬁz)S(Y,Z)ﬂ(V)g(g,f)'i' (a2 —ﬁz)S(Y,Z)g(V,f)

+2m(@® - BNZ)g(RE V)Y, E)] - 2m(z;ﬂ)[(of — B M(2)g (V&)

(@ = FIg.2)gV O - ST VM) + @ - B gt 2)gE.d)
SO ZMIEE D + (@~ MW NIEL) + ST 2)gV.E)

(@ - B )gV,) =0

(1.3), (1.52), (1.60), (1.62), (3.24), (3.25), (3.26), (3.27) ifadelerini (3.52) de kullanirsak

(@ - B)g(V.R(EV)Z) —ﬁS(Y,R(f, 1)2)

. . (3.53)

mam T am SV + @ = Bn(Z)g(r. V)] =0

ifadesini elde ederiz. Simdi (3.53) de Z = & alalim.
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(@ - B)g(Y.REV)E) —ist(f, )é)

(3.54)
m[——s(y I+ (@ - m)g. V)] =
elde ederiz. (1.52), (1.62) ve (3.23) i (3.54) de kullanirsak
2 _poy_ T b
[(@” -57)- m(2m +1)][2 SV~ (e = B*)g(¥,V)]=0 (3.55)

elde edilir. (3.55) de a’—/? #Ooldugunda, ya M, 7=2m(2m+1)(a’ —B*) skaler

egriligine sahiptir ya da
SY,V)=2m(a* = *)g(Y,V) (3.55a)
dir. Dolayisiyla P - C=0 oldugunda manifold Einstein manifolddur.

Tersine M bir Einstein manifoldu ise P-C =0 bulunur. (3.55a) denklemini (3.43) de

yerine yazdigimizda P C =0 elde ederiz.

Teorem: : Bir M*™' (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda C-P =0,

(a? - B* #0) olmasi igin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasi veya M nin

7=2mQ2m+1)(a — B*) skaler egriligine sahip olmasidur.
Ispat:

M (2m+1)-boyutlu  trans-Sasakian manifold olsun.C-P = 0 esitligi
VX,Y, U,V € 3(M)igin,
(C(X,Y)-PYU,V)Z =C(X,Y)P(U,V)Z-P(C(X,Y)U,V)Z

—P(U,C(X,Y)V)Z-PU,V)C(X,Y)Z (3.56)

ifadesini yazabiliriz. (1.10) ve (1.12) esitliklerini (3.56) da kullanir ve gerekli hesaplamalar
yaparsak
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= R(X, Y)P(U,V)Z—;[g(Y,P(U,V)Z)X—g(X,P(U,V)Z)Y]
2m(2m+1)

—P(R(X,Y)U ————[g(Y,U)X - g(X,U)Y],V)Z
2m(2m+1)
(3.57)
—PU,R(X,YW ————[g(Y.V)X —g(X,V)Y]Z
2m(2m+1)

T
- PU,V){R(X,Y)Z —m[g(Y,Z)X—g(X,Z)Y]}
= R(X,Y)P(U,V)Z - P(RCX,Y)U,V)Z- PU,R(X,YW)Z- P(U,VR(X,Y)Z
T
C2m(2m+1)
— (Y, V)PU,X)Z+g(X,V)PU,Y)Z - g(Y,Z)P(U,V)X + g(X,Z)P(U,V)Y]

[g(Y,PU,V)2)X —g(X,P(U,V)2)Y —g(Y,U)P(X,V)Z+g(X,U)PY,V)Z

 RXCY)RUVZ —%[S(V, 20U - SU, 2V}
m

—R(R(X,Y)U,VZ + 2L[S(V, Z)R(X,Y)U - S(R(X,Y)U,Z)V]
m

—R(U,R(X,Y)V)Z+2L[S(R(X,Y)V,Z)U—S(U,Z)R(X,Y)V]
m

—RWU,V)R(X,Y)Z + 2L[S(V, R(X,Y)Z)U —S(U,R(X,Y)Z)V]
m

v 1
_m[g()/, R(U,V)Z —%[S(V’ Z)U _ S(U,Z)V])X

-g(X,RU,V)Z —%[S(V,Z)U—S(U,Z)V])Y
m

—g(Y,U){R(X,V)Z—%[S(V,Z)X—S(X,Z)V]}
m

+g(X,U){R(Y,V)Z—ZL[S(V,Z)Y—S(Y,Z)V]}
m

—g(Y,V){R(U,X)Z—zi[S(X,Z)U—S(U,Z)X]}
m

+ (X RU.YVZ - [S(¥,2)U - SU, 2)YT}
2m (3.58)
—g(Y,Z){R(U,V)X—zi[S(V,X)U—S(U, X
m

+g(X,Z){R(U,V)Y—zi[S(V,Y)U—S(U,Y)V]}
m
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=R(X,Y)R(U,V)Z - 1 S(V,Z)R(X,Y)U + 1 S(U,Z)R(X,Y)V
2m 2m

-R(R(X,VHU,V)Z +LS(V,Z)R(X,Y)U —LS(R(X, nu,zyw
2m 2m

-RWU,R(X,Y)V)Z +LS(R(X,Y)V,Z)U—LS(U,Z)R(X,Y)V
2m 2m

CRU.RX.NVZ +—— S RX.VZ)U ———SU.R(X. V)2V
2m 2m

T

v 1 1
“amam O RUNDX =S, gV U)X+ SU, DY, V)X

-g(X,R(U, V)Z)Y+LS(V,Z)g(X,U)Y—LS(U,Z)g(X, Yy
2m 2m

—g(Y,U)R(X,V)Z+Lg(Y,U)S(V,Z)X—Lg(Y,U)S(X,Z)V
2m 2m

+ (X UR(YLV)Z ——— g(XU)SW.2)Y + 1 g(X.U)S(V.2)V
2m 2m

_g(V)RU,X)Z +—— g(Y. 1) S(X, 20U — — g(V.1)S(WU, 2)X
2m 2m

+ g(XV)RU.Y)Z ——— g(X, SV, 20U + - g(X.1)SU, Z)Y
2m 2m (3.59)

—g(Y,Z)R(U,V)X+Lg(Y,Z)S(V,X)U—Lg(Y,Z)S(U,X)V
2m 2m

+g(X,Z)R(U,V)Y—Lg(X,Z)S(V,Y)U +Lg(X,Z)S(U,Y)V]
2m 2m

ifadesini elde ederiz. (3.59) da gerekli sadelestirmeleri yaparsak

=R(X,Y)RU,V)Z - R(R(X,Y)U,V)Z- RU,R(X,Y)V)Z- RU,V)R(X,Y)Z
— SR U.ZW = S(REX.YW . 20U = SOV, R(X.Y)Z)U + SU. R(X.Y)Z)V]
m

__r
2m(2m+1)
+g(X,U)RY,V)YZ-g(Y,V)RU,X)Z+g(X,V)RU,Y)Z-g(Y,Z)R(U,V)X

[glY,RU,V)Z)X —g(X,RU,V)Z)Y —g(Y,U)R(X,V)Z

+g<X,Z>1'e<U,V>Y——21 g(Y,Ux»*()cZ)V+—21 g(X.U)S(Y,Z)V

m m

L ()X Z)U — - (X NSV, 2)U +—— o(¥, 2)S07, X)U
2m 2m 2m

—Lg(Y,Z)S(U,X)V—Lg(X,Z)S(V,Y)U+Lg(X,Z)S(U,Y)V]
2m 2m 2m

(3.60)
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ifadesini elde ederiz. Simdi (3.60) da X=U=Z=¢ alalim.

T

2m(2m+1)
+gEORTIVE - g(VIIREEZ +gEVIRETVE - g(V.EREV)E (3.61)
+EEOREVI =g OSELV +- g OSM.EV
m 2m

1 1 1
+2—g(Y,V)S(§,§)§——g(f,V)S(Y,§)§+—g(Y,§)S(V,§)§

m 2m 2m

1 1 1
—2—g(Y,§)S(§,§)V——g(f,f)S(V,Y)f+—g(§,§)5(f,Y)V]

m 2m 2m
ifadesini buluruz. (1.3), (1.52), (1.60), (1.62), (3.5), (3.6) ifadelerini (3.61) de yazarsak

= (@ = BV Y + 20— BV (VW + (0 — FIRY.VE
+(@ - BHR(E, V)Y—ﬁ(az — IS Y)E

_ T
2m(2m+1)

(@ = B(V)Y + R, V)Y—ﬁS(V,Y)f]

3.62
[2(e = B MW + R(Y,V)E (362

elde ederiz. (3.62) de gerekli diizenlemeleri yaparsak

=[(e” —/32)—2;][2(052 — B +R(Y,V)E
m(i2m +

(2m+1) | (3.63)
—(a* = (V)Y +R(E, V)Y—ES(V,Y)S]

ifadesini elde ederiz. (3.63) e Wile i¢ ¢arpim uygularsak

—[(@? —ﬂz)—%nzwﬂ — BN gV W)+ g(RY,V)EW)
m(2m+1) (3.64)

—(@’ =B m)g(Y. W)+ g(RE V)Y, W) - ﬁS(V, Y)g(&, W]

buluruz. Simdi (3.64) de W=¢ alalim.
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[(a® - %) - o T 2(a - BN)g(V.E) + g(RY,V)EE)

2m+1) (3.65)

—(a’ —ﬂz)ﬂ(V)g(Y,(f)+g(R(§,V)Y,§)—ﬁS(V,Y)g(f,f)FO

(1.3), (1.52), (1.62) ifadelerini (3.65) de yazarsak

T

(@ =57~ 2m(2m +1)

i@ - f)g(V.Y) —%S(V,m —0 (366)
m

ifadesini elde ederiz. (3.66) da @’ — 8% # 0 oldugundan, ya M, 7 =2m(2m+1)(a* — 3°)

skaler egriligine sahiptir ya da
SY,V)=2m(a* - *)g(Y,V) (3.66a)
dir. Dolayisiyla C-P=0 oldugunda manifold Einstein manifolddur.

Tersine M bir Einstein manifoldu ise C - P =0 bulunur. (3.66a) denklemini (3.59) da

yerine yazdigimizda C - P =0 elde ederiz.

Teorem 1.3.5: Bir M"™' (2m+l)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda
P.C-C-P=0, (a? - B* #0) olmasi igin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu

olmast veya M nin 7 = 2m(2m +1)(a* — B*) skaler egriligine sahip olmasidir.
Ispat :

M*™ ! (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun. P-C-C-P=0 esitligi
VX,Y,U,V e y(M)igin,

P-C—C-P=0 sonucunu bulmak i¢in (3.52) ve (3.60) ifadelerini kullaniriz.



(P(X,Y)-CYU,VZ—-(C(X,Y)-P)U,V)Z
=R(X,Y)R(U,V)Z - R(R(X,Y)U,V)Z- R(U,R(X,Y)V)Z- RU,V)R(X,Y)Z
- i [S(Y,R(U,V)Z)X = S(X,R(U,V)Z)Y = S(Y,U)R(X,V)Z + S(X,U)R(Y,V)Z
~S(Y,V)RWU,X)Z +S(X,V)R(U,Y)Z = S(Y,Z)R(U,V)X + S(X,Z)RU,V)Y]
T

——[g(R(X, VU, Z)YV - g(R(X, YV, Z2)U —g(V,R(X,Y)Z)U
2m(2m +1)

+gU.RIX.Y)Z)W -~ S U)g(X.2)V + - S(X.U)g(Y. 2V
2m 2m
+ LS e (X, 2 — L S(X,1)e(Y, 2)U +—— S(¥, Z)g(V, X)U
2m 2m 2m
= LS. 2 U~ LS. 2)gU. X)W + L S(X, 2)gU. YV
2m 2m 2m

—R(X,Y)RWU,V)Z + R(R(X,Y)U,V)Z + RU,R(X,YV)Z + RU,V)R(X,Y)Z

—zi[—S(R(X, VWU,Z)YW +SRRX,YW,Z2)U+SV,R(X,Y)Z)U -S(U,R(X,Y)Z)V)]
m

- L[—g(Y,R(U, MZH)X + g(X,RU,MZ)YY + g(Y,U)R(X,V)Z
2m(2m +1)

-g( X, OHRY,V)Z+g(Y,V)RU,X)Z - g(X,V)RU,V)Z+g(Y,Z)RU,V)X

—g(X,Z)R(U,V)Y+Lg(Y,U)S(X,Z)V—Lg(X,U)S(Y,Z)V
2m 2m

~ L s, 2 + g, s, 20 - g(v, 2y, XU
2m 2m 2m

+Lg(Y,Z)S(U,X)V+Lg(X,Z)S(V,Y)U—Lg(X,Z)S(U,Y)V]
2m 2m 2m
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(3.67)

S ve g simetrik oldugundan (3.67) de gerekli sadelestirmeleri yapalim. P-C-C-P=0

oldugundan,



—%[S(Y,R(U,V)Z)X -SX,RU,MZ)Y -SY,U)RX,V)Z+S(X,U)RY,V)Z
m

—S(Y,V)RWU,X)Z +S(X,V)R(WU,Y)Z - S(Y,Z)R(U,V)X + S(X,Z)RU,V)Y
—S(RX,Y)U,Z)WV + S(R(X, YWV, Z)U + S(V,R(X,Y)Z)U — S(U,R(X,Y)Z)V]

—L[g(R(X, VU, ZYW - g(R(X, YW, 2)U —g(V,R(X,Y)Z2)U
2m(2m +1)

+g(U,R(X,Y)Z)V—2ziS(Y,U)g(X,Z)V+22LS(X,U)g(Y,Z)V

m m

+2LS(Y,V)g(X,Z)U—2LS(X,V)g(Y,Z)U+2LS(Y,Z)g(V,X)U
2m 2m 2m

—2LS(X,Z)g(V,Y)U—2LS(Y,Z)g(U,X)V+2LS(X,Z)g(U,Y)V

2m 2m 2m
-g(Y,RU,V)Z)X + g(X,RU,V)Z)Y + g(Y,U)R(X,V)Z — g(X,U)R(Y,V)Z
+g(Y,VRWU,X)Z - g(X,V)RU,Y)Z + g(Y,Z)R(U,V)X — g(X,Z2)RU,V)Y]=0

ifadesini elde ederiz. (3.68) de X=U=¢ yazarsak

T
C2m2m+1)

2 2i S(Y,E)g(E. 2 +2 - S(E.Eg(V. 2V +2— S(V.V)g(&, 2)E
m 2m 2m

2 2i SENNGY.Z)E+2 - SV, 2)g(V,E)E — 21 S(E, 2)g(V. 1)é
m 2m 2m

- 22iS<Y,Z)g<5, EW +2-1 S(E.Z)g(E.YIV - (V. REVIZ)E
m 2m

+ 8GRV +g(Y,HREV)Z - g5, HR(Y.V)Z +g(Y,V)R(S,8)Z
— 8 NREVZ+g(Y,Z)R(E, V)5 — g(5, Z)R(E,V)Y]=0
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(3.68)

(3.69)

ifadesini elde ederiz. (3.69) da (1.3), (1.52), (1.60), (1.62), (3.5), (3.6) Ifadelerini kullanirsak
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—i[S(Y,R(f, NVZ)E+2m@’ - B2 n0NZ)Y - 2m(@’ - B2) gV, Z)Y

—2m(a’ = BPNYREV)Z +2m(a® — BPRY,VZ +2m(e” — BIN(VIR(E,Y)Z
—(@® = BHSY, Zn)é+2(a’ - B2SY, Z)WV +2m(a’ — BPN(Z)R(E, V)Y
+S(R(§>Y)V>Z)§+ S(V,R(f,Y)Z)§—2m(a2 _ﬂz)zg(Yaz)V]

—%[—g(R(f,Y)V,Z)f—g(V,R(sg, NZ)+(a” - e, 2V
m(2m +1)

+22iS(Y, VIZ)E (0 — B )g(Y, 2)E+2- SV, 2n)E
m 2m

(3.70)

-2a’ —,32)77(2)g(V,Y)‘f—2ﬁS(Y,Z)V—g(Y,R(‘f,V)Z)sg
— (@ =B M2 +(a’ = B gV, 2)Y +n(Y)RE,V)Z
—R(Y,NZ-n(NR(S,Y)Z -n(Z)R(S,V)Y]=0

elde ederiz. (3.70) esitliginin her iki tarafina W ile i¢ ¢arpim uygularsak

- ﬁ[S(Y, REV)D)gET) +2m(a - B2 q(N(Z)g(V.IV)

—2m(a’ = B*)’ gV, Z2)g(Y . W) =2m(a” = B* (Y )g(R(E,V)Z, W)
+2m(a” = B*)g(RYV)Z, W) +2m(a’ = BV )g(R(E,Y)Z, W)
— (@’ = B)SY. 2N W) +2a’ - S, 2)g(V. W)
+2m(a’ = B N(Z)g(RE V)Y W)+ S(R(E, YV, Z)g(E, W)
+S(V,R(E.Y)Z)g(E W) = 2m(e’ = B*)’ (Y, Z)g(V . W)]

- %[—g(R(f, Y)WV, Z)g(E W) - g(V, R(E V) Z)g(E )
m(2m +1)

(@ - Be(Y. Z)g(V. ) + 2%5(& VZ)g ()
(@ - B (Y. D)g(ET) + 2$S(Y,Z)U(V)g(f, W)

~2a - BNV, V)g(EW) —2%5(& 2)g(V. )

—g(Y,R(EV)Z)g(E W) —(a® = BV (Z)g(Y, W) (.71
+(a* - B7)gWV.2)g(Y . W) +n(Y)g(R(EV)Z,W)
—g(RYZW)-n(V)g(R(EY)Z,W) - (Z)g(R(E, V)Y, W)]=0

buluruz. Simdi (3.71) de W=¢ yazalim.
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- ﬁ[S(Y,R(f, N2)gE. &)+ 2m(a - B2 10N nZ)g(Y . &)

—2m(e’ = B*)’ gV, 2)g(Y.§) —2m(a’® = B n(Y)g(R(E.V)Z,E)
+2m(a’ = B*)g(R(Y.V)Z, &)+ 2m(a’ = B n(V)g(R(E,V)Z.E)
— (@’ =S¥, 2n)g&.&) +2a” = B*)S(Y,Z)g(V., &)
+2m(a’ = B (Z)g(R(E V)Y, E) + S(RE YWV, Z)g($.6)
+SWV,R(E.Y)Z2)g(&,&) - 2m(a’ - B*) (Y, Z)g(V,{)]

- % [—g(RE YV, Z)g(&,E) - gV, R(E Y)Z)g(&,E)
m(2m +1)

+(@ - Be(Y. 2)g(V.&) + 25&& VZ)g(E.€)
(@ - BN (Y. 2)g(£.6) + 255(& 2n()g(E.&)

—2a? - B Z)g(V. V)g(E. 5)—2%;?(& 2)g(V.&)

—g(Y,R(EZ)g(E, &) —(a® = BV m(Z)g(Y, &) (3.72)
+(a@* - BV, 2)g(Y, &) +n(V)g(R(EV)Z,E)
—g(RY,Z,E)-n(V)g(R(EY)Z,E) - (Z)g(R(E, V)Y, E)]=0

buluruz. (3.72) de (1.3), (1.50), (1.52), (1.60), (1.62), ifadelerini kullanirsak,

—ﬁ[S(Y,R(f, Z)+2me’ - B°)’ n(Vym(Zn(Y)

—2m(a’ = B*) gV, Zn(Y) + 2m(a® = B*)’ n(¥n(Vm(Z)

=2m(e’ = B*)'n(¥V)g(V.Z) +2m(a’ - B*)g(R(Y,V)Z,$)

—2m(a’ = B nVn(¥)m(Z) +2ma’ - )’ n(V)g(Y,Z)

—(@’ =S, Zm) +2a’ = B*)S(Y, Z)n(V)

—2m(a’ = B (2 m¥)+2m(a’ - )’ n(Z)g(V.Y)

+S(RE YV, Z)+S(V,R(&.Y)Z) - 2m(a” = B*) g(Y.Z)n(V)]
T

_27[_g(R(§>Y)V:Z)_g(V:R(faY)Z)'i_(az _ﬂz)g(Y:Z)”(V)
m2m +1)

+22L3(y, VIZ) (o ~ BNV, Z)+2—— SV, 2n()
m 2m

~2a? - B(Z)e(V.Y) - 2$ S(Y.2n(V) - g(V.RE.V)Z)

—(a’ =W mZmx)+ (@’ - HgV,Znx)—(a’ - B X m¥ yn(Z)

+(@ - gV, 2) - gRYINZ.E) + (@ - B n(Z) 573
(@ - B N)g(Y.2) + (@ — BT - (@ - B2V V)]

=0

(3.73) de (1.3) ifadesini kullanirsak ve gerekli sadelestirmeleri yaparsak
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—;[S(Y,R(f, MZ)-4m(a’® - B*)’ gV, Z2n¥) +2m(a’ - B*)g(R(Y,V)Z,$)
(@ = BH)SY, 2y +2m(a’ = B2 n(Z2)gV.Y)+ S(RE. YW, 2)+ SV, RE V)] (374

—%HZLS(Y, Vn(z)=3(a* =B m(2)gV,Y)-g(Y,R(&,V)Z)
m(2m+1) 2m

+2(a” = B1)e(V. Zn(¥) - g(R(Y,V)Z,§)~(a” = B> n(V)g(Y, 2)]=0

elde ederiz. (3.74) de Z=¢ yazalim.

—im[S(Y,R(f, )E) —dm(a’ — B2) gV, EY) + 2m(e? — B)g(RYVIE &)

(@ = BOSW, O+ 2m(a = BV )V, )+ SRE Y, E+ SV, REND] (375
M(;MDS(Y V) -3a® - B mEeV.Y) - g(Y,REVE)

+2(a - BV, OnY) — gRY.VEE) ~ (@ — B )g(¥,E)]=0

buluruz. (3.75) de (1.52), (1.60), (1.62), (3.5), (3.6) ifadelerini kullanirsak

—ﬁ[zm(w2 — B2 ) - (@® - BHSE, V) - 4m(a? - )2 m)
+2m(@? - B2 ) +2m(@? - p2)% g(v,v) - 2m(@? - B2 n( ()
+2m(a? —ﬂz)zg(Y )+ 2m@? - B2 - (@? - B2)S(. )]

%[ fS(Y Vy-3(a? - B2)g(V. ) - (@ - B2 )
m(2m+1)

+(@? - B2)g(x, V) +2(a? - P m) - (@ - BE i n)]=0

(3.76)

ifadesini elde ederiz. (3.76) da gerekli sadelestirmeleri yaparsak

2 L (a2 —ﬁz)S(Y, vy-2a2 - f2)2 g, 1)

" (3.77)
I ) )
2m@m+ 1) 2m LS, - 20 - F)g (v, 1)]=0

buluruz. (3.77) den

R (g2 _ B2 v 3.78
[22mS(Y,V) Aa” -p )g(V,Y)][(Ot ﬁ) . (2m+1)] 0 (3.78)

ifadesini elde ederiz. (3.78) de ¢’ — 8> # 0 oldugundan, ya M, 7 =2m(2m+1)(a* — 3°)

skaler egriligine sahiptir ya da

S(Y,V)=2m(a* = *)g(Y,V) (3.78a)
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dir. Dolayistyla P-C —C - P = 0 oldugunda manifold Einstein manifolddur.

Tersine M bir Einstein manifoldu ise P(£, X)-C —C(&,X)-P =0 bulunur. (3.78a)

denklemini (3.69) da yerine yazdigimizda P(E, X)-C —C (&, X)- P = 0 elde ederiz.
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