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TRANS-SASAKİAN MANİFOLDLAR 

  Muazzez ÇETİNTÜRK  

Matematik Bölümü Yüksek Lisans Tezi 2007 

Tez Danışmanı: Yrd. Doç. Dr. Ahmet YILDIZ 

ÖZET 

 Bu tezin amacı Trans-Sasakian manifoldlarda bazı eğrilik şartlarını çalışmaktır.  Bu tez 

üç bölümden oluşmaktadır. 

 Birinci bölüm diğer bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavramlar ve sonuçları 

içermektedir.  İkinci bölüm Sasakian ve Trans-Sasakian manifoldlar ile ilgili tanımlar, teoremler 

ve sonuçları içermektedir.  Üçüncü bölüm orijinal çalışmalarımızdan oluşmaktadır. 

 Birinci bölümde Riemann eğrilik tensörü, Einstein manifold, Weyl-conformal eğrilik 

tensörü, Projektif eğrilik tensörü, hemen hemen değme metrik manifoldlar gibi temel kavramlar 

tanıtılmıştır. 

 İkinci bölümde Sasakian manifold, Sasakian uzay formu, Trans-Sasakian manifold 

tanımları, bu tanımlarla ilgili temel teorem ve önermeler verilmiştir. 

 Son bölümde Trans-Sasakian manifoldlarda Riemann eğrilik tensörü, Projektif eğrilik 

tensörü, Weyl-conformal eğrilik tensörü ile ilgili bazı eğrilik şartları ve bu eğrilik şartlarını 

sağlamamızda kullandığımız eşitlikler verilmiştir.  Verilen tüm bu bilgiler ışığında yazılan 

teoremler ispatlanmış ve sonuçlar elde edilmiştir. 

Anahtar kelimeler: Einstein manifold, Hemen hemen değme metrik manifold, Projektif eğrilik 
tensörü, Riemann eğrilik tensörü, Sasakian manifold, Trans-Sasakian manifold, Weyl-
conformal eğrilik tensörü. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 



 v 

TRANS-SASAKIAN MANIFOLDS 
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Department of Mathematics MSc Thesis 2007 

Supervisor: Asist. Prof. Dr. Ahmet YILDIZ  

SUMMARY 

The aim of this thesis is to study some curvature conditions on Trans-Sasakian 

manifolds.  The thesis has three chapters. 

 First chapter contains some fundamental definitions and results which will be used in 

other chapters.  Second chapter contains some fundamental definitions,theorems and results 

about Sasakian and Trans-Sasakian manıfolds.  Chapter three contains original works. 

 In the first chapter the we introduce basic definitions such as, Riemannian curvature 

tensor, Einstein manifold, Weyl Conformal curvature tensor, projective curvature tensor and 

almost contact metric manifolds. 

 In the second chapter the definitions of Sasakian manifold, Sasakian space form, Trans-

Sasakian manifold and teh basic theorems and propositions which are connected with these 

definitions have been given. 

 In the last chapter some curvature conditions and equations which are used to provide 

these curvature conditions about Riemann curvature tensor, projective curvature tensor, Weyl-

conformal curvature tensor on Trans-Sasakian manifolds are given.  Under the light of these 

given information, the written theorems have been proved and results have been obtained. 

Keywords: Almost contact metric manifold, Einstein manifold, Riemannian curvature tensor, 
Sasakian Manifold, Trans-Sasakian manifold, Weyl-conformal curvature tensor. 
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1. TEMEL  KAVRAMLAR 

Bu bölümde daha sonraki bölümlerde kullanılacak olan temel kavramlar tanıtılmıştır. 

Tanım 1.1.1:  M bir diferensiyellenebilir (C
∞

) manifold olsun. M üzerindeki C
∞

 vektör 

alanlarının uzayı χ(M) ve M den R ye C
∞

 fonksiyonların uzayı C
∞

(M, R) olmak üzere, M 

üzerinde; 

g :  χ(M) x χ(M) → C
∞

(M, R) 

şeklinde tanımlanan pozitif, simetrik, 2-lineer g Riemann metriği ile birlikte M ye bir Riemann 

manifoldu adı verilir ve (M, g) şeklinde gösterilir (Kobayashi and Nomizu, 1963). 

M manifoldunun herhangi iki p ve q noktası için M üzerinde bu noktaları birleştiren bir 

eğri bulunabilirse M ye bağlantılı manifold adı verilir.  M bağlantılı ve temel grubu sadece 

birim elemandan oluşuyor ise M ye basit bağlantılı dır denir (O’Neill, 1983). 

Tanım 1.1.2: M bir diferensiyellenebilir manifold ve M üzerindeki C
∞

 vektör 

alanlarının uzayı χ(M) olmak üzere; 

∇ : χ(M) x χ(M)  → − lineer2   χ(M) 

(X, Y)     →  ∇(X, Y) = X∇ Y 

dönüşümü ∀ f, g ∈ C
∞

(M, R), ∀ X, Y, Z ∈ χ(M) için, 

i) X∇ (Y+Z) = X∇ Y + X∇ Z, 

ii) gYfX +∇ Z =  f X∇ Z  +  g Y∇ Z 

iii) X∇ (fY) = f X∇ Y + X(f)Y 

özeliklerini sağlarsa,  ∇ ya M üzerinde bir Afin Koneksiyon adı verilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 1.1.3:  (M, g)  bir Riemann manifoldu ve ∇ da M üzerinde  tanımlanan bir afin 

koneksiyon olsun.  O zaman  ∀ X,Y, Z∈χ(M) olmak üzere;  ∇  dönüşümü; 

i)  X∇ Y - Y∇ X = [X, Y]  (Koneksiyonun sıfır torsiyon özeliği), 

ii)  ),(),(),( ZYgZYgZYXg XX ∇+∇=  (Koneksiyonun metrikle bağdaşması 

özeliği) 
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şartlarını sağlıyorsa, ∇  ya M üzerinde sıfır torsiyonlu Riemann Koneksiyon  veya M nin 

Levi-Civita Koneksiyonu adı verilir (Hacısalihoğlu, 1983). 

Tanım 1.1.4: M  bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere; 

∇:χ(M)xχ(M) 2− →lineer  χ(M) 

          (X, Y)   →  ∇(X,Y)  = ∇XY 

biçiminde tanımlanan ∇ operatörü, M nin bir U bölgesi üzerinde tanımlı olup her bir  C
∞

  X, 

Y∈χ(U) vektör alan çiftine U üzerinde ∇XY  ile ifade edilen üçüncü bir C
∞

 vektör alanı karşılık 

getirir.  Bu karşılık gelme aşağıdaki özellikleri sağladığında ∇ ya Lineer Koneksiyon (veya 

kovaryant türev) adı verilir (O’ Neill 1983). 

∀ X,Y, Z∈χ(M),  ∀ f∈ C
∞

(M, R)  olmak üzere; 

i.) YX+∇ Z  =  X∇ Z + Y∇ Z , 

ii.) fX∇ Y = f X∇ Y, 

iii.) X∇ (Y + Z) = X∇ Y + X∇ Z , 

iv.) X∇ (fY)= f X∇ Y  +  X(f)Y 

dir. 

Tanım 1.1.5: (M, g) bir  Riemann manifoldu, ∇ de M üzerindeki Levi–Civita 

koneksiyonu olsun. 

 R :   χ(M) x χ(M) x χ(M) → χ(M) 

R(X, Y)Z = X∇ Y∇ Z – Y∇ X∇ Z – ]Y,X[∇ Z                                                 (1.1) 

ile tanımlanan R fonksiyonu M üzerinde bir (1, 3)-tensör alanıdır ve M nin Riemann eğrilik 

tensörü olarak adlandırılır.  Ayrıca R(X, Y, Z, W) = g(R (X, Y)Z, W) tensörüne M nin Riemann-

Christoffel eğrilik tensörü adı verilir. 

Her X, Y, Z, V, W ∈ χ(M) için Riemann eğrilik tensörü R aşağıdaki özelliklere sahiptir; 

i.)        R (X, Y)Z = - R (Y, X)Z,                                                                                  (1.2) 

ii.)        g(R (X, Y)V, W) = - g(R (X, Y)W, V),                                                             (1.3) 

iii.)        R(X, Y)Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = 0,                                                             (1.4) 

iv.)        g(R (X, Y)V, W) = g(R (V, W)X, Y)                                                                 (1.5) 
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(O’Neill 1983). 

Tanım 1.1.6: (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. TpM tanjant uzayının iki boyutlu 

altuzayı Π  olmak üzere  V, W ∈ Π  tanjant vektörleri için Q fonksiyonu; 

Q(V, W) =  g(V, V)g(W, W) – g(V, W)2 

biçiminde tanımlansın. Q(V, W) ≠ 0  olmak üzere; 

),(

),),((
),(

WVQ

VWWVRg
WVK =                                                                        (1.6) 

olup buna Π nin kesitsel eğriliği  denir ve K(Π) ile gösterilir (O’Neill, 1983). 

Tanım 1.1.7: : (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu  ve {e1, e2, ... , en}, χ(M) in bir 

bazı olsun. 

)()(: MMQ χχ →  

    ii

n

i

XXXRXQX ),()(
1

∑
=

−=→  

biçiminde tanımlanan Q  operatörüne M nin Ricci Operatörü denir.   

Tanım 1.1.7: (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu  ve {e1, e2, ... , en}, lokal 

ortonormal vektör alanları olsunlar 

S : χ(M) x  χ(M) → R 

                (X, Y) → S(X, Y) = ∑
=

n

1i
ii )eX)Y,,g(R(e                                        (1.7) 

şeklinde tanımlı (0,2) tipindeki  S tensör alanına, M üzerinde Ricci eğrilik tensörü adı verilir 

(Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.1.8: (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y ∈χ(M) için; 

S(X, Y) =   λg(X,Y)                                                                                          (1.8) 

olacak biçimde M üzerinde bir λ fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensörü S, metrik tensör g 

nin bir katı ise M ye Einstein manifoldu adı verilir (Yano and Kon, 1984). 
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Tanım 1.1.9: (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu  ve {e1, e2, ... , en} lokal 

ortonormal vektör alanları olmak üzere; 

τ = ∑
=

n

1i
ii )e,e(S                                                                                                (1.9) 

değerine M nin skalar eğriliği adı verilir (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.1.10: M (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her Χ, Υ , Ζ∈χ(M) 

için M nin Weyl projektif eğrilik tensör alanı;  

]),(),([
2

1
),(),( YZXSXZYS

m
ZYXRZYXP −−=                                   (1.10) 

ile tanımlanır. Burada Q Ricci operatörüdür (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.1.11: M (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her Χ, Υ , Ζ∈χ(M) 

için M nin Weyl conformal eğrilik tensör alanı; 

C(Χ, Υ)Ζ = R(Χ, Υ)Ζ+
1-2m

1
[S(Χ, Ζ)Υ − S(Υ, Ζ)Χ + g(Χ, Ζ)QΥ 

                               − g(Υ, Ζ)QΧ] − 
1)-2m(2m

τ
[g(Χ, Ζ)Υ - g(Υ, Ζ)Χ]    (1.11) 

ile tanımlanır. Burada Q Ricci operatörüdür (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.1.12: C = 0 ise M manifoldu conformal flat olarak adlandırılır (Yano and 

Kon, 1984). 

Tanım 1.1.13: M (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her Χ, Υ , Ζ∈χ(M) 

için M nin Weyl concircular eğrilik tensör alanı; 

C (Χ, Υ)Ζ = R(Χ, Υ)Ζ− 
1)-2m(2m

τ
[g(Y, Ζ)X - g(X, Ζ)Y]                                  (1.12) 

ile tanımlanır. Burada Q Ricci operatörüdür (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.1.14: Sabit eğrilikli, tam, bağlantılı manifoldlara uzay form denir.  (2m+1)-

boyutlu bir M uzay formu M2m+1(c) ile gösterilir. Eğer 
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uzayHiperbolikrHcMise
r

c
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c
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==

+

+

+ E

 

dır (Chen, 1973).  

Tanım 1.1.15 :  Eğer σ M∈ ise, σD , MTσ de ν  vektörlerinin grubu olsun.  Öyle ki 

inextendible geodezik νγ , [0,1] de tanımlanır.  σ  üzerinde M nin üsse ait haritası 

MD →σσ :exp  

fonksiyonudur öyle ki σν D∈∀  için )1()(exp νσ γν =  dir[1]. 

Tanım 1.1.16 :  )()(: MTMTL σσ → bir lineer izometri olsun ve U , M üzerinde σ  

nin bir normal komşuluğu olsun öyle ki σexp , ))((exp 1 UL −
σ  grubunda tanımlanır.  O zaman 

   

MULL →= − :expexp 1
σσφ    

haritasına U  üzerinde L nin kutupsal koordinatı denir[1].  

Kısaca )(MTU σν ⊂∈∀  için )(exp)(exp: νσ σ
νφ LL → dir. 

 Kutupsal haritalar yeterince küçük U  için daima bulunur ve aşağıdaki ilk iki özellik 

gösterir ki, eğer biz izometrinin var olduğunu araştırırsak, σ  , L nin kutupsal haritası olmalıdır. 

Yardımcı Teorem 1.1.1 :  Yukarıdaki gösterim ile  

i.) Lφ  radyal geodezikleri radyal geodeziklere götürür.  Açıkça, eğer 

)(MTον ∈ ise, o zaman νν γγφ LL =  dir. 

ii.) σ  üzerinde φ  nin diferansiyel haritası L dir. 

iii.) Eğer U  yeterince küçük ise o zaman Lφ , M de σ  nin bir normal komşuluğu 

üzerinde bir diffeomorfizmdir. 

iv.) Eğer M tam ise, Lφ , σ  nin her normal komşuluğunda tanımlanır[1].  

Sonuç 1.1.1 :  Bir yarı-Riemann manifold üzerinde aşağıdaki durumlar denktir. 
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i.) M lokal simetriktir. 

ii.) Eğer  )()(: MTMTL qP →  bir lokal simetrik ise eğriliği korur, o zaman p ve q nun 

normal komşuluklarının bir φ  izometrisi vardır öyle ki Ld p =φ  dir. 

iii.) M nin her p noktasında lokal geodezik pξ  bir izometriktir[1]. 

Tanım 1.1.17 :  Bir yarı-Riemann uzay simetriği, bağlantılı bir yarı-Riemann manilfold 

M dir, öyle ki Mp ∈∀  için )(MTP  üzerinde tek bir izometri MMp →:ξ  ile diferansiyel 

harita –id vardır. 

 İzometri  pξ  ye p de M nin global simetrisi denir. pξ , p de lokal geodezik simetrinin M 

nin tümüne genişletildiğinde tektir.  Böylece ikincisi bir izometridir.  Yukarıdaki sonuçtan 

simetrik, lokal simetriği kapsar[1].  

Örnek 1.1.1 :    

1. mR  simetriktir, her p noktası için harita xpxp −→+  bir izometridir. 

2. mS  küresi simetriktir, her p için p ve –p aracılığıyla 1+mR  de, mS  genel öklidyen 

anlamda dizi çevresinde simetriktir. 

3. Gerçekte her bağlantılı hiperkuadrik, simetriktir[1]. 

Tanım 1.1.18:  M m ≥ 2 boyutlu C
∞

sınıfından bağlantılı bir Riemann manifoldu olsun. 

M üzerinde tanımlı (0,2)-tipinde bir simetrik tensör alanı A olmak üzere AΛ  endomorfizmi                  

AΛ :    χ(M) x χ(M) x χ(M) → χ(M)                                                            (1.13)             

(X AΛ Y)Z=A(Y,Z)X – A(X,Z)Y                                                                  (1.14) 

biçiminde tanımlanır.Eğer A=g alınırsa son denklem  

(X gΛ Y)Z=g(Y,Z)X – g(X,Z)Y                                                                    (1.15) 

biçimine  indirgenir.Bundan sonra (X gΛ Y) yerine kısaca X Λ Y kullanılacaktır[2]. 

M üzerinde (0,k)-tipinde (k ≥ 1) bir T tensör alanı ve (0,2)-tipinde bir simetrik A tensör 

alanı verildiğinde R.T ve Q(A,T) tensörleri sırası ile ; 

(R.T)(X1,X2,…,Xk;X,Y)= -T(R(X,Y)X1,X2,…,Xk)-… 
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                                        -T(X1,X2,…,R(X,Y)Xk)                                         (1.16)               

ve 

Q(A,T)(X1,X2,…,Xk;X,Y)=-T((X AΛ Y)X1,X2,…,Xk)-… 

                                          -T(X1,X2,…,(X AΛ Y)Xk)                                    (1.17) 

biçiminde tanımlanır [3]. 

Böylece (1.16) ve (1.17)  denklemlerinde T=R  ve  A=g alndığında  

(R.R) (X1,X2,X3,X4;X,Y)=-R(R(X,Y)X1,X2,X3,X4)-… 

                                          -R(X1,X2, X3,R(X,Y)X4)                                      (1.18)   

Q(g,R) (X1,X2,X3,X4;X,Y)=-R((X gΛ Y)X1,X2,X3,X4)-… 

                                            -R(X1,X2,X3,R(X gΛ Y)X4)                               (1.19)  

T=C  ve  A=g alındığında   

(R.C) (X1,X2,X3,X4;X,Y)=-C(R(X,Y)X1,X2,X3,X4)-… 

                                           -C(X1,X2,X3,R(X,Y)X4)                                      (1.20)   

Q(g,C) (X1,X2,X3,X4;X,Y)=-C((X gΛ Y)X1,X2,X3,X4)-… 

                                            -C(X1,X2,X3,R(X gΛ Y)X4)                               (1.21) 

T=S  ve  A=g alındığında  

(R.S) (X1,X2,X3,X4;X,Y)=-S(R(X,Y)X1,X2,X3,X4)-… 

                                          -S(X1,X2,X3,R(X,Y)X4)                                (1.22)                                 

Q(g,S) (X1,X2,X3,X4;X,Y)=-S((X gΛ Y)X1,X2,X3,X4)-… 

                                            -S(X1,X2, X3,R(X gΛ Y)X4)                     (1.23)  

ve ayrıca  A=S, T=R  için  (1.17) denkleminden  

Q(S,R) (X1,X2,X3,X4;X,Y)=-R((X SΛ Y)X1,X2,X3,X4)-… 

                                             -R(X1,X2,X3,R(X SΛ Y)X4)                              (1.24) 
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olarak elde edilir. Eğer M nin her p noktası için bundan başka , 

Eğer   R.R=0   ise  M ye semisimetriktir denir[4]. 

   Eğer   R.S=0    ise  M ye Ricci-semisimetriktir denir[5]. 

   Eğer   R.C=0  ise  M ye Weyl-semisimetriktir  denir[5]. 

Tanım1.1.19: 3≥m  boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu için eğer M nin her 

noktasında R.R   ve Q(g,R) tensörleri lineer bağımlı ise M ye pseudosimetriktir denir. 

Yani, M’nin pseudosimetrik olması için gerek ve yeter şart, 

{ : ( , ) 0}RU p M Q g R= ∈ ≠ kümesi üzerinde . ( , )RR R L Q g R= olmasıdır. RL , RU üzerine bir  

fonksiyondur. 

Tanım1.1.20: 3≥m  boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu için eğer M nin her 

noktasında  R.S ve Q(g,R) tensörleri lineer bağımlı ise M ye Ricci- pseudosimetrik manifold 

denir.  

Yani ,M’nin Ricci-pseudosimetrik olması için gerek ve yeter şart, { : 0}SU p M S g
n

κ
= ∈ − ≠  

kümesi üzerinde   . ( , )SR S L Q g S=  olmasıdır.  SL , SU üzerinde tanımlı bir fonksiyondur. 

Tanım1.1.21: 4≥m  boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu için eğer M nin her 

noktasında     R.C ve  Q(g,C)  tensörleri lineer bağımlı ise M ye Weyl- pseudosimetriktir 

manifold denir. 

Yani ,M’nin Weyl-pseudosimetrik olması için gerek ve yeter şart, 

{ :CU p M p M= ∈ ∈ de 0}C ≠  kümesi üzerinde . ( , )CR C L Q g C= olmasıdır. CL , CU  

üzerinde  tanımlı bir fonksiyondur. 

Tanım1.1.22: Eğer R.R ve Q(S,R) tensörleri lineer bağımlı ise yani 

R.R=LQ(S,R) ise M  ye Genelleştirilmiş Ricci-pseudosimetriktir denir. 

Yukarıda numaralı tanımlarda tanımlanan eğrilik şartları için aşağıdaki kapsama 

bağıntıları geçerlidir. 
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Eğer M semisimetrik olmayan fakat pseudosimetrik bir manifold ise M ye proper 

pseudosimetrik,Ricci-semisimetrik olmayan  fakat Ricci-pseudosimetrik manifold ise M ye 

proper Ricci-pseudosimetrik,Weyl-semisimetrik olmayan fakat Weyl-pseudosimetrik bir 

manifold ise M ye proper Weyl-pseudosimetriktir denir. 

Tanım1.1.23: Bir (M,g) 3≥m  boyutlu diferansiyellenebilir manifoldu için eğer 

( )( , ) ( ) ( , )X S Y Z X S Y Zα∇ =
                                           

(1.25)    

olacak şekilde bir ( )Xα 1-formu var ise M ye Ricci Rekürent denir. 

( )( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )X S Y Z X S Y Z X g Y Zα β∇ = +
                   (1.26) 

olacak biçimde ( )Xα ve ( )Xβ 1-formları var ise M  ye genelleştirilmiş Ricci Rekürent denir.S 

nin kovaryant türevi  S∇  

( )( , ) ( , ) ( )( , ) 0X Y ZS Y Z S X Z S X Y∇ + ∇ + ∇ =
                  (1.27) 

 ile tanımlanır.Eğer; 

( )( , ) ( , ) ( )( , ) 0X Y ZS Y Z S X Z S X Y∇ + ∇ + ∇ =
                   (1.28) 

ise M ye dairesel paralel Ricci tensöre sahiptir denir. 

Bundan başka g metrik tensörünün türevi 

( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )X X X Xg Y Z g y Z g Y Z g Y Z∇ = ∇ − ∇ − ∇
                  (1.29) 

ile ifade edilir. 
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1.1.  Hemen  Hemen  Değme  Metrik  Manifoldları 

Tanım 1.2.1: M bir (2m+1)-boyutlu manifold, φ, ξ, η da M üzerinde, sırası ile, (1,1)-

tipinde bir tensör alanı, bir vektör alanı ve bir 1-form olsun. Eğer φ, ξ, η için, M üzerinde 

herhangi bir vektör alanı X olmak üzere; 

η(ξ)=1                                                                                                           (1.30) 

ve 

φ2Χ=-X+η(Χ)ξ                                                                                             (1.31) 

özellikleri sağlanıyor ise o zaman (φ, ξ, η) ya M üzerinde bir hemen hemen değme yapısı 

denir.  M bu yapı ile bir hemen hemen değme manifoldu olarak adlandırılır (Yano and Kon, 

1984). 

Teorem 1.2.1: (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısı için; 

i) φξ=0                                                          (1.32) 

ii) η(φΧ)=0          (1.33) 

iii) rank φ=2n          (1.34) 

dir (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.2.2: Hemen hemen değme manifoldu M verilsin. M üzerinde hemen hemen 

değme yapısı (φ, ξ, η) olsun. M üzerinde bir g Riemann metriği; 

η(Χ)=g(Χ,ξ)                                   

(1.35) 

g(φΧ,φΥ)=g(X,Y)−η(Χ)η(Υ)                     (1.36) 

şartlarını sağlıyor ise g metriğine M üzerinde hemen hemen değme metrik, (φ,ξ,η,g) yapısına 

da hemen hemen değme metrik yapısı, (φ, ξ, η, g) yapısı ile M ye de hemen hemen değme 

metrik manifoldu denir (Yano and Kon, 1984). 

Sonuç 1.2.1: (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen değme metrik manifoldu M ile hemen 

hemen değme metrik yapısı (φ, ξ, η, g) verilsin.  Böylece, 

g(φΧ, Υ)=−g(X, φY)                               (1.37) 
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dir (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.2.3: (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen değme manifoldu M verilsin.  Herbir η 

1-formu için η∧(dη)n ≠0 şartı sağlanır ise η ya M nin değme yapısı ve M ye de değme 

manifoldu denir (Yano and Kon, 1984). 

Teorem 1.2.2: (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen değme manifoldu M verilsin. M nin 

bir değme yapısı η verildiğinde; 

g(Χ, φΥ) = dη(X, Y)                                 (1.38) 

olacak şekilde bir hemen hemen değme metrik yapısı (φ, ξ, η, g) vardır (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.2.4: M üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı (φ, ξ, η, g) için; 

Φ(Χ, Υ) =  g(Χ, φΥ) 

şeklinde tanımlı Φ dönüşümüne hemen hemen değme metrik yapısı (φ, ξ, η, g) nın 2.temel 

formu denir (Yano and Kon, 1984). 

1.2.  Hemen Hemen Değme Manifoldların Torsion Tensörü 

Tanım 1.3.1: V bir reel vektör uzayı olmak üzere; 

J : V→V 

lineer dönüşümü; 

J2 = −I 

şartını sağlıyor ise J ye V üzerinde bir kompleks yapı denir. 

(2m+1)-boyutlu bir hemen hemen değme manifoldu M verilsin.  Bu manifold üzerinde 

hemen hemen değme yapısı (φ, ξ, η) olsun.  Reel bir doğruyu R ile göstererek M×R  çarpım 

manifoldunu gözönüne alalım.  M×R  üzerinde herhangi bir vektör alanı; 

(X, f
dt

d
) 

şeklindedir.  Burada X, M ye teğet bir vektör alanı, t R nin bir koordinatı ve f M×R üzerinde 

tanımlı bir fonksiyondur. 
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M×R nin tanjant uzayındaki bir J lineer dönüşümü; 

J (X, f
dt

d
) = (φΧ)−f.ξ, η(Χ)

dt

d
)                     (1.39) 

ile tanımlanır (Yano and Kon, 1984). 

Sonuç 1.3.1: Yukarıdaki şekilde tanımlanan J dönüşümü M×R üzerinde bir hemen 

hemen kompleks yapı dır (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.3.2:  M bir diferensiyellenebilir manifold olmak üzere M üzerinde (1,1)-

tipinde bir tensör alanı F olsun.  ∀Χ, Υ∈χ(Μ) için; 

NF(Χ,Υ) = F2[Χ,Υ]+[FΧ,FΥ]-F[FΧ,Υ]-F[Χ,FΥ] 

şeklinde tanımlı NF tensör alanına F nin Nijenhuis torsion tensörü denir. 

F=J hemen hemen kompleks yapı olması halinde de, 

NJ(Χ,Υ) = J2[Χ,Υ] + [JΧ,JΥ] - J[JΧ,Υ] - J[Χ,JΥ] 

= -[Χ,Υ] + [JΧ,JΥ] - J[JΧ,Υ] - J[Χ,JΥ]                   (1.40) 

dir (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.3.3: Hemen hemen kompleks manifoldu (M, J) verilsin.  NJ = 0 ise J 

dönüşümüne integrallenebilirdir denir (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.3.4: Eğer M×R üzerindeki bir J hemen hemen kompleks yapısı 

integrallenebilir ise (φ, ξ, η) hemen hemen değme yapısına normaldir denir (Yano and Kon, 

1984). 

Örnek 1.3.1: E4 Kaehler manifoldunun 3-boyutlu bir reel hiperküresi S3 olsun.  E4 de S3 

ün bir birim normali C olmak üzere E4 ün hemen hemen kompleks tensör alanı J, 

J : E4→ E4 
 

JC=-ξ 

biçiminde tanımlansın.  O zaman ξ, S3 üzerinde bir birim vektör alanı olur.  Yani ξ∈χ(S3) dir. S3 

e teğet her bir Χ vektör alanı için η(Χ)=g(Χ,ξ) olmak üzere η 1-formu iyi tanımlıdır. Üstelik 

η(ξ)=1 dir. Diğer yandan, 
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JX=φX+η(X)C 

eşitliği ile φ lineer dönüşümünü tanımlayalım.  Buna göre ∀ p=(p1, p2, p3, p4) ∈S3 için; 
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yapısı yardımı ile; 

J(C(p))=J(p1, p2, p3, p4) =(−p3, −p4, p1, p2)= - ξ 

elde edilir (Yano and Kon, 1984).  Burada; 
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dir.  Şimdi g(X, ξ)ξ için; 

g(X, ξ)ξ=<
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olduğundan 

g(X, ξ)ξ = (x1 p3 + x2 p4 – x3 p1 – x4 p2)



















−

−

2

1

4

3

p

p

p

p

 

elde edilir.  Böylece; 

λ=(x1 p3 + x2 p4 – x3 p1 – x4 p2) 

olmak üzere; 

g(X, ξ)ξ = λξ 

eşitliği elde edilir.  Ayrıca, 
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φ(φΧ)= J(φΧ)−η(φΧ)C 

φ(φΧ)=J(JX-η(Χ)C)-η(JX-η(Χ)C)C 

=J(
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olduğundan, 

φ2X=-X+η(Χ)ξ 

elde edilir.  Bununla birlikte, 

φξ = Jξ−η(ξ)C 

olduğundan, 

φξ = 0
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bulunur.  Böylece; 
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η(φΧ)= g(φΧ, ξ) 

         = g(JX-η(Χ)C, ξ) 

         = 0 

olduğu da açıkça görülebilir. 

Sonuç olarak (φ, ξ, η, g) yapısı S3 üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı 

oluşturur. 

1.3.  K-Değme  Manifoldları 

Tanım 1.4.1: M diferensiyellenebilir bir manifold olmak üzere; 

ϕ :R×M →
∞C M 

(t, p)→ϕt(p) 

dönüşümü aşağıdaki şartları sağlıyor ise ϕ ye M nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli 

grubu adı verilir. 

i) ∀t∈R için 

ϕt :M→M 

p→ϕt(p)       bir diffeomorfizm 

ii) ∀t, s∈R ve p∈M için 

ϕt+s(p) = ϕt(ϕs(p)) 

dir (Kobayashi and Nomizu, 1963). 

Tanım 1.4.2: M üzerinde bir vektör alanı X ve ϕt ise X ile genelleştirilmiş lokal 

dönüşümlü bir 1-parametreli grubu olsun.  X vektör alanına göre bir K tensör alanının X 

yönünde LXK Lie türevi, 

(LXK)X = 
tt

1
lim

0→
[KX - (ϕtK)X] 

şeklinde tanımlanır (Kobayashi and Nomizu, 1963). 

Tanım 1.4.3 : M Riemann metriği g olan bir Riemann manifoldu ve M üzerinde bir 

vektör alanı Χ verilsin.  M nin her bir noktasının bir komşuluğunda Χ ile meydana gelen lokal 

dönüşümlerin lokal 1-parametreli grubu lokal izometrilerden oluşuyor ise Χ vektör alanı Killing 
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vektör alanı adı verilir.  Böylece X bir Killing vektör alanıdır ⇔ 0=gLX  dır (Yano and Kon, 

1984). 

Tanım 1.4.4: Değme metrik yapısı (φ, ξ, η, g) olan (2m+l)-boyutlu bir M manifoldu 

değme metrik manifold olarak adlandırılır (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.4.5: (2m+1)-boyutlu değme metrik manifoldu M verilsin.  Eğer (φ, ξ, η, g) 

hemen hemen değme metrik yapısında verilen ξ vektör alanı g ye göre bir Killing vektör alanı 

ise o zaman M üzerinde değme yapı K-değme yapısı ve M ye de K-değme manifoldu adı 

verilir (Yano and Kon, 1984). 

Önerme 1.4.1: Bir değme metrik manifoldu M olsun. O zaman M bir K-değme 

manifoldudur ⇔ 

∇Χξ=−φΧ                                                (1.41) 

dir (Yano and Kon, 1984). 

Teorem 1.4.1: (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu M nin bir K-değme manifoldu 

olması için gerek ve yeter şart aşağıdaki koşulların sağlanmasıdır. 

i-)      M bir ξ birim Killing vektör alanına sahiptir. 

ii-)     M nin her bir noktasında ξ yı kapsayan düzlem kesitleri için kesitsel eğriliği 1 e 

eşittir (Yano and Kon, 1984). 
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2. SASAKİAN MANİFOLDLAR 

Tanım 1.5.1: M, değme metrik yapısı (φ, ξ, η, g) olan (2n+l)-boyutlu bir değme metrik 

manifoldu olsun.  Eğer M nin değme metrik yapısı normal ise, M Sasakian yapıya sahiptir 

denir.  Bazan Sasakian manifold normal değme metrik manifold olarak da adlandırılır (Yano 

and Kon, 1984). 

Teorem 1.5.1: M üzerinde bir hemen hemen değme metrik yapısı (φ, ξ, η, g) bir 

Sasakian yapıdır ⇔  ∀Χ,Υ∈χ(M) için; 

(∇Χφ)Υ = g(Χ,Υ)ξ − η(Υ)Χ                                 (1.42) 

dir (Yano and Kon, 1984).  Burada; 

∇Χ(φΥ) = (∇Χφ)Υ + φ∇ΧΥ 

dir. 

Sonuç 1.5.1: M bir Sasakian manifold ise M nin bir Riemann eğrilik tensörü R olmak 

üzere; 

R(Χ,Υ)ξ = η(Υ)Χ − η(Χ)Υ                                (1.43) 

dir (Yano and Kon, 1984). 

Teorem 1.5.2:  M (2n+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olmak üzere M üzerinde bir 

birim Killing vektör alanı ξ verilsin.  Ayrıca M nin eğrilik tensörü R olmak üzere M Sasakian 

manifolddur ⇔ 

R(Χ, ξ)Υ = − g(Χ, Υ)ξ + η(Υ)Χ                                         (1.44) 

dir (Yano and Kon, 1984). 

Uyarı :  Bir  Sasakian  manifoldu  bir  K-değme  manifolddur  fakat  tersi sadece boy M 

= 3 olması halinde geçerlidir (Yano and Kon, 1984). 

Sonuç 1.5.2: M bir Sasakian manifold olsun. ∀Χ,Υ∈χ(M) ve ξ bir birim Killing vektör 

alanı olmak üzere; 

R(Χ, ξ)Υ = − (∇Χφ)Υ                                                  (1.45) 

dir (Yano and Kon, 1984). 
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Sonuç 1.5.3: M, değme metrik yapısı (φ, ξ, η, g) olan (2m+1)-boyutlu bir Sasakian 

manifold olsun.  Bu takdirde; 

R(Χ, Υ)φΖ = φR(Χ, Υ)Ζ + g(φΧ, Ζ)Υ–g(Υ, Ζ)φΧ 

       +g(Χ, Ζ)φΥ–g(φΥ,Ζ)Χ                                                (1.46) 

dır (Yano and Kon, 1984). 

Sonuç 1.5.4: M bir Sasakian manifold olmak üzere; 

R(Χ, Υ)Ζ = − φR(Χ, Υ)φΖ + g(Υ, Ζ)Χ − g(Χ, Ζ)Υ 

      − g(φΥ, Ζ)φΧ + g(φΧ, Ζ)φΥ                                                      (1.47) 

dır (Yano and Kon, 1984). 

2.1.  M(c)  Sasakian  Uzay  Formu 

Önerme 1.6.1:  (M, g) Riemann manifoldu sabit c eğrilikli bir manifold olsun.  O 

zaman ∀Χ, Υ,  Ζ  ∈ χ(M)  için; 

R(Χ,Υ)Ζ = c(g(Υ, Ζ)Χ - g(Χ, Ζ)Υ)                                         (1.48) 

dir (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.6.1:  M bir Sasakian manifold olsun.  Böylece p∈M deki TpM tanjant uzayında 

ξ ya dik bir Χ birim vektörü {Χ,φΧ} ortonormal olacak şekilde var ise {Χ,φΧ} düzlemine TpM 

nin φφφφ–kesitseli denir.  Ayrıca 

K(Χ, φΧ) = g(R(Χ, φΧ)φΧ, Χ) 

şeklinde tanımlanan ifadeye M nin bir φφφφ–kesitsel eğriliği adı verilir (Yano and Kon, 1984). 

Tanım 1.6.2:  M bir Sasakian manifold olmak üzere M nin φ–kesitsel eğriliği c=sbt ise 

M bir  Sasakian uzay formu olarak adlandırılır ve M(c) şeklinde gösterilir (Verstraelen ve 

Vrancken, 1988). 

Teorem 1.6.1: M(c) Sasakian uzay formunun R eğrilik tensörü; ∀ Χ, Υ, Ζ∈χ(M) için, 

R(Χ, Υ)Ζ = 
1

4
(c+3)[g(Υ, Ζ)Χ – g(Χ, Ζ)Υ] 
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     –
1

4
(c–1)[η(Χ)η(Ζ)Υ − η(Υ)η(Ζ)Χ 

    +g(Χ, Ζ)η(Υ)ξ − g(Υ, Ζ)η(Χ)ξ 

    +g(φΥ, Ζ)φΧ − g(φΧ, Ζ)φΥ + 2g(φΧ, Υ)φΖ]                              (1.49) 

dir (Yano and Kon, 1984). 

2.2.  Trans-Sasakian Manifoldlar 

[6] de, S. Tanno otomorfizm grupları maximum boyuta sahip olan bağlantılı hemen 

hemen değme metrik manifoldları sınıflandırmıştır.  Böyle bir manifoldda, ξ  yı içeren düzlem 

kesitlerinin kesit eğriliği sabittir ve bu sabite c diyelim.  Tanno bu tip manifoldların üç sınıfa 

ayrılabileceğini gösterdi: 

(1) c > 0 ile, homojen normal değme Riemannian manifoldlar 

(2) Eğer c = 0 ise, sabit holomorfik kesit eğrilikli bir Kaehler manifoldu ile bir çember 

veya bir doğrunun global riemann çarpımlarıdır. 

(3) Eğer c < 0 ise, R f× C bir warped çarpım uzayıdır. 

(1) deki sınıfandırılan manifoldlar bir Sasakian yapı kabul edilerek karakterize 

edilmiştir. Kenmotsu ([7]) (3) sınıfındaki manifoldların diferansiyel geometrik özelliklerini 

karakterize etmiştir; yapı şu anda Kenmotsu yapı olarak bilinmektedir.  Genelde, bu yapılar 

Sasakian değildir([8]). 

Bir hemen hemen Hermitian manifoldların ([9]) Gray-Hervella sınılandırmasında,  

4W  bir sınıf olarak ortaya çıkar, bu Hermitian manifoldlar lokal konformal Kaehler manifoldları 

([10]) ile yakın ilişkilendirilebilir. M manifoldu üzerinde bir almost değme metrik yapı eğer 

RM ×  çarpım manifoldu 4W  sınıfına ait ise, bir trans-Sasakian yapı olarak adlandırılır ([11]). 

56 CC ⊕  ([12], [8]) sınıfı, (α, β) tipli trans-Sasakian yapıları içerir: 

(0, 0), (0, β) ve (α, 0) tipindeki trans-Sasakian yapıları sırasıyla, cosimplektik ([13]), β-

Kenmotsu ([7]) ve α-Sasakian ([7]) olarak adlandırırız.  ([14]) de ispat edildi ki, trans-Sasakian 

yapılar genelleştirilmiş quasi-Sasakiandır ([4]).  Bu nedenle, trans-Sasakian yapılar aynı 

zamanda genelleştirilmiş quasi-Sasakian yapılarının geniş bir sınıfını sağlar. 

),,,( gηξφ  hemen hemen değme metrik yapısı ile bir hemen hemen değme metrik 

manifold M olsun, φ , (1, 1) tipinde bir tensör alanı, ξ bir vektör alanı, η, 1-form ve g  

Riemannian metrik olmak üzere, her X, Y Є TM için, 
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ξηφ ⊗+−= I2 , 1)( =ξη ,  0=φξ ,  0=φη                    (1.50) 

)()(),(),( YXYXgYXg ηηφφ −=                      (1.51) 

),(),( YXgYXg φφ −= , ),()( ξη XgX =                     (1.52) 

sağlanır. 

Eğer (M×R, J, G), 4W  sınıfına ait ise ([9]) M üzerinde bir ( g,,, ηξφ ) hemen hemen 

değme metrik yapısına bir trans-Sasakian yapı denir ([11]), M×R üzerinde J hemen hemen 

komplex yapı olduğunda 

),( dtfdXJ  (= ))(, dtfdXfX ηξφ −  

tarafından tanımlanır.  Burada M üzerinde tüm X vectör alanları, f , M ×R üzerinde 

diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve G, M×R üzerinde çarpım metriğidir. Bu ([15]) den M 

üzerinde bazı α ve β diferansiyellenebilir fonksiyonları için 

))(),(()(),(()( XYYXgXYYXgYX φηξφβηξαφ −+−=∇      (1.53) 

şekli ile ifade edilebilir. Böylece (α, β) tipindeki trans-Sasakian yapı tanımlanır.  Formül (1.36) 

dan 

))(( ξηβαφξ XXXX −+−=∇         (1.54) 

   ),(),()( YXgYXgYX φφβφαη +−=∇        (1.55) 

ifadeleri bulunur. 

Yardımcı Teorem 1.7.1 : Bir trans-Sasakian manifoldda R eğrilik tensorü olmak üzere, 

))()((2))()()((),( 22 YXXYYXXYYXR φηφηαβηηβαξ −+−−=  

           YXXYYXXY 22 )()()()( φβφβφαφα −+−+  

dir [5]. 

Teorem 1.7.1 : Bir trans-Sasakian manifoldda, 

))()((),( 22 XXXR −−−= ξηξββαξξ                     (1.56) 

02 =− ξααβ           (1.57) 

dir [5]. 

Önerme 1.7.1: Bir (2m + 1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldda, S Ricci eğriliği ve Q 

Ricci operatör olduğunda,  
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αφβηξββαξ )()12()())(2(),( 22 XXmXmXS −−−−−=     (1.58) 

)()12())(2( 22 αφβξββαξ gradgradmmQ +−−−−=      (1.59) 

dir [5]. 

Uyarı 1.7.1: Eğer (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold (α, β) tipinde ise; 

βαφ gradmgrad )12()( −=  olduğunda 

0))(,(
12

1
),( =

−
== αφξβξξβ gradg

m
gradgrad  

buluruz ve buradan 

)()22(2),( XmXS ηβαξ −=                                             (1.60) 

ξβαξ )22(2 −= mQ                                              (1.61) 

))()(22(),( XXXR −−= ξηβαξξ                                 

(1.62) 

dir [5]. 

Uyarı 1.7.2: g(R(ξ, Y )X, Z) = g(R(X, Z)ξ, Y ) de (7) yi kullanarak. 

))(),((2))(),()((),( 22 YXYXgXYYXgYXR φηξφαβηξβαξ −+−−=  

   ))(,())()((),()( βφφξηβαφφα gradYXgYYXgradYXgYX −−+++  

ifadesini yazabiliriz[5]. 
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3.  TRANS-SASAKİAN MANİFOLDLARDA BAZI EĞRİLİK ŞARTLARI 

Buradan sonra trans-Sasakian manifold için elde ettiğimiz bazı eğrilik şartlarını 

βαφ grad
m

grad
12

1
)(

−
=   şartı altında inceleyeceğiz. 

Teorem 1.3.1:  Bir M2m+1 (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda R·S = 0, 

( )022 ≠− βα  olması için gerek ve yeter şart M nin bir Einstein manifoldu olmasıdır. 

İspat: 

M2m+1  (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun.  R·S = 0 eşitliği 

)(,,, MVUYX χ∈∀ için, 

(R(X,Y)·S)(U,V) = R(X,Y)S(U,V) − S(R(X,Y)U,V) − S(U,R(X,Y)V) = 0                                   (3.1) 

yazılır.  Bu denklemden  

(R(X,Y)·S)(U,V) = − S(R(X,Y)U,V) − S(U,R(X,Y)V) = 0                                                          (3.2) 

elde edilir.  (3.2) denklemi 

S(R(X,Y)U,V) + S(U,R(X,Y)V) = 0                                                                  (3.3) 

şeklinde yazılabilir.  (3.3) de X = U = ξ  alalım. Bu durumda 

S(R(ξ ,Y)ξ ,V) + S(ξ ,R(ξ ,Y)V) = 0                                                                  (3.4) 

olur.  (1.3), (1.52), (1.60), (1.62) ifadelerini (3.4) de kullanırsak 

S(R(ξ ,Y)ξ ,V)  = S(( )22 βα − ( )),)( VYY −ξη  

= ( )22 βα − [ )],(),()( VYSVSY −ξη  

= ( )22 βα − [2m( )22 βα − )],()()( VYSVY −ηη  

= 2m( 222 )βα − ),()()()( 22 VYSVY βαηη −−                                        (3.5) 

ve 

S(ξ ,R(ξ ,Y)V) = 2m( )22 βα − )),(( VYR ξη  

                         = 2m( )22 βα − ),),(( ξξ VYRg  

= − 2m( )22 βα − ),),(( VYRg ξξ  

= − 2m( )22 βα − )),)()((( 22 VYYg −− ξηβα  
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                         = − 2m( 222 )βα − )],(),()([ VYgVgY −ξη  

                         = − 2m( 222 )βα − ),()(2)()( 222 VYgmVY βαηη −+                             (3.6) 

eşitliklerini elde ederiz.  (3.5) ve (3.6) yı (3.4) de yazarsak 

S(R(ξ ,Y)ξ ,V) + S(ξ ,R(ξ ,Y)V) = 2m( 222 )βα − ),()()()( 22 VYSVY βαηη −−  

   − 2m( 222 )βα − ),()(2)()( 222 VYgmVY βαηη −+  

   = ),()( 22 VYSβα −− + ),()(2 222 VYgm βα − = 0         (3.7) 

dir.  Buradan, 

),()[( 22 VYSβα −− − )],()(2 22 VYgm βα − = 0                                      (3.8) 

elde edilir.  (3.8) den 022 ≠− βα  olduğundan  

),( VYS = ),()(2 22 VYgm βα −                                                                  (3.8a) 

dır.  Dolayısıyla R·S = 0 olduğunda manifold Einstein manifolddur. 

            Tersine M manifoldu bir Einstein manifoldu ise R·S = 0 bulunur.  (3.8a) denklemini 

(3.4) de yerine yazdığımızda R·S = 0 elde ederiz. 

Teorem 1.3.2:  Bir M2m+1 (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda P·S = 0, 

( )022 ≠− βα  olması için gerek ve yeter şart M nin bir Einstein manifoldu olmasıdır. 

İspat: 

M2m+1  (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun.  P·S = 0 eşitliği 

)(,,, MVUYX χ∈∀ için, 

(P(X,Y)·S)(U,V) = P(X,Y)S(U,V) − S(P(X,Y)U,V) − S(U,P(X,Y)V) = 0                                   (3.9) 

yazılır.  Bu denklemden  

(P(X,Y)·S)(U,V) = − S(P(X,Y)U,V) − S(U,P(X,Y)V) = 0                                                        (3.10) 

elde edilir.  (3.10) denklemi 

S(P(X,Y)U,V) + S(U,P(X,Y)V) = 0                                                                (3.11) 

şeklinde yazılabilir.  (3.11) de (1.10) eşitliğini kullanalım 
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S(P(X,Y)U,V) + S(U,P(X,Y)V) = )],),(),([
2

1
),(( VYUXSXUYS

m
UYXRS −−            (3.12) 

+ ])),(),([
2

1
),(,( YVXSXVYS

m
VYXRUS −−  

 = ),(),(
2

1
),(),(

2

1
),),(( VYSUXS

m
VXSUYS

m
VUYXRS +−  

 + ),(),(
2

1
),(),(

2

1
)),(,( YUSVXS

m
XUSVYS

m
VYXRUS −−  

S simetrik olduğundan (3.12) de gerekli sadeleştirmeler yapılırsa; 

S(P(X,Y)U,V) + S(U,P(X,Y)V) = S(R(X,Y)U,V) + S(U,R(X,Y)V) = 0                                     (3.13) 

elde edilir.  (3.13) de X = U = ξ  alalım. Bu durumda 

S(R(ξ,Y)ξ ,V) + S(ξ ,R(ξ ,Y)V) = 0                                                                 (3.14) 

olur.  (3.5) ve (3.6) yı (3.14) de yazarsak, 

S(R(ξ ,Y)ξ ,V) + S(ξ ,R(ξ ,Y)V) = 2m( 222 )βα − ),()()()( 22 VYSVY βαηη −−  

   − 2m( 222 )βα − ),()(2)()( 222 VYgmVY βαηη −+  

    = ),()( 22 VYSβα −− + ),()(2 222 VYgm βα − = 0          (3.15) 

olur.  Buradan,  

),()[( 22 VYSβα −− − )],()(2 22 VYgm βα − = 0                                     (3.16) 

elde eldir.  (3.16) dan 022 ≠− βα  olduğundan 

),( VYS = ),()(2 22 VYgm βα −                                                                (3.16a) 

dır.  Dolayısıyla P·S = 0 olduğunda manifold Einstein manifolddur. 

           Tersine M manifoldu bir Einstein manifoldu ise P·S = 0 bulunur.  (3.16a) denklemini 

(3.11) de yerine yazdığımızda  P·S = 0  elde ederiz. 

Teorem 1.3.3:  Bir M2m+1 (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda R·P = 0, 

( )022 ≠− βα  olması için gerek ve yeter şart M nin bir Einstein manifoldu olmasıdır. 

İspat: 
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M2m+1  (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun.  R·P= 0 eşitliği 

)(,,, MVUYX χ∈∀ için, 

(R(X,Y)·P)(U,V)Z = R(X,Y)P(U,V)Z − P(R(X,Y)U,V)Z 

                       − P(U,R(X,Y)V)Z−P(U,V)R(X,Y)Z = 0                                                     (3.17) 

yazılır.  (1.10) eşitliğini (3.17) de kullanalım. 

R(X,Y)P(U,V)Z − P(R(X,Y)U,V)Z  − P(U,R(X,Y)V)Z−P(U,V)R(X,Y)Z 

= R(X,Y)(R(U,V)Z ])),(),([
2

1
VZUSUZVS

m
−−  

− R(R(X,Y)U,V)Z + ]),),((),(),([
2

1
VZUYXRSUYXRZVS

m
−  

− R(U,R(X,Y)V)Z + ]),(),(),),(([
2

1
VYXRZUSUZVYXRS

m
−  

− R(U,V)R(X,Y)Z + ])),(,()),(,([
2

1
VZYXRUSUZYXRVS

m
−                                    (3.18) 

= R(X,Y)R(U,V)Z VYXRZUS
m

UYXRZVS
m

),(),(
2

1
),(),(

2

1
+−  

− R(R(X,Y)U,V)Z + VZUYXRS
m

UYXRZVS
m

),),((
2

1
),(),(

2

1
−  

− R(U,R(X,Y)V)Z + VYXRZUS
m

UZVYXRS
m

),(),(
2

1
),),((

2

1
−  

− R(U,V)R(X,Y)Z + VZYXRUS
m

UZYXRVS
m

)),(,(
2

1
)),(,(

2

1
−  

= R(X,Y)R(U,V)Z − R(R(X,Y)U,V)Z VZUYXRS
m

),),((
2

1
−  

− R(U,R(X,Y)V)Z + UZVYXRS
m

),),((
2

1
− R(U,V)R(X,Y)Z 

+ VZYXRUS
m

UZYXRVS
m

)),(,(
2

1
)),(,(

2

1
−  = 0                                                        (3.19) 

ifadesini elde ederiz.  (3.19) dan 

R(X,Y)R(U,V)Z − R(R(X,Y)U,V)Z − R(U,R(X,Y)V)Z − R(U,V)R(X,Y)Z 

VZUYXRS
m

),),((
2

1
− + UZYXRVS

m
UZVYXRS

m
)),(,(

2

1
),),((

2

1
+  
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0)),(,(
2

1
=− VZYXRUS

m
                                                                                                (3.20) 

elde ederiz.  (3.20) de X = U = ξ  alırsak 

R(ξ ,Y)R(ξ ,V)Z − R(R(ξ ,Y) ξ ,V)Z − R(ξ ,R(ξ ,Y)V)Z − R(ξ ,V)R(ξ ,Y)Z 

VZYRS
m

),),((
2

1
ξξ− + ξξξξ )),(,(

2

1
),),((

2

1
ZYRVS

m
ZVYRS

m
+  

0)),(,(
2

1
=− VZYRS

m
ξξ                                                                                                   (3.21) 

ifadesini buluruz.  (3.21) eşitliğinin her iki tarafına W ile iç çarpım uygularsak, 

g(R(ξ ,Y)R(ξ ,V)Z ,W) − g(R(R(ξ ,Y) ξ ,V)Z ,W) − g(R(ξ ,R(ξ ,Y)V)Z ,W) 

− g(R(ξ ,V)R(ξ ,Y)Z,W) ),(),),((
2

1
WVgZYRS

m
ξξ− + ),(),),((

2

1
WgZVYRS

m
ξξ  

+ ),()),(,(
2

1
),()),(,(

2

1
WVgZYRS

m
WgZYRVS

m
ξξξξ −  = 0                                    (3.22) 

ifadesini buluruz.  (3.22) de W = ξ  alalım. 

g(R(ξ ,Y)R(ξ ,V)Z, ξ) − g(R(R(ξ ,Y)ξ ,V)Z, ξ) − g(R(ξ ,R(ξ ,Y)V)Z, ξ) 

− g(R(ξ ,V)R(ξ ,Y)Z, ξ) ),(),),((
2

1
ξξξ VgZYRS

m
− + ),(),),((

2

1
ξξξ gZVYRS

m
 

+ ),()),(,(
2

1
),()),(,(

2

1
ξξξξξξ VgZYRS

m
gZYRVS

m
−  = 0                                       (3.23) 

Şimdi (1.52), (1.52), (1.60), (1.62) eşitliklerini kullanarak (3.23) de geçen (3.24), (3.25), 

(3.25), (3.27) eşitliklerini hesaplayalım. 

g(R(ξ ,Y)R(ξ ,V)Z, ξ) = − g(R(ξ ,Y)ξ ,R(ξ ,V)Z) 

        = )),(,)(()( 22 ZVRYYg ξξηβα −−−  

                                 = )),(,()),(,()()[( 22 ZVRYgZVRgY ξξξηβα −−−  

                                 = )),(,()),(,()()[( 22 ZVRYgVRZgY ξξξηβα −−−−  

                                 = )]),(,())(,()()()[( 2222 ZVRYgVVZgY ξξηηβαβα −−−−−−  

                                 =
)]),(,(),()()(

)()()()()[(
22

2222

ZVRYgVZgY

ZVY

ξηβα

ηηηβαβα

−−+

−−−−
                                 (3.24) 
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(1.52), (1.52), (1.60), (1.62) eşitliklerini (3.22) de kullanırsak, 

g(R(R(ξ ,Y)ξ ,V)Z, ξ) = − g(R(R(ξ ,Y)ξ ,V)ξ ,Z) 

                                 = ),),)((()( 22 ZVYYRg ξξηβα −−−  

                                 = )],),((),),(()()[( 22 ZVYRgZVRgY ξξξηβα −−−  

                                 = )],),((),)(()())[(( 2222 ZVYRgZVVgY ξξηηβαβα −−−−−  

                                 =
)],),((),()()(

)()()())[((
22

2222

ZVYRgZVgY

ZVY

ξηβα

ηηηβαβα

−−−

−−−
                                 (3.25) 

(3.25) i elde ederiz.  (1.52), (1.52), (1.60), (1.62) eşitliklerini (3.23) de kullanırsak 

g(R(ξ ,R(ξ ,Y)V)Z, ξ) = − g(R(ξ ,R(ξ ,Y)V)ξ , Z) 

                                  = ),),()),((()( 22 ZVYRVYRg ξξξηβα −−−  

                                  = )],),((),(),),(()[( 22 ZVYRgZgVYRg ξξξξβα −−−  

                                  = )],),((),(),),(()[( 22 ZVYRgZgVYRg ξξξξβα −−−−  

                                  = )],),(()(),)(()()[( 2222 ZVYRgZVYYg ξηξηβαβα −−−−−−  

                                  =  
)],),((),()(

)()()()()[(
22

2222

ZVYRgVYg

ZVY

ξβα

ηηηβαβα

−−+

−−−−
                                     (3.26) 

(3.26) yı elde ederiz.  (1.52), (1.52), (1.60), (1.62) eşitliklerini (3.23) de kullanırsak 

g(R(ξ ,V)R(ξ ,Y)Z, ξ) =  − g(R(ξ ,V)ξ , R(ξ ,Y)Z) 

                                  = )),(,)(()( 22 ZYRVVg ξξηβα −−−  

                                  = )]),(,()),(,()()[( 22 ZYRVgZYRgV ξξξηβα −−−  

                                  = )]),(,()),(,()()[( 22 ZYRVgYRZgV ξξξηβα −−−−  

                                  = )]),(,())(,()()()[( 2222 ZYRVgYYZgV ξξηηβαβα −−−−−−  

                                  = 
)]),(,(),()()(

)()()()()[(
22

2222

ZYRVgYZgV

ZYV

ξηβα

ηηηβαβα

−−+

−−−−
                               (3.27)  

(3.27) yi elde ederiz.  (3.5), (3.6), (3.24), (3.25), (3.26), (3.27) yı (3.23) ifadesinde yerine 

yazarsak 

)),(,()(),()()()()()()( 22222222 ZVRYgVZgYZVY ξβαηβαηηηβα −+−−−  

),),(()(),()()()()()()( 22222222 ZVYRgZVgYZVY ξβαηβαηηηβα −−−−−+  
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),),(()()(),()()()()()( 22222222 ZVYRgZVYgZVY ξβαηβαηηηβα −−−+−−  

)),(,()(),()()()()()()( 22222222 ZYRVgYZgVZYV ξβαηβαηηηβα −−−+−−  

)(
2

1
V

m
η− [2m( 222 )βα − ),()()()( 22 ZYSZY βαηη −− ]+ ),),((

2

1
ZVYRS

m
ξ            

+ )[(
2

1
)),(,(

2

1
V

m
ZYRVS

m
ηξ − − 2m( 222 )βα − )],()(2)()( 222 ZYgmZY βαηη −+  

= 0                                                                                                                                     (3.28) 

buluruz.  (3.28) de (1.3) eşitliğini kullanalım ve gerekli sadeleştirmeleri yaparsak 

)),(,()(),()()(2 22222 ZVRYgVZgY ξβαηβα −+−− ),),(()( 22 ZVYRg ξβα −−  

),()()( 222 VYgZηβα −+ ),()()(
2

1 22 ZYSV
m

ηβα −+ + ),),((
2

1
ZVYRS

m
ξ  

+ 0)),(,(
2

1
=ZYRVS

m
ξ                                                                                                      (3.29) 

ifadesini elde ederiz.  (3.29) da Z=ξ  alalım. 

)),(,()(),()()(2 22222 ξξβαξηβα VRYgVgY −+−− ),),(()( 22 ξξβα VYRg−−  

),()()( 222 VYgξηβα −+ ),()()(
2

1 22 ξηβα YSV
m

−+ + ),),((
2

1
ξξ VYRS

m
 

+ 0)),(,(
2

1
=ξξ YRVS

m
                                                                                                     (3.30) 

(1.50), (1.52), (1.60), (1.62), (3.5), (3.6) ve g(R(X,Y)ξ ,ξ) = 0 eşitliklerini (3.30) da kullanırsak 

)()()()()()(2 222222 YVVY ηηβαηηβα −+−− ),()( 222 VYgβα −−

),()( 222 VYgβα −+ )()()( 222 YV ηηβα −+ )()()( 222 VY ηηβα −−  

),()( 222 VYgβα −+ + )()()( 222 VY ηηβα − 0),()(
2

1 22 =−− YVS
m

βα  

buluruz.  Buradan 

0)],()(),(
2

1
)[( 2222 =−−−− VYgVYS

m
βαβα                                  (3.31) 

elde edilir.  (3.31) de 022 ≠− βα  olduğundan, 
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)],()(2),( 22 VYgmVYS βα −=                                                              (3.31a) 

dır.  Dolayısıyla R·P=0 olduğunda manifold Einstein manifolddur. 

           Tersine M manifoldu bir Einstein manifoldu ise R·P = 0 bulunur.  (3.31a) denklemini 

(3.19) de yerine yazdığımızda  R·P = 0  elde ederiz. 

Teorem 1.3.6:  Bir M2m+1 (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda P·R = 0, 

( )022 ≠− βα  olması için gerek ve yeter şart M nin bir Einstein manifoldu olmasıdır. 

İspat: 

M2m+1  (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun.  P·R = 0 eşitliği 

)(,,, MVUYX χ∈∀ için, 
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 ZYXPVURZVYXPUR ),(),()),(,( −−                                 (3.32) 

yazabiliriz.  (1.10) eşitliğini (3.32) de kullanır ve gerekli hesaplamaları yaparsak 
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ifadesini elde ederiz.  Şimdi X=U=Z=ξ alalım. 
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ifadesini elde ederiz.  (1.52), (1.60), (1.62) ifadelerini (3.34) de kullanırsak 
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      (3.35) 

buluruz.  (3.35) de gerekli hesaplamaları yaparsak 
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    (3.36) 

ifadesini elde ederiz.  (1.52), (1.60), (1.62) ifadelerini (3.36) da kullanırsak 
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                      (3.37) 

ifadesini buluruz.  (3.37) de gerekli sadeleştirmeleri yaparsak 

ξβαξβα ),()(),()(
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1 22222 VYgVYS
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−−−=                                                             (3.38) 

elde ederiz.  (3.32) ve (3.38) ifadelerinden  

ξξξ ),)(),(( VRYP ⋅ ξβαξβα ),()(),()(
2

1 22222 VYgVYS
m

−−−=                           (3.39) 

yazabiliriz.  (3.39) da her iki tarafa W ile iç çarpım uygularsak 

),(),()(
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1
),),)(),((( 22 WgVYS

m
WVRYPg ξβαξξξ −=⋅                                            (3.40) 

 ),(),()( 222 WgVYg ξβα −−  

yazabiliriz.  (3.40) da W=ξ alırsak 

),),)(),((( ξξξξ VRYPg ⋅ ),(),()(
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1 22 ξξβα gVYS
m

−=                                              (3.41) 

 ),(),()( 222 ξξβα gVYg−−  

ifadesini elde ederiz.  (1.50), (1.52) ifadelerini (3.41) de yazarsak ve 0),),(( =ξξYXPg  

sonucunu kullanırsak  

0)],(2)(),()[(
2

1 2222 =−−− VYmgVYS
m

βαβα                                (3.42) 

ifadesini elde ederiz.  (3.42) de 022 ≠− βα  olduğundan,  
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),()(2),( 22 VYgmVYS βα −=                                                               (3.42a) 

dir.  Dolayısıyla  P·R = 0  olduğunda manifold Einstein manifolddur. 

Tersine M bir Einstein manifoldu ise P·R = 0 bulunur.  (3.42a) denklemini (3.33) de 

yerine yazdığımızda P·R = 0 elde ederiz. 

Teorem 1.3.4:  Bir M2m+1 (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda P·C  = 0, 

( )022 ≠− βα  olması için gerek ve yeter şart M nin bir Einstein manifoldu olması veya M nin 

))(12(2 22 βατ −+= mm  skaler eğriliğine sahip olmasıdır. 

İspat: 

M2m+1  (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun.  0=⋅CP eşitliği 

)(,,, MVUYX χ∈∀ için, 

0),(),()),(,(),),((),(),( =−−− ZYXPVUCZVYXPUCZVUYXPCZVUCYXP            (3.43) 

yazılabilir. (1.10) ve (1.12) eşitliklerini (3.43) de kullanıp gerekli hesaplamaları yaparsak 
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                (3.47) 

(3.47) den aşağıdaki ifadeyi buluruz. 
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ifadesini elde ederiz.  (3.48) de X=U=ξ alırsak 
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                 (3.49) 

ifadesini elde ederiz.  (1.3), (1.52), (1.60), (1.62), (3.6) ifadelerini (3.49) da kullanırsak 
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         (3.50) 

elde ederiz.  (3.50) eşitliğinin her iki tarafına W ile iç çarpım uygularsak 
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 (3.51) 

ifadesini buluruz.  (3.51) de W= ξ alalım. 
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    (3.52) 

(1.3), (1.52), (1.60), (1.62), (3.24), (3.25), (3.26), (3.27) ifadelerini (3.52) de kullanırsak 
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                                   (3.53) 

ifadesini elde ederiz.  Şimdi (3.53) de Z = ξ alalım. 
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elde ederiz.  (1.52), (1.62) ve (3.23) ü (3.54) de kullanırsak 
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elde edilir.  (3.55) de 022 ≠− βα olduğunda, ya M, ))(12(2 22 βατ −+= mm  skaler 

eğriliğine sahiptir ya da 

),()(2),( 22 VYgmVYS βα −=                                                                (3.55a) 

dir.  Dolayısıyla 0=⋅CP  olduğunda manifold Einstein manifolddur. 

Tersine M bir Einstein manifoldu ise 0=⋅CP  bulunur.  (3.55a) denklemini (3.43) de 

yerine yazdığımızda P·C  = 0 elde ederiz. 

Teorem:  : Bir M2m+1 (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda PC ⋅  = 0 , 

( )022 ≠− βα  olması için gerek ve yeter şart M nin bir Einstein manifoldu olması veya M nin 

))(12(2 22 βατ −+= mm  skaler eğriliğine sahip olmasıdır. 

İspat:  

M2m+1  (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun. PC ⋅  = 0 eşitliği 

)(,,, MVUYX χ∈∀ için, 

ZVUYXCPZVUPYXCZVUPYXC ),),((),(),(),)(),(( −=⋅  

 ZYXCVUPZVYXCUP ),(),()),(,( −−                                  (3.56) 

ifadesini yazabiliriz.  (1.10) ve (1.12) eşitliklerini (3.56) da kullanır ve gerekli hesaplamaları 

yaparsak 
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    (3.59) 

ifadesini elde ederiz.  (3.59) da gerekli sadeleştirmeleri yaparsak 

]),(),(
2

1
),(),(

2

1
),(),(

2

1

),(),(
2

1
),(),(

2

1
),(),(

2

1

),(),(
2

1
),(),(

2

1
),(),(

),(),(),(),(),(),(),(),(

),(),()),(,()),(,([
)12(2

])),(,()),(,(),),((),),(([
2

1

),(),()),(,(),),((),(),(

VYUSZXg
m

UYVSZXg
m

VXUSZYg
m

UXVSZYg
m

UZYSVXg
m

UZXSVYg
m

VZYSUXg
m

VZXSUYg
m

YVURZXg

XVURZYgZYURVXgZXURVYgZVYRUXg

ZVXRUYgYZVURXgXZVURYg
mm

VZYXRUSUZYXRVSUZVYXRSVZUYXRS
m

ZYXRVURZVYXRURZVUYXRRZVURYXR

+−−

+−+

+−+

−+−+

−−
+

−

+−−−

−−−=

τ

 

                                                                                                                                                (3.60) 
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ifadesini elde ederiz.  Şimdi (3.60) da X=U=Z=ξ alalım. 
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      (3.61) 

ifadesini buluruz.  (1.3), (1.52), (1.60), (1.62), (3.5), (3.6) ifadelerini (3.61) de yazarsak 
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elde ederiz.  (3.62) de gerekli düzenlemeleri yaparsak 
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ifadesini elde ederiz.  (3.63) e W ile iç çarpım uygularsak 
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buluruz.  Şimdi (3.64) de W=ξ alalım. 
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                        (3.65) 

(1.3), (1.52), (1.62) ifadelerini (3.65) de yazarsak 
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+
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τ
βα           (3.66) 

ifadesini elde ederiz.  (3.66) da 022 ≠− βα  olduğundan, ya M, ))(12(2 22 βατ −+= mm  

skaler eğriliğine sahiptir ya da 

),()(2),( 22 VYgmVYS βα −=                                                               (3.66a) 

dir.  Dolayısıyla 0=⋅ PC  olduğunda manifold Einstein manifolddur. 

Tersine M bir Einstein manifoldu ise 0=⋅ PC  bulunur.  (3.66a) denklemini (3.59) da 

yerine yazdığımızda 0=⋅ PC elde ederiz. 

Teorem 1.3.5: Bir M2m+1 (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifoldunda 

CP ⋅ − 0=⋅ PC , ( )022 ≠− βα  olması için gerek ve yeter şart M nin bir Einstein manifoldu 

olması veya M nin ))(12(2 22 βατ −+= mm  skaler eğriliğine sahip olmasıdır. 

İspat : 

M2m+1  (2m+1)-boyutlu trans-Sasakian manifold olsun. CP ⋅ − 0=⋅ PC  eşitliği 

)(,,, MVUYX χ∈∀ için, 

CP ⋅ − 0=⋅ PC  sonucunu bulmak için (3.52) ve (3.60) ifadelerini kullanırız. 
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     (3.67) 

S ve g simetrik olduğundan (3.67) de gerekli sadeleştirmeleri yapalım. CP ⋅ − 0=⋅ PC  

olduğundan, 
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         (3.68) 

ifadesini elde ederiz.  (3.68) de X=U=ξ  yazarsak 
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ifadesini elde ederiz.  (3.69) da (1.3), (1.52), (1.60), (1.62), (3.5), (3.6) İfadelerini kullanırsak 
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         (3.70) 

elde ederiz.  (3.70) eşitliğinin her iki tarafına W ile iç çarpım uygularsak 
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                                  (3.71) 

buluruz.  Şimdi (3.71) de W=ξ  yazalım. 
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                                     (3.72) 

buluruz.  (3.72) de (1.3), (1.50), (1.52), (1.60), (1.62), ifadelerini kullanırsak, 
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                  (3.73) 

(3.73) de (1.3) ifadesini kullanırsak ve gerekli sadeleştirmeleri yaparsak 
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elde ederiz.  (3.74) de Z=ξ  yazalım. 
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   (3.75) 

buluruz.  (3.75) de (1.52), (1.60), (1.62), (3.5), (3.6) ifadelerini kullanırsak 
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ifadesini elde ederiz.  (3.76) da gerekli sadeleştirmeleri yaparsak 
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buluruz.  (3.77) den  
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ifadesini elde ederiz.  (3.78) de 022 ≠− βα  olduğundan, ya M, ))(12(2 22 βατ −+= mm  

skaler eğriliğine sahiptir ya da 

),()(2),( 22 VYgmVYS βα −=                                                                (3.78a) 
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dir.  Dolayısıyla CP ⋅ − 0=⋅ PC  olduğunda manifold Einstein manifolddur. 

Tersine M bir Einstein manifoldu ise CXP ⋅),(ξ − 0),( =⋅ PXC ξ  bulunur.  (3.78a) 

denklemini (3.69) da yerine yazdığımızda CXP ⋅),(ξ − 0),( =⋅ PXC ξ elde ederiz. 
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