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OZET

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde genel tanim ve teoremlere yer
verilmistir. Ikinci boliimde adi 6teleme ve genellestirilmis dteleme tanitilmis ve genellestirilmis
otelemenin bazi zellikleri verilmistir. Ugiincii boliimde genellestirilmis 6teleme operatorii ile

elde edilen Riesz potansiyellerinden bahsedilerek bazi teorem ve sonuglar elde edilmistir. Son

olarak, dordiincli bolimde Agirlikli Lorentz Uzaylarinda I(W B-Riesz potansiyeli i¢in Hardy-
Littlewood-Sobolev tipi esitsizligi ispat edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Agirlikli Lorentz Uzayi, Lorentz Uzaylari, Riesz Doniistimleri, Riesz

Potensiyelleri.



RIESZ POTENTIALS
GENERATED WITH GENERALIZED SHIFT OPERATOR AND
THE BOUNDEDNESS OF RIESZ POTENTIAL
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Department of Mathematics, MSc. Thesis 2007
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SUMMARY

This thesis consists of four chapters. The first chapter was devoted to the fundamental
concepts and theorems. In the second chapter, Ordinary and generalized shift is introduced some
properties of generalized shift are given. In the third chapter, the Riesz potential generated by
the generalized shift operator is given. Some theorems and results related to the Riesz potantial

were obtained. Finally, in the fourth chapter, Hardy-Littlewood-Sobolev inequality is proved for

the 1, , B-Riesz Potential in the weighted Lorentz Spaces.

Keywords: Lorentz Space, Riesz Transform and Riesz Potential, Weighted Lorentz Space.
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GIRIS
Loa y(Rf) - Lorentz uzay1,

B 1/q

[(er ) Ser

[, =17

supt"?f7(t), 0< p< oo, =0

R

G

fonksiyoneli sonlu olacak bigimde tim f:R] — C &lgiilebilir fonksiyonlarm simiflarinin

ctimlesi olarak tamimlanir [1], burada f ; fonksiyonu f nin azalan y -yeniden diizenlemesidir
( -rearrangement) , yani A (S)= HX eR!: | f (X)| >S, 82 0}‘ f nin y -dagilim fonksiyonu
7

olmak tizere t>0 igin f; (t)= inf{S A, (8) < t} dir. L, (R!)-Lorentz uzay

p.g.7

1£g<p<wo veya p=(Qq=0o durumunda bir normlu uzaydir, bu uzay Lp,y uzayinin bir

genellestirmesidir, = P durumunda Lp’y(Rf) ile L, (R!) ¢akisir. Diger taraftan kesirli

P.0.y
integral operatorleri harmonik analizin 6nemli konularindandir ve ozellikle kismi tiirevli

denklemler teorisi ile matematiksel fizikte bircok uygulamalart vardir. Bu ¢aligmada

d’ d
B= d_z + Zd— Bessel diferensiyel operatdrii ile yakindan ilgili olan
X X OX

T = F((7+1)/2)[F(7/2)\/;]1_T f(x' - yra\/Xﬁ —2X,Y,cosa+ Y. )sin7’1 ada

genellestirilmis 6teleme operatorii tarafindan iiretilen
a a-n-—
(15 1)(x)= j F)TY X" y7dy
R}

B-Riesz potansiyelinin L (R)- Lorentz uzaylarindaki smirlihg: arastirilacaktir.

p.q.7

Laplace-Bessel diferensiyel operatorii tarafindan iiretilen integral operatorler B. Muckenhoupt
ve E.M. Stein, [.A. Kipriyanov, K. Trimeche, L. Lyakhov, K. Stempak, A.D. Gadjiev ve LA.
Aliev, A. Serbet¢ci ve I. Ekincioglu, V.S. Guliyev gibi bir¢ok matematik¢i tarafindan
caligilmaktadir.

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci bolimde genel tanimlara ve teoremlere yer

verilmistir. Ikinci boliimde adi o6teleme ve genellestirilmis otelemeden bahsedilmis ve



genellestirilmis &telemenin bazi 6zellikleri verilmistir.Ugiincii béliimde ise genellestirilmis

oteleme operatdrii ile elde edilen Riesz potansiyellerinden bahsedilerek bazi teorem ve sonuglar

elde edilmistir. Son olarak, dordiincii boliimde Agirlikli Lorentz Uzaylarinda IW B-Riesz

potansiyeli i¢in Hardy-Littlewood-Sobolev tipi esitsizligi ispat edilmistir.



1.TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliim, daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar, lemmalar ve

teoremlerden olusmaktadir.

Tamm 1.1.1. (Oklid uzayr): R"={X:X=(X,X,,....X,), X, € R,i=1,2,..,n} seklinde

tanimlanan uzaya Oklid uzay1 denir.

Tamim 1.1.2. : R" uzaymin her kompakt alt ciimlesi iizerinde integrallenebilen fonksiyonlara

Lokal integrallenebilirdir denir ve bu fonksiyonlarin sinifi L. (R") ile gosterilir.

Tamm 1.1.3. (Radial fonksiyon): Herhangi bir f(X) fonksiyonu igin f(X)= f (| X |) oluyorsa

f ye radial fonksiyonu denir [2].

Tamm 1.1.4. (Karekteristik Fonksiyon): Bir A ciimlesinin y, karakteristik fonksiyonu

Lxe A

ZA(X)Z{O,X% A

seklinde tanimlanur.

Tamim 1.1.5. (Gamma Fonksiyonu): I'(n) semboli ile gosterilen ve
r'(n)= _fx”’le’xdx
0
bagintisiyla tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir.

Tamm 1.1.6. (Destek-Support): Bir f fonksiyonunun destegi, Suppf :%X: f(X);tO}

olarak tamimlanir.

Tanmm 1.1.7. : Goriintii kiimesi sonlu elemandan meydana gelen bir ¢ fonksiyonuna basit

fonksiyon denir.

n

(DZZCkZAk ,J-;(AdX:|A| ve CkZAkdX:zCk|A<|
k=1 E k=1

E k=1
dir.
Tamm 1.1.8. : (X, A) bir dlgiilebilir uzay olsun. f : X — R fonksiyonunun 6lgiilebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her & € R igin

f"l((a,+oo))={XeX :f(X)>a}eA



olmasidir.

Tanmim 1.1.9. (Agirhk Fonksiyonu): Hemen hemen her yerde lokal integrallenebilen
o - R" —> [0, oo) fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir.
Tamm 1.1.10. : 1< p<oo olmak iizere; LP =L°(R")={f _” f (X)|p dx < oo} uzayma p.

mertebeden Lebesgue anlaminda integrallenebilen fonksiyonlarin uzay1 denir. L° = L°(R")

normu da,

1/p
||f||p=(1|f<x>|p] o 1<pcw
Rﬂ

seklinde tanimlanir [3].
" e b g 11 .
Tamm 1.1.11. (Hélder Esitsizligi): f eL” , gel’ ve —+—=1  olmak iizere,
P q
Jtoogeoax <[ ], lall
esitsizligine Holder esitsizligi denir.

Tamim 1.1.12. (Minkowsky esitsizligi): f,g e L olmak iizere ,

[+l <Ifll, +ll,

esitsizligine Minkowsky esitsizligi denir.
Tamm 1.1.13. : R, = {X = (X, Xypuees X, ) 1 X, 2 0} olsun. 1< p<o ve y>0 olmak iizere

L,, aguhkli uzay,

L,, ={f 1fool” xﬁydx<oo}
2

Ve normu

R"

1/p
||f||w=[ j|f(x>|"x:7de »

seklinde tanimlanir [4].



Tamm 1.1.14. (Adi Oteleme): T, f (X) = f(Xx—Yy)ile gosterilen, x noktasini x-y noktasina

oteleyen operatore R de adi 6teleme denir. Adi Steleme (—oo,oo) araliginda tanimli olup

T:R—>R dir.

Tamm1.1.15. (R* Otelemesi): T f (X) = f(X—Y) adi 6teleme ve X',y'e R, ve
1
'l y+—
_ (7 2)

olmak iizere R* &telemesi,

TYf(x)= Cy.[ f [\/x2 +y° —2xycoscx}(sin05)2yf1 da
0
seklinde tanimlanur.

Tamm 1.1.16. (Klasik Riesz Doniisiimii): f :R" — C bir fonksiyon olsun.

. Y,
R f (0 =c, lim j f(x—y)—

s [y [

dy (j=1,2,3,...n)

seklinde tanimlanan doniisiime f fonksiyonunun klasik Riesz doniisiimii denir. Burada

—(n+])
C =z ° r(”T“) dir [5].

n

Tamim 1.1.17. (Genellestirilmis Oteleme ile Elde Edilen Riesz Déniisiimii): f : R" — C bir

fonksiyon olsun.

Yi

| y |n+2;/+1

R f(0=c, lim |

ly[z&

TV f(x) y7dy (j=1,23,..n)

seklinde tanimlanan doniisiime f fonksiyonunun genellestirilmis 6teleme ile elde edilen Riesz

doniisiimii denir. Burada C, = T2

. r(7)

Tamm1.1.18. (Riesz Potansiyeli): | ile gosterilen Riesz potansiyeli asagidaki sekilde

tanimlanir.



(|“f)(x)=c(a)j&dy

n—-a
x—Y|

. -1
7r22“1“(02{j
Burada f e L (R") ve ¢(@) =| ———<%| dir.
nNn—-o
r
")

Tamm 1.1.19. : (£2,2, 1) bir 6l¢ii uzay: olsun. g, :[0,00) - [0,00] olmak iizere ;

Y73 (l):y({XeQ:|f(X)|>1}),ﬂZO

seklinde tanimlanan ifadeye f nin dagilim fonksiyonu adi verilir.

Tammm 1.1.20. : f fonksiyonun azalan yeniden diizenlenmesi f" :[0,00) - [0,00] fonksiyonu
'@ =inf{120: 4, (1)<t
seklinde tanimlanir. Burada inf (J = oo kabul edilir.

Teorem 1.1.21.: M Lebesgue dlgiisii olmak iizere f ()= m, (£),t=0 du.
Teorem 1.1.22. : Asagidaki 6zellikler saglanir.
i) f )21 < u(1)>t.
ii-) f ve f* es 6lgiilebilir, yani V A >0 i¢in
,u({XeQ:|f(X)|>ﬂ}):m({t>0: f*(t)>/1})
dir. Burada m Lebesgue 6l¢iisiidiir.

Teorem 1.1.23.: V1,1, >0 igin asagidaki esitsizlikler saglanir

(f+9) (L +t)< ' (t)+g'(t,)
ve
(fo) (t+t)< £7t)g'(t)
dir. Ozel olarak Vt >0 icin
(f+g) (1)< f'(t/2)+9°(t/2)
ve

(fg) (1)< f'(t/2)g°(t/2)



dir.

Lemma 1.1.24. :

j“(xﬂdy::Tyf(&ﬁﬂ;z?f*ﬂ)dtVesuplyf(ﬂ):supﬁ*ﬂ)

0 A>0 t>0

dir.

Teorem 1.1.25.: 0 < p < oo olsun. O zaman

o0

(1100 dpe=p[ 27, (A)0A=[ £ (1) ot

0

veE

sup Au; (l)l/p =supt"P f"(t)
A>0 t>0

dir.

Lemma 1.1.26. : 1(A)<a olacak sekilde VA€ X igin

jﬁ(mpysjfxom
A 0
dir.
Teorem 1.1.27. (Hardy-Littlewood): J.| f (X)g(X)|d Y7, SI f7(t)g" (t)dt esitsizligi saglanir
Q 0
[6,7].
Tamm 1.1.28.: :(0,00) - [0,00] fonksiyonu
1 t
f7(@t)==| f"(s)ds
)=+ j (s)
ile tanimlanur.

Teorem 1.1.29. : f, QO da tanimlanan Y, 6lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

iy £, (0,00) da azalan ve siireklidir.
ii-) Vt >0 igin f'(t)< f7(t) dir.

Tanim 1.1.30. : (Q, Z,,u) bir o -sonlu dl¢iilebilir uzay ve 0 < p<oo , 0< (<o olsun. Bu

durumda ijq Lorentz uzayi, | f ||p g <® olacak sekilde 2 -6lciilebilir tiim f fonksiyonlarinin

sinifidir. Burada,



. 1/q
| U( P f ()q) J eger 0< p<o0,0< (<o,
pq:

supt”P (1) eger 0<p < 00,q=0

>0
dir.
Teorem 1.1.31. : L _ Lorentz uzay: bir lineer uzaydir ve ||||pq fonksiyoneli de bir yari-

p.q

normdur.
Teorem 1.1.32. : ||||p ; fonksiyonelinin bir norm olmasi igin gerek ve yeter kosul 1<q< p ya

da p=(Q=0o0 olmasidir.

Tamm 1.1.33.: Vf ¢ Lp,q i¢in , ||||* fonksiyoneli ;

© 1/q
| ” [J- tP f ()—J eger 0< p<o0,0< (< oo,
£ =

supt”? 7 (t) eger 0<p < oo,q=00

t>0

dir.

Teorem 1.1.34. : Eger 1< p<oo,l<q<o yadap=(q=o0 ise, o0 zaman ||||;q Log

% *
) da normlu uzay olur. Ayrica, ||||pq ve ||||pq

uzaymda bir normdur ve boylece (Lp,q, log

normlar1 esdegerdir:

[ <1t ||pq<—|| [



2.GENELLESTIRILMiS OTELEME OPERATORU

B.M. Levitan 1951 yilinda bir ¢aligmasinda (0,00) iist yar1 uzayinda R™ 6telemesinin varligim
gostermistir [8]. Daha sonra Bessel diferensiyel operatorleri ile iliskisini inceleyerek bu
otelemenin (0,0) araligindaki noktalar1 yine bu araliktaki noktalara doniitiiglinii géstermistir.
I. Kipriyanov 1967 yilimda R" n- boyutlu yari uzaymda genellestirilmis Otelemeyi
tanimlamistir [9]. Calismalarinda, bu 6telemenin (n-1) degiskene gore adi ve n. degiskene gore
R™ &teleme olarak ele almis, daha sonra Fourier—Bessel operatorii ile iliskisini incelemistir.

R" ve R 6telemeleri bu boliimde verilmistir.

2.1. Adi Oteleme

Tamm 2.1.1 : T, f(x)=f(x+y) ile gosterilen X noktasmi X+ Y noktasmna oteleyen

operatére IR’ de adi dteleme denir.

Adi oteleme (—o0,0) araliginda tanimhidir dolayisiyla T : R — R tanimlidir. Bu sekildeki adi

Oteleme,

ou(X,y) ou(x,y)
x oy

u(x,y)=f(x

baslangi¢ deger probleminin ¢ozlimiidiir.

2.2. Genellestirilmis Oteleme:

2
Simdi R" da ki telemeyi inceleyelim. B, = % + 2y +1 % Bessel operatorii olmak tizere,
Bu = Bu
ux,0) = f(x)
ux0 = 0

baslangi¢ deger probleminin yani,
0’ N 2y+lou _ o’u N 2y+laou
ox’ X ox oy y oy

(2.2.1)

denkleminin,

ou
u|y:0=f(x), — =0

y

Il
(=]
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baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziimii

MJ' f (\/x2 +y* —2xycos@)sin”” 6d O

2272 (4 2) 0
(7 2)

ux,y)=T"f(x)=

seklindedir. Bu formiilde €, 7 yi 7 —8@' ye doniistiiriir ve I" fonksiyonlarina ait olan

1
1—~2(7) _ 1 F(]/)F(E)
rQ2y) 2%

1
L(y+ 5)

formiilini kullanirsak, bu durumda

r 1 i .
TH(x):#] f(X* +y? —2xy cos@)sin” 6dO
['(y+I(2)o
(r 2) (2)
elde ederiz. Bu 6teleme (0,00) araliginda tanimlidir. Bu 6telemeye R* daki genellestirilmis

dteleme denir. T f (X) = f(X) oldugu asikardir. Ayrica eger f(x) fonksiyonunun siirekli tiirevi

varsa bu durumda,

0
5T vf (x)\y:O =0 (2.2.2)

dir. Eger f(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden siirekli tiirevi varsa bu durumda  TYf(X),

(2.2.1) denkleminin ¢oOziimiidir ve (2.2.2) baslangic kosulu saglanir. Ayrica
X=(X,X), Y=(Y,V¥.), ,YeR! ve X' =(X,Xy5ee X1 1) » ¥V =(Y}5YoserYy ) Ve

—1
o’
8-3 2o,

Laplace —Bessel operatorii olmak {izere,

Eazu+az 27/+18u “Z o’u L2r+lou
= ox, ox X, — rf y, oy,

denkleminin yukarida verilen baslangi¢ kosullar altindaki ¢6ziimii,

TYf(x) =%] f (X' = y',\X2 + Y2 —2X, Y, cos @)sin* 6dO
1“(7/+E)1"(5) 0

seklindedir. Bu operatdre genellestirilmis dteleme operatorii denir. Simdi  T? operatdriiniin

ozelliklerini verelim. TY operatdriiniin dzellikleri adi 6telemenin &zelliklerine benzerdir.



1. Lineerlik dzelligi : T {af (x)+bg(x)} =aT” f (x)+bT *g(x) dir. Gergekten

T {af (x)+bg(x)} =T {(af +bg)(x)}

=r(++l)ljf(af erg)[\/x2 +y* —2xycos QJsinzy 0do

L(y +E)F(E) 0

:%{]{af [\/x2 +y* —2Xxycos 6’}
FOH_E)F(E) 0

+Ibg [\/Xz +y* —2xycos QJ}Sin” 0do

:F(7—+1)1aj' f [\/x2 +y? —2xycos¢9}sin27 6do

1
I'(y+ E)F(E)

+beg [\/x2 +y’ —2xycosé’Jsin27 6do

P+ e o
272

=aT’f(x)+bTYg(x)

bulunur.

2.Pozitiflik Ozelligi : Eger f(X)>0 ise T’f(X)>0 dir.

I'(y+1

MG+ re)

TYF(x) = Tf[\/x2+y2—2xycost9Jsin27 0do
0

ele alahm. f [\/ x>+ y? —2xy cos@} >0 ve sinf ,0 <0 < araliginda pozitif oldugundan

yukaridaki esitligin sag tarafi da pozitiftir. O halde,
T f(x)>0
dir.

3.TV() =1 dir.

L(y+1

1.1
L(y+ E)F(E)

TYE(x)= jfwxuyz—zxycose}sin” 0do
0
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esitliginde f (X) =1 almrsa,

Ty(l)=r(7/—+l).[sin27 0dé
0

1 1
I'(y+)I'(=
(r 2) ( 2)
elde edilir ve
1 1
T I(y+ E)F(E)
J.sin” odg=——~=—=
o L(y+1D)

formiilii de yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,

1.1
SN 1020 AL A
117 T(r+1)
1"(}/+5)1"(5)

sonucu elde edilir

4.Eger x>a, f(x)=0 ise bu durumda |x—y|2a igin T f(x)=0 dur.

5. T’ operatorii siireklidir: Eger f, (X) fonksiyonlar dizisi her sonlu aralikta f (X)
fonksiyonuna diizgiin yakinsak ise, bu durumda iki degiskenli fonksiyonlar dizisi T” f_(X) her

bir sonlu bolgede T,” f (X) fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

6. T’ operatorii sinirhdir:

%I f [\/x2 +y? —2xycos&’}sin27 Hd@‘

L(y +E)F(5) 0

T (0| =]

< L(y+1

< T sin®” 6d @
I'y+)I'(x)o
(7 2) (2)

f [\/Xz +y° —2xycost9}

: sin’” 6d 6
x>0 F 4+ F N\
(r 2) (2)

f [\/x2 +y° —2xycos:9}

< sup| f ()| —L2— r(”l)

] J.smzyﬁd@
= I(y+ )F( )0

2

elde edilir. Buradan,
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TV F 00| <T [ () sSXgE| f (%)
olur.
7. T Operatoriiniin Yer Degistirme Ozelligi : T"T” f (X) = T'T*f (X)dir.
8. Degisme Ozelligi : T)T*f(X) =T T’ f(X) dir.
9. Eslenik Ozelligi : Eger siirekli f (X) fonksiyonu igin
sz“l | f (x)|dx <0
0
ve (X) , tim X > 0 i¢in siirekli sinirli fonksiyon ise,
TTV f (%).g(X)x>"dx =T f ()T g(x)x*"*'dx
0 0
olur.

Ispat : Kabul edelim ki f (X) fonksiyonu sonlu bir aralikta ikinci mertebeden tiirevlenebilir
ise f (X) =0 dir ve g(x)=1J p(ﬁx) , (1<0) dir.
K(Y) :jTYf(x)Jy(\/Zx)x”“dx
0

. . d> 2y+1d o
olsun. Simdi K(y) fonksiyonuna B, :W y & operatoriinii uygulayalim. Bu

durumda,

2y+1d
X

j B,(T f (x)g ()X 'dx = | { TYf(X)+ ™ Tyf(x)} (X)x>*dx

Id— Y (X)g(x)x*dx
. dx

j 27+l d d T E00g(0x de= 1, +1,
0

olur. Esitligin sagindaki birinci integrali hesaplayalim.

:j ( TV f (x)] g(x)x*"*dx



dv =Q(ETy f (x)jdx ve  u=gx)x7"
dx \ ox

olarak kismi integrasyon uygulanirsa bu durumda,

I, =£Tyf(x)g(x)x27+1
OX

v 70 bl

— | =T f()—(g(x)x*")dx
. !ax (00— (@00X"™)
:_IiTyf(X) 0g(X) XzdeX—IiTyf(X)g(X) 27+1x2“‘dx
) OX OX ) OX X
elde edilir. O halde,

[0 99(X) 2,
I+, =—| =T f(x)——=x""dx
== T 0=

0

olur. Buna kismi integrasyon uygularsak sonug olarak,
T B (TY f(x)g(x)x*"'dx = TT V£ (x)B,g(x)x*'dx
0 0

bulunur.

10. TVf(x)=T"f(x)

dir.

11. _[Tyf(x)xjydx: j f (X)X dx
Rn

]Rn

dir.

14



15

3.GENELLESTIRILMiS OTELEME OPERATORU ILE ELDE EDILEN RIiESZ
POTANSIYELLERI

3.1. Genellestirilmis Oteleme Operatorii ile Elde Edilen Riesz Potansiyelleri

A. Haciyev ve 1. Aliyev 1988 yilinda yayinladiklar1 makalelerinde ilk n-1 degiskene gore adi,
son degiskene gore genellestirilmis dteleme operatdrii ile Riesz potansiyellerini tanimlamis ve
onemli ozelliklerini incelemislerdir [10].
Bu boliimde A. Haciyev ve 1. Aliyev tarafindan verilen
(15 f)(x)=c(a) [ FT Y y2rdy
R}
Riesz potansiyelini ele alacagiz ve sonra bu potansiyelin 6zelliklerini inceleyecegiz.

B, Bessel operatérii olsun. R" = {X X=X Xy Xy ), X, > O} , S, Schwarz uzayive S,

.
onun duali olsun. 1< p<oo ve y >0 igin, Lp’y uzayinin asagidaki sekilde tanimlandigini
biliyoruz:

1

p
Ly, =L, (RL) =1 F | f]l=| [IFO0]" x7dx | <o
ke

p.y

Ayrica, ¥ >0  parametresi igin ,

AB1 Laplace-Bessel operatorii olsun ve S, uzayinda Fourier-Bessel doniisiimiinii asagidaki

sekilde tanimlayalim.

(Fae)(M):=c, [ p(e™"J

R}

c = {(27;)31 Zyil"[y/ +%ﬂ_l

Burada x*y* =(x*,y*) = XY, +...+ XY, dir. Diger yandan, (FBI_1¢)(y) = ( |:Bl¢)_1

(XY, )X dx

.
"

ozelligi gegerlidir. Ayrica buradaki her bir J (xn.yn) ifadesi ikinci boliimde belirtildigi
P
2

gibi,
, ,
B, Z=xZ , Z(0)=1 , Z,(0)=0
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baslangi¢ deger probleminin ¢oztimiidiir.

X = (Xl, Xy 5nes Xn) , Y= ( YisYosens yn) , X,Yye Ri olmak iizere genellestirilmis 6teleme

F(7+;j xox
T/o(x) = —lj J.J-(o(x -y ,\/er+y§—2xnyn cos ¢, (sinzy*laldal)
0o 0

r(y)r(2

operatoruntl,

seklinde tanimlaniz. T operatorii asagidaki konvoliisyon operatdriinii olusturur.

(f=p)00=c, [ F00[Tp(x)](:'0y)

R}
Bundan sonra bu konvoliisyon operatorinii B, konvoliisyon operatorii olarak adlandiracagiz.

Fourier-Bessel doniisiimiiniin tanimindan ve genellestirilmis 6telemenin ozelliklerinden B,

konvoliisyon operatdrii asagidaki 6zelliklere sahiptir [11].

1.fxp=qp=*f
2. FBl(f *p)= Ff R

I 1
slteol,, <t bol, . 1=pase . Lolilo
bu esitsizlik Young esitsizligi olarak bilinir.

Lemma 3.1.1.: O0<a <n+2y olmak iizere,

F, (|x|_”) —C(na,y)]x "
esitligi dagilim anlaminda gegerlidir.
3.2.Genellestirilmis Oteleme Operatérii ile Elde Edilen Riesz Potansiyeli
-1

1 1

n-1
c(a)=42""72T i ,
et el
T ) U
olmak iizere asagidaki B, konvoliisyon tipli integral operatoriinii ele alalim.

(15 F)(x)=c(a) [ FT* " y2rdy

R

O<a<n+2y

n
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Igj operatoriine, genellestirilmis Oteleme operatorii ile ilgili Riesz Potansiyeli diyelim.

Laplace-Bessel operatoriiniin negatif kesirli kuvvetlerini Fourier-Bessel doniisiimii yardimiyla

asagidaki sekilde yazabiliriz [4].
S )
Fy {(—Asl) 2 f}(x) =[x ﬂ(FB] f)(x), fesl, 0<B<nt2y
Once (—ABl ) nin Fourier-Bessel doniisiimiine bakalim.

L
1 2

) 2f 2
Fo [ (-4 ) f |00 - Cnyge'“y [-%— B,, f(y)ij (X.Yn) ¥a"dy

o [E
=, [e™ J (% Ya yﬁydy]
j [Z oy; J( ()

—c, J. e (B, f)(3,(%.y,) yirdy) =1, +1,
S

Buradaki |, ifadesine iki kez kismu integrasyon uygular ve f € Si oldugunu dikkate alirsak,

Il

(X +36 +.. 4%, J' f(y)e™ [Jyl (xn.yn)yj7dyJ
2

R}
esitligini elde ederiz. |, ifadesinde Byn icin hesaplama yapalim. Digerleri de ayni metotla

yapilacaktir.
—¢, [e™B, T(y)(3,(%¥,) y'ly)

RY

2
=—cer“Xy oty ,
R}

(X,.Y,)ya dy

2 1
n )

iy 2y Of
—c, J' ey 27 (y)[\]y_l (Xn'yn)yr?ydyJ
)

Burada son ifadenin sag tarafindaki birinci terim i¢in,, Yy, koordinatina gore,
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Tt gy — gy O _
o T T ey,

J (X% Ya) V" =u=

2

2y 8‘17_1 (X,-Yn)

7y (x.y )+ —2— |y¥dy =du

ML vl

dontistimleri altinda kismi integrasyon uygulanirsa, ikinci terim bu doniisiimden gelen terimle

sadelesir ve ,

o ainl(xn.yn)
=c, [e™ ———=2——J (%, yn”dyJ
7]1!2 ayn 8yn ( 77%( )

sonucu elde edilir. Yukaridaki metodu tekrar uygularsak, Bessel operatdriiniin tanimindan,

=c, j o f (y){BynJy1 (’%%)}(Jy1(Xn-yn)Yf7dyJ

RY

ifadesini yazariz. Diger taraftan,

[fBLI L (6ya) v dy, == [ F(I | (x,y,) yi/ o,
0 0

2 2
oldugunu biliyoruz. Bu 6zelligi kullanarak,

L
2

=xc, [e™ (y)[J (xn-yn)y?dyj
R" g
ifadesini elde ederiz. Bu metodu diger terimler igin de tek tek uygularsak,

L=(x)e, | eixyf(y)[Jy_l(Xn.yn)yﬁ’dyj
R" 2
yazariz.

I, vel, den,

F, [(—ABI ) f }(x) =X (Fs. F) 0

demektir. >0 olmak iizere,



19

FBI|:(_ABI)§f}(x):|x|ﬁ(FBIf)(X)a feSl , 0<B<n+2y

Yyazariz.

Ayrica , yine Laplace-Bessel operatdriiniin negatif kesirli kuvvetlerini,
-
FB1 |:(_ABI ) 2 f :|(X) = |X|7ﬂ (FB] f )(X) f e Sj_, O<ﬂ<n+27/

seklinde ifade edebiliriz.
Simdi genellestirilmis 6teleme operatorii ile elde edilen Riesz potansiyelinin elde edilisini veren

O6nemli bir teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.1. : Eger, O0<a <n+2y ise, keyfibir f Sf icin,

e 00=(-2s, ) T
dir.
Sonug 3.2.1. : Eger O0<a.,f ve a+ <2y olmak iizere, |, nm yan grup 6zelligi,

lg14 =15 seklindedir.

Sonug 3.2.2. :

2<a<n+2y ve f €S ise;
(< )15 =157 =15 (-Ay 1)
dir.
Sonug 3.2.1. yardimiyla,

a-n-2y. p-n-2y 2 C(O{)C(,B)
| ‘ay)) -
HJM (X (varay) c(a+p)
yazabiliriz. Gergekten,
(18 ) () =c(a) [ Fom) (X" )(verdy)
Ry
ifadesinde f yerine 0 Dirac fonksiyonunu kullanirsak, Dirac fonksiyonunun integral altindaki

ozelliginden;
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'é('éﬁé‘)(x)ﬁéﬁ(c (|x|“-“-”))
(1 (150))(x)=¢(a) Ill““” (X ) (viry)

esitligini yazariz. |B potansiyelinin yapisini goz Oniine alarak,

157 (8(x)) = ¢ + ) j ST (7 ) (var )

a a+f-n-2

157 (8(x)) = c(ax + ﬂ)(|x| y)
buluruz. Son buldugumuz iki ifadeyi ve |Bl potansiyelinin yar1 grup ozelligini kullanarak
|X| =1 alirsak;

a-n-2y -n-2y 2y _C( )C(ﬂ)
L € s

esitligini elde ederiz.
Ayrica yy(f)(X)= f($) >0 ile tanimlanan y, genisleme operatdriinii g6z oniine alirsak, g

operatdrii i¢in asagidaki ifadeleri yazabiliriz.

7 16751 ]00 =7, | c(@) j FET (] )(y 7dy)}

=7, | o(@) j f(y)Té( |““”)9“7(yn7dy)]

(e ()

Vo [V6reT]00 =915 F(x)

1
Infl. [H ox) ”dx}p
—n-2y

ol =9 * |f],,

—c(a)j FT,

|5 to\‘<
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4 AGIRLIKLI LORENTZ UZAYLARINDA B-RIiESZ POTANSIYELLERININ
SINIRLILIGI

Bu béliimde fonksiyonlarin y -yeniden diizenlemesini ve buna bagh olarak L, Lorentz
uzaylarin1 tanimlayacagiz. Lp,q,y Lorentz uzaylarinda B-konvoliisyonu ic¢in yeniden

diizenlemeye bagli bir esitsizlik ispat edecegiz [12]. Sonra bu esitsizlik yardimiyla Ia’ , B-Riesz

potansiyeli i¢in Hardy-Littlewood-Sobolev tipi esitsizligi ispat edecegiz [13].

4.1. Agirhkh Lorentz Uzaylar

ECR] herhangi bir olgiilebilir bir kime ve |E| =[x/ dx olsun. Kabul edelim ki
E

f:R} > R olgiilebilir bir fonksiyondur. Bu durumda f nin [0,00) da y-azalan yeniden

diizenlemesi
f'(t)=inf{s>0:f. (s)<t},(t=0)
ile tanimlanir, burada f*ﬂy ,f nin
f, (5)= ‘{x eRD:[f(0)|> s}‘y (s>0)

ile taniml1 y -dagilim fonksiyonudur.
Fonksiyonlarin y -yeniden diizenlemesinin bazi 6zellikleri asagidaki gibi verilebilir.

1-)Eger 0 < p < oo ise 0 zaman

[ 100l xzdx= T( £7(t)) dt (3)
R" 0
2-) Vt >0 igin,
sup [l 00|(x'Y dx=[ 1 (s)ds (4)
e 0
3)
[ 1 00g00]xdx< [ £ g et )
R 0

WL, , (R") ile

1

||f||WLM :Stu(l)ﬁ’tgf;(tkoo , 1<p<ow
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olacak bigimde tiim dlgiilebilir f fonksiyonlarinin zayif Lp,y uzayini gosterecegiz.

4

t
£ :(0,00) - [O,oo] fonksiyonu f;* ()= %I f;(s)ds seklinde tanimlanir.
0

Tamm 4.1.1. : Eger 0< p,q <o ise, o zaman L (Ri) =L, (]Rn Xydx) Lorentz uzayi

+°n

tiim olgiilebilir f fonksiyonlarinin siniflarinin kiimesidir dyle ki f nin sonlu yari-normu

dt
<11, Jiert0r &) <

0
seklinde verilir. Eger 0 < p <o0,q =00 ise, 0 zaman L, (R'l) =WL,, (R'l) dir.

Eger 1<g<p veya p=(Q=c ise, 0 zaman || f ||pq7 bir normdur. Eger p=(0 =00 ise, o
zaman L, (RL) uzayr L (]R +) ile gosterilir.

1< p,q <o oldugunda, ijqj , Lorentz uzay1 lizerinde diger bir yari-norm

[0, [I ”"f*"(t>“dt]

0
ile tamimlanir.

Eger I< p<oo ve 1 <Q <0 ise, 0 zaman

” f ”p,q,y < ” f ”(p,q),y < p '” f ”p,q,y

Buradan || f ||p,q’7 ile || f || yari-normlari birbirine denktir.

(p.a).y
Lemma4.1.2.: I<p<cwo, fel A (]R:) olsun. O zaman Vy € R icin;
[roscof, <l

dir.

Ispat:

TV f(x) :Cyj. f (X'— y',\/xj —2X.Yy, cosa+Yy; )sin”1 ada
0

Ve



p =1 igin ispatlayalim.

= I

|

R}
2

<
<c, [
R" 0

dir. Simdi integrasyon sirasini degistirelim:

4
x"dx

x"dx

CyJ. f (X'—y',\/xlf —2X.y, cosa+Y: )sin%1 ada
0

f (X'— y',\/xrf —2X,Y, cosa +Y; ) sin”” ax’dadx

sin””' ax/dadx

- T” X'— Y, \X — 2xyncosa+yn)

=c._|sin”"

/4
, x"dx

(x'—y',\/xﬁ —2X Y, cosa + yﬁ)

ct—1y o

%f—/ +
1

HfHLW(Rg)
= f

p =1 igin;
G e | ||LW(RQ)

elde edilir.

p = coigin HT Y § ()HLw (&) < || f ”Lx - oldugunu gosterelim.

vt (.)HL”(RN =essaup T £ ()

TV (0| =

C},J- f (x'—y',\/xrf —2X,Y, cosa+Y; )siny"l ada
0

Va

scyj

0

sin”” ada

f (x'—y',\/xn2 —2X.Y, cosa + y,f)

<c J-”f” sm Tada

23
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=|f ||Lw - .(:yJ-siny‘l ada =|f ||Lw -
(®?) (®2)
0

| ——
1

elde edilir. 1< p <o igin;

HT y f ()HL < || f |||_ interpolasyon
1,y Ly

teoreminden
ol =il

riol, <[l

elde edilir.

Lemma 4.1.3.: A=(A',A )R herhangi bir élgiilebilir kiime, A'= A x..xA_, cR"",

A, < (0,00) olsun. Bu durumda herhangi bir y € R" i¢in asagidaki esitlik saglanir.

'[Tyg(x)xnydx:cy I g(z',«/zn2 +72, )dy(z,zn+1), (6)
A

(y,0)+A
Burada m=sup A, olmak iizere A= ((—m, m)>< [0, m))x A've d,u(Z, Z,., ) =7/ dzdz,,

n+1

dir.
Lemma 4.1.3. iin ispat1 ;

2'=X",2,=X,co8a,z,,, =X sina,(0<a <)

n+1

(7
degisken degistirmesi ile kolayca elde edilir.

Lemma 4.14. : 1<r<s<o ve y,® (0,00) araliginda pozitif ve hemen hemen her yerde

Olciilebilir iki fonksiyon olsun. O zaman ¢ fonksiyonundan bagimsiz bir C sabiti vardir dyle ki;

1/s Ur

0

j[i(p(t)dr] w(t)dt SCLT(p(t)ry(t)dtj )

0
dir. Ancak ve ancak eger;
- s 74 r
-1
K :supUa)(r)er (Iy(r) drj < o0 )
>0 \ 0

Burada r+r'=rr"' dir. Ustelik, eger (8) deki en iyi C sabiti ve (9) da tanimlanan K ifadesi
K <C<k(r,s)K (10)

Burada (10) daki K(r,S) sabiti farkli formlarda da yazilabilir. Ornegin ([4] e bakiniz.)
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k(r,s)=r"*(r)"" veya k(r,s)=s"*(s""" veya k(r,s)=(1+s/r")"*1+r"s)""

Lemma 4.1.5. : 1<r<s<ow ve y,® (O,oo) araliginda pozitif ve hemen hemen her yerde

Olciilebilir iki fonksiyon olsun. O zaman ¢ fonksiyonundan bagimsiz bir C sabiti vardir dyle ki;

1/s Ur

T(T (p(r)dr] ot)dt | < C[T(p(t)r)/(t)dt] (11)

Ancak ve ancak eger ;

K, —sup(jw(r)dr] sﬁy(r)”'drj r < o0

t>0 "
Zaten, (11) deki en iyi C sabiti , K, <C <Kk(r,s)K esitsizligini saglar. 4.1.3 ve 4.1.4.
lemmalari hatirlarsak, 1 <1 =S < o0 igin B. Muckenhoupt ile, I <S i¢in de J.S. Bradley, V.M.
Kokilashvili [14], V.G. Mazya ile ispatlanmis olur.

Genellestirilmis 6teleme TY f ile f fonksiyonunun y -yeniden diizenlemesi arasindaki iligki

asagida verilmektedir.

Lemma 4.1.6. : Herhangi lgiilebilir bir kime Ac R ve yeR" i¢in asagidaki esitlik

verilebilir.

supITy|f(x)|x7dx C If (s)ds (12)

A, =t

Ispat: Lemma 4.1.3.’den

[T folgdx=c, | \?(z,zm)dy(z,znﬂ) (13)
J )

(y,0)+A

Burada ?(Z, z,,)="f (Z i +Z, ) dir. f(Z, Z,.,) fonksiyonu icin (4) esitliginin benzeri

9 n+1)

sup .f

“(A)=t"y

du(zz,, j( ) (s)ds (14)

>t})£s},

((y, ) A (?) (s)=, (5) dir. (13) ve (14). esitliklerden

dogrudur. Burada ( ) (s) —lnf{t >0: y({( , n+1)"f (Z,ZM)
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sup'[Ty|f(X)|erdX:Cy sup _[ ‘?(z,zml)
A, =ta (B (y.0)+R
t

- C}/J.(?); (s)ds = Cyj' f(s)ds

dlIJ(Z, Zn-¢-l)

Bu sonugla Lemma 4.1.6. ispatlanmis olur.
4.2. Agirhkh Lorentz Uzaylarinda B _Riesz Potansiyellerinin Simirhihigi

Teorem 4.2.1. f,g ]RE’ . da pozitif 6l¢iilebilir iki fonksiyon olsun. O zaman Vt>0 igin
asagidaki esitsizlik saglanir.
t

(f®g), (t)scy(f;‘* (t)[g;" (u)du+] fj(u)g?(u)du} (1)

0

ispat: Olciilebilir bir E,, t > 0 kimesini segelim 6yle ki
{xeR), :[f(0|> (O} <E = {xeR], :|f (0|2 f (O}

Lo=(fo-®) . HL=fx-fK

Et (x)

olsun. R" da |A|y =1 olgiilii herhangi bir A kiimesi i¢in

J(g@ f)oy dx= [ fyyy dy[ T gx) dx

A RE,{»

elde edilir. Bu nedenle, Lemma 4.1.6 dan

[(g® fl)(x)xﬁdXSCng;(U)de fi(y) yydy

A

t
<C, [ g, ydu [ f,(y)y;dy
0 R"

-C, [ [ty dy—tf;‘(t)}jgj*(u)du

E

elde ederiz. Boylece (4)’ten

(9® fl)j t) :%supj.(g ® fl)y(x)xgdx

‘A‘y:t A
<C,(f"®- 1 ®)[ g, Wdu

Bundan sonra, (g ® f, );* (t) hesaplanir. Lemma 4.1.6. ve (4) esitligi kullanilirsa,
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(T900) (9)=(Tg()) (9)=~sup [T'g()yidy=C,g7"(5) (15)

S \A\y:s A

elde ederiz. Bu nedenle (5) ifadesinden,

(9® f,) 00 < [(£,),W)(Tg(x), (wdu

< Ck,yj.( f, )y (Wg, (Wdu=C,, ( f;(t)j g, (u)du +I f;(t)g:*(u)du]
elde ederiz. (4)’den
(9®f,) (H<C, ( fr (t)j g, (u)du +j f;(u)g;*(u)duj

elde edilir. O zaman (1) esitligine ulasiriz ki, teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

a-n—y

Teorem 4.2.2 : (I; f )(X) = I f(y)1’ |X| y’dy B-Riesz potansiyeli igin

R

3k

(151) ©=(21) ()

ot ©° 2, (2)
<A[t° J'f;(s)ds+J-sQ f(s)ds| ,
0 t

esitsizligi saglanir, burada A=C, (Q/at)2 a)(n,k,}/)(Q_a)/Q ve a)(n,k,y):|B(O,1)

7’

O0<a<Q, (Q=n+y) dir[15].

Ispat: K_(x)= |a_Q icin,
X

. _Al’% e Qo
Io-(&] " 02K 0

ifadelerini elde ederiz. (1) esitsizligi kullanilarak (2) esitsizligine ulasilir. Buradan teoremin

ispati tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.3. (Lorentz uzaylarinda B-Riesz potansiyeli i¢in igin Hardy-Littlewood-Sobelev

teoremi).
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l.l<a<Q/a,1<r<s<ow, f eLp’w(Ri) olsun. Bu durumda

(I; f )(X) = I f(y)T’ |X|DHH y;dy B-Riesz potansiyelinin L, (]RL) B T (]RL) ye

R}

- 1 a P
sinirl olmasi igin gerek ve yeter kosul — —— = — olmasidir. Burada |Bl i¢in

q

a
lg f

‘qu < AK ( P.q.r, S)” f ”pr

il L
1 's'\r s -
esitsizligi saglanir ve K(p,q,r,s)_{(p')s(ﬁJ +(£] qf'],p'_ p/(p-1) dir
r' S
2.Eger p=L1<r<mo fel (Ri) olsun. O zaman g f eWL, (Ri) ve I, f nin

L, (RL)—)WLq’y (RL) ye sinirh olmast i¢in gerek ve yeter kosul 1-1/q=a/Q

olmasidir. Burada

1§ f

<2

‘WLW? bes o dir.

3. Eger p:% r=1lve fel, (Ri), o zaman Iy f eL{W(Ri) ve

a’l’y
15 f L £2A||f||L9”
dir [15,16,17].
Ispat:
Q n 1 1 «a el
1) 1<p<=,1<r<s<om, f € Lpry(R+) ve ———=— olsun.(2) esitsizliginden
« § P a4 Q
. 11
a _ a q s
] _‘(IBlf)y(t)t

L (0,0)
1/s

<A ﬁt{gl}é‘ [j f;(s)dsj dtJ
+A{T[T sgf1 f;(s)ds} t‘jldt}

Lemma 4.1.4° den



1/

It{gj [jf ] dt| < I[T (17 ®) rdtjwr

0

esitsizligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

w s[%—l}ri—ldr v j.T(plj(l r)d v

Su T T
t>(§)‘!‘ 0
1 a 1 s ' % g—14-14—1—i 1 a
:ss(l————] (R'j supt? ¢ P ———==
Q q r t>0 p q Q

olmasidir . Burada

s {1-2 - (B eror o (23]
Q ¢ r q'

dir. Ayrica, Lemma 4.1.5 ’ten

ol o «a S g s © dt 1/r
'[UTQ f, (T)er t dt| <C, U(t”p f, (t)) TJ
o\t 0

esitsizligin gecerliligi i¢in gerek ve yeter kosul;

1/ . 1/r'
R (= [%71}'72'%
sup J‘rq dr jr P Tdr

t>0 0 t

Burada

giF 1/s yl/r'=£é%
g (1-e) or(2fe

dir. Bu esitsizlikler ve (3) esitligi kullanilarak;
I”H <A,

elde edilir.
Karsit olarak, farz edelim ki lg operatori L, (erl,Jr)_)Lq,s,y (RL) ya simnirh

1< p<Q/a du.
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t>0 i¢in f (X)= f(tx) diyelim. O zaman kolayca gosterebiliriz ki

Q
[, =t=lfl,,, - 1efeo=t1gf®

Ve

—a-Q
q

=1

a
g f,

oa
lg f

‘Lq,s.y

Lg.s.y

dir. I operatdrii L, (RL) —> L, (RL) ye sinirlt oldugundan

a
1 f

L =<clfl.,,

elde edilir, burada C, f den bagimsizdir. O zaman

a+2
q

a
=] s =

o
lg f

olur. Eger l<l+% ise, o zaman VT e Lp’r,y(RE’+) icin, t > 0 i¢in, ngl fHqu =0 elde

1 1 «a
ederiz. Eger —>—+— ise , 0 zaman Vf e pr(RL) i¢in, t > o0 igin, |15 f . =0
p q L 5 il 4y
, 1 a N
elde ederiz. Bu nedenle — =—+— oldugu aciktir.

P q

1
)y p=L1-—= %, 1<r<wo ve fel, , (RZ) olsun. (2) esitsizligini kullanirsak
q r

a
1o f

= supt"® (Ig’I f ): ()

Sy t>0

o gt © 2y
< Asupt"® {tQ .[fy*(s)ds+st f;(s)dsJ
0 t

t>0

‘WLq

t ©
- Asupj f’(s)ds+ Asuptl/qJ-S'”q f (s)ds
t>0 0 t>0 t

f*

/4

<2A

Li0.0)

=2A|f

L,
elde ederiz.
Karsit olarak, lg operatori L, (RL) —->WL,, (RL) ya smirli olsun. Kolayca

gosterilebilir ki,



10, =l

Ve

o R
-t 9
WLy,

a
Ig f,

a
g f,

WLq ¥
dir.

lg operatdriiniin L, (RL) —->WL,_, (RL) a siirlihig ile

by, <171,

elde ederiz, burada C, f den bagimsizdir. O zaman

(15 ft)*y(r):t’Q(lg’l ft)*y(t“r)

Io f

B 't

—a-Q
a

g f, e =t Ig f, .
ve
" a+% . a+% a+%—Q
IBI f WL, , =t |‘31 ft W, <Ct ” ft”l_lw =Ct ” f ”Llw
olur.
5 1 o . n .. .. «
Ayrica, eger 1<—+— ise, o zaman Vfel, (Rk,+) igin, t—>0 igin, |Ig f . =0

9.7

31

e , l o . . .
ifadesini elde ederiz. Eger 1>—+— ise, o zaman Vf e Lljy(R',lﬁ) i¢in, t — o0 igin,

1
" = ifadesini elde ederiz. Bu nedenle 1=—+ a esitligini elde ederiz.

Q

3) p=—,r=1,q=s=o ve fel,
o ;,1,7

a
14 f

(Ri) olsun. (2) esitsizligini kullanirsak;

a
1§ f

L =3e(1Ef), ®
a gt . 0 2 .
SAsup(tQ Ify (S)dS-i—ISQ fy(s)dsj
t>0 0 t

<2A]s% ) (s)ds = 2A[ |
0 P

Boylece Teorem 4.2.3.’iin ispat1 tamamlanmis olur.



32

KAYNAKLAR
[1] R. A. Hunt, On L(p,q) spaces, L’Enseignement Math. 12 (1966), 249-276.
[2] Samko, 1993, Harmonic Analysis, McGraw-Hill Book Company, New York.
[3] U. Neri, Singular Integrals, Springer Verlag, New York, 1971.

[4] E. M. Stein and G. Weiss, Introduction to Fourier Analysis on Euclidean Spaces, Princeton
Univ. Press, 1971.

[5] Sadoyky C. 1979, Interpolation of Operators and Singular Integrals, Pure and
Applied Mathematics, Mercel Dekker Inc. New York.

[6] J. Bastero, M. Milman, and F.J. Ruiz, Rearrangement of Hardy-Littlewood maximal
functions in Lorentz spaces, Proc. Amer. Math. Soc., 128(2000), no. 1, 65-74.

[7] M. Carro and J. Soria, The Hardy-Littlewood maximal function and weighted Lorentz
spaces, Preprint, 1993.

[8] M. Levitan, 1967, B. M. Uspehi Mat. Nauk.

[9] Kipriyanov, I.A., On Singular integrals Generated By The Generalized Shift
Operator, 11, Sibirsk. Mat. Zh., (1970).

[10] LA. Aliev and A.D. Gadjiev, On classes of operators of potential types, generated by a
generalized shift, Reports of enlarged Session of the Seminars of I[.N. Vekua Inst. of Applied
Mathematics, Tbilisi, 3(1988), 2, 21- 24.

[11] R. O’Neil, Convolution operators and L(p, q) spaces, Duke Math. J., 30(1963), 129-142.

[12] E. Kristiansson, Decreasing Rearrangement and Lorentz L(p, q) Spaces, Master Thesis,
Lulea University of Technology. S-412 96 Gothenburg, 2002.

[13] V.S. Guliyev, Sobolev theorems for B-Riesz potentials, Dokl. RAN, 358(1998).

[14] V. Kokilashvili and M. Krbec,Weighted inequalities in Lorentz and Orlicz spaces, 2nd ed.
World Scientific 57(1991).

[15] V.S. Guliyev, A. Serbetci, 1. Ekincioglu, “Necessary and sufficient conditions for the
boundedness of rough B-fractional integral operators in the Lorentz spaces”. J. Math. Anal.
Appl., in press.

[16] V.S. Guliyev, On maximal function and fractional integral, associated with the Bessel
differential operator, Math. Inequal. Appl., 6(2003), 2, 317-330.

[17] V.S. Guliyev, A. Serbetci, I. Ekincioglu, “On boundedness of the generalized B-potential
integral operators in the Lorentz spaces”. Integral Transforms Spec. Funct., in pres.



	dış kapak
	iç kapak
	mehmet TEZ KABUL VE ONAY
	özet
	summary
	tesekkur
	İÇİNDEKİLER
	SİMGELER DİZİNİ VE KISALTMALAR DİZİNİ
	MEHMET tez

