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Tez Danigmant:Yrd.Dog.Dr.A.Funda YALINIZ

OZET

Birinci boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavram ve sonuglar

verilmistir.

Ikinci boliimde metrik uzaylar , normlu uzaylar , minkowski normu ve Riemann metrigi

tanimlar1 , bu tanimlarla ilgili 6rnek ve dnermeler verilmistir.

Ucgiincii boliimde Finsler Geometrisi , Finsler yapisi , Legendre transformasyonu

tanimlanmis , Randers ve Quartic metrigi 6rnekleri verilmistir.

Dordiincii boliimde geodezikler 6nce Riemann uzayinda daha sonra da Finsler uzayinda
ele alimmustir. Finsler manifoldunda bir egrinin varyasyonu , geodezik katsayilar ve geodezik

spray gibi tanimlar yapilmustir.

Besinci bolimde, Finsler uzayinda Lineer olmayan konneksiyon, 7° (TM \{0}) ve

T *(T M \{O})’m yatay ve dikey ayrigimlari, yatay ve dikey ayrisimin iki ilavesi olan sasaki

metrik ve hemen hemen kompleks yapi tamimlanmis ve bu tanimlar ile ilgili bazi 6nermeler

ispatlanmustir.

Altinc1 boliimde, konneksiyonlar ve kovaryant tirev kavramlari, 6nce Riemann
uzaymda sonra da Finsler uzaymnda ayri ayri ele alinmustir. Bu boliimde Chern-Rund

konneksiyonu, Hashiguchi konneksiyonu drneklerde verilmistir.

Yedinci boliimde, egriliklerin Riemann uzayinda ve Finsler uzayindaki tanimlari

yapilmis, bazi 6nermeler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Finsler geometrisi, Lineer olmayan konneksiyon, Legendre
transformasyonu, Randers metrigi .
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SUMMARY

In the first chapter, some fundamental definitions and results which will be used in

other chapters have been given.

In the second chapter, the definitions of metric space, normed space, minkowski norm
and Riemannian metric and then propositions and examples which are connected with these

definitions have been given.

In the third chapter, Finslerian geometry, Finslerian structure, Legendre transformation

have been defined and then the examples of Randers and Quartic metrics have been given.

In the fourth chapter, geodesics have been taken up firstly in Riemann space and later in
Finsler space. In Finsler manifold, the definitions such as a variation of a curve, geodesic

coefficient and geodesic spray have been given.

In the fifth chapter, in Finsler space, non-lineer connection, horizontal and vertical
decompositions of 7(7M \{0}) and T*(7M \{0}), sasaki metric and almost complex structure
which are applications of the horizontal-vertical decomposition for 7' (TM \{0}) have been

introduced and some propositions which are connected with these definitions have been proved.

In the sixth chapter, Connections and Covariant derivative have been taken up firstly in
Riemann Space and later in Finsler space. In this chapter, the examples of Chern-Rund

Connections, Hashiguchi Connection, Berwald and Cartan Connection have been given.

In the seventh chapter, the definitions of curvatures in Riemann and Finsler space have

been defined, some propositions have been given.

Keywords: Finsler space , non-lineer connection , Legendre transformation , Randers metric.
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1.TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1. V, n-boyutlu reel vektor uzay1 olsun.
F: V>R

fonksiyonu, Va, f€ V ve Va,be R igin
Flaa+bB)=aF(a)+bF(B)
sartin1 saghiyorsa F ye bir lineer fonksiyonel denir. Lineer fonksiyonellerin ciimlesini
Hom(V,R)={F|F :vV — R}
seklinde gosterelim. Hom(V, R) ciimlesi iizerinde,
+: Hom(V,R)x Hom(V',R) — Hom(V',R)
(F,G)> F+G
> Vael igin
(F+G)a)=Fla)+Gla)
-: Rx Hom(V,R) — Hom(V ,R)
(A,F)—>(A-F)
> VaeV igin
(A4, F)a)= 4 F(a)
islemlerini tanimladigimizda (Hom(V, R),+,-) tigliisii bir vektor uzay1 olur.
Hom(V ,R) vektér uzayina ¥ vektdr uzayinin kovektdr uzayi veya dual uzay: denir ve
V* = Hom(V,R)
scklinde gdsterilir.

V" 1n elemanlarinin herbirine bir kovektdr denir[1].



Tanmmm 1.2. a egrisinin hiz vektdr alam 7', egri boyunca paralel ise, yani kendi

kendine paralel ise & egrisine M iizerinde bir geodezik egri ad1 verilir.

D.T=0
olacagindan
2 ox;
T'D, (Tj i}o
S X
7 2 ()2 vrip, 2 |=0
ox, ox; 3 OX;
k
T aL.i.,.TJ[‘/’;i =0 , T’f:dﬂ
dx; Ox; 7 ox, dt
J
FT -T"+r/’;TfT’}i=o
ox, ' X,
aTk ﬁ_kr‘kldx] .@:
ox, dt 7 dt dt
di +Fk:&%:
de " dt dt
veya
2
T TR N S Py
> " dt dt
bulunur[1].

Tammm 1.3: Diferensiyellenebilir bir manifold M ve bir Pe M noktas1 verilmis

olsun. Pe M noktasimin M deki komsuluklarinin climlesi U (P) = {U ,V,...} olsun.

c*(M,R)={f| f1:U—R, felc,u)UuecU(P)}



ciimlesini ele alalim. Bu ciimlede
@®:C"(M,R)xC>(M,R)— C~(M,R)
(f.e)=> f+g
islemi,
f:U—>Rveg: V>R, U,V eU(P)
olmak iizere
f+g:UNV >R
g (f+g)q)=rlg)+elg)
seklinde tanimlansin.
Ayrica C” (M, R) ciimlesinde
():RxC>(M,R)— C~(M,R)
AS)=A-f
dis islemide
UeU(P)—>R
g )g)=2-f(q)
olarak tammlarsak
lc= (1, R)®, R +,.,0}
6-his1 bir reel vektor uzay: olur.
{x,,....x, } sistemi C* (M, R) vektor uzaymnm bir bazadir{2].

Tamm 1.4. Bir

-

vV :C*(M,R)—> R

P

doniisiimii i¢in



() V,(Af +ug)=A-V )+ v, [g). VA.ue R, Vf.ge C*(M.R)

(@) v, gl=7, 1) g(p)+ £(p)-V, [g]

5
aksiyomlar1 saglaniyorsa, V, fonksiyonuna M nin P noktasindaki bir tanjant vektérii

denir[2].

Tamim 1.5: M manifoldunun bir P€ M noktasindaki tanjant vektorlerinin ciimlesini

T,(P)= {I;;

f :CM(M,R)aR}

ile gosterelim. Bu ciimlede toplama islemini

(+):7, (P)xT,,(P) > T,, (P)

( p,ij—>Vp+Wp :C”(M,R)> R

7, =R ] e e (ua.p)

olarak tanimlarsak (T I (P), (+)) ikilisi bir Abel grubu olur. Ayrica

('):RXTM(P)_)TM(P)

(47, Jr1=an,1). vr < e n.m)

dis islemide bu Abel grubunu R iizerinde bir vektdr uzay1 yapar. Bu uzay {7 " (P),(+),R.-, ()}

ile gosterilip M nin P € M noktasindaki tanjant uzayr adim alir[2].

Pe M nin bir U agik komsulugu iizerinde bir lokal koordinat sistemi {xl,...,xn}

olsun.



9 :C”(M,R)— R

xi
0 of .
— = 1<i<

olarak tanimlanan —| fonksiyonu M nin P deki bir tanjant vektoriidiir. Buradan

X .

1

P

d ox,
»

0 0
oldugundan {)c1 ,...,xn} in duali {a—,,—} dir ve

i

P

xl xn
p}

Tanim 1.6: Bir I;; eT, (P) tanjant vektorii igin I;; (xl. ) =V, olmak iizere (V1 ,...,Vn)

i
T ox
p

n

0
TM(P)_S,,{g
1

dir[2].

5
n-lisine Vp tanjant vektoriiniin {xl,...,x”} koordinat sistemine gore, bilesenleri denir ve

dolayisiyla
V,:C"(M,R)—> R
doniisiimii i¢in
D 3 A B A I
V4 p= i ax i p LV

yazilabilir.

Pe M noktasindaki iki farkli lokal koordinat sistemi {x,,...,x, } ve {X,,...,X, } olsun.

O zaman



9
ox,

9
oz

V4 n

}Ve
P

9
oK,

sistemleri 7, (P) i¢in birer baz olurlar[2].

yani

Ve

Tamm 1.7: T, (P) nin {a—

J }Ve{a
x
P

X .

l

AN
x| | |9
0
-~ I,
ax2 s 8)72 (p)
i 8x1.
|, _@( )
ol ] [ (
2 —(p)
ox, ) ox,
J ~
i ox
axz g(p )
EIREE
ax” ?(p)
9] _% 9
o%| SR ox

ox,
= (p)

s ()

ox,

% (1)

ox,

% (

™ p)

oF,
o (p)

3%,
9 (p)

P

d

seeey O |
) ox,

P

)

} gibi iki bazi arasinda

ox,

ox,

ox,

ox,

ox,

(p)

(p)

(p)

d

ox,
d

ox, |,




9
ox,

o 9

= ox; OX,

P
bagintilar1 vardir[2].

Tanmim 1.8: M bir n-boyutlu manifold, M de bir P noktasindaki iki lokal koordinat
sistemi {xi} ve {)7[} olsun. Bir I;; eT, (P) tanjant vektoriiniin bu iki koordinat sistemine goére

bilesenleri, sirast ile , {V,} ve {71} ise

B _E ﬁ L ﬁ_ B
ox, o, ox,
~ ox, Ox, ox,
Yy _— — . . . |
’ ox, ox, ox, ’
ax, oK, ox,
A | Ox, ox2 ' ox, | LV
ve
_J’1_ _% % %_ _JN’l |
ox, ox, ox,
ox, Ox ox, || ~
Y2 = —= || V2
ox, O, ox,
dx, Ox, ox,
Va) | o%, o%, O, |V
dir[2].

Tanim 1.9 : M bir manifold olsun. Eger M iizerinde bir P € M noktasi igin
g:M - L(T, (P)xT,, (P R)

P—g, T, (P)xT,(P)> %R



seklinde simetrik, pozitif tanimli bir bilineer form tanimlanmis ise ¢ ye M de Riemann
metrigi denir.

Eger bir M manifoldunun VP e M noktasinin bir U komsulugu tizerinde g formu
C" smifindan ( yani g nin g, :U — R bilesenleri C” sinifindan ) iseler g Riemann
metrigine C” simfindandir denir.

—

Bir Riemann metrigi verildiginde bir V', € T}, (P ) tanjant vektoriiniin boyu

: Z":gy(p)dxib(ﬁ,jdﬂp(ﬁj

i.j=1

g\ v, =V,

p p

5
olarak tanimlanir. Eger ¥, nin {x, } koordinat sistemine gore bilesenleri (V;,V,,...,V, ) ise

2 n
= zgg/ (p)VlV/

i,j=1

& Vp’Vp = Vp

dir ve dolayisiyla Riemann metrigi literatiirde ekseriya

ds’ = Z g, dx;dx;

i,j=l
notasyonu ile goriilmektedir[2].
Tanim 1.10: Bir M manifoldu {izerinde bir g Riemann metrigi tanimlanmis ise bu

(M , g) ikilisine bir Riemann manifoldu denir.

Tamm 1.11: M bir Riemann manifoldu ve ¢ de M iizerinde diferensiyellenebilir
bir egri, yani
¢:(a,b)>M

N
olsun. @ egrisinin q)(t) noktasindaki tanjant vektorii V', olsun. O zaman

(a,b) > R



N
t— |V

olarak tanimlanan fonksiyon siirekli bir fonksiyondur. a < ¢ < d < b olmak tizere

d

Lpse,d)=|

c

V.

dt = T\/igv (v dt

c i,j=1

ifadesine @ egrisinin ¢(c) ile ¢(d ) noktalar1 arasindaki wuzunlugu denir. Bir

diferensiyellenebilir
¢:la,b] > M
egrisi i¢in (a’,0") [a,b] olmak tizere Ve [a,b] icin @(t)=a(t) olacak sekilde bir diger
diferensiyellenebilir
a:(a',b)—>M
egrisi vardir.

L(p)=L(a;a,b)

yazilir ve L(¢) ye @ egrisinin uzunlugu denir. Eger ¢ parca parga diferensiyellenebilir bir
egri ise @ kapak intervaller lizerinde tanimlanan sonlu sayida diferensiyellenebilir egrilerin bir
toplamidir ve @ nin uzunlugu bir diferensiyellenebilir egrilerin uzunluklarinin toplami olarak
tanimlanir[2].

Tamm 1.12: VP e E" noktasinda tanimli olan T’ o (P) tanjant uzayinin dual uzayina

bu Pe E" noktasinda E" in kotanjant uzay1 denir ve

TE” (P) = {¢p | ¢p ' TE” (P) _> 9{}
seklinde gosterilir. V¢ €T E* (P) vektoriine de E" in P noktasindaki bir kovektorii
denir[2].

Tanim 1.13: Bir

¢:E" - U T (P)

PeE" E"



doniistimii i¢in

[1: v T, (P)>E"

PeE"
¢p —> P
seklinde tanmimlanan [] doniisiimii ile

[ep=1:E" > E"

10

bagintisini sagliyorsa ¢ ye E” {izerinde 1-form denir. Bu son tanima gore ¢(P) = ¢, dersek

¢, eT " (P) dir ve dual uzayin tanim geregince

¢p . TE,, (P) lineer 9'{

seklinde bir fonksiyoneldir[2].

Tanim 1.14: fiE"—< SR

fonksiyonu verildiginde f* in diferensiyeli VV, € T, (P) icin df (V_';j = ; ? [f]
seklinde bir 1-formdur.

Vfe Cw(E",EK) i¢in

df :E" — T, (P)

P—df],

fonksiyonu VP € E" noktasinda

df|,:T,(P) >R

v, > df(:jzl_}p[f]

seklindedir[2].



11

Tammm 1.15: E" flzerindeki koordinat fonksiyonlari Xx,,...,x, olduguna gore

dx,,...,dx, 1-formlar1 E" {izerindeki 1-formlarin vektor uzayinimn bir bazini olusturur. Boylece

d 0
T o (P) nin bir § —| ,...,—— ortonormal bazi i¢in
x|, ox, )
0
dx, =| —| |=9;
ox;
2p

dir[2].

Tamm 1.16: M , n-boyutlu bir manifold olsun. x € M noktasinda bir lineer ¢at1 diye,

T' M tanjant uzayinin herhangi bir siralt bazina denir. Boylece 7' .M nin bir sirali baz1 U,

seklinde gosterilmek iizere,

LM = {Ux | xe M ve U_, x noktasinda Lineer ¢at1 }

tanimlayalim.

[1: LM - M
U —>TIU,)=xeM
bir izdiisiim fonksiyonu olur. ([1* = 1)
LM iizerinde GL(n,R) nin
LM xGL(n,R) — LM
U, )= U 4

etkisini

seklinde tanimlayalim. Bu etki bir serbest etkidir. Ger¢ekten de eger bir U igin
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olup etki serbesttir. Simdi LM iizerinde bir C™ yap1 tanimlayalim.

x€ M noktasimin U c M agik komsulugu iizerinde {xl,...,xn} lokal koordinat

sistemi verilsin. U _, x noktasinda bir lineer ¢atiise U = (x; X, X, X, ) ,

4 d
X =)X.— , 1<i<n
J ; J a.X-
yazilabilir. Boylece, U _ ¢atisi [X i ]G R singiiler olmayan matrisini tek tiirlii belirler.

Boylece
[I: LM - M
U, —x
izdiisiim fonksiyonu yardimyla [ (U ) =UX GL(n,iK) yazilabilir. Burada; U, € nm'w )

eleman1 U | = (y;Y,,...,Y,) olmak iizere, (y, lYU J) elemanina karsilik tutulmustur ve bu karsilik

tutma 1:1 Ortendir. LM de

exysnx, X, X0n X, }

yi [T (U ) tizerinde lokal koordinat sistemi segerek LM vyi diferensiyellenebilir bir manifold

yapisina kavusturalim. Bu yapiya gore,

LM X GL(n,R) — LM
U,,4)>U. 4

bir sag serbest etki olur. Boylece LM (M, GL(n,R)) asli lif demeti elde edilir. Bu lif demetine
M iizerinde lineer catilarin asli lif demeti denir[3].
Ornek 1.17: R" iizerinde GL(n, R) nin

R" x GL(n,R) - R"
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(£, 4) > 4¢

etkisini;
<
fz ay 4y - - - 4y
a a a
21 2 2 N
= A= ! olmak tizere
b
N anl anZ ann
S0
! D,
fz Jj=1
Aé= [a !7] = ) olarak tanimlayalim.

é—"n Z a,s;

Lond L=

Bu etki bir sol (serbest) etkidir. Buna gore,
(LM xR )x GL(n,R) > LM xR"
(U,.&)4)— (U, 4.47¢)
etkisi yardimiyla,
™ = (LM xR")/GL(n,R)
tammlayalim. TM , LM ile birlestirilmis standart fibre’si R" olan bir asli lif demetidir.

LM XR" lizerine GL(n,EK) nin etkisi altinda herhangi bir (U ¢ ) elemaninin
denklik smifi,

(,.1={v,4.47¢)| 4e GL(R)
dir. Eger (an h)e LM XR" eleman1 goz dniine alinirsa

U .=(xX,,X,,..X,), V.=(x;Y,,...Y,) iki baz olup

X
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n
Y,=Ya,X, ., 1<i<n
Jj=1

esitlikleri bir tek A4 =|a,]e GL(n,R) yi belirler. Boylece, ¥, =U A olacak sekildeki A

regiiler matrisi biriciktir.

xe M noktasindaki fibre;
M () ={v..&)] U, e LM, e %7}
olup, T.M ile eslenebilir. Bu esleme, U, € LM igin
(0, X, X,,.., X, )=U_:R" > T.M
e, >U (e)=X,, 1<i<n

lineer izomorfizmi altinda, & nmn resmi U (f) ’den ibarettir[3].
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2.METRIK UZAYLAR

2.1. Normlu Uzaylar

Bu bolimde geometrik sonlu boyutlu normlu uzaylar kisaca gézden gegirilmistir. Aksi

belirtilmedikge tiim vektdr uzaylar gercel ve sonlu boyutludur.

Tanim 2.1.1: X vektor uzayi iizerinde bir norm , asagidaki 6zellikleri saglayan
I]: X [0,0)
seklinde bir doniistimdiir.

1) Eger ||x|| =0 ise x=0 dir.

b

2) Eger t bir gercel say1 ise ||tx|| =|t| ||x ;
3) X vektor uzayindaki herhangi iki x ve y vektori i¢in
e+ A < el 1

Eger (X,

|| ) bir sonlu boyutlu normlu uzay ise ,
BX={xe X:||x|| <1}

ciimlesi X de bir birim kiire gosterir. B ,, bos olmayan i¢ kismuyla birlikte bir kompakt,

konveks climledir[4].

Ornek 2.1.1: p>1 gergel sayisi igin

& p:(‘xl ‘p tot|x, ,,)”P , x=(x,0x,) € R

fonksiyonu R” iizerinde bir normdur. (9{” ol

p) , 1 < p < oo normlu uzay1 / ’; ile gosterilir[4].

Ornek 2.1.2: f': [0,1] — R seklindeki integrallenebilir fonksiyonlarin uzay:

171 = [17Ge) e <0

kosulunu saglayan bir normlu uzaydir ve L ( [0,1] , dx) ile gosterilir[4].
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2.2. Metrik Uzaylar

Bir metrik uzay, bir metrikle donatilmis noktalarin kiimesidir. Bir metrikle, cimledeki

iki nokta arasindaki uzaklig1 6lgeriz. M ciimlesi iizerinde
d:MxM— R

seklinde taniml1 doniisiim asagidaki 6zelliklere sahip ise simetrik metriktir denir:
1) Vp,ge M icin d(p,q)= 0 dir ve d(p,q)=0 < p =g dur.
2) Vp,q,re Migind(p,q)<d(p,r)+d(r,q) dur.
3) Vp,gqe M igin d(p,q)=d(q,p) dir.

R =1 (xi)z(xl,...,x”) | x'eR,i=L.,n }

n-boyutlu reel vektor uzayi olsun. R" iizerinde kanonik éklidyen norm su sekilde tanimlidir:

=207 . v=()ew

p
N" lizerindeki simetrik metrik ise
d, R xR" — [0,00)
(4.) = d v =~

seklinde tanimhidir, buradaki d , ye kanonik oklidyen metrik diyecegiz. Daha agik sdylersek,

(9?” , ) ya da (9?" ,d E) ciftine kanonik 6klidyen uzay diyecegiz. Oklidyen uzaylar metrik

uzaylarin en basitidir.

V sonlu boyutlu bir reel vektor uzayi ve (,) de V ilizerinde bir i¢ garpim olsun.

=V ») yeV

dir. V tizerinde bir d metrigi alalim. O zaman

d(u,v)=||v—u| , u,vev




17

dir. Buradaki |||| ve d’ye, sirasi ile, V lizerinde 6klidyen norm ve 6klidyen metrik denir[5].

Ornek 2.2.1: Siki konveks bir Q < R” ciimlesi iizerinde Vp,q,r € Q igin

d,: QxQ — [0,00)

(n.) > 4, (p.g) =5 1a(p.q)+ dlg. p)

seklinde tanimli d, metrigine Klein metrigi denir. Gergekten de

1

d,(p.q)= E{d(p,q)+ d(q, p)}

sg{d(p,md(r,q>+d(q,r>+d(r,p>}

<)+l pl+ S Halar)+ dlrg)}

<d(p,r)+d,(r,q)
olup, d, metrik olma sartin1 saglar[5].
2.3. Riemann Metrigi

M bir m-boyutlu C “manifold ve u' , 1<i<m , de bir U c M agik alt ciimlesinin
lokal koordinat sistemi olsun.7,M ve T p*M , strastyla , M’ nin bir p noktasindaki tanjant ve

kotanjant uzaylarim1 gostersinler. M iizerindeki tanjant ve kotanjant demetleri de

™ = UT M, T M = UT » "M olur. M’nin p noktasindaki (r,s)-tipindeki tensor uzayi

PeM PeM

T (psM)=T,M®..0T,M ®T, M ®..0T,'M

r s

dir, burada r, kovaryantlik, s de kontravaryantliktir. M {izerinde (r, s) -tipinde tensor demeti

T, (M)= T/ (p, M)

peM
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. d
dir. T(M) veT"(M) in U iizerindeki lokal koordinat sistemleri, sirast ile, {F,l <i< m} ,
u

ve {dui , 1<i< m} dir. O halde X bir tanjant vektor ise lokal koordinatlar cinsinden

X = Zx[ —— vyazlirken, Zbir kotanjant vektdr ise lokal koordinatlar cinsinden
i=1 u

Z = ZZl.dui seklinde yazilir[6].

i=1
G, (0,2) -tipinde pozitif tanimli simetrik bir tensér alani ise bu,
G:TMXT,M —R
(x,y)—> G(X,Y)=G(Y,X)

olmasi demektir. Pozitif tanimliliktan da X # Oigin G(X , X )> 0 dir. Gyi (U ,ui) lokal

koordinat sistemine gore

G= Zgij (u)du' ® du’

i.j=1

seklinde yazabiliriz, burada g, = g ; dir.

VX.,YeT,M igin Xszii ve Y=Zyji, olmak tizere
= ou' ‘o ou’

G(Xx,Y)= igijdu" ®duj(ixki 3 y’i]

i,j=1

Buradaki
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G= Zgydui ® du’

i,j=1

Riemann metrigidir. g, ’ler Riemann metriginin matris formunun bilesenleridir[6].

Tamm 2.3.1: M, m-boyutlu bir C” manifold olsun. M iizerinde bir G Riemann

metrigi tanimliysa (M R G) ikilisine Riemann manifoldudur denir[6].
2.4. Minkowski Normu

Tamm 2.4.1: V' vektor uzay: lizerindeki bir Minkowski normu F:V — [0,00)

seklinde pozitif taniml bir fonksiyon olup asagidaki sartlar1 saglar:
MI1) F, V\{0} iizerinde C* ’dur.
M2) F, 1’inci dereceden homojendir, yani VA>0ve Yy e V i¢in
F(Ay)=AF(y)
dir.
M3) Vy e V' \{0} i¢in,

g, VXV —-R

2
(1,v) > -9

> 259 [Fz(y+su +tv)]

s=1=0
seklinde tammli g simetrik bilineer formu pozitif tanimlidir. F bir Minkowski normu olmak
tizere (V, F ) ikilisine bir Minkowski uzayidir denir[7].

Ozellikler:

1. V tizerinde bir minkowski normunun birim kiiresine indicatrix denir.

2. u,veV igin g, (u,v):g[j (y)u' v’ dir, burada

1 9°F?
g; (y)—aniayj ()
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olup, g, bilineerdir.

3. F(X)=

, V lizerinde sec¢ilmis bir baza gore 6klidyen norm olsun. Bu demektir ki, her

sonlu boyutlu vektor uzayi en az bir F Minkowski normuna sahiptir.

4. Kabul edelimki u,ve V, yeV \{0} olsun. O zaman

i)g,, (u,v)= 5 a oo
2
; aaat [F y +su+ tv)]t —es0
=g, (u,v)
dir.
iig, (y,u)= 5 a > Moo
:__[F y+tu)]3 =0
~ P ()
dur.
ii)g, (v.7)= 5 = oo

= %% [F2 (v+ ty)]s:tZO
= %% [F2 ((1+ t))’)]szzzo

- %%[(1 PP,

1
3200 FA0)
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dir.

5. F(y)=0< y=0.

Gergektende F(0)=2F(0) ise F(0)=0 dur.

Diger yonden y # 0 i¢in F(y)=0 ise F*(y)=g(y,y) oldugundan ve g, pozitif tanimli

oldugundan bu imkansizdir.

6. Kabul edelimki J {iizerinde herhangi bir norm |||| olsun. O zaman §, = {ve V. ||v|| = 1}

kompakttir. Eger m = min{F(v):ve SE} ve M =max{F(v):ve SE} ise 0 zaman

m”v”SF(v)SM”v , vel

ve 0<m <M <o dur.

7. F, V lizerinde siireklidir. Ayrica ¥ \{0} iizerinde C* oldugundanda burada da
stireklidir[7].

Onerme 2.4.1: Vv,we V icin,
Fv+w)<F(v)+ F(w)
dir[7].
ispat: 1.Hal: w#Av  (1>0) olsun.

v+ w)= L9
51 2 dsor

[Fz(y+su +t(v+ w))]

s=t=0

:%%[FZ(W(HW))]

s=1=0

:%FZ(HW) (2.1)

g, (u,v)=

s=t=0

2
%azat [Fz(y+su+tv)]
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g, simetrik bilineer form oldugundan asagidaki esitlik mevcuttur.

g, wv+w)=g wv)+g,(u,w) (2.4)
(2.1),(2.2) ve(2.3) de bulunan degerleri (2.4) de yerine yazarsak

%FZ(HW):%FZ(V)%F«W)

ya da
F*(v+w)=F*(v)+ F*(w)
<F*(v)+ F*(w)+2F(v)- F(w)
<(F)+ F(w))
ya da
Fv+w)<F(v)+ F(w)
bulunur.

2.Hal: A>20,w=Av olsun.

Fv+w)=F(+Av)
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=F((1+A))

=(1+2)F(v)

= F(v)+ AF(v)

=F(v)+ F(Av)

=F(v)+F(w)
oldugundan esitlik saglanir.

Onerme 2.4.2: Vy,ve V,y # 0 icin
g,v.v)<F(y)F(v) (2.5)
dir[7].
Ispat: 1.Hal:v # Ay (1>0) olsun.

g, simetrik bilineer form oldugundan Vy,veV igin

g, (vv)=g,(v,y) dir

(=12
&Y s

[F y+sy+tv )];:o,;:o

0
= %g [F2 (y + tv)]s:O,t:O

Ve

1 9°
)=—

g,(v,y)= ey [F2(y+sv+0))_y

d
Solr ol



ya da

dir.

Ve

olur.

2.Hal:

Ve

olduklarindan

v=Ady (120) olsun.

g,v)=g,0y)=g,(W.y)=122,0.y)

1

2 9sor [P+ sv+00)

g,(n.y)
= %%[Fz (y + ly)]tzo

_ %%[(1 PP ()], = F2 ()

g,vv)=2-F(y)=2-F(y)F(y)

24



olur. Esitlik hali saglanir.

Onerme 2.4.3: Kabul edelimki v, y€ V' \{0} ve

g,(v,w)=g,(y.w)
olsun. O zaman v = y dir [7].
ispat:

1o
2 dsot

gv(v, w) [Fz(v+sv+tw)]

s=t=0

)

s=t=0

Ve

Kabul edelimki w=v vew = y olsun. O zaman

F*(v)=g,0v)=g,(.y)=F(y)
yada F (v) =F ( y) ya da Cauchy-Schwarz esitsizliginden,

g, 0v.y)=F(v) F(y)
olup, v =y ’dir.

Ornek 2.4.1: R? iizerinde

VYwe V i¢in
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F(u,v)= {u4 +3cu’v’ +v4}1/4 , (w,v)e R?

fonksiyonunu disiinelim[5].
1 1 1 .
gll :E[Fz]uu b g12 :E[Fz]uv :g21 ve g22 :E[Fz]vv OIdugundan

_ 2u® +9cu’v? + 6uv*t +3¢v°

&n = 2F6(M,V)
_ e 4’ _
4P 2F6(M,V) 8o
~Beu’ +2v° +9cu’vt + 6u’yv?
&2 2F (u,v)
bulunur.
det(g,-j):gngzz ~ 8182
_ 6cu’ +3(4—3c2)uzv2 +6cv?
4F4(u,v)
dir.

g,>0 ve g,,>0& ¢>0dm.

¢ > 0 olsun. O zaman

6clu® +28u°v +v* 4-3c>
el S 28 ) e

u’=x ve v’ =y dersek
x> 428y +y  =(x—y) +2(5+1xy
bu polinomun pozitif olmasi igin (6 +1)> 0 yada & > —1 olmasi gerekir. ((x,v) # (0,0)icin)

4 —3c?
4c

o= >—-1=4-3¢*>-4c
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3¢2—4¢-4<0

A=16+48=64 +A=8

0>-1=0<c¢<2 olmalidir.
g, porzitif tanimhidir< 0 < ¢ <2 dir.
M3 sartinin saglanabilmesi icin 0 < ¢ < 2 olmasi gerekir.
Yy =(u,v)e R* ve >0 icin
F(Ay) = F(u, v) = (Au)* +3c(u)* () +(v)*

=[atut +3eatutv? + a0t
= /1[u4 +3cu’v’ +v4]1/4

= AF(u,v)

= AF(y)

oldugundan (M 2) pozitif homojenlik sart1 saglanir. (M l) ’in saglandigida agiktir.

Ornek 2.4.2: R? iizerinde

T
F,.(p.q)= Jpz +q> + A + g )

fonksiyonunu alalim[8].

1 1 1 )
g =5[F2]pp =5{2p+1-(p”‘ +g ) p? 1}
V4
1-k 2k 2k 12 2(2k-1) 2k 2k e 2(k-1)
=1+4 _k (p +q )k 2kp +/1-(p +q )k(2k—1)p
122 1k
= 1+/1-(1—k)(pz" +q2k) £ 2. pe +/1(p2k +q2k) £ (2k—1)p
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1-2k

gV o BA R Al g ok -]

1-2k

2 :%[Fz]qq :1+(p2k+q2k) P q2k_2[2/1(1—k)q2k_2 +/1(p2k+q2k)(2k_l)]

o0 :%[Fz]pq :{ﬂ(lk—k)(pzk +g* )11{‘2'2q2k—1'k'p2k—1:|

1-2k

— 2/1(1 _ k)(ka n q2k )T '(p'q)Zk—l

detlg,-jJ= E18»n 818

1-2k

=1+ (p™ +¢*) ¢ ¢ 2P0 -k)g* 2 + 2k -1)p™ +4*)]

1-2k

+(p2k+q2k) B pzk—z;t[z(l_k)pzk—z+(p2k+q2k)(2k_l)]

2(1-2k)

(% +q*) 7 (pg) 2B0-kP () +

22k~ 1)1 - k)g ™2 (p* +¢7* )]

£2(1-k)2k=1)p** +¢* )p* > + 2k =17 (p** +¢* )

1-2k

— 4 (1 _ k)z 2k 4 q2k )2£TJ '(p'q)z(Zk—l)

1-2k

=2 (% + 2 P (pg) 2 alt= k) (pg)** + 41— kP (pg)** +

2(2k—1)(1—k)(p2k +q2k 2%-2 +q2k—2)+(2k_1)2(p2k +q2k )2J

1-2k

+l(p2k+q2k ){Tj [2(1_k)q2(2k—2) +(2k—1) 2k +q2k )qzk—z n

2(1_k)p2(2k—2) +(2k_1)(p2k +q2k )pzk—z]

2(1-2k)

=2(p* +¢*) ()0 -k)2k -1)p* +¢* fp* +¢7)

+(2k =1 (p* +q2")2J

28
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1-2k

_i_l(ka +q2k )T [(2k_1)(p2k +q2k 2%-2 +q2k—2)+
Z(I_k)(pz(zk—z) +q2(2k—2))]

Ae [0,00) icin , ke {1,....} olmak iizere lgy] matrisi pozitif taniml1 oldugundan M3

sart1 saglanir.

y=(p.q) isin F,,(Ay)=F,,(Ap,q))

=) +(Ag) + ()" +(ag)* )"

=2+ + A(p* 447"

:|/1|\/p2+q2+/1(p2k+q2k)1/k
=|4F,, (p.q)

oldugundan M2 sart1 da saglanir, M1 sartimin saglandig1 agiktir. Boylece F,, bir Minkowski
metrigidir.

Ozel olarak A = 0 durumunda ise Riemann metrigi olur.
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3.FINSLER GEOMETRISI

n-boyutlu bir M =M" diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde metrik yapilari

distinelim. Aksi sdylenmedikge diferensiyellenebilirligin anlami C* -diferensiyellenebilirliktir.

M’nin tanjant demetini TM ile gosterelim.
T:TM - M ve TM=1"(x), Vxe M

M iizerindeki diizgiin vektor alanlarinin uzaymi da ,}j(M ) ile gosterelim. F(TM ), tanjant
demetinin diizgiin kesit uzayidir. TM nin  T°M sifir kesiti 0, € T.M sifir vektorlerinin

birlesimidir. M ’nin kotanjant demetini 7" M ile gosterelim.

Eger M ’nin koordinatlari (xl,xz,...,x”) ise T M ’nin bazi
d . . d . :
Y (x)=9,(x)1<i<n{ olup TM deki baz PV d,,1<i<n; olur. Bu koordinat
X X

sistemi i¢in, tanjant demeti,

i)’l{%}(x)e T M tanjant vektoriine bagh olarak (x,y)= (Xl,---,xn,yl,...,y”)
i=1 X

kanonik koordinatlart ile verilebilir. Bir V' € ¥ (M ) vektor alani

V<x>=ilvf<x>ai(x>

seklinde yazilabilir.
f:M — R seklindeki diferensiyellenebilir fonksiyonlarin bir reel vektdér uzayi
S(M )= C~ (M) ile gosterilir. Bir ok lineer doniisiim
( g ¢ $

A y(M)x..xy(M)— 3(M)

olsun. Eger herbir bilesen S(M ) vektor uzayina gore lineer ise 4, M ’de (O,k)-tipinde

tensor alanidir denir. Bir

A y(M)x..xy(M)— y(M)
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cok lineer doniisiimii eger aym sarti saglarsa (l,k)—tensér alan1 olarak adlandirilir. M

manifoldu iizerindeki bir 4, (0, k) -tipindeki tensor alam simetriktir denir, eger Vx e M igin
A T Mx.XTM—R

kisitlamas1 simetrik ise, yani

AX(XU(I),...,Xa(k))= A.(X,,..X,) ise (VX,,...X, €eT.M ve o€ 0, igin)

M de bir vektér alamt X ve f e 3(M) olsun. pe M igin, (0)=p ve ¥ (0)=X

p

sartlarini saglayan

yi(-ee)>M

( f (7/(1‘))) esitligi ¥ 'nin secilisinden bagimsizdir. p degistikge, bu

diizgiin egrisi i¢in | —
ot

t=0

M de yeni bir fonksiyon tanimlar ve f’in X yoniindeki Lie tiirevi olarak adlandirihir ve

X(f)=Xf olarak yazilir. Ustelik Xf(p) icin df (p)X *dir.

T:IM - M

doniisiimii, double tanjant demetinin diferensiyelini verir.

T.:TTM - TM , VX e T M icin

T, (TM ) uzayt X € TM de double tanjant uzayr olarak adlandirilir ve 2n boyutludur.

Buradakin, M nin boyutudur.
Yi(~e,e)=TMcTM |, Y(0)=X
dikey egrisinin Y (O) tanjant vektorii , 7', (T M ) nin dikey tanjant uzayi olarak adlandirilan ve

Ty (M) =T, (T.M)

ile gosterilen se¢ilmis n-boyutlu bir alt uzayim gerer. Boylece
T.(TM ) =ker(dz:T,(TM) = T.M) ve T"TM < TTM dir.

Y € T' M tanjant vektorii verilsin.
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Y:TM > T(T.M)=T.MxT.M
X->7Y(X)=(x,7)

seklinde bir doniisiim tanmimlarsak M deki her vektor alami ile TM de bir birlestirilmis dikey

vektor alani bulabiliriz. (Yani 77 TM nin bir kesitini ).
Eger,
F:UcTM - %R

fonksiyonu verilmisse bu fonksiyonun Y ye gore Lie tiirevi
= d
YF(V)= - [F(V +17)],,

ile verilir. TM deki (x, y) = (x1 ey X y1 yers Y ) kanonik koordinatlarin bir seti cinsinden her

d
koordinat fonksiyonuna esdeger olan F' igin —F =—F dir, boylece — = —— olur[9].

ox dy oax' o9y

3.1.Finsler Yapisi

Tammm 3.1.1: Bir (M v ) Finsler manifoldu, F finsler metrigi ile tanimlanmig

diferensiyellenebilir bir M manifoldudur. M {izerindeki bir Finsler metrigi

F:TM >R

seklinde siirekli bir déniisiimdiir ve bu déniisim T°M  sifir kesiti disinda C™ olup su ii¢ sarti

saglar:

F1) F pozitif olarak homojendir. Yani VX € TM tanjant vektorii ve Ve R pozitif

sayis1 i¢in

dir.
F2) F(X)=0= X =0"dr.

F3) Legendre sartin1 saglar: Yani VV e T M (V * 0)



33

gy TMXT M —R

l — 1 02
g (X.7)= (X1, = XVP ()= =[P vsx v,

seklinde tanimli simetrik bilineer form pozitif tanimlidir[9].

Sonuglar:

1) TM deki (x, y) = (xl s X" YY" ) kanonik koordinatlarin bir seti cinsinden

d 0 1 9°F’
g,-j(an/):g(x,y)[— j (x,y)

) 2 dy'ay’
dir.

O halde Legendre sartindan g, (x,y)lsl.,/gn simetrik matrisinin y # 0 igin pozitif

taniml1 oldugu ¢ikartilabilir.

2) Vi >0 igin F(1X)= uF(X) oldugundan

! az [F V+sV+tV)L0,0

g WVV)=wyy, ==

=——FV+uv)
=F*()
bulunur. Koordinatlar cinsinden
| )
= : , F
Y 5 (x,7)=F*(x,y)

dir[9].

Tamm 3.1.2: Bir (M I ) Finsler manifoldu {izerinde Legendre transformasyonu

asagidaki gibi tanimlidir:
L.:TM -T'M

VoL(V):TM >R
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W)= L. V)w)=g, V. W)
L, (V) yi, g, metrigine gore V ye dual bir 1-form olarak gorebiliriz[9].

Ornek 3.1.1: Bir @ Riemann metrigi ile bir S diferensiyel I-formu

verilsin. VX € T_M i¢in

p(X)=alX,£)

esitligini saglayan bir & vektor alam vardir. O zaman, &vektdriine, & ’ya gore [ ’ya dualdir

deriz.
18 =[] =Val£.)
tanimlayalim. Eger 5] <1 ise
F(x)=a(x, x)+p(X)
= Jo(X.X)+alx,¢)

bir finsler metrigi tanimlar. Bu tip Finsler metrigine Randers Metrigi denir.

X #0 igin [ X] = yalX,X) >0

olup,

F(X)=|X]|+al(x.&)

o]

> x|~ [¢])

0< ||§|| <1 oldugundan

F(X)> 0 dr. F(X)ZO:>||X||=0:>X=0 dir. Tanim 2.1.1. deki F2 sart1

saglanir[9].
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Ornek 3.1.2: R* de tanimh F(x,y;u,v) = (u4 +v* )1/4 fonksiyonu bir Quartic
metrigidir.
F (e, 3 e, 2) = () + ()
= /l(u4 +v* )1/4

= /1F(x, y;u,v)

oldugundan pozitif homojenlik sart1 (M 2) saglanir. Simdi (M 3) "lin saglandigini gosterelim:

o] _19% 1.
g11_2[F ]W_2auau[F]

_1o {1 (u4+v4)_;.4u3}

T 20u|2

= i (u4 +v4)_1/2u3]

ou

= —%(u4 +v* )_%.4u6 + (u4 +v* )_%3u2

6 2
u 3u

g =-2 (u4 +v4)3/z + (u4 +v4)1/2

benzer sekilde

2
Exn :l[Fz]w -1 ‘

2
2 "2 vov [F ]




BENE
8n=8n = 2(u4 +v4)3/2
bulunur.
detlgg/J: 81182» ~ 818
oldugundan
6.6 6. 2 2.6 22 6.6
detflg, |[=4—2Y g LY g MV 4o MV 4 UV
) [glj] @ +v') vt ') ' +v*) (u4+v4)
veya
u’v? (u4+v4)
det[gi/]:9 . —6u2v2m
veya

det[ ]= 3u”v” olur
£y [ +v%) '
(u,v) # (0,0) icin lgy] matrisi pozitif tanimlidir. Eger u =0,v # 0 ise

20 3’ <
g1 =0,8 :_V_6+v_2’ 8» =1,8, =0=g, olacagindan

(x,;0,v)= 00 olur
gl/ ’y’ 5 0 1 *

36
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4. GEODEZIKLER

4.1. Riemann Uzayinda Geodezikler

C, M iizerinde
C:la,plcR>M (4.1)
t—Clt)=u'()

seklinde tanimli diferensiyellenebilir bir egri olsun, buradaki {ui}, lokal koordinat sistemini

gosterir. C’nin uzunlugu

b i j
(c)=] \/ g, du’ du” g (4.2)
seklinde tanimlidir[6].

(O
Tanmm 4.1.1: C, M iizerinde yukanidaki gibi tammli bir egri ve X(f)= X" (t)F
u

bir tanjant vekt6r alan1 olsun. X (t), C egrisi boyunca paraleldir denir eger, C' deki tanjant

vektoril yoniindeki kovaryant tiirevi sifir ise yani,

0=D, X = Dd,aX():dLD X7 ()=

o dt - u’
dlau du

:du e d o +du X d

dt ou' du’  dt " out

dX L x ,le du' ) 9
dr ou’

Buradan X (t) icin C egrisi boyunca paralellik sartin

aX L x4 du’ (4.3)
dt dt

olarak yazabiliriz[6].



Tanim 4.1.2: (4. 1) deki gibi tammlanmig diferensiyellenebilir C (t)

denir eger, tanjant vektorleri C (t) boyunca paralel iseler. Ya da C (t)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
d’u' du' du®

+T =0
a> " dr  dt

olmasidir.

C (t), M  izerinde diferensiyellenebilir bir egri oldugundan

manifoldunun geodezigidir denir[6].
4.2. Finsler Uzayinda Geodezikler

M bir manifold olsun. O zaman M {izerinde bir egri

c:(a,b)>M
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egrisi geodeziktir

egrisinin geodezik

(4.4)

M Riemann

ve Vte (a, b) icin (DC )I # 0, seklinde tanimli diizglin bir déniistimdiir. Boyle bir egri ,

¢ (a,b) > M {0}

t — C(t)=(DC)¢)

seklinde taniml1 bir kanonik lift’e sahiptir, buradaki DC, C ’nin tegetini gosterir. Eger M , F

Finsler normuyla birlikte bir Finsler manifoldu ise C egrisinin uzunlugu

b

Lic)= jF o ¢l )dt

a

seklinde, enerji de
1%
— 2,2
E(c)= E!F cl¢)dt

seklinde tanimlidir[7].

Foc=1 esitligini saglayan bir c egrisine

parametrelendirilmistir, denir.

path-uzunluguyla
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Tammm 4.2.1: Farzedelim ki c:(a,b)%M bir egri olsun. O zaman c¢ nin bir

varyasyonu bir £ > 0 sayis1 igin asagidaki kosullar: saglayan
H:(-¢,e)x[a,b]—> M
(s,t) - H(s,t) =c, (t)
seklinde siirekli bir doniigiimdiir.
1. H, (—&,&)x(a,b) iizerinde diizgiindiir ve ¢, (.)= H(s,.) dir.
2. H, heri=1,.,k icin (—&,€)x[t._,,t,] de C* dur,
3. ¢,(t)=clt), Vt € [a,b] dir.
4. c,(a), c,(b)e M , se (~&,&) *abagh olmayan sabitlerdir.

Tamim 4.2.2: Bir Finsler manifoldu iizerindeki ¢ egrisi geodeziktir denir eger L, ¢

de sabit ise, yani ¢ ’nin her ¢, varyasyonu i¢in

iL(cq =0
ds A 5s=0
ise.
i) 4 oH ) :
Tanim 4.2.3: V(t) =V (t)— = —(O,Z) vektor alanina / ’nin varyasyon alani
dx' e(t) aS
denir.

c, (t)= H(s,t) nin uzunlugu da

ile tanimlidur.
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Bir egrinin geodezik olma sartin1 veren Onerme’yi ispatlamak i¢in, 7M iizerindeki
vektorlerle yani T (T M ) deki elemanlarla calismamiz gereklidir. Bunun igin onlarin
transformasyon kurallarini ¢ikartarak ise baslayalim. Oncelikle, eger (xi) ve X' =X’ (x)’ler bir

x € M noktasi civarinda lokal koordinatlar iseler o zaman

J X’/ d
| & 9] (43)
ox'|, ox' dx’|,
Burada e ‘ler x i¢in x' lokal koordinatlarindan hesaplanmus , (x’) koordinatlarini ()7 ’)
X

koordinatlarina doniistiiren doniisiimiin Jakobiyenidir.
Sonra (x[, y' ), ()7 Ly )’leri ve T M civarindaki standart lokal koordinatlar olarak

i

diigiinelim. Yani, X' =% (x), 7' =5 (x,y) ve y"’ler o bazina gore koordinatlardir.
X

o] | o] 2

e T(TM \{0}) vektorleri transformasyon kurallarin saglar:

o'l " oy'| " ax'], 9|,
(4.3) denkleminden y" = ax? -y yazabiliriz. Bunu asagidaki esitlikte yerine yazarsak;
w
o _o% o 9 9|
ox'|, ox'" ox"|, ox' Iy’ .

d

o _a&x o , %

: ~ + )" 4.4
o], o vl avar T ¥, (44)
buluruz. Yine (4.3) denkleminden
0| o 9| (4.5)
W', ut

dir.
Onerme 4.2.1: Farzedelim ki

f:TM {0} > R
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diizgiin bir fonksiyon olsun. O zaman diizgiin bir ¢ (a, b) — M egrisi igin

1e)= [ £oc,ar

seklinde tanimli L doniisimii ¢ nin her ¢, varyasyonu i¢in sabittir ancak ve ancak V¢ e (a,b)

igin , ¢(¢) civarinda

/AN /A (4.6)
ox' dt\ dy'

olacak sekilde lokal koordinatlar vardir. Ustelik (4.6) sart1 lokal koordinatlardan bagimsizdir.

Ispat: Farzedelim ki ¢ bir egri ve a=t¢, <...<t, =b ¢ ’nin bir béliintiisii olsun.
Ustelik H(s,t)=c,(¢) c’nin bir varyasyonu olsun ve (¢,,7,,,) boliintiisii H ile bir koordinat
haritasina haritalansin. L doniisimii ¢ nin her ¢, varyasyonu i¢in sabit oldugundan

4 (1(e )){ ~0

dS s=0

b
olmalidir. Eger K : ¢ — j fo é(t)dt seklinde tanimli bir doniisiim ise, 0 zaman

H'(0,¢) dt

d el of .\ oH! o _ 9°
4 r _ o2l 0, o 2(r)-
(CS*?O Z ;[ {axl () os ( t)+8y’ t) 0tos

ya da

olup buradan

elde edilir.
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C: (a, b) — M sabit bir egri ise ¢’nin (a, b) nin her alt grubuna kisitlamasi da sabittir.

Boylece farzedebiliriz ki ¢, bir koordinat haritasinda kapsanir ve iddia yukaridaki

hesaplamalardan ¢ikar.

Tamim 4.2.4: Finsler manifoldunda geodezik katsayilar

. . dg, Odg,)\ .
GO)=5 2202y e (47)

seklinde lokal olarak tanimli fonksiyonlardir.

Tamm 4.2.5: Finsler manifoldu iizerindeki G € y(TM \{O}) geodezik spray1

i O i(,). 9
G|, =y = -2G (y)-F (4.8)
x|, V',
seklinde lokal tanimlidir ve G’ ler asagidaki transformasyon kuralina uyarlar.
~. X" ., 1 9*x’
G =2 o2y (4.9)

ox' 2 ox'ox’ R
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5.YATAY VE DIKEY AYRISIMLAR

Pek cok yonden, Finsler geometrisi Riemann geometrisi i¢in bir analoktur. Bununla
beraber, tipik bir farklilik Finsler geometrisi objelerinin 7M iizerinde olmasina karsilik
Riemann geometrisinde bu objelerin M iizerinde olmasidir. Ornegin, Finsler geometrisinde

egrilik M \{0} iizerinde bir tensér iken Riemann geometrisinde M iizerinde bir tensordiir. Bu
sebeple TM iizerindeki vektérleri ve ko-vektérleri, yani T(TM \{0}) ve T"(TM \{O})’m

elemanlarim bilmemiz gerekir. Bu bolimde 7 (T M \{0}) ve T *(T M \{0}) daki yatay-dikey

ayristimi tamimlayacagiz. Bu ayrisim, lokal koordinatlardaki hesaplamalar1 biiyiik olgiide
basitlestirecektir. Ustelik, Finsler metrigine uygun yapilari da verecektir. Ornegin, bir
geodezigin tegeti bir yatay vektdr olacaktir. Ustelik, F’in tiirevi bir dikey ko-vektdr olacaktir.

Yatay-dikey ayrisimin bazi ilaveleri de verilmistir.

Yatay-dikey ayrisimi tanimlamak i¢in , lineer olmayan konneksiyonlara , yani 7M \{0}

tizerinde bazi yapilara ihtiyag vardir.

Tammm 5.1: Bir M manifoldu tizerindeki lineer olmayan koneksiyon asagidaki

transformasyon kurallarmi saglayan 7TM \{0} tizerinde lokal olarak tanimli N ; 1-homojen

fonksiyonlarin bir koleksiyonudur.

~ ~ 2~k
ox ~h:ax ;00X ;

a7 o ax'ox’ Y

Geodezik spray icin katsayilar G' olmak tizere

;. 0G'
N./ = ayj (5.1)

olsun. O zaman N ; ’ler 1-homojendir. (4.9) daki

~,  ox" 1 9%x” .
G'==—.G/ ———=— . y/y°
ox’ 2 ox’ox’ Y

denkleminin diferensiyelini alirsak, Nj.’lerin lincer olmayan bir koneksiyonun sabitleri

oldugunu gorebiliriz.
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~h 2~h
e TS RCYR Wi S N (V)
oy’ ox’ dy' 2 dx’ox* dy'
_ " 9G7T 1 9'x" |9yl e
ox’ 9y’ 20dx/ox’ | Iy 4 o'
5/ 5

J
burada -
y

l

0

'

G’ =

N/ oldugunu kullanirsak

afh i 1 ath i s / s
N 2 a0ar (6 -y +y"-5)
ox" . 1 3% :
-~ N/ ————(2y’
ox’ 2 ox'ox’ ( Y )
:8)7” ;i %" o
o’/ ox'ox’ Y

olur, burada denklem (4.5) ’1 kullanarak buldugumuz

9 s _0% 9G" _ox 5

' ox' dy’  ox'
esitligini de sol taraftaki yerine yazarsak

afj Th _a}h /_ ath y/

ox' 7 ox/ T ox'ox/

buluruz. Béylece Tanim (5.1) deki gibi esitligi elde etmis oluruz.

5.1. T(TM \{O})’m Ayrisimi

(4.4) denklemi gosteriyor ki S » {%
X

i=1,..., n} alt vektor uzayi lokal koordinatlar
y

cinsindendir. Bu yiizden T (TM \{0}) da % yonleri hakkinda bir sey sOylenemez. Buna
X

ragmen , M manifoldu lineer olmayan N ; koneksiyonu ile donatildiginda
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) 9d | 0
— T™ \10 52
AU R 52)
dir, burada 5.| = a)?f- o >dir.
&', ox' &'

Béylece T, (T M \{0}) 2n-boyutlu vektor uzayi iki tane n-boyutlu alt uzaya sahiptir. Bu

alt uzaylar

8

v IM =S,

} ve 9 TM =S, {i } olup, lokal koordinatlardan
&l
y

bagimsizdirlar. O halde
T(TM \{0})= vTM ® 3 TM

dir. ¥ TM deki vektorler dikey vektorler ve # TM deki vektorler de yatay vektorler olarak

adlandirilirlar.

Asagidaki 6rnek gosteriyor ki geodeziklerin tegeti her zaman yatay vektordiir. Boylece,

yatay vektorler, dikey vektorlere gore daha ¢cok 6nem tasir.

Ornek 5.1.1: Geodezik spray i¢in G’ katsayilari 2-homojen oldugundan

2G' =y’ - oG =y’ - N’ dir. Bunu
dy’
0 i( O
G, =y'—=| —26'b)—
Y ox'|, dy .
denkleminde yerine yazarsak
0 0
Gl =y'— - ’N’
L= x|, T oy
yani
0 i 0
G| _y N | yNz] j
y ox'|, dy

y
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_ | 9| 0
yaxiy iayjy
:ii
yé,x,-y

olur. Boylece de G(y), Vy e TM \{0} i¢in yataydur.
5.2. T (TM \{0})’mn Ayrisim:
TM de, dx' ve dy' 1-formlari asagidaki esitlikleri saglar:

ox'

d'| =——.dx’' (5.3)
y o ox’ y

, ox' 9°x'
'l = Y Vi yodxS 5.4
=¥ w7, 54)

Bu transformasyon kurallari (4.4) ve (4.5) den gikartilabilir,

5yi‘ = dyi‘ +N' (y)dxj‘ (5.5)
¥ ¥ J ¥
i axi ~r .
olsun. Burada Jy ‘ =% -0y"| dir.
y X y

Béylece 2n-boyutlu T y*(TM \{0}) vektor uzayr v y*TM =S, {5 yi‘ } ve
y

o TM = S, {dxi‘yj seklinde iki tane n-boyutlu alt uzaya sahiptir ve bu altuzaylar lokal

koordinatlardan bagimsizdirlar. O zaman
T (TM\{0})= v"TM @ 7" TM

dir. ¥ " TM deki kovektorler dikey kovektorler ve ¢ * TM  deki kovektdrler de yatay ko-

vektorler olarak adlandirilirlar.

. o 0 - -
Onerme 5.2.2: Farzedelim ki Q’F’d"l ve oy’ vektorleri (5.1) deki lineer
'y

olmayan koneksiyon ile taniml1 olsunlar. O zaman asagidaki esitlikler vardir:
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5 P | (5.6)
(@) ola)e
_5, o |- &V;n—‘w: 9 (5.7)
| &/ S & & | o
(6 o] [s 9] 9N o 58)
_c%c[’ay-/ &’ oy’ ' W ’
%,%}:0 (5.9)
Loy dy

ispat: dx'eH’'TM , &' e V' TM

iGJ{TM , iie v TM

o' dy

olduklarindan (5.6) daki esitlikler asikardir. (5.8) deki esitligi gosterelim:

Lie operatdriiniin tanimimdan

LRI TERIEYTY
&' oy’ &'\ay’ ) ady/ L&'
(9 _pr 9 Y9 |99 k9
ax' T lay ) oy/lex’ T oyt

AR —i[ij— N ) N N J
ox'\dy’ ) dy’ \ox' ' \ oy’ ) oy’ oyt

, 0° +8N.k J ., 0°

1

o dy oy’ oy’ .ayk N dy’ay*

_ON/ 9
dy’  F

(*) olur,

benzer sekilde
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23] 9(0) 8(0)
&’ 9y &’/ oy’ ) oy’ \ o/
_ 0 Yy 0 0 d( d N 0
ox’ oyt \ oy ay o/ oyt
_ 9 9t 90 Ny 9, o
ox’dy’ Toykay' oyiax’ 9y’ oyt 7 9y'oy*
k
L0 )
dy' Wt
(*) ve (*)(*) dan (5.8) esitligi bulunur.
Simdi (5.7) deki esitligi bulalim:
6 o0 | o ( 6 o(d
& &k | s\ &t ) &t \a
o[ o . 0
( yj &k(a _N’ayj
5[8) 0 5[8}_5]\],”8
— & Loxt ay el ) a&k Y "
or ol M e -ar s
" & Lox ox’ ox o’ ay”
BT IR RN
&_/ aym J é‘xk aym
_ a_N,,, 0 (aj_ a_N,,, 0 (aj
ox’ 7 9y™ N\ox* ox* oy N\ ox’
0 0 0 0 0 0
+(§xk o’ kjay’" k(ax’ 7 oy’ j "
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+N<n(i_Ns i}i
ay"

Tlox® T f oy
2 2 2 2
= ak— ? - — N J —+ N/ J ‘
ox’ox®  ox*ox’ 7 dy"ox dy" ox’

+( 5k N 5j N:j am _N;,,( aj e avj am
S Ox dy ox dy* )dy

0 0 )| d
N'| - —N?
+ J (axk k ay‘vjaym

veya

2 2
:(51\/%" 5N,:”ja—NT” I ynp 9

&k i &j aym J aymaxk k aymaxj
2 2 2
a9 +NT ? +(NrNs = NTNy) J
ox’ay™ ox"dy" dy’ay”

olur, burada N,”" N; -N jm N; =0 du, ¢iinkii

9G" 3G 9G" 3G* _

— — : =0
' W df

NI'N3=NIN; =

dir. Sonug olarak

0 O o o 0
[ j k}:( kN;n__leznj m
& &k | Lo S 9y

bulunur.

Son olarak esitlik (5.9)’u gosterelim:

0 0 _ d(d ) 9 (0
dy' "oy’ dy'\dy’ ) ay/ | oy

9’ 9’
- dy'dy’ - 'y’
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=0
dir.
Onerme 5.2.3: Eger TM \{0} = R diizgiin bir fonksiyon ise
F i, 9 o
df =——dx' +—- 5.10
r-Lac 25 5.10)
dur.

5.3. Sasaki Metrik ve Hemen Hemen Kompleks Yapi

Farzedelimki M, bir F finsler metrikli manifold olsun. O zaman yatay-dikey ayrisimin

iki ilavesi, T (T M \{0}) icin Sasaki metrik ve hemen hemen kompleks yapidir.
Tamm 5.3.1: £=g; (y)dx' ® dx’ + g (»)o' ® &’ (5.11)

olsun. O zaman TM \{0} daki & Riemann metrigi Sasaki metrik olarak bilinir. ¢ nin

olusturdugu Legendre transformasyonu ise

L:T(tM \{0}) — 7* (TMm \{0})

S 0
L(§j=g,~kdxk ) L(W]:gik@k

seklinde tanimlidir.
Tanim 5.3.2: E ¢ift boyutlu bir manifold olmak iizere her tanjant uzay igin
J=TE - TE
bir lineer doniisiim olsun. Eger J > =—J ise J bir hemen hemen kompleks yapidir denir.
Yatay-dikey ayrisimi kullanarak
J: T(tM \{0}) - T(TMm \{0})

hemen hemen kompleks yapisi

J(ij:i. , Ji.:—i. (5.12)
&' ) oy 9y’ o'
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olarak tanimlanabilir. O zaman J> =—I olur ve J tamimdaki gibi lokal koordinatlardan

bagimsizdir.
J doniisiimii Sasaki metrigine uygundur. Yani, VX,Y € T(TM \{O}) icin
&(x.Y)=g(Jx,JY)
dir.

J hemen hemen kompleks yapisi ile Dbirlestirilmis Nijenhuis tensorii

VX,Y e T(TM \{0}) igin
N(Xx.Y)=[ux,Jv]-Jux,Y]-J]x,07]-[Xx,Y] (5.13)
seklinde tammhdir.
Onerme 5.3.1: Her N, Nijenhuis tensérii su dzellikleri saglar:

1. N, diizgiin fonksiyonlar {izerinde bilineerdir.

2. N, anti-simetriktir.
3. VX e T(TM \{0}) igin N(X,JX)=0"dur.
ispat: 1. V.X,Y € T(TM \{0}) ve Vf,ge C* igin

N(fx,gY)= f-gN(X,Y)

oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in

[x,g¥]= X (g)y — g (/)X + f-g[X,Y]

esitligini kullanacagiz.

N(x,gY)=[1(x) I (gY)]- I (x), g¥] - s/, s (g¥)]- [, g¥ ]
=1 (x).gUY)l-Jr(x).g¥]=Jx, gy )= [1X, gY]
= [(UX))IY) =gy ) )X)+ f - glix,JY]
~J(f(Ux)g)y - g (fNIX)+ f - glux.Y))

= J(XNg)y)-gWY)f)X + £ - glX, 7))
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~(x(g)y —g¥(f)x + f-glx.Y))
=[x )IY) - gy NS NIX)+ f - glux, Y]
- X (@)Y +g¥(f)X - f-glx.Y]
—J(fUx)e)Y + X (g)UY)-g¥ (£ )IX)
—gWY))X + felux. Y]+ felx, Y]
= 1-g(ux,Jv]-Jlux,Y]-J[x,J7]-[Xx.Y])
+ X )g)IY) - g(UY)(fNUX) - (X ()Y + ¥ (f)X
— X ))¥) - ()oY )+ g¥ (/) X )+ gy £ )x)
=/ eN(X,Y)= X ()Y +gY (/)X + X (g)Y - g¥(f)X

= f-gN(X,Y)
bulunur.

2. N, anti-simetriktir; yani V.X,Y € T(TM \{0}) i¢in N(X,Y)=—-N(¥, X) dir.
Gergekten de (5.13) den

N, x)=[y,ux]|-Jy, xX]-JY,Jx]-[v, X]
yazabiliriz, burada Lie operatoriiniin anti-simetrik oldugunu bildigimizden
N, X)=-[ux, 7]+ J[x, Y]+ Jux,Y]+[x,Y]
ya da
=—(ux,uv]-Jlux,¥]-J[x,Jr]-[X,7])
=-N(X,7)
olur.
3. VX e T(TM \{0}) i¢in N(X,JX)=0 oldugunu gosterelim:

(5.13) de Y yerine JX alirsak
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N(Xx,Jx) =[x, (Jx)]-J[Jx,0x]-J]x,J(JX)]-[X,JX]

yada
=|ux, 2 x|~ Jlux, ux]- Jlx, 72 x |- [x, Jx]
yada
=-ux, x]-Jlux, x]+J[x, x]-[x,Jx]
yada

N(X,JX)=-ux, xX]-Jlux, x|+ J[x, X ]+[Jx, X]
olur, burada [X , X ] =0 ve [JX ,JX ] =0 olmasi gerektiginden de
N(X,JX)=0 elde edilir.

Onerme 5.3.2: (5.12) deki hemen hemen kompleks yapi i¢in Nijenhuis tensorii

asagidaki esitlikleri saglar:

N i,i = i,i (5.14)
&' & &' o

N i, a_ =J i,i (5.15)
&' 9y’ &' o

(o o2] s
y' dy |

Ispat: Tk 6nce (5.14) esitligini gosterelim:

(5.13) deki N’nin tanimindan

(MM A2 AL 22

yazabiliriz. (5.12)deki J *nin tamm kullanilarak da

N(i, 5.): 9 9|\ 2 0| )0 9 —[i,i}
X' o’ ay' dy’ dy' o’ o' dy’ o' J




d
buluruz. J ’nin lineerligini ve (5.9) daki {—i,

0
—— | =0 esitligini kullanarak
ay /

dy

-t

sonucunu buluruz.
Simdi de (5. 15 ) deki esitligi gosterelim:
(5.13) deki N’nin tanimindan

EDHDRIHER

Sy A/ |
S oy’ | &' oy’

yazabiliriz. (5. 12) deki J hemen hemen kompleks yapisinin tanimindan da

d 0 d 9J d 0 [ o 0 }
=— -, - |+ - — -J — +J —_—
ay’ o’ ay’ o' dy' dy’ o' o’

bulunur. (5.8) ve (5.9) daki esitlikleri kullanarak da

Y :J{i,i}
&'y S S/

sonucuna ulasiriz.

Son olarak (5.16) daki esitligi gosterelim:

(5.13) deki N’nin tanimindan
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SENE IEE)

0 0
yazabiliriz. (5.12) deki J ’nin tammu ve (5.9) daki {F,a—/} =0 esitligini kullanarak
Yoy

{ o 0 } o 0 )
= Y N +J AT . +J Y .
&8 & o |y

ya da

:{ii}d J 9d | | J 9
o' od &' oy’ &’ oy

o d o d
bulunur, buradada | —,— | =| —,—— | esitligini kullanarak
Ox dy'

sonucuna ulasiriz.
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6. KONNEKSiYONLAR

6.1. Riemann Konneksiyonu

Tammm 6.1.1: M bir m-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M iizerindeki bir afin

konneksiyon asagidaki 6zellikleri saglayan
D:T(r(M)) > T(r (M)®T(M)) (6.1)

seklinde bir doniistimdiir:

l)D(a ajDiDa

ou'  du’ ou' o’
2)D[faij df@— ﬂ)— ., VfecC=(M).
Lokal olarak da
D%zWﬂaij ve Ddu' =W/ du’ (6.2)

seklinde tanimlidir. Burada F(T M ), sonsuz dereceden diferensiyellenebilir vektor alanlarmin

climlesini gosterir. Wl.j ’lerde D konneksiyon matrisinin bilesenleri olup
W/ =T]du* (6.3)

seklinde tanimlidirlar, buradaki I’/ ’larda U iizerinde sonsuz dereceden diferensiyellenebilir

fonksiyonlardir. X € T(M) igin, X ’in tam diferansiyeli

=(dXi+XjWJ)®i
ou'
oX’ 0
+ X' T |du/ @ — 6.4
(au k’} ou' (64)

dir.
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D afin konneksiyondur. DX% ve D, du’, sastyla, % nin ve du' nin XeT , (M)
u

0
vektor alani boyunca kovaryant tiirevlerini gosterir. D, F asagidaki 6zellikleri saglar:
u

VX,YeT(M)ve feC”(M) igin

0 0 0
1) D —=D,—+D,—
) Prar ou' X ou' "o’
0 0
2 D, —= e
) X aul fDX auz
0 0 0 0
3 Dy|—+—|=D,—+D, —
) X(au’ au-’j Y ou’ Y ou’
0 0 0
49 D — = Xf)—+ —
) D[ 1o =) L
X' =1alrsak, X = X i% oldugundan
u
0 .« 9 0  —w, . O 9 .« 0
D%J_Wi (aujjfﬁt_k_r‘ildu (aujjauk =l ou* ©3)
ve
i i 9 k i i 0 k i gk
D, du' =-W, i du” =-T,du Ewi du” =-T;du (6.6)
du’
buluruz, burada dul(%j = 511. ve W =TFdu' oldugunu kullandik[6].
"

Tanmim 6.1.2: 7', asagidaki gibi tanimli bir lineer doniisiim olsun.
T:T(1(M))xD(T(M)) - T(T(M)) (6.7)
T lineer doniistimiiniin tens6ér formunda lokal olarak yazilisi

J

k
u

T=T'—®du ®du’ (6.8)
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ler konneksiyon katsayilarinin bilesenleri ve Ti/.k = F/'i —F;’dir. Boylece

seklinde olup, T'¥°

y

VX,Y e T(M) igin
T(X,Y)=D,Y-D,X —[X,Y] (6.9)
dir[6].
Tanmm 6.1.3: M, G metrikli ve D afin konneksiyonlu bir Riemann manifoldu
olsun. Eger T(X, Y) =0 ise yani
D,Y-D,X =[X,Y] (6.10)
ise D ’ye torsiyonsuz konneksiyon denir[6].

Tanmm 6.1.4: M , G metrikli ve D afin konneksiyonlu bir Riemann manifoldu olsun.

Eger
DG = D(g,-jdui ®duj)
- (dgl.j ~Wrg, -W'g, )® du' ® du’
-0 (6.11)
ise 0 zaman D ’ye metrik-uyumlu konneksiyon denir[6].

Teorem 6.1.1: ( Riemann geometrisinin temel teoremi ).

M, mboyutluve G metrikli bir Riemann manifoldu olsun. O zaman M manifoldu

tizerinde metrik uyumlu ve torsiyonsuz bir tek D lineer konneksiyonu vardir. Bu konneksiyon

Riemann konneksiyonu ya da Christoffel Levi-civita konneksiyonu olarak adlandirilir.

Riemann manifoldu {izerinde bir konneksiyon Christoffel Levi-civita konneksiyonu
olarak alinabilir. Simdi F;k konneksiyon katsayilarini g, Riemann metriginin bilesenleri

cinsinden bulabiliriz.

. .k _ ok ko_
D, torsiyonsuz yani 7; =I";, —I7; =0 olsun. O zaman

[, =I; ve I, =T

ij kij

olur. D metrik uyumlu oldugundan da
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dg, =W'g, +Wig, (6.12)
ya da
og
ailj du' =Tydu'-g, +Tjdu'g,
= (T, +T, Jeud (6.13)

buluruz. Yukaridaki esitlikten

9g;
u; =T, +T}, (6.14)
g,
j =T, +[, (6.15)
og .
auj"l =T, +T, (6.16)
bulunur. I';; =T, oldugunu kullanarak bu ii¢ esitlikten
1(de, dg, og,
== 8 , I8 _ g-j (6.17)
2\ du’  du' du
ve glk ile carptigimzda
1 u(9g, 98, 098,
[ =—g'| =L+ 2= 6.18
Y 2g (au-’ ou'  ou' (6.18)

buluruz. (6.17) ve (6.18) esitlikleri, sirasiyla, birinci gesit ve ikinci gesit Christoffel sembolleri

olarak adlandirilir.

M nin standart ¢atisin1 kullanmistik. Bunun yaninda keyfi bir ¢atisin1 da kullanabiliriz.
Farzedelim ki {ei J1<i< m} lokal cat1 ve {Qi J1<i< m} dual ¢at1 olsun. {ei} catisi tizerindeki

konneksiyon

De. =8¢, .
, =6e, (6.19)
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olarak tammlanabilir, buradaki &’’ler D konneksiyon matrisinin bilesenleridir. D ’nin

torsiyonsuzluk sarti

d9' =6’ A6 (6.20)
ve metrik-uygunluk sarti

dg,; = Qikgkj +6’J’.‘gik (6.21)
dir. Bu esitlikler,

G=g,0'®0' ve DG=dg,~6'g, -0"g,)®6 ®6' =0
esitliklerinden bulunabilir[6].
6.2. Finsler Konneksiyonu

Tamim 6.2.1: ( Finsler Konneksiyonu ). Bir Finsler konneksiyonu (N F,C )ijc;liisij ile

tanimhidir, buradaki N, M izerinde bir lineer olmayan konneksiyon ve F = (F ]’k),

C= (C;k)’ler de lokal taniml1 0-homogen F' Jlk , C;k fonksiyonlarinin kolleksiyonlaridir.
Fy,Clh :TM {0} - R
asagidaki transformasyon kurallarini saglar.

ox' . ’x X X
+

=" . F!

ox' M oxioxt  ox! oxF "

(6.22)

i ox' X! X~
S a0 e O )

7 :TM — M bir kanonik projeksiyon olsun. Bir Finsler konneksiyonu
VT, (tM \o})x (M) - T, (M)
(Y, X)->V,(x)
seklinde taniml1 bir doniisiim olup asagidaki 6zellikleri saglar.

1. V lineerdir. (X ve Y de)



2.Eger feC” (M ) ve ye T M \{0} ise o zaman lokal koordinatlarda

d d d
\% - =df| — -
%‘y (fax’ Xj f(ax’ xjax’

d m( O
(fax-/ xj =16 (y)ax_'”

v

d
+f'F;y‘rn(y)a m
X

X

X

\%

9
'

X

F Jlk ve Cj.k nin transformasyon dzelliklerinden VX € (M) igin

s
v, 0=Ev, (v)
g Y
ox’"
Vi, (X):F'V , (x)
= X

olur, boylece V, lokal koordinatlardan bagimsizdir[7].

Ornek 6.2.1: (M, F) bir Finsler manifoldu

3 :l 5gik+5gij_5gjk
Toaled & &

I =g"T

17k
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(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

lokal taniml1 fonksiyonlar olsunlar. O zaman (N ; ,F}k ,0) Chern-Rund konneksiyonudur.

F;k , asagidaki transformasyon kurallarini saglar.

ijk axi

k[ 9°XY . oX? oX’ =
B ox’ ox* g”+ﬁ'ax_"' par

~rs

gl = ox' ox’

ox" ox’

Son transformasyon kurali da

(6.28)

(6.29)
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ox" ox° .
== (6.30)

8ij

dir[7].

i

Ornek 6.2.2: Gj.k = olsun. Buradaki N ; denklem (5.1) ile verilmisti. O zaman

J
"
(N ; , Gj.k ,0) bir Berwald Konneksiyonudur([7].

Ornek 6.2.3: Bir Finsler manifoldu iizerinde C ;« Cartan tensori

_19dg;, 1 0°F’
2 0f  40yiyioyt

(6.31)

Ci=g"Cy (6.32)
seklinde tanimlidir. Cj.k katsayilar1 (6.23)denklemini saglar ve (N;,G;k,C;k) konneksiyonu

Hashiguchi konneksiyonudur[7].

Ornek 6.1.4: Cartan konneksiyonu (N F;k , Cj.k ) bir Finsler konneksiyonudur [4]

j b
6. 3. Kovaryant Tiirev

Tamm 6.3.1: ( Kovaryant Tiirev ):

Farzedelim ki M, N ; lineer olmayan konneksiyonlu bir manifold olsun. O zaman

kovaryant tiirev doniisiimii
D :T.M\{0}x y(M)— T .M \{0}
(»,X)—-D,(x)
scklinde taniml1 bir doniisiim olup asagidaki sartlar1 saglar:
1.D,(X+Y)=D, (X)+D,(Y) , VX,Ye y(M) ve ye TM \{0},
2.D,(fX)=df(y)X + D,(X) , VXe y(M) ve feC"(M) igin

3. Lokal koordinatlarda, Vye T M \{0} icin
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0
D | —
J/(axl ;

N ; i¢in transformasyon kuralmi kullanarak

o) o (2, (&) 0
D2 =2 p [ a2 )2
y(ax’ J o Y[asaf} (axl j(y o

olur. D, iyi tamimlidir. Genel olarak, D, (X )’in yiksek mertebeden lineer olmasi

j=N,-j (y)ij

X

gerekmez[7].

6.4. Temel Finsler Niceliklerinin Bazi1 Ozellikleri

L :T°"M — TM Legendre transformasyonu bir 4 ko-Finsler metrigiyle tanimlansin.

Lokal koordinatlarda

L(f)zLi(f)% ve L_l(y)zL;l(y)dxi , £eT"M ve ye TM olsun.
X

L(E)=h"(E)E, , EeT'M
L'(y)=g,(») . yeT™

' min Ozellikleri

G,
Ciu = 5 olsun. Ustelik L > y1
Vi
aCljk s s s s s
Lg‘/’k = axs y - 2CijksG‘ - Nl Csjk - N/ Csik - Nk Csij (634)

seklinde tanimlayalim. Bunlar Landsberg tensoriiniin bilesenleridir. L, fonksiyonlari Z, J,k
indislerinde simetriktirler, yani i, j,k indislerinin herhangi ikisi yer degistirdiginde Ly

degismez. Ustelik,

Cz'jky “=0ve Cijkly = —Cl.jk oldugundan

Ll.jkyi = Lﬁkyi = ijl.yi =0’dir [7].



Onerme 6.4.1: Chern-Rund konneksiyonunun 6zel

_ m
Fg/k =g imG_/k Lijk

Ly =Ly
F;ky'/ = Nllc
kaLfl = G_j‘kL;l = Fjjky[

ispat : Once (6.35)’i ispatlayalim:

Fl.jk nin tamimindan

64
likleri asagidaki gibidir[7]:
(6.35)
(6.36)
(6.37)

(6.38)

o2led & o
1[( a 9 9 9 9 9
) T Py PR B A
dg. Og, O0g, , dg .. Jg .
:l{ S 280 _ gf,_"}l[_zv;n_ag;f;_zv: Sy Ny
2] ox’  ox ox 2 dy dy ay
. dg, , . 0g..
olur, burada ¥, zl ag”_‘ + g: —ag’{‘ alip, C, :lag,k . _l £
20 ox’  ox*  ox' 2 9y” 20"
og.
don = 1984 degerlerini yerine yazarsak
2 gy"

I

ijk
buluruz. (4.7) deki G™ igin
1

g

4

2agsi _ agsm

G" =
Emi ox"  ox'

}ys -y

dir, bu esitligin her iki tarafinin 6nce y; "ye gore tiirevini

? (gm,-G'”)=%{2 }ysy’" +

dy’

a agsi _iagvm
ox" dy’  ox' dy’

=V — N Cy =N/ Cy,, + N'C

sonra da y, ’ya gore tiirevini alalim.

Pa o)

d
dy’

ag Si
ox"

98,
ox'

1
4

(")




burada C;y* =0 ve C,;y" =0 oldugunu kullanirsak

buluruz. Simdi de her iki tarafin yk ’ya gore tiirevini alalim:

d " dg
2.9 ¢, 6"+2.¢, 00 g G =
at dy’  dy

bu ifadeyi yeniden diizenlersek

mik

m m m m a
2:Cpp G"+2:C, N/ +2-C NI +g,,Gl = (a_'"

192, 198 13
~~ 5, - _C L1,
+{2Bx" sor | (al&),_/ Gar &0

1 o 9g;

2 ox" oy*

) og .
n 1 98 _l g/{ﬂ 8" 41— 19 agsl _
20" 4 o' 2 0x oyt

1 9 9g,,

4 ox' Iy*

1o o,
4 9x' oy"

.
L

j (EF Cim)y

0

0

+ lagki _lagkj
2 0x’ 4 ox'

65
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olur, burada C,,y" =0 , C,y" =0 ve Cy" =0 degerlerini yerlerine yazip gerekli

diizenlemeleri yaparsak

m m m aClﬂk mn 1 agl
-G —2C[ijk _2C[kmN_/ o Y —i-Ea)C)i

G, =-2C
gmz Jk axm

ijkm

_19g, +lagza- _19g,
4 ox'  20dx) 4 ox'

ya da

g,.G Y =2C;G" ~2C;, NI —2C, N

ijkm

. 1]9g; odg, 9g;| JCy
k= 7 ;T G
2 | ox ox’  ox ox

1[9g, ag, 9g,
Olup, burada 7/l'jk = |: gf + 8 ik _ g_/k

— - — | degerini yazdigimizda da
2| ox*  ox’ ax’} 8 yaecig

aC,,

ij ax ljkam - 2Cg‘/mN/’cn - 2C[km N;”

olur. Sonug olarak da

L

" =2C;G" = NJ"C = N"Cy = NJ'C

ijk = axm ijkm

ijm
esitligini kullanarak

gmiG;;lc - Lg/k =Yk — C[jm N =Cy, N_;‘n + Niijkm
oldugunu gdriiriiz, sag taraftaki kisum I, "ya esit oldugundan

=I

ik

g mi G;’;{ - L

ik

dir.
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7.EGRILIK
7.1.Riemann Geometrisinde Egrilikler
Tanmm 7.1.1: R :T(T(M))xT(T(M))xT(T(M)) = T(T(M)) (7.1)

Seklinde taniml1 bir doniisiim tensorel formda

R:R,.;;,-aa ®du' ® du* ® du' (7.2)

i
seklinde yazilabiliyorsa, D konneksiyonunun egrilik tensoriidiir, denir. VX,Y,Z € F(T (M ))
i¢in

R(X,Y)Z=D,D,Z-D,D,Z - Dy 1Z (7.3)
seklinde tanimlidir[6].

Tamm 7.1.2: Q/ =dw/ —w' Aw/ D’nin egrilik matrisinin bilesenleri olarak

adlandirilir.

Egrilik matrisinin kullanilmasiyla Rlzil egriliginin bilesenleri Christoffel sembolleri

cinsinden bulunabilir[6].
Wl.j = Fii du® alirsak

Q! =d(r)du* )~ (Tidu' ) A (T}, du")

or;/ :
=—"%du' Adu" -T,Tjdu' ndu"
u

r/ oar!
:%a—’kldul Adu® —%a—’j‘duk Adu'
u u

+%Ff,’ T/ du' Adu* +%F§Thf}cduk Adu'

_ifary ary
21 ou'  out

PO -, }M At

%Rl{kdul Adu®



yani
S R k
Q) =—R)du" Adu
2

olur, burada

. _or] ar

R/ = +T'r/ -1
ilk aul ou A ik hl il + hk

dir. (7.4) “lin her iki tarafim g, ile carparsak,

Q. = %R[ﬂkdul Adu®

y
elde ederiz, burada da
_ !
Q, =dw, +w, Aw,
dir. Boylece

or, or,
Rijlk = au]l - aujk +1—‘i;11—‘hjk _Fizrhﬂ

olur. Egrilik tensorii asagidaki gibi yazilir[6].

R=Rdu' ®du' ®du’ ®du' ®du'

Teorem 7.1.1: R, egrilik tensorii asagidaki ozellikleri saglar:

1) R, =—R,, =—Ry,
2) Ry, +Ry; + Ry =0
3) Ryu =Ry,

(7.2)°yi (Z,W)X ile (7.9) uda (X,Y,Z,W) ile birlestirirsek

R(ZW)X =R, X'Z'W' 9
ou’

Ve
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(7.10)
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RX,Y,ZW)=R, XY Z'W' (7.11)
ya da

R(X,Y,Zw)=(R(Z,W)X)Y (7.12)

olur, burada X,Y,Z W tanjant vektor alanlar1 ve du’ (ai’j = 5; dir.
u

Teorem 7.1.1 ve (7.11) den asagidakiler vardir:
1) R(X,Y,ZW)=-R(X,Y,W,Z)=-R(Y,X,Z,W),
2) R(X,Y,Z,W)+R(X,ZW,Y)+R(X,W,Y,Z)=0
3) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)
G Riemann metrigi i¢in asagidaki fonksiyonu tamimlayabiliriz[6].
GXx,Y,Z,wW)=G(Xx,z2)G(x,w)-G(x,w)G(Y,Z) (7.13)
Tamm 7.1.3: T, (M) nin her iki boyutlu E alt uzay: igin E iizerindeki kesit egriligini

_ R(X,7,X,Y)
K(E)= “eXTXY) (7.14)

seklinde tanimlanz, burada X,Y € 7T, (M ) dir[6].

Tammm 7.1.4: Bir m-boyutlu M Riemann manifoldu sabit egriliklidir denir eger

K(p) sabit ise.

Tamm 7.1.5: Egrilik tensoriinitin izi Ricei e@riligi olarak adlandirilir. Ricci egriliginin

bilesenleri

R, =R}, (7.15)
dir[6].

Tanim 7.1.6: Ricci egriliginin izi skalar egrilik olarak adlandirilir. Skalar egrilik

R=R.g’ (7.16)

y
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dir[6].

Tanmmm 7.1.7: Eger Ricci egrilik tensorii, metrik tensoriin skalar ¢arpimi ise o zaman

Riemann metrigi Einstein metrigi olarak adlandirilir. Einstein metriginin bilesenleri

1
G, =R, =~ g,R (7.17)

dir[6].
7.2. Finsler Geometrisinde Egrilikler

Riemann geometrisinde, Riemann egrilik tensorli, M iizerinde bir tensordiir. Finsler

geometrisinde ise egrilik tensorii 7M \{0} tizerindedir.

[ii}:_ Ny ON7 ) 9
Sl &t S & |

buradaki [,] , vektor alanlari i¢in Lie operatoriinii gosterir.

o N7V
Jk 5Xj 5xk
Ve
o 3RS
7/ i
dy

dir. Boylece R egrilik tensorii

R =R} dx' ®dx’ ®dx" ®i
&m

seklinde tanimlidir[7].

TM izerindeki dx’ ve dy' 1-formlar1 asagidaki esitlikleri saglarlar:

, ox'
dxl| =
x‘y ox” x’y ’
dy'| W e O o e
PLTHE S T
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Ayrica

[5 5}:axﬁaxs{5 5}
& & | ok o & &

olup boylece ﬁi;” = gf’ . sf’ : E;x -
' X' ox X

R’ dirve R iyi tammlidir[7].

Onerme 7.1: 0-homojen R;}{ fonksiyonlari asagidaki esitlikleri saglar:

0=R), + R} +R;, (7.1)

Rg"/?lic = —Rf;; (7.2)
m &;im $lm s m s m

Ry, :&—J’f—éx—;+ G,Gn -GG} (7.3)

Ispat : Once (7.2) ’yi gosterelim: tanimdan

g R0 (v oV
ijk ayi ayi &j &k
__ o[V av
W' & &

OR]!
= ayi
:—Ri’g,

Simdi (7.3) "{i ispatlayalim :

Jk 5Xj 5xk

burada (5.2) yi kullanarak

) -9 0 -9
S L VA N R Ry VA Y
(axj / ay“} g (axk kast /




= axj _NjGSk_ax—;-l_NkGéj
buluruz.
w _ IR
A
y
oldugundan da
oON;" ON"
R = a,( ’;j— ° e S |+ 2 e
ooyt ox a' ay' | ox dy
ya da
ON;" ) ON; oG" ON” G
= 8‘ | -—GL N —5- ak L+ a_N,‘j G +N, —
ox’ \ a9y’ ay' dy'  ox'| dy' ' ‘ ay'
ya da
oG” aG™ JG; oG/
=— -GGy - N —*+——-+G,GI + N, —
ox’ ‘ dy'  ox ‘ ay'

burada aG‘Y_k = G ve
ayl ay?

aG" G
= olduklarindan

i

dy oy’

R" = (i ~N* i)c;;; - (i ~N; iJG; ~G,G" +G,G"

ijk ox’ J ays axk ayv
ya da
&;;1:’ $l;n s m K m
= y —yﬁ' Gist_-j - Gistk
buluruz.

Son olarak da (7. l) esitligini gostermek igin

& &t

m  __ N m _ s m
jok = + Gik G_/s ijGks

72



Jki T 5xk S ji T ks ke Tis
Ve
G 5G
m __ 7 ki s m s m
Rkij - 5x,~ _yﬁ'ijGm _Gkist

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
m m m
Ry +Ry, +R; =0

olarak bulunur.
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