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FİNSLER UZAYLARI 

Nejla ULUS 

Matematik Bölümü Yüksek Lisans Tezi 2008 

Tez Danışmanı:Yrd.Doç.Dr.A.Funda YALINIZ 

ÖZET 

Birinci bölümde diğer bölümlerde kullanılacak olan bazı temel kavram ve sonuçlar 

verilmiştir. 

İkinci bölümde metrik uzaylar , normlu uzaylar , minkowski normu ve Riemann metriği 

tanımları , bu tanımlarla ilgili örnek ve önermeler verilmiştir. 

Üçüncü bölümde Finsler Geometrisi , Finsler yapısı , Legendre transformasyonu 

tanımlanmış , Randers ve Quartic metriği örnekleri verilmiştir. 

Dördüncü bölümde geodezikler önce Riemann uzayında daha sonra da Finsler uzayında 

ele alınmıştır. Finsler manifoldunda bir eğrinin varyasyonu , geodezik katsayılar ve geodezik 

spray gibi tanımlar yapılmıştır. 

Beşinci bölümde, Finsler uzayında Lineer olmayan konneksiyon, (TMT \{ })0  ve 

(TMT ∗ \{ })0 ’ın yatay ve dikey ayrışımları, yatay ve dikey ayrışımın iki ilavesi olan sasaki 

metrik ve hemen hemen kompleks yapı tanımlanmış ve bu tanımlar ile ilgili bazı önermeler 

ispatlanmıştır. 

Altıncı bölümde, konneksiyonlar ve kovaryant türev kavramları, önce Riemann 

uzayında sonra da Finsler uzayında ayrı ayrı ele alınmıştır. Bu bölümde Chern-Rund 

konneksiyonu, Hashiguchi konneksiyonu örneklerde verilmiştir. 

Yedinci bölümde, eğriliklerin Riemann uzayında ve Finsler uzayındaki tanımları 

yapılmış, bazı önermeler verilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Finsler geometrisi, Lineer olmayan konneksiyon, Legendre 
transformasyonu, Randers metriği . 
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FINSLER SPACES 
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SUMMARY 

In the first chapter, some fundamental definitions and results which will be used in 

other chapters have been given. 

In the second chapter, the definitions of metric space, normed space, minkowski norm 

and Riemannian metric and then propositions and examples which are connected with these 

definitions have been given. 

In the third chapter, Finslerian geometry, Finslerian structure, Legendre transformation 

have been defined and then the examples of Randers and Quartic metrics have been given. 

In the fourth chapter, geodesics have been taken up firstly in Riemann space and later in 

Finsler space. In Finsler manifold, the definitions such as a variation of a curve, geodesic 

coefficient and geodesic spray have been given. 

In the fifth chapter, in Finsler space, non-lineer connection, horizontal and vertical 

decompositions of (TMT \{ })0  and (TMT ∗ \{ })0 , sasaki metric and almost complex structure 

which are applications of the horizontal-vertical decomposition for (TMT \{ })0  have been 

introduced and some propositions which are connected with these definitions have been proved. 

In the sixth chapter, Connections and Covariant derivative have been taken up firstly in 

Riemann Space and later in Finsler space. In this chapter, the examples of Chern-Rund 

Connections, Hashiguchi Connection, Berwald and Cartan Connection have been given. 

In the seventh chapter, the definitions of curvatures in Riemann and Finsler space have 

been defined, some propositions have been given. 

Keywords: Finsler space , non-lineer connection , Legendre transformation , Randers metric. 
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1.TEMEL KAVRAMLAR 

Tanım 1.1. V, n-boyutlu reel vektör uzayı olsun. 

ℜ→VF :  

fonksiyonu, V∈∀ βα ,  ve ℜ∈∀ ba,  için 

( ) ( ) ( )βαβα bFaFbaF +=+  

şartını sağlıyorsa F  ye bir lineer fonksiyonel denir. Lineer fonksiyonellerin cümlesini 

( ) { }RVFFRVHom →= :,  

şeklinde gösterelim. ( )RVHom ,  cümlesi üzerinde, 

            ( ) ( ) ( )RVHomRVHomRVHom ,,,: →×+  

                                                              ( ) GFGF +→,  

∋   V∈∀α  için 

              ( )( ) ( ) ( )ααα GFGF +=+  

            ( ) ( )RVHomRVHomR ,,: →×⋅  

                      ( ) ( )FF ⋅→ λλ,  

∋   V∈∀α  için 

              ( )( ) ( )αλαλ FF ⋅=,  

işlemlerini tanımladığımızda ( )( )⋅+,,,RVHom  üçlüsü bir vektör uzayı olur. 

( )RVHom ,  vektör uzayına V  vektör uzayının kovektör uzayı veya dual uzayı denir ve 

    ( )RVHomV ,=∗  

şeklinde gösterilir. 

∗V  ın elemanlarının herbirine bir kovektör denir[1]. 
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Tanım 1.2. α  eğrisinin hız vektör alanı T , eğri boyunca paralel ise, yani kendi 

kendine paralel ise α  eğrisine M  üzerinde bir geodezik eğri adı verilir. 
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∂
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x

T ijk

ji
i

i
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dt

dx

dt

dx

dt

dT ijk

ji
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veya 

               0
2

2

=⋅Γ+
dt

dx

dt

dx

dt

xd ijk

ji
k   ,  mk ≤≤1  

bulunur[1]. 

Tanım 1.3: Diferensiyellenebilir bir manifold M  ve bir MP∈  noktası verilmiş 

olsun. MP∈  noktasının M  deki komşuluklarının cümlesi ( ) { },...,VUPU =  olsun. 

        ( ) {fRMC =∞ ,  RUf →: , ( ) ( )}PUUUCf ∈∈ ∞ ,,     
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cümlesini ele alalım. Bu cümlede  

                ( ) ( ) ( )RMCRMCRMC ,,,: ∞∞∞ →×⊕  

                                                             ( ) gfgf +→,  

işlemi,  

               RUf →:  ve RVg →:  ,              ( )PUVU ∈,  

olmak üzere 

              RVUgf →+ ∩:  

                                               ( )( ) ( ) ( )qgqfqgfq +=+→  

şeklinde tanımlansın.  

Ayrıca ( )RMC ,∞  cümlesinde 

                  ( ) ( ) ( )RMCRMCR ,,: ∞∞ →×⋅  

                                ( ) ff ⋅→ λλ,  

dış işlemide  

                   ( ) RPUU →∈  

                                          ( )( ) ( )qfqfq ⋅=→ λλ  

olarak tanımlarsak 

             ( ){ }⊗⋅+⊕∞ ,,,,,, RRMC  

6-lısı bir reel vektör uzayı olur. 

{ }nxx ,...,1  sistemi ( )RMC ,∞  vektör uzayının bir bazıdır[2]. 

Tanım 1.4. Bir 

                 ( ) RRMCVp →∞
→

,:  

dönüşümü için  
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   ( )i  ( ) [ ] [ ]gVfVgfV ppp

→→→

+⋅=+ µλµλ  , R∈∀ µλ, , ( )RMCgf ,, ∞∈∀  

    ( )ii  [ ] [ ] ( ) ( ) [ ]gVpfpgfVgfV ppp

→→→

⋅+⋅=⋅  

aksiyomları sağlanıyorsa, 
→

pV  fonksiyonuna M  nin P  noktasındaki bir tanjant vektörü 

denir[2]. 

Tanım 1.5: M  manifoldunun bir MP∈  noktasındaki tanjant vektörlerinin cümlesini  

        ( ) ( )








→= ∞
→→

RRMCVVPT ppM ,:  

ile gösterelim. Bu cümlede toplama işlemini  

               ( ) ( ) ( ) ( )PTPTPT MMM →×+ :       

                    ( ) RRMCWVWV pppp →+→





 ∞

→→→→

,:,        

                  [ ] [ ] [ ]fWfVfWV pppp

→→→→

+=







+  ,  ( )RMCf ,∞∈∀  

olarak tanımlarsak ( ) ( )( )+,PTM  ikilisi bir Abel grubu olur. Ayrıca 

               ( ) ( ) ( )PTPTR MM →×⋅ :  

                                     
→→

⋅→







pp VV λλ, ( ) RRMC →∞ ,:  

               [ ] [ ]fVfV pp

→→

=







⋅ λλ  , ( )RMCf ,∞∈∀  

dış işlemide bu Abel grubunu ℜ  üzerinde bir vektör uzayı yapar. Bu uzay ( ) ( ) ( ){ }⋅⋅ℜ+ ,,,,PTM  

ile gösterilip M nin MP∈  noktasındaki tanjant uzayı adını alır[2]. 

MP∈  nin bir U  açık komşuluğu üzerinde bir lokal koordinat sistemi { }nxx ,...,1  

olsun. 
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             ( ) RRMC
x

pi

→
∂

∂ ∞ ,:  

                                                ( )
pipi x

f
f

x
f

∂

∂
=

∂

∂
→   ,   ni ≤≤1  

olarak tanımlanan 
pix∂

∂
 fonksiyonu M nin P  deki bir tanjant vektörüdür. Buradan  

       [ ] ij

pj

i

j

pi x

x
x

x
δ=

∂

∂
=















∂

∂
 

olduğundan { }nxx ,...,1  in duali 








∂

∂

∂

∂

nxx
,...,

1

 dir ve  

               ( )












∂

∂

∂

∂
=

pnp

pM
xx

SPT ,...,
1

 

dir[2]. 

Tanım 1.6: Bir ( )PTV Mp ∈
→

 tanjant vektörü için ( ) iip VxV =
→

 olmak üzere ( )nVV ,...,1  

n-lisine 
→

pV  tanjant vektörünün { }nxx ,...,1  koordinat sistemine göre, bileşenleri denir ve 

dolayısıyla  

                  ( ) RRMCVp →∞
→

,:  

dönüşümü için  

                ∑
=

→

∂

∂
=

n

i pi

ip
x

VV
1

        ,       [ ]ipi xVV
→

=  

yazılabilir. 

           MP∈  noktasındaki iki farklı lokal koordinat sistemi { }nxx ,...,1  ve { }nxx ~,...,~
1  olsun. 

O zaman  
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sistemleri ( )PTM  için birer baz olurlar[2]. 

Tanım 1.7: ( )PTM  nin 
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bağıntıları vardır[2]. 

Tanım 1.8: M  bir n-boyutlu manifold, M  de bir  P  noktasındaki iki lokal koordinat 

sistemi { }ix  ve { }ix~  olsun. Bir ( )PTV Mp ∈
→

 tanjant vektörünün bu iki koordinat sistemine göre 

bileşenleri, sırası ile , { }iy  ve { }iy~  ise 
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dir[2]. 

Tanım 1.9 : M  bir manifold olsun. Eğer  M  üzerinde bir MP∈  noktası için  

                 ( ) ( )( )ℜ×→ ,: PTPTLMg MM  

                                 ( ) ( ) ℜ→×→ PTPTgP MMp :       
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şeklinde simetrik, pozitif tanımlı bir bilineer form tanımlanmış ise g  ye  M  de Riemann 

metriği denir.      

Eğer bir M  manifoldunun MP∈∀  noktasının bir U  komşuluğu üzerinde g  formu 

rC  sınıfından ( yani  g  nin ℜ→Ug ij :  bileşenleri rC  sınıfından ) iseler g  Riemann 

metriğine rC  sınıfındandır denir. 

Bir Riemann metriği verildiğinde bir ( )PTV Mp ∈
→

 tanjant vektörünün boyu  

        ( ) 















==












 →

=

→→→→

∑ ppi

n

ji

ppiijpppp VxdVxdpgVVVg
1,

2

,  

olarak tanımlanır. Eğer pV
→

 nin { }ix  koordinat sistemine göre bileşenleri ( )nVVV ,...,, 21  ise 

                   ( )∑
=

→→→

==












 n

ji

jiijpppp VVpgVVVg
1,

2

,  

dir ve dolayısıyla Riemann metriği literatürde ekseriya  

             ∑
=

=
n

ji

jiij dxdxgds
1,

2  

notasyonu ile görülmektedir[2]. 

Tanım 1.10: Bir  M  manifoldu üzerinde bir  g  Riemann metriği tanımlanmış ise bu 

( )gM ,  ikilisine bir Riemann manifoldu denir. 

Tanım 1.11: M  bir Riemann manifoldu ve ϕ  de  M  üzerinde diferensiyellenebilir 

bir eğri, yani 

                      ( ) Mba →,:ϕ   

olsun. ϕ  eğrisinin ( )tϕ  noktasındaki tanjant vektörü tV
→

 olsun. O zaman 

                        ( ) ℜ→ba,  
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             tVt
→

→  

olarak tanımlanan fonksiyon sürekli bir fonksiyondur. bdca <<<  olmak üzere 

           ( ) ( )∫ ∫ ∑
=

→

==
d

c

d

c

n

ji

jiijt dtVVtgdtVdcL
1,

,;ϕ  

ifadesine ϕ  eğrisinin ( )cϕ  ile ( )dϕ  noktaları arasındaki uzunluğu denir. Bir 

diferensiyellenebilir 

                  [ ] Mba →,:ϕ  

eğrisi için ( ) [ ]baba ,, ⊂′′  olmak üzere [ ]bat ,∈∀  için ( ) ( )tt αϕ =  olacak şekilde bir diğer 

diferensiyellenebilir 

                  ( ) Mba →′′,:α  

eğrisi vardır. 

                ( ) ( )baLL ,;αϕ =  

yazılır ve ( )ϕL  ye ϕ  eğrisinin uzunluğu denir. Eğer ϕ  parça parça diferensiyellenebilir bir 

eğri ise ϕ  kapak intervaller üzerinde tanımlanan sonlu sayıda diferensiyellenebilir eğrilerin bir 

toplamıdır ve ϕ  nin uzunluğu bir diferensiyellenebilir eğrilerin uzunluklarının toplamı olarak 

tanımlanır[2]. 

Tanım 1.12: nEP∈∀  noktasında tanımlı olan ( )PT nE
 tanjant uzayının dual uzayına 

bu nEP∈  noktasında nE  in kotanjant uzayı denir ve 

               ( ) { |*
pE

PT n φ=  ( ) }ℜ→PT nEp :φ  

şeklinde gösterilir. ( )PT nEp

*∈∀φ  vektörüne de nE  in P  noktasındaki bir kovektörü 

denir[2]. 

Tanım 1.13: Bir 

                        ( )PTE n
n EEP

n *:
∈
∪→φ  
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dönüşümü için 

                       ( ) n

EEP
EPT n

n
→∪∏

∈

*:  

                                              Pp →φ  

şeklinde tanımlanan ∏  dönüşümü ile  

                      nn EEI →=∏ :φ�  

bağıntısını sağlıyorsa φ  ye nE  üzerinde 1-form denir. Bu son tanıma göre ( ) PP φφ =  dersek 

( )PT nEp

*∈φ  dir ve dual uzayın tanımı gereğince  

                 ( ) ℜ →lineer

Ep PT n:φ   

şeklinde bir fonksiyoneldir[2]. 

Tanım 1.14:          ℜ→
∞CnEf :  

fonksiyonu verildiğinde f  in diferensiyeli ( )PTV nEP ∈∀  için [ ]fVVdf pp

→→

=







 

şeklinde bir 1-formdur. 

                  ( )ℜ∈∀ ∞ ,nECf  için 

                    ( )PTEdf nE

n ∪→:  

                          pdfP |→  

fonksiyonu nEP∈∀  noktasında 

               ( ) ℜ→PTdf nEp :|  

                                 →pV [ ]fVVdf pp

→→

=







 

şeklindedir[2]. 
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Tanım 1.15: nE  üzerindeki koordinat fonksiyonları nxx ,...,1  olduğuna göre 

ndxdx ,...,1  1-formları nE  üzerindeki 1-formların vektör uzayının bir bazını oluşturur. Böylece 

( )PT nE
 nin bir 













∂

∂

∂

∂

pnp
xx

,...,
1

 ortonormal bazı için 

                   ij

pj

i
x

dx δ=













∂

∂
=  

dir[2]. 

Tanım 1.16: M , n-boyutlu bir manifold olsun. Mx∈  noktasında bir lineer çatı diye, 

MTx  tanjant uzayının herhangi bir sıralı bazına denir. Böylece  MTx  nin bir sıralı bazı xU  

şeklinde gösterilmek üzere, 

                 { |xULM =  Mx∈  ve ,xU  x  noktasında Lineer çatı } 

tanımlayalım. 

              MLM →∏ :  

                            ( ) MxUU xx ∈=∏→  

bir izdüşüm fonksiyonu olur. ( )∏=∏2  

           LM  üzerinde ( )ℜ,nGL  nin 

                        ( ) LMnGLLM →ℜ× ,  

                                        ( ) AUAU xx →,  

etkisini 

( )nx xxxAU ,...,, 1= ,    [ ]ijaA =  olmak üzere  

            







= ∑ ∑ ∑

= = =

n

j

n

j

n

j

jjnjjjjx XaXaXaxAU
1 1 1

21 ,...,,;   

şeklinde tanımlayalım. Bu etki bir serbest etkidir. Gerçekten de eğer bir xU  için 
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             xx UAU =     ⇒       k

n

j

jjk XXa =∑
=1

   ,   nk ,...,2,1=  

               ⇒  jkjka δ=       ⇒   nIA =  

olup etki serbesttir. Şimdi LM  üzerinde bir ∞C  yapı tanımlayalım.  

Mx∈  noktasının MU ⊂  açık komşuluğu üzerinde { }nxx ,...,1  lokal koordinat 

sistemi verilsin. xU , x  noktasında bir lineer çatı ise ( )nx XXXxU ,...,,; 21= , 

             ∑
= ∂

∂
=

n

j j

jij
x

XX
1

      ,      ni ≤≤1  

yazılabilir. Böylece, xU  çatısı [ ] n

nijX ℜ∈  singüler olmayan matrisini tek türlü belirler.  

Böylece        

                          MLM →∏ :  

                                  xU x →  

izdüşüm fonksiyonu yardımıyla ( ) ( )ℜ×≈∏− ,1 nGLUU  yazılabilir. Burada; ( )UU y

1−∏∈  

elemanı ( )ny YYyU ,...,; 1=  olmak üzere, [ ]( )
ijYy,  elemanına karşılık tutulmuştur ve bu karşılık 

tutma 1:1  örtendir. LM  de 

                 { }nnn XXXxxx ,...,,,,...,, 211121    

yi ( )U1−∏  üzerinde lokal koordinat sistemi seçerek LM  yi diferensiyellenebilir bir manifold 

yapısına kavuşturalım. Bu yapıya göre, 

                          ( ) LMnGLLM →ℜ× ,  

                                       ( ) AUAU xx →,  

bir sağ serbest etki olur. Böylece ( )( )ℜ,, nGLMLM  asli lif demeti elde edilir. Bu lif demetine 

M  üzerinde lineer çatıların asli lif demeti denir[3]. 

Örnek 1.17: nℜ  üzerinde ( )ℜ,nGL  nin  

                         ( ) nn nGL ℜ→ℜ×ℜ ,  
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                                      ( ) ξξ AA →,  

etkisini; 



























=

nξ

ξ

ξ

ξ

.

.

.
2

1

  ,  



















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

......

...

...

21

22221

11211

     olmak üzere 

             [ ]



























=



























=

∑

∑

=

=

j

n

j

nj

n

j

jj

n

ij

a

a

aA

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

1

1
1

2

1

.

.

.

.

.

.
   olarak tanımlayalım. 

Bu etki bir sol (serbest) etkidir. Buna göre, 

                      ( ) ( ) nn LMnGLLM ℜ×→ℜ×ℜ× ,   

                                           ( )( ) ( )ξξ 1,,, −→ AAUAU xx  

etkisi yardımıyla, 

               ( ) ( )ℜℜ×= ,nGLLMTM n  

tanımlayalım. TM , LM  ile birleştirilmiş standart fibre’si nℜ  olan bir asli lif demetidir. 

nLM ℜ×  üzerine ( )ℜ,nGL  nin etkisi altında herhangi bir ( )ξ,xU  elemanının 

denklik sınıfı, 

            ( )[ ] ( ){ ξξ 1,, −= AAUU xx  ( )}ℜ∈ ,nGLA  

dir. Eğer ( ) n

x LMhV ℜ×∈,  elemanı göz önüne alınırsa 

              ( )nx XXXxU ,...,,; 21=  ,  ( )nx YYxV ,...,; 1=   iki baz olup 
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          ∑
=

=
n

j

jjii XaY
1

    ,    ni ≤≤1  

eşitlikleri bir tek  [ ] ( )ℜ∈= ,nGLaA ij  yi belirler. Böylece, AUV xx =  olacak şekildeki A  

regüler matrisi biriciktir. 

Mx∈  noktasındaki fibre; 

              ( ) )]([{ ξ,1
xTM Ux =∏−  }nx LMU ℜ∈∈ ξ,  

olup, MTx  ile eşlenebilir. Bu eşleme, LMU x ∈  için 

          ( ) MTUXXXx x

n

xn →ℜ= :,...,,, 21  

                                                                       ( ) iixi XeUe =→  ,  ni ≤≤1  

lineer izomorfizmi altında, ξ  nın resmi ( )ξxU ’den ibarettir[3]. 
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2.METRİK UZAYLAR 

2.1. Normlu Uzaylar 

Bu bölümde geometrik sonlu boyutlu normlu uzaylar kısaca gözden geçirilmiştir. Aksi 

belirtilmedikçe tüm vektör uzayları gerçel ve sonlu boyutludur. 

Tanım 2.1.1: X vektör uzayı üzerinde bir norm , aşağıdaki özellikleri sağlayan  

. : X→ [ )∞,0  

şeklinde bir dönüşümdür.  

1) Eğer x =0 ise x=0 dır. 

2) Eğer t bir gerçel sayı ise tx = t x  ; 

3) X vektör uzayındaki herhangi iki x ve y vektörü için 

                           yx + ≤ x + y . 

Eğer (X, . ) bir sonlu boyutlu normlu uzay ise , 

                                   B X ={ }1: ≤∈ xXx  

cümlesi X de bir birim küre gösterir. B X , boş olmayan iç kısmıyla birlikte bir kompakt, 

konveks cümledir[4]. 

Örnek 2.1.1:  p 1≥  gerçel sayısı için  

              x p =
p

p

n

p

xx
/1

1 ... 




 ++    ,   x= ( )nxx ,...,1  nℜ∈  

fonksiyonu nℜ üzerinde bir normdur. ( )
p

n .,ℜ  , 1 ∞≤≤ p  normlu uzayı n

p�  ile gösterilir[4]. 

Örnek 2.1.2: f : [ ] ℜ→1,0 şeklindeki integrallenebilir fonksiyonların uzayı  

( )∫=
1

0

xff  ∞<dx  

koşulunu sağlayan bir normlu uzaydır ve L1 ( [ ]1,0 , dx ) ile gösterilir[4]. 
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2.2. Metrik Uzaylar 

Bir metrik uzay, bir metrikle donatılmış noktaların kümesidir. Bir metrikle, cümledeki 

iki nokta arasındaki uzaklığı ölçeriz. M cümlesi üzerinde  

         d : MxM ℜ→  

şeklinde tanımlı dönüşüm aşağıdaki özelliklere sahip ise simetrik metriktir denir: 

1) Mqp ∈∀ ,  için ( ) 0, ≥qpd ’dır ve d ( )qp, =0 qp =⇔ dur. 

2) Mrqp ∈∀ ,, için d ( )qp, ( ) ( )qrdrpd ,, +≤  dur. 

             3)  Mqp ∈∀ ,  için d ( )qp, =d ( )pq,  dir. 

                       =ℜn { ( ) ( )ni xxx ,...,1=  ℜ∈ix , ni ,...,1= } 

n-boyutlu reel vektör uzayı olsun. nℜ üzerinde kanonik öklidyen norm şu şekilde tanımlıdır: 

      ( )∑
=

=
n

i

iyy
1

2
 ,     y= ( ) niy ℜ∈  

nℜ üzerindeki simetrik metrik ise  

                    d [ )∞→ℜℜ ,0: nn

E x  

                                     ( ) ( ) uvvudvu E −=→ ,,  

şeklinde tanımlıdır, buradaki d E  ye kanonik öklidyen metrik diyeceğiz. Daha açık söylersek, 

( ).,nℜ   ya da  ( )E

n d,ℜ  çiftine kanonik öklidyen uzay diyeceğiz. Öklidyen uzaylar metrik 

uzayların en basitidir. 

V sonlu boyutlu bir reel vektör uzayı ve 〉〈,  de V üzerinde bir iç çarpım olsun. 

                    〉〈= yyy ,  , y V∈  

dir. V üzerinde bir d metriği alalım. O zaman  

                     d ( ) uvvu −=,   ,  Vvu ∈,  



 17 

dir. Buradaki .  ve d’ye, sırası ile, V üzerinde öklidyen norm ve öklidyen metrik denir[5]. 

Örnek 2.2.1: Sıkı konveks bir nℜ⊂Ω  cümlesi üzerinde Ω∈∀ rqp ,,  için  

                         d [ )∞→ΩΩ ,0: xk  

                                ( ) ( ) ( ) ( ){ }pqdqpdqpdqp k ,,
2

1
,, +=→  

şeklinde tanımlı d k  metriğine Klein metriği denir. Gerçekten de  

                    d ( ) ( ) ( ){ }pqdqpdqpk ,,
2

1
, +=  

                                        ( ) ( ) ( ) ( ){ }prdrqdqrdrpd ,,,,
2

1
+++≤  

                                        ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }qrdrqdprdrpd ,,
2

1
,,

2

1
+++≤  

                                        ( ) ( )qrdrpd kk ,, +≤  

olup, d k  metrik olma şartını sağlar[5]. 

2.3. Riemann Metriği 

M bir m-boyutlu  C ∞ manifold ve iu  , 1 mi ≤≤  , de bir MU ⊂  açık alt cümlesinin 

lokal koordinat sistemi olsun. MTp  ve MTp

*
, sırasıyla , M’ nin bir p noktasındaki tanjant ve 

kotanjant uzaylarını göstersinler. M üzerindeki tanjant ve kotanjant demetleri de 

MTTM
MP

p∪
∈

= ,  MTMT
MP

P

** ∪
∈

=  olur. M’nin p noktasındaki ( )sr, -tipindeki tensör uzayı  

   T ( ) =Mpr

s ;
��� ���� ���� ��� ��

s

pP

r

pP MTMTMTMT
** ...... ⊗⊗⊗⊗⊗  

dir, burada r, kovaryantlık, s de kontravaryantlıktır. M üzerinde ( )sr, -tipinde tensör demeti 

                      ( ) ( )MpTMT
Mp

r

s

r

s ,∪
∈

=  
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dir. ( )MT  ve ( )MT ∗  in U  üzerindeki lokal koordinat sistemleri, sırası ile, 








≤≤
∂

∂
mi

u i
1, ,  

ve { idu , }mi ≤≤1  dir. O halde X bir tanjant vektör ise lokal koordinatlar cinsinden 

i

m

i

i

u
xX

∂

∂
=∑

=1

 yazılırken, Z bir kotanjant vektör ise lokal koordinatlar cinsinden 

i
m

i

iduzZ ∑
=

=
1

 şeklinde yazılır[6]. 

G, ( )2,0 -tipinde pozitif tanımlı simetrik bir tensör alanı ise bu, 

                    ℜ→× MTMTG pp:  

                                            ( ) ( ) ( )XYGYXGyx ,,, =→  

olması demektir. Pozitif tanımlılıktan da 0≠X için ( ) 0, >XXG  dır. G’yi ( )iuU ,  lokal 

koordinat sistemine göre 

                    ( ) ji
m

ji

ij duduugG ⊗= ∑
=1,

 

şeklinde yazabiliriz, burada jiij gg =  dir. 

              MTYX p∈∀ , için 
i

m

i

i

u
xX

∂

∂
=∑

=1

   ve 
j

m

j

j

u
yY

∂

∂
=∑

=1

  olmak üzere  

               ( ) 








∂

∂

∂

∂
⊗= ∑ ∑∑

= ==

m

k

m

l
l

l

k

kji
m

ji

ij
u

y
u

xdudugYXG
1 11,

,,  

                                         =

����������
j
l

i
k

lk

l

jl

k

ik
m

ij
u

duy
u

dux

ji

g

δδ









∂

∂








∂

∂

=
∑

=

.
1,

1,

 

                                         ji
m

ji

ij yxg∑
=

=
1,

 

Buradaki 



 19 

                     ji
m

ji

ij dudugG ⊗= ∑
=1,

 

Riemann metriğidir. ijg ’ler Riemann metriğinin matris formunun bileşenleridir[6]. 

Tanım 2.3.1: M, m-boyutlu bir ∞C manifold olsun. M  üzerinde bir G  Riemann 

metriği tanımlıysa ( )GM ,  ikilisine Riemann manifoldudur denir[6]. 

2.4. Minkowski Normu 

Tanım 2.4.1: V  vektör uzayı üzerindeki bir Minkowski normu [ )∞→ ,0:VF  

şeklinde pozitif tanımlı bir fonksiyon olup aşağıdaki şartları sağlar: 

                     M1) F, V\{0} üzerinde ∞C ’dur. 

                      M2) F, 1’inci dereceden homojendir, yani λ∀ >0 ve Vy∈∀  için 

                         ( ) ( )yFyF λλ =  

dir. 

                     M3) Vy∈∀ \{ }0  için, 

                              ℜ→×VVg y :  

                                                 ( ) ( )[ ] 0
2

2

2

1
, ==++

∂∂

∂
→

ts
tvsuyF

ts
vu  

şeklinde tanımlı yg simetrik bilineer formu pozitif tanımlıdır. F bir Minkowski normu olmak 

üzere ( )FV ,  ikilisine bir Minkowski uzayıdır denir[7]. 

Özellikler: 

1. V üzerinde bir minkowski normunun birim küresine indicatrix denir. 

2. Vvu ∈,  için ( ) ( ) ji

ijy vuygvug ., =  dir, burada 

   ( ) ( )y
yy

F
yg

jiij
∂∂

∂
=

22

2

1
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olup, yg  bilineerdir. 

3. ( ) XXF =  , V üzerinde seçilmiş bir baza göre öklidyen norm olsun. Bu demektir ki, her 

sonlu boyutlu vektör uzayı en az bir  F  Minkowski normuna sahiptir. 

4. Kabul edelimki Vvu ∈, , Vy∈ \{ }0  olsun. O zaman 

               ( ) ( )[ ] 0
2

2

2

1
,) ==++

∂∂

∂
=

sty tvsuyF
ts

vugi λλ  

                                            ( )[ ] 0
2

2

2

1
==++

∂∂

∂
=

st
tvsuyF

ts
 

                                            ( )vug y ,=  

dir. 

               ( ) ( )[ ] 0
2

2

2

1
,) ==++

∂∂

∂
=

tsy tusyyF
ts

uygii  

                                             ( )[ ] 0
2

2

1
==+

∂

∂
=

ts
tuyF

t
 

                                             ( )uF 2

2

1
=  

dur. 

               ( ) ( )[ ] 0
2

2

2

1
,) ==++

∂∂

∂
=

tsy tysyyF
ts

yygiii  

                                              ( )[ ] 0
2

2

1
==+

∂

∂
=

ts
tyyF

t
 

                                              = ( )( )[ ] 0
2 1

2

1
==+

∂

∂
ts

ytF
t

 

                                              ( ) ( )[ ] 0
221

2

1
==+

∂

∂
=

ts
yFt

t
 

                                              ( ) ( )
0

212
2

1
==

⋅+⋅=
ts

yFt  
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                                              ( )yF 2=  

dir. 

5. ( ) 00 =⇔= yyF . 

Gerçektende ( ) ( )020 FF =  ise ( ) 00 =F  dır. 

Diğer yönden 0≠y  için ( ) 0=yF  ise ( ) ( )yygyF ,2 =  olduğundan ve yg  pozitif tanımlı 

olduğundan bu imkansızdır. 

6. Kabul edelimki V  üzerinde herhangi bir norm .  olsun. O zaman { }1: =∈= vVvSE  

kompakttır. Eğer ( ){ }ESvvFm ∈= :min  ve ( ){ }ESvvFM ∈= :max  ise o zaman 

               ( ) vMvFvm ≤≤   ,  Vv∈  

ve ∞<≤< Mm0  dur.  

7. ,F  V  üzerinde süreklidir. Ayrıca V \{ }0  üzerinde ∞C  olduğundanda burada da 

süreklidir[7]. 

Önerme 2.4.1: Vwv ∈∀ ,  için, 

                          ( ) ( ) ( )wFvFwvF +≤+  

dir[7]. 

İspat: 1.Hal: vw λ≠      ( )0≥λ   olsun. 

        ( ) ( )( )[ ] 0
2

2

2

1
, ==+++

∂∂

∂
=+

tsy wvtsuyF
ts

wvug  

                                                ( )( )[ ] 0
2

2

2

1
==++

∂

∂
= tswvtuF

t
 

                                                ( )wvF += 2

2

1
                                                                        ( )1.2  

                     ( ) ( )[ ] 0
2

2

2

1
, ==++

∂∂

∂
=

tsy tvsuyF
ts

vug  
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                                         ( )[ ] 0
2

2

1
==+

∂

∂
= tstvuF

t
 

                                         ( )vF 2

2

1
=                                                                                      ( )2.2  

                     ( ) ( )[ ] 0
2

2

,
2

1
, ==+

∂∂

∂
=

tsy twsuyF
ts

wug  

                                          ( )[ ] 0
2

2

1
==+

∂

∂
= tstwuF

t
 

                                          ( )wF 2

2

1
=                                                                                     ( )3.2  

yg  simetrik bilineer form olduğundan aşağıdaki eşitlik mevcuttur. 

    ( ) ( ) ( )wugvugwvug yyy ,,, +=+                                                             ( )4.2  

( )1.2 , ( )2.2  ve ( )3.2  de bulunan değerleri ( )4.2  de yerine yazarsak  

                     ( ) ( ) ( )wFvFwvF 222

2

1

2

1

2

1
+=+  

ya da 

                     ( ) ( ) ( )wFvFwvF 222 +=+  

                                            ( ) ( ) ( ) ( )wFvFwFvF ⋅++≤ 222  

                                            ( ) ( )( )2wFvF +≤  

ya da 

                   ( ) ( ) ( )wFvFwvF +≤+         

bulunur. 

               2.Hal: vw λλ =≥ ,0   olsun. 

                       ( ) ( )vvFwvF λ+=+  



 23 

                                                       ( )( )vF λ+= 1  

                                                       = ( ) ( )vFλ+1  

                                                       ( ) ( )vFvF λ+=  

                                                       ( )vF= ( )vF λ+  

                                                       ( ) ( )wFvF +=  

olduğundan eşitlik sağlanır. 

Önerme 2.4.2: 0,, ≠∈∀ yVvy  için 

                     ( ) ( ) ( )vFyFvyg y ≤,                                                                                   ( )5.2  

dir[7]. 

İspat: 1.Hal: yv λ≠         ( )0≥λ  olsun. 

yg  simetrik bilineer form olduğundan Vvy ∈∀ ,  için 

               ( ) ( )yvgvyg yy ,, =  dir. 

                     ( ) ( )[ ] 0,0
2

2

2

1
, ==++

∂∂

∂
=

tsy tvsyyF
ts

vyg  

                                         ( )[ ] 0,0
2

2

1
==+

∂

∂
=

ts
tvyF

t
 

                                         ( )vF 2

2

1
=                                                                                      ( )6.2  

ve 

                    ( ) ( )[ ] 0
2

2

2

1
, ==++

∂∂

∂
=

tsy tysvyF
ts

yvg  

                                         ( )[ ] 0
2

2

1
==+

∂

∂
=

ts
tyvF

t
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                                    ( )yF 2

2

1
=                                                                                           ( )7.2  

olduklarından ve ( ) ( )yvgvyg yy ,, =  eşitliğinden  

                 ( ) ( )yFvF 22 =  

ya da 

                    ( ) ( )yFvF =  

dir. 

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yFvFvFvFvFvyg y 2

1

2

1

2

1
, 2 ===  

ve 

                  ( ) ( ) ( )yFvFvyg y 2

1
2, ⋅≤  

                    ( ) ( ) ( )yFvFvyg y ≤,  

olur. 

        2.Hal:     yv λ=     ( )0≥λ   olsun. 

              ( ) ( ) ( ) ( )yygyygyvgvyg yyyy ,,,, λλ ===  

ve 

              ( ) ( )[ ] 0
2

2

2

1
, ==++

∂∂

∂
=

tsy tysyyF
ts

yyg  

                                         ( )[ ] 0
2

2

1
=+

∂

∂
=

t
tyyF

t
 

                                         ( ) ( )[ ] ( )yFyFt
t

t

2
0

221
2

1
=+

∂

∂
= =  

olduklarından 

                   ( ) ( ) ( ) ( )yFyFyFvyg y ⋅=⋅= λλ 2,  
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                                          ( ) ( )yFyF λ=  

                                          ( ) ( )yFvF=  

olur. Eşitlik hali sağlanır. 

Önerme 2.4.3: Kabul edelimki Vyv ∈, \{ }0   ve Vw∈∀  için 

                         ( ) ( )wygwvg yv ,, =  

olsun. O zaman yv = ’dir [7]. 

İspat:                              

                       ( ) ( )[ ] 0
2

2

2

1
, ==++

∂∂

∂
= tsv twsvvF

ts
wvg  

                                         ( )[ ] 0
2

2

1
==+

∂

∂
= tstwvF

t
 

                                         ( )wF 2

2

1
=  

ve 

                    ( ) ( )[ ] 0
2

2

2

1
, ==++

∂∂

∂
=

tsy twsyyF
ts

wyg  

                                          ( )wF 2

2

1
=  

Kabul edelimki vw =  ve yw =  olsun. O zaman 

                     ( ) ( ) ( ) ( )yFyygvvgvF yv

22 ,, ===  

ya da  ( ) ( )yFvF =  ya da Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden, 

                     ( ) ( ) ( )yFvFyvg v ⋅=,  

olup, yv = ’dir. 

Örnek 2.4.1: 2ℜ  üzerinde  
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                       ( ) { } 4/14224 3, vvcuuvuF ++=   ,  ( ) 2, ℜ∈vu  

fonksiyonunu düşünelim[5]. 

[ ]uuFg 2
11 2

1
=   ,  [ ] 21

2
12 2

1
gFg uv ==   ve  [ ]vvFg 2

22 2

1
=   olduğundan 

      
( )vuF

cvvuvcuu
g

,2

3692
6

642246

11

+++
=  

               
( )

( ) 216

332

12
,2

49
g

vuF

vuc
g =

−
=  

                         
( )vuF

vuvcuvcu
g

,2

6923
6

244266

22

+++
=  

bulunur. 

                   ( ) 21122211det ggggg ij −=  

                                        
( )

( )vuF

cvvuccu

,4

63436
4

42224 +−+
=  

dir. 

         011 >g   ve  0022 >⇔> cg ’dır. 

0>c  olsun. O zaman 

                   ( ) ( )
( )vuF

vvuuc
g ij

,4

26
det

4

4224 ++
=

δ
  ,  

c

c

4

34 2−
=δ  

xu =2   ve  yv =2   dersek 

                  ( ) ( )xyyxyxyx 122 222 ++−=++ δδ  

bu polinomun pozitif olması için ( ) 01 >+δ  ya da 1−>δ  olması gerekir. ( ) ( )( )içinvu 0,0, ≠  

                   cc
c

c
4341

4

34 2
2

−>−⇒−>
−

=δ  
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                        0443 2 <−− cc  

                      644816 =+=∆     8=∆  

                   
6

84
2,1

∓
=c      21 =c   ,  

3

2
2 −=c  

201 <<⇒−> cδ   olmalıdır. 

ijg  pozitif tanımlıdır 20 <<⇔ c  dir. 

M3 şartının sağlanabilmesi için  20 << c  olması gerekir. 

  ( ) 2, ℜ∈=∀ vuy   ve 0>λ  için 

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4224 3, vvucuvuFyF λλλλλλλ ++==  

                                                           = [ ] 4/14422444 3 vvucu λλλ ++  

                                                           [ ] 4/14224 3 vvcuu ++= λ  

                                                           ( )vuF ,λ=  

                                                           ( )yFλ=  

olduğundan ( )2M  pozitif homojenlik şartı sağlanır. ( )1M ’in sağlandığıda açıktır. 

Örnek 2.4.2: 2ℜ  üzerinde 

                    ( ) ( )kkk

k qpqpqpF
1

2222
, , +++= λλ  

fonksiyonunu alalım[8]. 

                [ ] ( )
p

k
k

kk

pp pqppFg 







⋅+⋅+== −− 121

1
222

11 2
2

1

2

1
λ  

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12
1

221222
1

22 122
1

1 −
−

−−
−+⋅+⋅+







 −
+= k

k

k
kkk

k
kk pkqpkpqp

k

k
λλ  

                   ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )12
1

22122
21

22 12.2.11 −
−

−
−

−+++−⋅+= kk

k
kkkk

k
kk pkqppqpk λλ      
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                   ( ) ( ) ( )( )[ ]12121 222222
21

22 −++−++= −−
−

kqppkpqp kkkkk

k
kk λλ  

            [ ] ( ) ( )[ +−++== −−
−

2222
21

222
22 121

2

1 kkk

k
kk

qq qkqqpFg λ ( )kk qp 22 +λ ( )]12 −k            

             [ ] ( ) ( ) 







+

−
== −−− 12122

1
222

12 ..2.
1

2

1 kk
k

kk

pq pkqqp
k

k
Fg

λ
    

                                        ( )( ) ( ) 12
21

22 ..12 −
−

+−=
k

k

k
kk qpqpkλ     

[ ] 21122211det ggggg ij −=  

               ( ) ( ) ( )( )[ ]kkkkk

k
kk qpkqkqqp 222222

21
22 12121 +−+−++= −−

−

λ  

                   ( ) ( ) ( )( )[ ]1212 222222
21

22 −++−++ −−
−

kqppkpqp kkkkk

k
kk λ                                                                                                                 

                   ( )
( )

( ) ( ) ( )[ +−⋅++
−−

−
222222

2

212
22 14. kk

k
kk qpkqpqp λ  

                                                   ( )( ) ( )]kkk qpqkk 22221122 +−− −  

                    + ( )( )( ) ( ) ( )22222222 121212 kkkkk qpkpqpkk +−++−− −  

                    ( ) ( ) ( ) ( )122
21

22222 ..14 −






 −

+−−
k

k

k
kk qpqpkλ  

                ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ +−+−−+=
−−−







 −
22222222

21
2222 1414. kkk

k

k
kk pqkpqkqpqpλ    

                            ( )( )( )( ) ( ) ( ) ]2222222222 121122 kkkkkk qpkqpqpkk +−+++−− −−  

                                   + ( ) 






 −
+

k

k
kk qp

21
22λ ( ) ( ) ( )( )[ ++−+− −− 2222222 1212 kkkk qqpkqk  

                                                                    ( ) ( ) ( )( ) ]2222222 1212 −− +−+− kkkk pqpkpk  

                ( )
( )

( ) ( )( )( )( )[ 22222222
212

222 1212. −−−
−

++−−+= kkkkk
k

k
kk qpqpkkqpqpλ  

                                                                                 ( ) ( ) ]222212 kk qpk +−+  
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                                 + ( ) ( )( )( )[ +++−+ −−
−

222222
21

22 12 kkkkk

k
kk qpqpkqpλ  

                                                                              ( ) ( ) ( )( )]22222212 −− +− kk qpk  

[ )∞∈ ,0λ  için , { },....1∈k  olmak üzere [ ]ijg   matrisi pozitif tanımlı olduğundan M3 

şartı sağlanır. 

               ( )qpy ,=  için  ( ) ( )( )qpFyF kk ,,, λλ λλ =  

                                                                    ( ) ( ) ( ) ( )( ) kkk
qpqp

/12222 λλλλλ +++=  

                                                                    ( )( ) kkk qpqp
/122222 . +++= λλ  

                                                                    ( ) kkk qpqp
/12222 +++= λλ  

                                                                    ( )qpF k ,,λλ=  

olduğundan M2 şartı da sağlanır, M1 şartının sağlandığı açıktır. Böylece kF ,λ  bir Minkowski 

metriğidir. 

Özel olarak 0=λ  durumunda ise Riemann metriği olur. 
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3.FİNSLER GEOMETRİSİ 

n-boyutlu bir nMM =  diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde metrik yapıları 

düşünelim. Aksi söylenmedikçe diferensiyellenebilirliğin anlamı ∞C -diferensiyellenebilirliktir. 

M’nin tanjant demetini TM  ile gösterelim. 

MTM →:τ  ve  ( ),1 xMTx

−= τ  Mx∈∀  

M üzerindeki düzgün  vektör alanlarının uzayını da ( )Mχ  ile gösterelim. ( )TMΓ , tanjant 

demetinin düzgün kesit uzayıdır. TM nin  MT ο sıfır kesiti MTxx ∈0  sıfır vektörlerinin 

birleşimidir. M ’nin kotanjant demetini MT ∗  ile gösterelim. 

Eğer M ’nin koordinatları ( )nxxx ,...,, 21  ise MTx ’nin bazı 

( ) ( )








≤≤∂=







∂

∂
nixx

x
ii

1,  olup TM deki baz 








≤≤∂=
∂

∂
ni

x
ii
1,  olur. Bu koordinat 

sistemi için, tanjant demeti, 

( ) MTx
x

y xi

n

i

i ∈







∂

∂
∑

=1

 tanjant vektörüne bağlı olarak  ( ) ( )nn yyxxyx ,...,,,...,, 11=  

kanonik koordinatları ile verilebilir. Bir ( )MV χ∈  vektör alanı  

    ( ) ( ) ( )xxvxV i

n

i

i ∂=∑
=1

 

şeklinde yazılabilir. 

ℜ→Mf :  şeklindeki diferensiyellenebilir fonksiyonların bir reel vektör uzayı 

( ) ( )MCM ∞=ℑ  ile gösterilir. Bir çok lineer dönüşüm 

          ( ) ( ) ( )MMMA ℑ→×× χχ ...:  

olsun. Eğer herbir bileşen  ( )Mℑ  vektör uzayına göre lineer ise ,A  M ’de ( )k,0 -tipinde 

tensör alanıdır denir. Bir 

                   ( ) ( ) ( )MMMA χχχ →×× ...:  
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çok lineer dönüşümü eğer aynı şartı sağlarsa ( )k,1 -tensör alanı olarak adlandırılır. M  

manifoldu üzerindeki bir ( )kA ,0, -tipindeki tensör alanı simetriktir denir, eğer Mx∈∀ için 

                       ℜ→×× MTMTA xxx ...:  

kısıtlaması simetrik ise, yani 

             ( ) ( )( ) ( )kxkx XXAXXA ,...,,..., 11 =σσ         ise  MTXX xk ∈∀ ,...,( 1  ve kδσ ∈ için ) 

M de bir vektör alanı X ve ( )Mf ℑ∈  olsun. Mp∈  için, ( ) p=0γ  ve ( ) pX=0'γ  

şartlarını sağlayan  

                       ( ) M→− εεγ ,:  

düzgün eğrisi için  ( )( )( )tf
t

t

γ
0=









∂

∂
 eşitliği γ ’nın seçilişinden bağımsızdır. p değiştikçe, bu 

M de yeni bir fonksiyon tanımlar ve f ’in X  yönündeki Lie türevi olarak adlandırılır ve 

( ) XffX =  olarak yazılır. Üstelik ( )pXf  için ( )Xpdf ’dir. 

                         MTM →:τ  

dönüşümü, double tanjant demetinin diferensiyelini verir. 

                       TMTTM →:*τ  ,  MTX x∈∀  için 

( )TMTX  uzayı TMX ∈  de double tanjant uzayı olarak adlandırılır ve 2n boyutludur. 

Buradaki n , M   nin boyutudur. 

                         ( ) TMMTY x ⊂→− εε ,:   ,  ( ) XY =0  

dikey eğrisinin ( )0'Y  tanjant vektörü , ( )TMTX  nin dikey tanjant uzayı olarak adlandırılan ve 

                       ( ) ( )MTTTMT xX

V

X =  

ile gösterilen seçilmiş n-boyutlu bir alt uzayını gerer. Böylece  

               ( ) ( )( )MTTMTdTMT xX

V

X →= :ker τ  ve TTMTMT V ⊂  dir. 

MTY x∈ tanjant vektörü verilsin. 
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                       ( ) MTMTMTTMTY xxxx ×=→:   

                       ( ) ( )YXXYX ,=→  

şeklinde bir dönüşüm tanımlarsak M deki her vektör alanı ile TM de bir birleştirilmiş dikey 

vektör alanı bulabiliriz. (Yani TMT V nin bir kesitini ). 

Eğer, 

                       ℜ→⊂ TMUF :  

fonksiyonu verilmişse bu fonksiyonun Y  ye göre Lie türevi  

                       ( ) ( )[ ] 0=+







= ttYVF

dt

d
VFY  

ile verilir. TM deki ( ) ( )nn yyxxyx ,...,,,...,, 11=  kanonik koordinatların bir seti cinsinden her 

koordinat fonksiyonuna eşdeğer olan F  için F
y

F
x ii ∂

∂
=

∂

∂
 dir, böylece 

ii yx ∂

∂
=

∂

∂
 olur[9]. 

3.1.Finsler Yapısı 

Tanım 3.1.1: Bir ( )FM ,  Finsler manifoldu, F  finsler metriği ile tanımlanmış 

diferensiyellenebilir bir M manifoldudur. M üzerindeki bir Finsler metriği 

                          ℜ→TMF :  

şeklinde sürekli bir dönüşümdür ve bu dönüşüm MT 0  sıfır kesiti dışında ∞C  olup şu üç şartı 

sağlar: 

              F1) F pozitif olarak homojendir. Yani TMX ∈∀  tanjant vektörü ve ℜ∈∀µ  pozitif 

sayısı için  

                          ( ) ( )XFXF µµ =  

dir. 

  F2) ( ) 00 =⇒= XXF ’dır. 

      F3) Legendre şartını sağlar: Yani MTV x∈∀  ( )0≠V  
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                ℜ→× MTMTg xxV :  

              ( ) ( ) ( )[ ] 0,0
2

2
2

2

1

2

1
,, ==++

∂∂

∂
==〉〈= tsVV tYsXVF

ts
VFYXYXYXg  

şeklinde tanımlı simetrik bilineer form pozitif tanımlıdır[9]. 

Sonuçlar: 

1) TM  deki ( ) ( )nn yyxxyx ,...,,,...,, 11=  kanonik koordinatların bir seti cinsinden  

          ( ) ( ) ( )yx
yy

F

xx
gyxg

jijiyxij ,
2

1
,,

22

,
∂∂

∂
=








∂

∂

∂

∂
=  

dir. 

O halde Legendre şartından ( )
njiij yxg ≤≤ ,1,  simetrik matrisinin 0≠y  için pozitif 

tanımlı olduğu çıkartılabilir. 

2) 0>∀µ  için ( ) ( )XFXF µµ =  olduğundan 

               ( ) ( )[ ] 0,0
2

2

2

1
,, ==++

∂∂

∂
=〉〈= tsVV tVsVVF

ts
VVVVg  

                                                            ( )
0

2

2

1
=

+
∂

∂
=

t
tVVF

t
 

                                                            ( )VF 2=  

bulunur. Koordinatlar cinsinden; 

                          ( ) ( )yxFyxF
yy

yy
ji

ji ,,
2

1 22
2

=
∂∂

∂
 

dir[9]. 

Tanım 3.1.2: Bir ( )FM ,  Finsler manifoldu üzerinde Legendre transformasyonu 

aşağıdaki gibi tanımlıdır: 

                        MTTMLF

*: →  

                                      ( ) ℜ→→ TMVLV F :   
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       ( ) ( )( ) ( )WVgWVLW VF ,=→  

( )VLF  yi, Vg  metriğine göre V ye dual bir 1-form olarak görebiliriz[9]. 

Örnek 3.1.1: Bir α  Riemann metriği ile bir β  diferensiyel 1-formu 

verilsin. MTX x∈∀ için 

                        ( ) ( )ξαβ ,XX =  

eşitliğini sağlayan bir ξ  vektör alanı vardır. O zaman, ξ vektörüne, α ’ya göre β ’ya dualdir 

deriz. 

              ( )ξξαξβ ,==  

tanımlayalım. Eğer 1≤β  ise 

                ( ) ( ) ( )XXXXF βα += ,  

                                      ( ) ( )ξαα ,, XXX +=  

bir finsler metriği tanımlar. Bu tip Finsler metriğine Randers Metriği denir. 

                 0≠X  için ( ) 0, >= XXX α  

olup, 

                     ( ) ( )ξα ,XXXF +=  

                                     =























+ ξα ,1

X

X
X  

                                     ( )ξ−≥ 1X  

10 << ξ  olduğundan 

( ) 0>XF ’dır. ( ) 000 =⇒=⇒= XXXF  dır. Tanım 2.1.1. deki F2 şartı 

sağlanır[9]. 
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Örnek 3.1.2: 2ℜ  de tanımlı ( ) ( ) 4/144,;, vuvuyxF +=  fonksiyonu bir Quartic 

metriğidir. 

                      ( ) ( ) ( )( ) 4/144,;, vuvuyxF λλλλ +=  

                                                    ( ) 4/144 vu += λ  

                                                    ( )vuyxF ,;,λ=  

olduğundan pozitif homojenlik şartı ( )2M  sağlanır. Şimdi ( )3M ’ün sağlandığını gösterelim: 

               [ ] [ ]2
2

2
11 2

1

2

1
F

uu
Fg uu

∂∂

∂
==  

                                                    ( ) 







+

∂

∂
=

− 32

1
44 4.

2

1

2

1
uvu

u
 

                                                    ( )[ ]32/144 uvu
u

−
+

∂

∂
=  

                                                    ( ) ( ) 22

1
4462

3
44 34.

2

1
uvuuvu

−−
+++−=  

                     
( ) ( ) 2/144

2

2/344

6

11

3
2

vu

u

vu

u
g

+
+

+
−=  

benzer şekilde 

                        [ ] [ ]2
2

2
22 2

1

2

1
F

vv
Fg vv

∂∂

∂
==  

                                                    
( ) ( ) 2/144

2

2/344

6 3
2

vu

v

vu

v

+
+

+
−=  

                   [ ] [ ] [ ]2
2

22
12 2

1

2

1

2

1
F

vu
FFg vuuv

∂∂

∂
===  

                    ( )[ ] ( ) 32/344
3

32/144
2112 4.

2
vvu

u
uvu

v
gg

−−
+−=+

∂

∂
==  
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( ) 2/344

33

2112 2
vu

vu
gg

+
−==  

bulunur. 

                    [ ] 21122211det ggggg ij −=  

olduğundan 

[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )344

66

44

22

244

62

244

26

344

66

49664det
vu

vu

vu

vu

vu

vu

vu

vu

vu

vu
g ij

+
−

+
+

+
−

+
−

+
=  

veya 

       [ ]
( )

( )
( )244

44
22

44

22

69det
vu

vu
vu

vu

vu
g ij

+

+
−

+
=  

veya 

                    [ ]
( )44

223
det

vu

vu
g ij

+
=     olur. 

( ) ( )0,0, ≠vu  için [ ]ijg  matrisi pozitif tanımlıdır. Eğer  0,0 ≠= vu  ise 

2

2

6

6

2211

32
,0

v

v

v

v
gg +−== ,  211222 0,1 ggg ===   olacağından 

                       ( ) 







=

10

00
,0;, vyxg ij olur. 
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4. GEODEZİKLER 

4.1. Riemann Uzayında Geodezikler 

C , M  üzerinde  

        [ ] MbaC →ℜ⊂,:                                                                                     ( )1.4  

                                                ( ) ( )tutCt i=→  

şeklinde tanımlı diferensiyellenebilir bir eğri olsun, buradaki { }iu , lokal koordinat sistemini 

gösterir. C’nin uzunluğu  

             ( ) ∫ ⋅=
b

a

ji

ij dt
dt

du

dt

du
gCL                                                                         ( )2.4  

şeklinde tanımlıdır[6]. 

Tanım 4.1.1: C , M  üzerinde yukarıdaki gibi tanımlı bir eğri ve ( ) ( )
i

i

u
tXtX

∂

∂
=  

bir tanjant vektör alanı olsun. ( )tX , C  eğrisi boyunca paraleldir denir eğer, C  deki tanjant 

vektörü yönündeki kovaryant türevi sıfır ise yani, 

           ( ) ( )
j

j

u

i

udt

du

dt

du
u

tXD
dt

du
tXDXD

ii

i

∂

∂
⋅===

∂

∂

∂

∂
0  

                                            
k

k

ij

j
i

ji

j
i

u
X

dt

du

uu
dX

dt

du

∂

∂
Γ+

∂

∂

∂

∂
=  

                                            
j

i
j

ik

k
i

udt

du
X

dt

dX

∂

∂








Γ+=  

Buradan ( )tX  için C  eğrisi boyunca paralellik şartını  

           0=Γ+
dt

du
X

dt

dX i
j

ik

k
i

                                                                                ( )3.4  

olarak yazabiliriz[6]. 
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Tanım 4.1.2: ( )1.4  deki gibi tanımlanmış diferensiyellenebilir ( )tC   eğrisi geodeziktir 

denir eğer, tanjant vektörleri ( )tC  boyunca paralel iseler. Ya da  ( )tC  eğrisinin geodezik 

olması için gerek ve yeter şart  

             0
2

2

=⋅Γ+
dt

du

dt

du

dt

ud ki
j

ik

i

                                                                          ( )4.4  

olmasıdır. 

( )tC , M  üzerinde diferensiyellenebilir bir eğri olduğundan  M  Riemann 

manifoldunun geodeziğidir denir[6]. 

4.2. Finsler Uzayında Geodezikler 

M bir manifold olsun. O zaman  M üzerinde bir eğri 

                 ( ) Mbac →,:  

ve ( )bat ,∈∀  için ( ) 0≠tDC , şeklinde tanımlı düzgün bir dönüşümdür. Böyle bir eğri , 

                   ( ) TMbac →,:ˆ \{ }0  

                                      ( ) ( )( )tDCtCt =→



 

şeklinde tanımlı bir kanonik lift’e sahiptir, buradaki DC , C ’nin teğetini gösterir. Eğer M , F  

Finsler normuyla birlikte bir Finsler manifoldu ise C eğrisinin uzunluğu  

              ( ) ( )dttcFcL

b

a

∫=


�                                                                                        ( )1.4  

şeklinde, enerji de 

                        ( ) ( )dttcFcE

b

a



�∫= 2

2

1
                                                                                ( )2.4  

şeklinde tanımlıdır[7]. 

1=cF


�  eşitliğini sağlayan bir c  eğrisine path-uzunluğuyla 

parametrelendirilmiştir, denir. 
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Tanım 4.2.1: Farzedelim ki ( ) Mbac →,:  bir eğri olsun. O zaman c  nin bir 

varyasyonu bir 0>ε  sayısı için aşağıdaki koşulları sağlayan  

                          ( ) [ ] MbaH →×− ,,: εε  

                                                 ( ) ( ) ( )tctsHts s=→ ,,  

şeklinde sürekli bir dönüşümdür. 

                1. H , ( ) ( )ba,, ×− εε  üzerinde düzgündür ve ( ) ( ),.. sHcs = ’dir. 

                2. H , her ki ,...,1=  için ( ) [ ]ii tt ,, 1−×− εε  de ∞C  dur. 

               3. ( ) ( )tctc =0 , [ ]bat ,∈∀  dir. 

               4. ( )acs , ( ) Mbcs ∈ , ( )εε ,−∈s  ’a bağlı olmayan sabitlerdir. 

Tanım 4.2.2: Bir Finsler manifoldu üzerindeki  c  eğrisi geodeziktir denir eğer L , c  

de sabit ise, yani c ’nin her sc  varyasyonu için  

                    ( ) 0
0

=
=s

scL
ds

d
 

ise. 

Tanım 4.2.3: ( ) ( )
( )

( )t
s

H

dx

d
tVtV

tc

i

i ,0
∂

∂
==  vektör alanına H ’nin varyasyon alanı 

denir. 

( ) ( )tsHtcs ,= ’nin uzunluğu da 

                        ( ) ( )( )dttcFsL

b

a

s∫= ˆ  

                                   ( ) dtts
t

H
F
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t

t

i
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∂

∂
=

1
1

,  

ile tanımlıdır. 
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Bir eğrinin geodezik olma şartını veren önerme’yi ispatlamak için, TM  üzerindeki 

vektörlerle yani ( )TMT  deki elemanlarla çalışmamız gereklidir. Bunun için onların 

transformasyon kurallarını çıkartarak işe başlayalım. Öncelikle, eğer ( )ix  ve ( )xxx ii ~~ = ’ler bir 

Mx∈  noktası civarında lokal koordinatlar iseler o zaman  
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∂
=

∂

∂
                                                                                    ( )3.4  

Burada 
i

j

x

x

∂

∂~
  ‘ler x  için ix  lokal koordinatlarından hesaplanmış , ( )ix  koordinatlarını ( )ix~  

koordinatlarına dönüştüren dönüşümün Jakobiyenidir. 

Sonra ( )ii yx , , ( )ii yx ~,~ ’leri MTy x∈  civarındaki standart lokal koordinatlar olarak 

düşünelim. Yani, ( )xxx ii ~~ =  , ( )yxyy ii ,~~ =  ve iy ’ler 
ix∂

∂
 bazına göre koordinatlardır. 

y

ix∂

∂
 , 
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iy∂

∂
, 

y
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∂
 , (TMT

y
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i
∈

∂

∂
~ \{ })0   vektörleri transformasyon kurallarını sağlar: 

( )3.4  denkleminden s

s

r
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x
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~  yazabiliriz. Bunu aşağıdaki eşitlikte yerine yazarsak; 
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buluruz. Yine ( )3.4  denkleminden 
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y ~
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∂
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⋅

∂

∂
=

∂

∂
                                                                                    ( )5.4  

dir. 

Önerme 4.2.1: Farzedelim ki 

                         TMf : \{ } ℜ→0  



 41 

düzgün bir fonksiyon olsun. O zaman düzgün bir ( ) Mbac →,:  eğrisi için 

                   ( ) ( )dttcfcL

b

a

ss ∫=


�  

şeklinde tanımlı L  dönüşümü c nin her sc  varyasyonu için sabittir ancak ve ancak  ( )bat ,∈∀  

için , ( )tc



 civarında 
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olacak şekilde lokal koordinatlar vardır. Üstelik ( )6.4  şartı lokal koordinatlardan bağımsızdır. 

İspat: Farzedelim ki c  bir eğri ve btta n =<<= ...1  c ’nin bir bölüntüsü olsun. 

Üstelik ( ) ( )tctsH s=,  c ’nin bir varyasyonu olsun ve ( )1, +ii tt  bölüntüsü H  ile bir koordinat 

haritasına haritalansın. L  dönüşümü c nin her sc  varyasyonu için sabit olduğundan 
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elde edilir. 



 42 

( ) MbaC →,:  sabit bir eğri ise c’nin ( )ba,  nin her alt grubuna kısıtlaması da sabittir. 

Böylece farzedebiliriz ki c, bir koordinat haritasında kapsanır ve iddia yukarıdaki 

hesaplamalardan çıkar. 

Tanım 4.2.4: Finsler manifoldunda geodezik katsayılar 

               ( ) ( ) lj
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jl

l

jkiki yy
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= 2
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1
    ,   TMy∈ \{ }0                       ( )7.4  

şeklinde lokal olarak tanımlı fonksiyonlardır. 

Tanım 4.2.5: Finsler manifoldu üzerindeki (TMG χ∈ \{ })0  geodezik sprayı  
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şeklinde lokal tanımlıdır ve iG  ler aşağıdaki transformasyon kuralına uyarlar. 
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5.YATAY VE DİKEY AYRIŞIMLAR 

Pek çok yönden, Finsler geometrisi Riemann geometrisi için bir analoktur. Bununla 

beraber, tipik bir farklılık Finsler geometrisi objelerinin TM  üzerinde olmasına karşılık 

Riemann geometrisinde bu objelerin M   üzerinde olmasıdır. Örneğin, Finsler geometrisinde 

eğrilik TM \{ }0  üzerinde bir tensör iken Riemann geometrisinde M  üzerinde bir tensördür. Bu 

sebeple TM  üzerindeki vektörleri ve ko-vektörleri, yani (TMT  \{ })0  ve (TMT * \{ })0 ’ın 

elemanlarını bilmemiz gerekir. Bu bölümde (TMT  \{ })0  ve (TMT * \{ })0  daki yatay-dikey 

ayrışımı tanımlayacağız. Bu ayrışım, lokal koordinatlardaki hesaplamaları büyük ölçüde 

basitleştirecektir. Üstelik, Finsler metriğine uygun yapıları da verecektir. Örneğin, bir 

geodeziğin teğeti bir yatay vektör olacaktır. Üstelik, F’in türevi bir dikey ko-vektör olacaktır. 

Yatay-dikey ayrışımın bazı ilaveleri de verilmiştir. 

Yatay-dikey ayrışımı tanımlamak için , lineer olmayan konneksiyonlara , yani TM \{ }0  

üzerinde bazı yapılara ihtiyaç vardır. 

Tanım 5.1: Bir M  manifoldu üzerindeki lineer olmayan koneksiyon aşağıdaki 

transformasyon kurallarını sağlayan TM \{ }0  üzerinde lokal olarak tanımlı i

jN  1-homojen 

fonksiyonların bir koleksiyonudur.  
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Geodezik spray için katsayılar iG  olmak üzere  
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j
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G
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∂
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olsun. O zaman i

jN ’ler 1-homojendir. ( )9.4  daki 
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denkleminin diferensiyelini alırsak, i

jN ’lerin lineer olmayan bir koneksiyonun sabitleri 

olduğunu görebiliriz. 
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olur, burada denklem ( )5.4 ’i kullanarak bulduğumuz 
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buluruz. Böylece Tanım (5.1) deki gibi eşitliği elde etmiş oluruz. 

5.1. (TMT  \{ })0 ’ın Ayrışımı 

( )4.4  denklemi gösteriyor ki 












=
∂

∂
ni

x
S

y

ip ,...,1:  alt vektör uzayı lokal koordinatlar 

cinsindendir. Bu yüzden (TMT  \{ })0  da 
ix∂

∂
 yönleri hakkında bir şey söylenemez. Buna 

rağmen , M  manifoldu lineer olmayan i

jN  koneksiyonu ile donatıldığında  
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Böylece (TMTy \{ })0  2n-boyutlu vektör uzayı iki tane n-boyutlu alt uzaya sahiptir. Bu 

alt uzaylar 

V 
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STM   ve  H 












=
y

ipy
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STM
δ

δ
 olup, lokal koordinatlardan 

bağımsızdırlar. O halde  

              (TMT  \{ })0 =  V TM ⊕  H TM  

dir. V TM deki vektörler dikey vektörler ve H TM deki vektörler de yatay vektörler olarak 

adlandırılırlar. 

Aşağıdaki örnek gösteriyor ki geodeziklerin teğeti her zaman yatay vektördür. Böylece, 

yatay vektörler, dikey vektörlere göre daha çok önem taşır. 

Örnek 5.1.1: Geodezik spray için iG  katsayıları 2-homojen olduğundan 
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olur. Böylece de ( )yG , TMy∈∀ \{ }0  için yataydır. 

5.2. (TMT * \{ })0 ’ın Ayrışımı: 

TM  de, idx  ve idy  1-formları aşağıdaki eşitlikleri sağlar: 
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Bu transformasyon kuralları ( )4.4  ve ( )5.4  den çıkartılabilir. 

( )
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i dxyNydy +=δ                                                                       ( )5.5  

olsun. Burada  
y

r
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i y
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∂
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= ’dir. 

Böylece 2n-boyutlu (TMTy

*
\{ })0  vektör uzayı  V { }

y

i

py ySTM δ=
*

   ve  

H { }
y

i

p xdSTM =*
  şeklinde iki tane n-boyutlu alt uzaya sahiptir ve bu altuzaylar lokal 

koordinatlardan bağımsızdırlar. O zaman  

               (TMT * \{ })0 =   V * TM ⊕  H 
* TM  

dir. V * TM deki kovektörler dikey kovektörler ve H * TM   deki kovektörler de yatay ko-

vektörler olarak adlandırılırlar. 

Önerme 5.2.2: Farzedelim ki 
ixδ

δ
,

iy∂

∂
, idx  ve iyδ  vektörleri ( )1.5  deki lineer 

olmayan koneksiyon ile tanımlı olsunlar. O zaman aşağıdaki eşitlikler vardır: 



 47 

                     













=








∂

∂
=









=








∂

∂
=









i

jj

i

j

i

j

ii

jj

i

y
y

x
y

y
dx

x
dx

δδ
δ

δ
δ

δ
δ

δ

,0

0,

                                                          ( )6.5  

         
mj

m

k

k

m

j

kj yx

N

x

N

xx ∂

∂
⋅









−=





δ

δ

δ

δ

δ

δ

δ

δ
,                                                          ( )7.5  

         
ki

k

j

ijji yy

N

yxyx ∂

∂
⋅

∂

∂
=









∂

∂
=









∂

∂
,,

δ

δ

δ

δ
                                                    ( )8.5  

          0, =








∂

∂

∂

∂
ji yy

                                                                                           ( )9.5  

İspat:    ∈idx H TM*
  ,  ∈iyδ V TM*

 

                          ∈
ixδ

δ
H TM   ,  ∈

∂

∂
iy
V TM  

olduklarından ( )6.5  daki eşitlikler aşikardır. ( )8.5  deki eşitliği gösterelim: 
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Son olarak eşitlik ( )9.5 ’u gösterelim: 
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                                        0=  

dır. 

Önerme 5.2.3: Eğer TM \{ } ℜ→0  düzgün bir fonksiyon ise  

                        i

i

i

i
y

y

f
dx

x

f
df δ

δ

δ
⋅

∂

∂
+=                                                                             ( )10.5  

dur. 

5.3. Sasaki Metrik ve Hemen Hemen Kompleks Yapı 

Farzedelimki M, bir F finsler metrikli manifold olsun. O zaman yatay-dikey ayrışımın 

iki ilavesi, (TMT \{ })0  için Sasaki metrik ve hemen hemen kompleks yapıdır. 

Tanım 5.3.1:           ( ) ( ) ji

ij

ji

ij yyygdxdxygg δδ ⊗+⊗=ˆ                                ( )11.5   

olsun. O zaman TM \{ }0  daki ĝ  Riemann metriği Sasaki metrik olarak bilinir. ĝ  nin 

oluşturduğu Legendre transformasyonu ise  

                (TMTL : \{ }) (TMT ∗→0 \{ })0  

               k

iki
dxg

x
L =








δ

δ
   ,      k

iki
yg

y
L δ=









∂

∂
 

şeklinde tanımlıdır. 

Tanım 5.3.2: E çift boyutlu bir manifold olmak üzere her tanjant uzay için  

                       TETEJ →=  

bir lineer dönüşüm olsun. Eğer IJ −=2  ise J  bir hemen hemen kompleks yapıdır denir. 

Yatay-dikey ayrışımı kullanarak 

                    (TMTJ : \{ }) (TMT→0 \{ })0  

hemen hemen kompleks yapısı 

                   
ii yx

J
∂

∂
=








δ

δ
       ,       

ii xy
J

δ

δ
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∂

∂
                                               ( )12.5  
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olarak tanımlanabilir. O zaman IJ −=2  olur ve J  tanımdaki gibi lokal koordinatlardan 

bağımsızdır.  

J  dönüşümü Sasaki metriğine uygundur. Yani, (TMTYX ∈∀ , \{ })0  için 

                          ( ) ( )JYJXgYXg ,ˆ,ˆ =  

dir. 

J  hemen hemen kompleks yapısı ile birleştirilmiş Nijenhuis tensörü 

(TMTYX ∈∀ , \{ })0  için  

                        ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]YXJYXJYJXJJYJXYXN ,,,,, −−−=                               ( )13.5  

şeklinde tanımlıdır. 

Önerme 5.3.1: Her N, Nijenhuis tensörü şu özellikleri sağlar: 

1. N, düzgün fonksiyonlar üzerinde bilineerdir. 

2. N, anti-simetriktir. 

3. (TMTX ∈∀ \{ })0  için ( ) 0, =JXXN ’dır. 

İspat: 1. (TMTYX ∈∀ , \{ })0  ve ∞∈∀ Cgf ,  için  

               ( ) ( )YXgNfgYfXN ,, ⋅=  

olduğunu göstermeliyiz. Bunun için  

                  [ ] ( ) ( ) [ ]YXgfXfgYYgfXgYfX ,, ⋅+−=  

eşitliğini kullanacağız. 

                 ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]gYfXJJgYJfXJgYfXN ,,, −= ( )[ ] [ ]gYfXgYJfXJ ,, −−  

                                              ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] [ ]gYfXJYgfXJgYJXfJJYgJXf ,,,, −−−=  

                                              ( )( )( ) ( )( )( ) [ ]JYJXgfJXfJYgJYgJXf ,⋅+−=      

                                              ( )( ) ( )( ) [ ]( )YJXgfJXfgYYgJXfJ ,⋅+−−  

                                             ( )( )( ) ( )( ) [ ]( )JYXgfXfJYgJYgfXJ ,⋅+−−  
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                                                      ( ) ( ) [ ]( )YXgfXfgYYgfX ,⋅+−−  

                                ( )( )( ) ( )( )( ) [ ]JYJXgfJXfJYgJYgJXf ,⋅+−=  

                                                         ( ) ( ) [ ]YXgfXfgYYgfX ,⋅−+−  

                                           ( )( ) ( )( ) ( )( )( JXfgYJYgfXYgJXfJ −+−  

                                                 ( )( ) [ ] [ ])JYXfgYJXfgXfJYg ,, ++−  

                                [ ] [ ] [ ] [ ]( )YXJYXJYJXJJYJXgf ,,,, −−−⋅=  

                                ( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )XfgYYgfXJXfJYgJYgJXf +−−+  

                                ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )JXfJYgXJfgYYJgfXJYgJXf ++−− 22  

                               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )XfgYYgfXXfgYYgfXYXgNf −++−⋅= ,  

                               ( )YXgNf ,⋅=  

bulunur. 

2. N, anti-simetriktir; yani (TMTYX ∈∀ , \{ })0  için ( ) ( )XYNYXN ,, −= ’dir. 

Gerçekten de ( )13.5  den 

        ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]XYJXYJXJYJJXJYXYN ,,,,, −−−=  

yazabiliriz, burada Lie operatörünün anti-simetrik olduğunu bildiğimizden  

           ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]YXYJXJJYXJJYJXXYN ,,,,, +++−=  

ya da 

                                          [ ] [ ] [ ] [ ]( )YXJYXJYJXJJYJX ,,,, −−−−=  

                                          ( )YXN ,−=  

olur. 

3. (TMTX ∈∀ \{ })0  için ( ) 0, =JXXN  olduğunu gösterelim: 

( )13.5  de Y yerine JX  alırsak 
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            ( ) ( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ]JXXJXJXJJXJXJJXJJXJXXN ,,,,, −−−=  

yada 

                                            [ ] [ ] [ ] [ ]JXXXJXJJXJXJXJJX ,,,, 22 −−−=  

yada 

                                            [ ] [ ] [ ] [ ]JXXXXJJXJXJXJX ,,,, −+−−=  

yada 

              ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]XJXXXJJXJXJXJXJXXN ,,,,, ++−−=  

olur, burada [ ] 0, =XX  ve [ ] 0, =JXJX  olması gerektiğinden de 

( ) 0, =JXXN   elde edilir. 

Önerme 5.3.2: ( )12.5  deki hemen hemen kompleks yapı için Nijenhuis tensörü 

aşağıdaki eşitlikleri sağlar: 
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İspat: İlk önce ( )14.5  eşitliğini gösterelim: 

( )13.5  deki N’nin tanımından  
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yazabiliriz. ( )12.5 deki J ’nin tanımı kullanılarak da 
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buluruz. J ’nin lineerliğini ve ( )9.5  daki 0, =
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Şimdi de ( )15.5  deki eşitliği gösterelim: 
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yazabiliriz. ( )12.5  deki J  hemen hemen kompleks yapısının tanımından da  
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bulunur. ( )8.5  ve ( )9.5  daki eşitlikleri kullanarak da  
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sonucuna ulaşırız. 

Son olarak ( )16.5  daki eşitliği gösterelim: 

( )13.5  deki N’nin tanımından  
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6. KONNEKSİYONLAR 

6.1. Riemann Konneksiyonu 

Tanım 6.1.1: M  bir m-boyutlu Riemann manifoldu olsun. M  üzerindeki bir afin 

konneksiyon aşağıdaki özellikleri sağlayan  

                  ( )( ) ( ) ( )( )MTMTMTD ⊗Γ→Γ ∗:                                                           ( )1.6  

şeklinde bir dönüşümdür: 

1) 
jiji u

D
u

D
uu

D
∂

∂
+

∂

∂
=








∂

∂
+

∂

∂
 

2) 
iii u

fD
u

df
u

fD
∂

∂
+

∂

∂
⊗=








∂

∂
     ,        ( )MCf ∞∈∀ . 

Lokal olarak da 

          
j

j

ii u
W

u
D

∂

∂
=

∂

∂
     ve    ji

j

i duWDdu =                                                 ( )2.6  

şeklinde tanımlıdır. Burada ( )TMΓ , sonsuz dereceden diferensiyellenebilir vektör alanlarının 

cümlesini gösterir. j

iW ’lerde D  konneksiyon matrisinin bileşenleri olup  

                   kj

ik

j

i duW Γ=                                                                                                 ( )3.6  

şeklinde tanımlıdırlar, buradaki j

ikΓ ’larda U  üzerinde sonsuz dereceden diferensiyellenebilir 

fonksiyonlardır. ( )MTX ∈  için, X ’in tam diferansiyeli  

                      ( )
i

i

j

ji

u
WXdXDX

∂

∂
⊗+=  

                                  
i

ji

kj

k

j

i

u
duX

u

X

∂

∂
⊗








Γ+

∂

∂
=                                                             ( )4.6  

dir. 
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D  afin konneksiyondur. 
iX

u
D

∂

∂
 ve i

X duD , sırasıyla, 
iu∂

∂
 nin ve idu  nin ( )MTX p∈  

vektör alanı boyunca kovaryant türevlerini gösterir. 
iX

u
D

∂

∂
 aşağıdaki özellikleri sağlar: 

( )MTYX ∈∀ ,  ve ( )MCf ∞∈  için 
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1=iX  alırsak , 
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XX
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=  olduğundan  
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ve  

                ki
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i
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i

u

dudu
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dudu
u

WduD
j

Γ−=







∂
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∂

∂
−=

∂

∂                  ( )6.6  

buluruz, burada l

jj

l

u
du δ=








∂

∂
 ve lk

il

k

i duW Γ=  olduğunu kullandık[6]. 

Tanım 6.1.2: T , aşağıdaki gibi tanımlı bir lineer dönüşüm olsun. 

                         ( )( ) ( )( ) ( )( )MTMTMTT Γ→Γ×Γ:                                                         ( )7.6  

T  lineer dönüşümünün tensör formunda lokal olarak yazılışı 

                       ji

k

k

ij dudu
u

TT ⊗⊗
∂

∂
=                                                                           ( )8.6  
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şeklinde olup, k

ijΓ ’ler konneksiyon katsayılarının bileşenleri ve k

ij

k

ji

k

ijT Γ−Γ= ’dir. Böylece 

( )MTYX ∈∀ ,  için  

               ( ) [ ]YXXDYDYXT YX ,, −−=                                                                ( )9.6  

dir[6]. 

Tanım 6.1.3: M , G  metrikli ve D  afin konneksiyonlu bir Riemann manifoldu 

olsun. Eğer ( ) 0, =YXT   ise yani 

                [ ]YXXDYD YX ,=−                                                                                ( )10.6  

ise D ’ye torsiyonsuz konneksiyon denir[6]. 

Tanım 6.1.4: M , G  metrikli ve D  afin konneksiyonlu bir Riemann manifoldu olsun. 

Eğer 

                          ( )ji

ij dudugDDG ⊗=  

                                  ( ) ji

ik

k

jkj

k

iij dudugWgWdg ⊗⊗−−=  

                                  0=                                                                                                       ( )11.6  

ise o zaman D ’ye metrik-uyumlu konneksiyon denir[6]. 

Teorem 6.1.1: ( Riemann geometrisinin temel teoremi ). 

M ,  m boyutlu ve   G  metrikli bir Riemann manifoldu olsun. O zaman M  manifoldu 

üzerinde metrik uyumlu ve torsiyonsuz bir tek D  lineer konneksiyonu vardır. Bu konneksiyon 

Riemann konneksiyonu ya da Christoffel Levi-civita konneksiyonu olarak adlandırılır. 

Riemann manifoldu üzerinde bir konneksiyon Christoffel Levi-civita konneksiyonu 

olarak alınabilir. Şimdi i

jkΓ  konneksiyon katsayılarını ijg  Riemann metriğinin bileşenleri 

cinsinden bulabiliriz. 

D , torsiyonsuz yani 0=Γ−Γ= k

ij

k

ji

k

ijT  olsun. O zaman  

                  k

ij

k

ji Γ=Γ   ve  kijkji Γ=Γ  

olur. D  metrik uyumlu olduğundan da  
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        ik

k

jkj

k

iij gWgWdg +=                                                                              ( )12.6  

ya da  
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jlkj
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ij
gdugdudu
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g
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∂

∂
 

                                          ( ) l

ijljil duΓ+Γ=                                                                         ( )13.6  

buluruz. Yukarıdaki eşitlikten  
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bulunur. ikjjki Γ=Γ  olduğunu kullanarak bu üç eşitlikten  

         








∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
=Γ

l

ij

i

jl

j

il

lij
u

g

u

g

u

g

2

1
                                                                  ( )17.6  

ve lkg  ile çarptığımızda 
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1
                                                             ( )18.6  

buluruz. ( )17.6  ve ( )18.6  eşitlikleri, sırasıyla, birinci çeşit ve ikinci çeşit Christoffel sembolleri 

olarak adlandırılır. 

M nin standart çatısını kullanmıştık. Bunun yanında keyfi bir çatısını da kullanabiliriz. 

Farzedelim ki { }miei ≤≤1,   lokal çatı ve { }mii ≤≤1,θ  dual çatı olsun. { }ie  çatısı üzerindeki 

konneksiyon  

               j

j

ii eDe θ=                                                                                                 ( )19.6  
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olarak tanımlanabilir, buradaki j

iθ ’ler D  konneksiyon matrisinin bileşenleridir. D ’nin 

torsiyonsuzluk şartı 

                i

j

jid θθθ ∧=                                                                                            ( )20.6  

ve metrik-uygunluk şartı 

               ik

k

jkj

k

iij ggdg θθ +=                                                                                  ( )21.6  

dir. Bu eşitlikler, 

             ji

ijgG θθ ⊗=     ve  ( ) 0=⊗⊗−−= ji

ik

k

jkj

k

iij ggdgDG θθθθ  

eşitliklerinden bulunabilir[6]. 

6.2. Finsler Konneksiyonu 

Tanım 6.2.1: ( Finsler Konneksiyonu ). Bir Finsler konneksiyonu ( )CFN ,, üçlüsü ile 

tanımlıdır, buradaki N , M  üzerinde bir lineer olmayan konneksiyon ve ( )i

jkFF = , 

( )i

jkCC = ’ler de lokal tanımlı 0-homogen i

jkF , i

jkC  fonksiyonlarının kolleksiyonlarıdır. 

                        TMCF i

jk

i

jk :, \{ } ℜ→0  

aşağıdaki transformasyon kurallarını sağlar. 
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⋅

∂

∂
=                                                                                 ( )23.6      

MTM →:π  bir kanonik projeksiyon olsun. Bir Finsler konneksiyonu  

           (TMTy:∇ \{ }) ( ) ( ) ( )MTM yπχ →×0  

                                               ( ) ( )XXY Y∇→,  

şeklinde tanımlı bir dönüşüm olup aşağıdaki özellikleri sağlar. 

1. ∇  lineerdir. ( X ve Y de ) 
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2. Eğer ( )MCf ∞∈  ve MTy x∈ \{ }0  ise o zaman lokal koordinatlarda  
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                                                         ( )25.6  

        i

jkF  ve i

jkC  nin transformasyon özelliklerinden ( )MX χ∈∀  için  

               ( ) ( )X
x

x
X

ri x

i

r

x ~

~

δ

δ

δ

δ ∇
∂
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=∇  

              ( ) ( )X
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x
X
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y ~
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∂

∂

∂

∂ ∇⋅
∂

∂
=∇  

olur, böylece ∇ , lokal koordinatlardan bağımsızdır[7]. 

Örnek 6.2.1: ( )FM ,  bir Finsler manifoldu 
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                         rjk
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jk g Γ=Γ                                                                                               ( )27.6  

lokal tanımlı fonksiyonlar olsunlar. O zaman ( )�,, i

jk

i

jN Γ  Chern-Rund konneksiyonudur. 

i

jkΓ , aşağıdaki transformasyon kurallarını sağlar. 
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Son transformasyon kuralı da  
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                 rsj

s

i

r

ij g
x

x

x

x
g ~

~~

∂

∂
⋅

∂

∂
=                                                                                    ( )30.6  

dir[7]. 

Örnek 6.2.2: 
k

i

ji

jk
y

N
G

∂

∂
=   olsun. Buradaki i

jN  denklem ( )1.5  ile verilmişti. O zaman  

( )0,, i

jk

i

j GN  bir Berwald Konneksiyonudur[7]. 

Örnek 6.2.3: Bir Finsler manifoldu üzerinde ijkC  Cartan tensörü  

                    
kjik
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yyy

F
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g
C

∂∂∂

∂
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∂

∂
=

23

4

1

2

1
                                                                  ( )31.6  

                    ijk

lil

jk CgC =                                                                                           ( )32.6  

şeklinde tanımlıdır. i

jkC  katsayıları ( )23.6 denklemini sağlar ve ( )i

jk

i

jk

i

j CGN ,,  konneksiyonu 

Hashiguchi konneksiyonudur[7]. 

Örnek 6.1.4: Cartan konneksiyonu ( )i

jk

i

jk

i

j CN ,,Γ  bir Finsler konneksiyonudur [ ]4 . 

6. 3. Kovaryant Türev 

Tanım 6.3.1: ( Kovaryant Türev ): 

Farzedelim ki M , i

jN  lineer olmayan konneksiyonlu bir manifold olsun. O zaman 

kovaryant türev dönüşümü  

                 MTD x: \{ } ( ) MTM x→× χ0 \{ }0  

                                             ( ) ( )XDXy y→,  

şeklinde tanımlı bir dönüşüm olup aşağıdaki şartları sağlar: 

   1. ( ) ( ) ( )YDXDYXD yyy +=+   ,  ( )MYX χ∈∀ ,  ve TMy∈ \{ }0 , 

   2. ( ) ( ) ( )XfDXydffXD yy +=   ,  ( )MX χ∈∀  ve ( )MCf ∞∈  için 

   3. Lokal koordinatlarda , MTy x∈∀ \{ }0  için 
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               ( )
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j

j
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D
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∂

∂
  dir. 

i

jN  için transformasyon kuralını kullanarak  
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olur. yD  iyi tanımlıdır. Genel olarak, ( )XDy ’in yüksek mertebeden lineer olması 

gerekmez[7]. 

6.4. Temel Finsler Niceliklerinin Bazı Özellikleri  

L : TMMT →∗
 Legendre transformasyonu bir h ko-Finsler metriğiyle tanımlansın. 

Lokal koordinatlarda  

          ( ) ( )
i

i

x
LL

∂

∂
= ξξ   ve  ( ) ( ) i

i dxyLyL 11 −− =  ,  MT ∗∈ξ  ve TMy∈  olsun. 

           ( ) ( ) j

iji hL ξξξ =    ,   MT ∗∈ξ  

          ( ) ( )ygyL iji =−1    ,   TMy∈  

Γ  nın Özellikleri 

       
l

ijk

ijkl
y

G
C

∂

∂
=   olsun. Üstelik  ijkL ’ yı  

      sij

s

ksik

s

jsjk

s

i

s

ijks

s

s

ijk

ijk CNCNCNGCy
x

C
L −−−−

∂

∂
= 2                         ( )34.6  

şeklinde tanımlayalım. Bunlar Landsberg tensörünün bileşenleridir. ijkL  fonksiyonları kji ,,  

indislerinde simetriktirler, yani kji ,,  indislerinin herhangi ikisi yer değiştirdiğinde ijkL  

değişmez. Üstelik,  

               0=k

ijk yC  ve ijk

l

ijkl CyC −=  olduğundan 

               0=== i

jki

i

jik

i

ijk yLyLyL ’dır [7]. 
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Önerme 6.4.1: Chern-Rund konneksiyonunun özellikleri aşağıdaki gibidir[7]: 
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                    i
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jk yLGL Γ==Γ −− 11                                                                          ( )38.6  

İspat : Önce ( )35.6 ’i ispatlayalım: 

ijkΓ ’nın tanımından  
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olur, burada 
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1
 değerlerini yerine yazarsak  

             jkm

m

iijm

m

kikm

m

jijkijk CNCNCN +−−=Γ γ   

buluruz. ( )7.4  deki mG  için 
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dir, bu eşitliğin her iki tarafının önce jy ’ye göre türevini sonra da ky ’ya göre türevini alalım. 
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smj yC  olduğunu kullanırsak 
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olur, burada 0=m

jmk yC  , 0=s

sik yC  ve 0=s

sjk yC  değerlerini yerlerine yazıp gerekli 

düzenlemeleri yaparsak 
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eşitliğini kullanarak 
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olduğunu görürüz, sağ taraftaki kısım ijkΓ ’ya eşit olduğundan 
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jkmi LGg Γ=−  

dır. 
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7.EĞRİLİK 

7.1.Riemann Geometrisinde Eğrilikler 

Tanım 7.1.1:    ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )MTMTMTMTR Γ→Γ×Γ×Γ:                          ( )1.7   

Şeklinde tanımlı bir dönüşüm tensörel formda 

               lki

j

j

ikl dududu
u

RR ⊗⊗⊗
∂

∂
⋅=                                                             ( )2.7  

şeklinde yazılabiliyorsa, D  konneksiyonunun eğrilik tensörüdür, denir. ( )( )MTZYX Γ∈∀ ,,   

için  

           ( ) [ ]ZDZDDZDDZYXR YXXYYX ,, −−=                                                ( )3.7  

şeklinde tanımlıdır[6]. 

Tanım 7.1.2: j

h

h

i

j

i

j

i wwdw ∧−=Ω  D ’nin eğrilik matrisinin bileşenleri olarak 

adlandırılır. 

Eğrilik matrisinin kullanılmasıyla j

iklR  eğriliğinin bileşenleri Christoffel sembolleri 

cinsinden bulunabilir[6]. 
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yani 
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olur, burada 
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dir. ( )4.7 ’ün her iki tarafını jhg  ile çarparsak, 
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elde ederiz, burada da  
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iijij wwdw ∧+=Ω                                                                                  ( )7.7  

dir. Böylece  
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olur. Eğrilik tensörü aşağıdaki gibi yazılır[6]. 

         lljii

ijkl dududududuRR ⊗⊗⊗⊗=                                                     ( )9.7  

Teorem 7.1.1: ijklR  eğrilik tensörü aşağıdaki özellikleri sağlar: 

           1)  ijlkjiklijkl RRR −=−=  

           2)  0=++ iljkikljijkl RRR  

           3)  klijijkl RR =  

( )2.7 ’yi ( )XWZ ,  ile ( )9.7 ’u da ( )WZYX ,,,  ile birleştirirsek 

          ( )
j

lkij

ikl
u

WZXRXWZR
∂

∂
=,                                                                ( )10.7  

ve 
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         ( ) lkji

ijkl WZYXRWZYXR =,,,                                                              ( )11.7  

ya da 

         ( ) ( )( )YXWZRWZYXR ,,,, =                                                                 ( )12.7  

olur, burada WZYX ,,,  tanjant vektör alanları ve i

jj

i

u
du δ=








∂

∂
 dir. 

Teorem 7.1.1 ve ( )11.7  den aşağıdakiler vardır: 

     1)  ( ) ( ) ( )WZXYRZWYXRWZYXR ,,,,,,,,, −=−= , 

     2)  ( ) ( ) ( ) 0,,,,,,,,, =++ ZYWXRYWZXRWZYXR  

     3)  ( ) ( )YXWZRWZYXR ,,,,,, =  

G  Riemann metriği için aşağıdaki fonksiyonu tanımlayabiliriz[6]. 

        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ZYGWXGWYGZXGWZYXG ,,,,,,, −=                           ( )13.7  

Tanım 7.1.3: ( )MTp  nin her iki boyutlu E  alt uzayı için E  üzerindeki kesit eğriliğini  

                     ( ) ( )
( )YXYXG

YXYXR
EK

,,,

,,,
−=                                                                           ( )14.7  

şeklinde tanımlarız, burada ( )MTYX p∈,  dir[6]. 

Tanım 7.1.4: Bir m-boyutlu M  Riemann manifoldu sabit eğriliklidir denir eğer 

( )pK  sabit ise. 

Tanım 7.1.5: Eğrilik tensörünün izi Ricci eğriliği olarak adlandırılır. Ricci eğriliğinin 

bileşenleri 

                       k

ikjij RR =                                                                                                     ( )15.7  

dir[6]. 

Tanım 7.1.6: Ricci eğriliğinin izi skalar eğrilik olarak adlandırılır. Skalar eğrilik 

                       ij

ij gRR =                                                                                                   ( )16.7  
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dır[6]. 

Tanım 7.1.7: Eğer Ricci eğrilik tensörü, metrik tensörün skalar çarpımı ise o zaman 

Riemann metriği Einstein metriği olarak adlandırılır. Einstein metriğinin bileşenleri 

                          RgRG ijijij 2

1
−=                                                                                      ( )17.7  

dir[6]. 

7.2. Finsler Geometrisinde Eğrilikler 

Riemann geometrisinde, Riemann eğrilik tensörü, M  üzerinde bir tensördür. Finsler 

geometrisinde ise eğrilik tensörü TM \{ }0  üzerindedir. 
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buradaki [ ].,. , vektör alanları için Lie operatörünü gösterir. 
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dir. Böylece R  eğrilik tensörü  
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şeklinde tanımlıdır[7]. 

TM  üzerindeki idx  ve idy  1-formları aşağıdaki eşitlikleri sağlarlar: 
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Ayrıca 
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Önerme 7.1: 0-homojen m

ijkR  fonksiyonları aşağıdaki eşitlikleri sağlar: 
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İspat : Önce ( )2.7 ’yi gösterelim: tanımdan 
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Son olarak da ( )1.7  eşitliğini göstermek için 
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