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OZET

Bu tez iki boliimden olugmaktadir. Birinci bolimde iki boyutlu (degismeli) cebir olarak
diistiniilebilen “caprazlanmis modiil” yapis1 tamitilmistir. Bu cebirsel yapinin ayrintili bir
incelemesi verilmeye calisilmistir. Ozellikle bir ideal verildiginde caprazlanmig modiil ve yine
modiil yapisi verildiginde yine ¢aprazlanmis modiil elde edilebilecegini ve bunun tersininde
dogru oldugu agik bir sekilde gosterilmistir. Ikinci béliimde, ¢aprazlanmis modiillerin
caprazlanmis modiilii olan ¢aprazlanmis kare kavrami verilmistir. Bu yapi ilgili 6rneklerle

aciklanmugtir.

Anahtar Kelimeler: Caprazlanmis kareler, Caprazlanmis modiiller, Degismeli cebirler
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SUMMARY

This mast of thesis consists of two chapters. The first chapter of that introduce a
crossed module which can be thought of two dimensionel algebra. We give a full details of this
algebratic structure. Particulary if given an ideal one can get a crossed module and if given a
module over ring one can have a crossed module and vice-versa . The second chapter describe a
crossed square which can be throught of a crossed module of crossed modules. This structure

are explained by a couple of examples.
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GIRIS

Caprazlanmig modiiller ilk olarak Whitehead [1] tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra
Degismeli Cebir versiyonu T.Porter [2] vermistir. Degismeli cebirler iizerinde X —mod [3]
ve [4] tarafindan ayrintili olarak incelenmistir. Biz bu ¢aligmanin birinci boliimiinde [2],[3] ve
[5] de verilen yapilar1 detayl olarak inceledik. Degismeli cebirler iizerinde X —mod® Ellis

[4] tarafindan verilmistir. Bizde ikinci bélimde bu cebirsel yapiyr kullanarak ayrintili bir

sekilde inceledik.



1. DEGISMELI CEBIRLER UZERINE CAPRAZLANMIS MODULLER

Caprazlanmig modiiller ilk olarak Whitehead [1] tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra
Degismeli Cebir versiyonu T.Porter [2] vermistir. Degismeli cebirler iizerinde X —mod [3]
ve [4] tarafindan ayrintili olarak incelenmistir. Biz bu ¢aligmanin birinci boliimiinde [2],[3] ve

[5] de verilen yapilar1 detayli olarak inceledik.

1.1 Caprazlanms Modiiller
Tamm 1.1.1
k degismeli halka ve R degismeli halka olsun.
f :k — R halka homomorfizmi i¢in
“kXR—R
(k,r) > kr=f(k)r

tanimlanan etkiyle R bir k-modiildiir. Buna gore tanimladigimiz k-modiil yapisi ile R ye k-cebir

denir.
Eger R degismeli halka degil ise ;
Her 7,7 € R,kekigin
k.(rr')=(kr)r'=r(kr’) esitligi saglanmalidur.
Ornek 1.1.2
f:Z—>R
n—=nl,

biricik homomorfizmi var olup bdylece her halka bir Z-cebirdir.



Ornek 1.1.3

M , bir R-modiil olsun.
MXM —>M
(m,,my) > m,.m, =0

islemiyle M halka yapisina sahip oldugundan M, R-modiilii bu islemle birlikte bir R-cebirdir.

Uyan
f:R—S k-cebir homomorfizmi olsun. Bu durumda Vr,se€ R,k e k i¢in
Df(r+ gs)=f(r)+sf(s)
i) f (rps)=f(r)sf(s)
iii) f (kr) =kf (r)
Tanim 1.1.4
k; birimli ,degismeli sabit bir halka ve R ;degismeli k-cebir olsun.
RxC—-C
(rc)>re
degismeli cebir etkisi olmak tlizere
0:C >R
R-cebirlerin morfizmi Ve,c’e C igin
d(c).’=cc

sartin1 sagliyor ise (C,R,0) ugliisine (veya 0:C — R) bir ¢aprazlanmig R-modiil

denir. Bu sart Peiffer sart1 olarak adlandirilir.



Uyan

d9:C >R , R-cebir morfizmi oldugundan Vre R,ce C igin d(r.c)=rd(c) sartim

saglamalidir. Bu sart 6n ¢aprazlanmig modiil sart1 olarak adlandirilir.
CM1) d(rc)=rd(c) on ¢aprazlanmig modiil sarti
CM2) d(c)c’=cc”  Peiffer sart1.
1.1.5 Caprazlanms Modiil Ornekleri
1) R bir halka ve /<R olsun. /cR oldugundan
d0=i:I >R
aa
icine (gdmme) fonksiyonu bir ¢aprazlanmig R-modiildiir.
I<R oldugundan
RxI—1
(r,a)ra=ra
etkisi tanimlanabilir.
Va,a’e I igin
CM2) d(a).d’ =ad (v 0 min tanim )
=aa (- etki tanim )
O halde (/,R,0) bir ¢aprazlanmis R-moiildiir.

Herhangi bir ideal aldigimizda her zaman ¢aprazlanmis modiil elde edilir. Tersine bir

caprazlanmis modiil aldigimizda da bir ideal elde edilir.

d:C > R caprazlanmis R-modiil ise 9(C)<R dir.

Vre R,0(c)e d(C) igin



rd(c)=09(r.c) (" 0 caprazlanmig modiil CM1 )
=d(r.c)ed(c) (v RxC—>C

(r.c)>reeC)
Buna gore 9(C)<R dir.

2) M, R-modiil olsun. Her M, R-modiilii

MxM —>M

(ml,m2 ) = mm, =0
islemiyle bir R-cebir yapisi olusturur. Buradan

0:0=M >R

m>9d(m)=0

homomorfizmi , bir ¢aprazlanmis R-modiildiir. Ciinkii

RxXM — M

(r,m)> rm=rm

etkisiyle , Vm,m’ e M igin

d(m).m"=0.m" (*+ 9 nimn tanim )
=0m’ (" etki tanim )
=0
=mm’ (" M yi R-cebir yapan etki )

O halde (M,R,0) bir ¢aprazlanmis R-modiildiir.



Bir modiil yapis1 aldik ve caprazlanmis modiil elde ettik. Tersine bir ¢aprazlanmis

modiil aldigimizda da modiil yapisi elde edebiliriz.

Onerme 1.1.6
d:C — R, caprazlanmis R-modiil ve / =0(C) olsun.
i) Cek d<C dir.
ii) Cek 9,R/I modiil yapisina sahiptir.
ii)C/C?* ve I/I* , R/I modiildiir.
Ispat

i) ae Cek 0 ve ce Colsun.

d(ac)=9(a)d(c) ( '+ 9 cebir homomorfizmi )
=0d(c) (v ae Cek d)
=0c ( - 0 ¢aprazlanmis modiil )
=0

= ace Cek d
= Cek 0<C
if) 1lk olarak I nin Cek d iizerine etkisinin sifir oldugunu gésterelim. Yani
IxCek d ->Cek 9
(x,a) xa
etkisi i¢cin
xa=09(c).a (v xel,x=0dc,ceC)

=ca ( - 0 gaprazlanmis modiil )



=cd(a) ( * 0 ¢aprazlanmis modiil )
=c0
=0

olup x.a=0 dir. Buna gore / nin Ceko {iizerine etkisi sifirdir. Bu durumda R/I nin Cek 9

uzerine etkisi

R/I xCek 0 — Cek 0
(r+La)(r+1)a=ra
olarak tanimlanabilir. Tanimlanan bu etkiyle Cek 9 bir R// modiildiir.
iii) C, R-cebir oldugundan
RxC/C* = C/C?
(re+C*)>r(c+C?)=rc+C?
etkisi vardir. Simdi [ nin C, / C? iizerine etkisinin sifir oldugunu gosterelim.
IxC/C* = C/C?
(x,c+C*) > xc+C?
x=9(c’)ed(C),c+C*e C/C? igin
x(c+C*)=03(c).(c+C?)
=9(c')c+C?
=c'c+C?e C?/C* ={0}

olup x.(c +C? ) =0 dir.



O halde
RxC/C*——C/C? (r.e+C?)—>re+C’
R/IxC/C*——C/C? (r+1,c+C2)%(r+I)(c+C2)

etkisi tanimlanabilir. Bu etkiyle birlikte C/ C* bir R/I -modiil yapisina sahiptir.
Benzer sekilde 7/7% nin R/I -modiil oldugunu gosterelim.
R/IIXI/T* > 1/I
(r+Li+1*)> (r+1).(i+1°)=ri+I* etkisini tammlayalim.
i=0d(c)ed(C) igin

rd(c)=9(rc)e d(C) oldugundan bu etkiyi tammlayabiliriz. Ancak I nin I/I°

lizerine etkisinin sifir oldugunu gostermeliyiz.
ieli+I*el/I’ igin
i (i, +1*) =i, + I’ e I*/ " ={0}

olup il.(i2+12):0 dir. O halde

Rx1/I*—=1/TI? (ri+1?)——ri+ 1’
R/Ix1/IP——1I/I? (r+Li+l’)——(r+1),(i+1%)

etkisiyle / / I* bir R/I -modiil yapisi olusturur.



Ornek 1.1.7
R, degismeli k-cebir ve Ann(R)=0 (veya R*=R) olsun.
M(R) ={/1|/1 :R—> RA(r)=A(r)r;r,r e R}
R nin carpanlarinin k-cebiri verilsin. O halde Vr,7’€ R igin
d:R—>M(R)
r—>A4 :R—>R
e (r)=r
¢aprazlanmig modiildiir. R iizerinde M (R) etkisi
M(R)XR— R
(A,r)> Ar=A(r)
olmak iizere

CM1) 9(Ar)=03(A(r))

’
=rr

olup (R,M (R),a) bir caprazlanmis modiildiir.
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Ornek 1.1.8

0:L->M
R-modiillerin bir morfizmi olsun. Vr,r’'€ R,m,m’e M igin
(rm)(r',m") = (1, rm" +r'm)
carpimini alarak

RxM

yari-direkt ¢arpimini tanimlayabiliriz. Bdylece

R><M XL——L

\/

diyagrami degismeli olup L nin RXM {izerine etkisi

((r,m)l)%(r,m).l=rl

NS
(1)

seklindedir. Burada p , projeksiyondur. Tanimlanan bu etkiyle birlikte L, R XM -modiil yapisi

olusturur. O halde

0:L—RxXM
1+ (0,6(R))
caprazlanmis RX M -modiildiir. Ciinkii V/,/’e L igin
CM2) 9(1).'=(0,0(1)).
=0/'=0

=l
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(Not: Burada L ve M , R-modillerini sifir ¢arpimu alinarak , R-cebir yapisi

olusturdugunu hatirlatalim. Yani:

LxXL—>L ve MxM —->M
(LY 1'=0 (m,m’) > mm’=0
olup carpim
(rom)(r'sm") = (1" rm” + r'm+mm’)
=(rr’,rm’+r'm+0)
= (7, rm +7'm)
seklinde alinmaktadir. )

1.2 Caprazlanms Modiiller Kategorisi

0:C——R c¢aprazlanmis R-modiil ve 9":C'——R’ c¢aprazlanmis R’ -modiil

olsun.

degismeli diyagramlar1 goz oniine alindiginda
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(r.e)—>

L

rc%@ rc

4(e)

olup O(rc)=o¢(r).0(c) elde edilir. =~ Bdurumda (6,9):(C,R,0)—>(C",R,9)
homomorfizm ¢iftine , ¢aprazlanmis modiil morfizmi denir. Bununla birlikte ¢aprazlanmis

modiil morfizmleri arasindaki kompozisyon
(6.9)°(6'.9")=(6">6,¢"¢)

seklinde tanimlanir. K-sabit degismeli k-cebir k-Ceb (veya Ceb) kategorisinde, ¢aprazlanmis

modiiller kategorisini tanimlayabiliriz. Bu kategori XMod (veya XMod, ) ile gosterilir.

R =R alimirsa;

C — C c 4> C
Lol L
R —> R'=R R —— R
olup
c 4> C

N

degismeli diyagrami elde edilir. Bu durumda elde edilen kategori X —Mod R ile gosterilir.

degismeli diyagramimiz olmak {izere

0:(0,id,):(C,R,0)—>(C',R,id,) ¢aprazlanmig R-modiil morfizmidir. XMod/R

kategorisi XMod kategorisinin bir alt kategorisidir.
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1.2.1 Funktoriyel Ornekleri

1) Herhangi R, k-cebiri alindiginda ,her zaman ¢aprazlanmis modiil yapisi
F:Ceb—— XMod

funktoru elde edilir. F(R)=(R,R,id,) bir caprazlanms modiildiir.

f:R——>S k-cebir morfizmi olmak lizere

Tersine G : XMod —— Ceb funktoru ise

X =(C,R,0) caprazlanmis modiilii i¢in G(CL)R) =R olarak tanimlanabilir.

c 4> C
G(6,9)=G B\L la' =R—2>F
R —> K
Burada (F,G) ikilisi bir Adjoint ikili olusturur. Ayrica diger bir
G': XMod —— Ceb

funktoru G'(CL)R) =C k-cebiri olarak tanimlanabilir. Ciinkii C,R-cebiri olup

k—R kxC—C
ve

ks f(k) (k,c)> ke=f(k)ceC
islemiyle C bir k-cebirdir.Benzer sekilde

C 5 C
G'(6,9)=G al la' =(C—>C)
R

4 R,
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olup k-cebir morfizmidir. Buradan (F,G’) ikilisi adjoint ikilidir.
2) R—1dC; R, k-cebirlerinin ideallerinin kategorisi olsun.
F: XMod|/R——> R—1dC
funktoru tanimlanabilir. Bu funktorun objeleri
F(C,R,0)=0(C)<R
ve morfizmleri

c %5 C

N % =3(C)——d(C)
R

R-cebirlerin ideallerinin morfizmleridir.

Tersine G:R—-1dC—— XMod/R funktoruise I<R icin

G(I)={——>R)
olarak tammlanabilir. (/,R,i) bir ¢aprazlanmig modiil oldugunu biliyoruz.

I,J<R olmakiizere f:/ > J i¢ine homomorfizmi alinirsa

IL—>J

N/

seklinde degismeli diyagramu elde edilir. Ciinkii Vxe / igin
() (x) =0, (f (x)) =i, (x) =x =i, (x)

olup i, f =idir.
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ISR — (JC_sR

S
1 —>7

G il\/iz =(fidy) =1
R

Burada f* ¢aprazlanmis modiil morfizmidir.
Buradan (F,G) adjoint ikili olusturur.
3) (Mod , R-modiiller kategori olmak tizere
F: yMod —— XMod /R
funktoru M, R-modiilii i¢in
F(M)=(0=0:M——R)
olarak tanimlanabilir. Burada (0 =d0:M %R) caprazlanmis R-modiil morfizmi i¢in
F(f)=F(M)—>F(N)

olup

VAN

M N
F=| o) | -
R R

I
idp

caprazlanmis R-modiil morfizmidir.

G : XMod/ R—— , Mod
funktoru (C L)R) caprazlanmig R-modiilii i¢in
RxCekd — Ceko

(r,a)>ra=ra
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etkisiyle bir R-modiildiir. Burada ae Cekod igin
d(ra)=rd(a)
=r0
=0 = rae Ceko

c L5

G(f,idy)=G a\] % = (Cekd—> Cekd’)
R

R-modiil morfizmidir. Bu durumda (F,G) Adjoint ikli olusturur.

1.2.2 Forgetful Funktor Ornekleri

1) Objeleri k-cebir morfizmleri ve morfizmleri degismeli diyagramlar olacak sekilde

Ceb® kategorisini alalim. Bu durumda
F : XMod —> Ceb’
forgetful funktoru tanimlanabilir. d:C——R ¢aprazlanmig R-modiil morfizmi igin
F(d)=0
olup Peiffer sartin1 saglamayan 0:C——R , k-cebir morfizmidir.
(6,9):(C,R,0)—>(C",R,9)
morfizmi i¢in

’

c 45 C

F(6,p)= al \La’
R R

’

—
[

yalniz k-cebir morfizmlerinden olusan degismeli diyagrami elde edilir.
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2) G:XMod ——Ceb funktorunun objeleri

F(C,R,8)=R 8(C)
bir k-cebirdir. Ciinkii
k——>R——R 8(C)
halka homomorfizmi
kxR a(C)—>R B(C)

(k,r+0(C)) > k.(r+9(C))=kr+9(C)
islemiyle R/9(C) bir k-modiil yapist olusturur. Morfizmler

’

—R

F(8,¢):[R

el

9(C)

indirgenmis k-cebir homomorfizmleridir. Ciinkii

R —%>

diyagrami degismelidir.
Not

(C L)R) ongaprazlanmis R-modiil ve ¢,c’e C olsun.

de.c’—cc’
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elemanina Peiffer elemani denir. Dolayisiyla 6n ¢aprazlanmis modiilde tiim Peiffer elemanlar

sifir ise ¢aprazlanmis modiil elde edilir.

P={ac.c'—cc' c,c'e C}

Peiffer elemanlarinin kiimesini alalim. Bu durumda P tarafindan tiretilen <P> kiimesi

C nin idealidir.
Onerme 1.2.3
(P)s C dir.
Ispat
xeC ve ae <P> olsun.
xa=x(3(c).c —ec’) =xd(c).c —xecc
olup

d(xa)=9(x9(c).c’—xcc’)

Bu durumda herhangi 0:C——R 6n ¢aprazlanmis R-modiil i¢in
C” =C/(P)

tanimlanabilir. Ayrica

RxC"——C”
(r,c+<P>) = r.(c+<P>) = rc+<P>

islemiyle birlikte C“, R -cebirdir.
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Onerme 1.2.4
0:C—— R 0n ¢aprazlanmis R-modiil ise indirgenmis
0" :C"——R
homomorfizmi ¢aprazlanmis R-modiildiir.
ispat

cC —25 R cﬁa(c)

N \
o)

[c]=c+(P) , []=c’+(P)e C igin

0" e+ (P)) (¢ +(P) =ale) e +{P) (= o ([e])=a(c)

:cc'+<P> (~* mod P)

Bu durumda (C “ a—)R) caprazlanmis R-modiildiir. Boylece

F: PXMod —— XMod
funktoru d:C——R Ongaprazlanmis R-modiilii i¢in
F(9)=(0":C" —R)
olarak tammlanabilir. (6,¢) ong¢aprazlanmis modiil morfizmi ise
F(6.9)=(6".0)

¢aprazlanmis modiil morfizmidir.
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1.3 Alt Caprazlanmis Modiiller
(C,R,d) bir gaprazlanmig R-modiil olsun. C’,C nin bir alt cebiri ve
9:9/C":C'——R
d nin C ye kisitlanmig olmak iizere (C’,R,0") ¢aprazlanmig modiili (C,R,9)
¢aprazlanmig R-modiiliin alt ¢aprazlanms modiilidiir. (C’,R,0") < (C,R,d) ile gosterilir.
Hatirlatma
(C",R,0) , (C,R,0) nm bir alt ¢caprazlanmus modiilii olsun. Bu durumda ce C ve
xe C’ igin
xc=x0ce C’

olup xce C’ diir. Dolayisiyla C’,C de bir idealdir. Boylece (C’,R,d") alt caprazlanmus

modiilii
d:d C,:C —R
kisitlanmig fonksiyonu ile C nin bir C” idealidir.

Ornek 1.3.1

I,R halkasinin herhangi bir ideali olmak iizere (/,R,i),(R,R,id,) ¢aprazlanms

modiiliiniin alt caprazlanmis modiiliinii olusturur.
i=idy| ;I cR—R
icine fonksiyonu ,id, birim fonksiyonu tarafindan indirgenmistir. / ideali, R halkasinin bir
alt cebiri oldugu ve Vi,i i, e I,re R igin
iiyel
i—iel
rie ]

seklinde ideal tanimindan goriiliir.
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Ornek 1.3.2
(M ,R,O) bir ¢aprazlanmis modiil olmak iizere , R lizerinde M modiiliiniin herhangi

bir M’ alt modiilii , M nin alt ¢aprazlanmis modiiliidiir.

Cinkii M’, M nin alt modiilii oldugundan x,ye M’,re R igin rm’ ¢arpimi

kapalidir. Ayn1 zamanda M”, M nin alt grubu oldugundan

xye M’
x—yeM’

saglanir. Boylece M’, M nin alt cebiridir ve

OM,:M — R

’

m—=0

indirgenmis fonksiyonu ile M~ bir alt ¢aprazlanmig R-modiildiir.

Tamm 1.3.3 ( XMod, kategorisinde alt ¢aprazlanmis modiil )
(C,R,0) bir ¢aprazlanmisg R-modiil olsun.

(i) p#C'cC,0#R R i¢in C',C ninaltcebiri ve R,R nin alt cebiri

a'l la diyagrami degismeli (yani 0i, =di,)

(iii) 9":C’——R’ bir ¢caprazlanmig R’ -modiil

sartlar1 saglamyorsa  (C’,R’,0") ¢aprazlanmig R’ -modiili (C,R,0) caprazlanms R-

modiiliiniin alt caprazlanmis modiiliidiir.
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1.4 Caprazlanms idealler

Simdi ¢aprazlanmis idealler olarak isimlendirecegimiz , bir (C,R,d) ¢aprazlanmis

modiiliin “ normal ” alt caprazlanmig modiiliiniin tanimin1 verelim.

Halka teorisinde , ¢ekirdeklerin ve ideallerin ayn1 oldugu bilinir. Yani bir R halkasinin

herhangi bir / ideali
V:R——R/I

bilinen halka homomorfizminin ¢ekirdegidir ve bir halka homomorfizminin her bir ¢ekirdegi bir

idealdir.
Bir gaprazlanms ideali ce C igin v(c)=c+C" ve d(c+C)=09(c) olmak iizere

c — c/C

ai/

seklinde , R iizerinde gaprazlanmig modiillerin morfizmi (C,C/C’,v) nin bir ¢ekirdegi olan ,

R iizerinde (C,R,9) ¢aprazlanmig modiiliinin (C’,R,9") alt modiilii olarak tanimlayalim.
d nmn iyi taniml1 olmas1 igin gerek ve yeter sart C’ niin Cekd de yer almasi oldugu
aciktir. Cilinki
c+C'=c+C=c+c’=xeC’ ve c=c'+x

dir. Ayrica

d(c+C) =5(c'+ C')ed(c)=9(c)

[

& d(c)-9(c)=0
S d(c—c)=0

& c—c'=xe Cekd
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dir. Dolayisiyla 0:C——R ¢aprazlanmig modiiliiniin ¢aprazlanmus idealleri (C,R,0) nn

Ceko da yer alan , biitin (C’,R,d") alt ¢aprazlanmig modiilleridir. Caprazlanmig modiillerin

herhangi bir

ic
/

Tamm 1.4.1 ( XMod(k) da caprazlanmis ideal )

a

C

%QJ

(C,R,0) bir gaprazlanmig R-modiil olsun. @#C'cC ve @#R R olsun.
(i) (C",R,0")<(C,R,0)
(ii) xeC’,ceC igin xce C" yani C'<C
yeR,re R igin rye R" yani R'<R
(ii) RCcC ve RCcC’

sartlar1 saglamyorsa (C’,R’,d") ¢aprazlanmig R’-modiiliine (C,R,d) caprazlanmis R-

modiiliiniin ¢aprazlanmis ideali denir.

Not

C’,R’ -cebir oldugundan R'—L—C’ cebir homomorfizmi vardir.

R'xC —Yi) o c'xC (r',c) — (f(r'),c)

R'xC—C’
(r',c) f(r)e

tanimlanan etkisiyle R'C ¢ C” diir
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Benzer sekilde RC < C” oldugu gosterilebilir.
Tanmim 1.4.2 (Caprazlanmis Cekirdek )

(6,9):(C,R,0)—>(C",R’,9") aprazlanmig modiill homomorfizmi verilsin.

Cek(6,9),(C,R,0) mn bir ¢aprazlanmus ideali olsun.

Cek0 > ¢ —2 ¢

P 3 ¥ Cek@<C

Cekg

Cekp —> R —— R

Bu durumda Cek(6,¢)= (Cek@, Ceke,0

Cekt?j idealine (6,¢) nin gekirdegi denir.

Tamm 1.4.3

(6,9):(C,R,0)—>(C,R’,d") ¢aprazlanmus modiil morfizmi verilsin. 6(C),C’niin

alt cebiri ve @(R),R’ niin alt cebiri olsun. Bu durumda (Q(C),(/)(R),a

f C)] <(C,R.Y)

olup (6,¢) caprazlanmis modiil morfizminin goriintiisii
9(C)J

Tamim 1.4.4 (Caprazlanmig B6lim Modiilleri )

Gor(6,9) =(9(c),(o(R),a’

dir.

(C",R’,0"),(C,R,0) da bir ideal olsun. Bu durumda R,C/C” iizerine etki eder. R’

nin C/C” iizerine etkisi ise
R'xC/C" — C/C’
(r,e+C’) b rle+C’

seklinde etki eder ve buradan 9,
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0:C/C" - RIR
c+C' B I(c)+Kk
morfizmine indirgenir.

Bu tanima ve etki fonksiyonuna gore (C

C"R R,,a) caprazlanmis R/R’- modiil

oldugunu gosterelim.

A((r+R)(c+C))=0(re+C") (- etki tanimi )
=9d(rc)+R’ (-~ 0 tammi)
=rd(c)+R (v 0 caprazlanmis modiil )
=r(d(c)+R)
=rd(c+C) (0 tamm)
(c+C)(b+C))=d(ch+C") (- C/C" bdliim cebiri )
=d(ch)+ R (9 tammm)
=3(c)a(h)+ R’ (*+ @ cebir homomorfizmi )

=(3(c)+R)(3(b)+R’) (- etki tanumm )

oldugundan 9 bir cebir morfizmidir. Simdi de ¢aprazlanmis modiil aksiyomlarinin saglandigini

gosterelim.
(r+R).(c+C"))=a(re+C") (- etki tanimi )
=9d(rc)+ R (0 tanimi)
=r3(c)+ R’ (~+ 9 caprazlanmis modil )

=(r+R’)(d(c)+R) (- R/R’ boliim cebiri)
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=(r+R')§(c+C')

e+ C)(+C)=(3(c)+R)('+C) (' 0 tamimi)

=d(c)’+C’ (- etki tammi )
=cc’+C’ (0 caprazlanmg modiil )
=(c+C)(+C) (*+ C/C” bélim cebiri )

oldugundan (C / C',R/ R',é) bir ¢aprazlanmis modiil olusturur.

Teorem 1.4.5 (Caprazlanmis Modiiller I¢in 1. izomorfizm Teoremi )

(6,9):(C,R,0)——>(C",R,0")  caprazlanmuis modiil homomorfizmi verilsin. Bu

durumda
(C,R,9) .
Ve (0.0)=5109)
yani
(C.R.9) E[Q(C),q)(R),a’ e J
[ceke,cek(p,a Ceké’j €)
dir.

Teorem 1.4.6 (Caprazlanmis Modiiller i¢in Evrensellik Ozelligi )
(6,9):(C,R,0)——>(B,S,p) caprazlanmis modiil morfizmini alalim.
(C",R’,0")<(C,R,d) olsun. Bu durumda
(C,R,0) —%2 (B,S,p)
(41.4,) (f.2)

(C/C",R/R,d)



diyagramu degismeli olacak sekilde biricik (f,g) caprazlanms modiil morfizmi vardr.

Ispat
(C/C",R/R’,d") bir gaprazlanmig R/R’-modiil oldugu gosterilmisti.
I=(C,R,0")c Cek(6,p) oldugui¢in 8(C")=0 ve @(R)=0 dur.

(f.8):(C/C.R/R".0)—(B.5. )

f:C/C" - B g:R/IR — S
c+C" > 6(c) r+R — o(r)

Ve¢,,c,e C igin

¢+C'=¢,+C’'=>c¢ —c,eC

=0(c,—c,)e8(C)

Buna gore f iyi tammlidir.

Vr,r,€ R i¢in

27
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=¢(r)=0(1)
=g(n+R)=g(rn+R)
Bu durumda g iyi tanimhdir.
f ve g iyi tanimh oldugundan (f,g) de iyi tamimlidir.
(f,g) nin bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi oldugunu gésterelim.
(i) c/CC —— B
J B
RIR —— S

R/R'xC/C’ &5 §xB

C/CC ———— B

(r+R,c+C) —— (g(r+R').f(c+C’))

(r+R).(c+C)=(re+C") — f(re+C)=g(r+R).f(c+C)
F((r+R).(c+C))=f(re+C)=g(r+R).f(c+C)
f(re+C’)=6(rc) (- f nin tanimi )
= p(r)6(c) (- (6,9) caprazlanmis modiil morfizmi )

=g(r+R).f(c+C)
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(ii) c/cc —— B
9 B
RIR ——— §

4

diyagraminin degismeli oldugunu (yani Sf = gé ) gosterelim.

(6,9) caprazlanmig modiil morfizmi oldugundan (1) diyagrami degismelidir. Yani

@ = p6 dir.

Ve+C'eClC

=g(d(c)+R’) (v 0 tammi)
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=(86)(c) (- (6,9) caprazlanmis modiil
morfizmi
=p(6(c)) oldugundan ¢0 = /6 )
=B(f(c+C))
=(Bf)(c+C)

=Vc+C'eC/C’ igin go=pf dir. Ohalde (2) diyagrami da degismelidir.
(f.g)(q,9,)=(6,9) esitligini gdsterelim.
(f.8)(a.40.)=(a.f.2.8)

=(6,9)

fq,=6 ve 89, =¢

Bu durumda (f,g) bir ¢aprazlanmis modiil morfizmidir.

(1.8"):(C/C".R/R,0)—(B.S.B)
¢aprazlanmis morfizmi olsun.
f:C/C"—>B g:R/IR"—>S
c+C'>a r+R b
seklinde tanimlansin.

Kabul edelimki (7, g"),(f,g) ile ayni ozellikte, ( yani diyagramu degismeli yapacak
sekilde (f,¢')(q.9,)=(68,9) olacak sekilde )baska bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi

olsun.

q,:C—>C/C’ q,:R—>R/F
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cH e+ r>r+R

olmak tlizere

(/&) aa:))(e.r) = (/"8 )(a:4,) (er))
=(/"¢)4(c).q,(r))
=(f,g)(c+C.r+R)
=(f"(c+C).g'(r+R))
=(a.b)
=(0(c+C).p(r+R)) (- (f.8)a-4,)=(6.9))

= ((/.8)(4:.4,))(c+C'.r+ R)=(a.b)

=(6(c+C’),p(r+R))
=((/.8)(4::4,))(c+C'+r+R)
= Ve+C'eC/C ve r+ReR/R igin
(/&N a4.)=(/-8)(a-4,)

olup (f".g")=(f.g) elde edilir. Dolaysiyla (f,g) caprazlanmis modiil morfizmi

biriciktir.
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2.DEGISMELI CEBIiRLER iCiN CAPRAZLANMIS KARELER

Degismeli cebirlerin ¢aprazlanmis kareleri ilk olarak Ellis [4] doktora tezinde

yayimnlanmistir.
2.1 Caprazlanms Kareler
Tanm 2.1.1
k degismeli halka , R, k-cebiri ve D,C,B nin her biri R-cebir olsun.

RxC—-C RxB— B RxD— D
(r,c)>re (r,b)>rb (r,d)—>rd

etkileri ve
0:C—»R , :D>R , pB:D—C ve [:B—R R-cebir morfizmleri ve

h:CxB—D

olmak tlizere

(i) 9,8,9",8 birer ¢aprazlanmis R-modiil;
(ii) 0 ve B , R nin etkileri korumasi
(iit) r.h(e,b)=h(r.c,b)
(iv) h(c+c,b)=h(c,b)+h(c,b) ve h(c,b+b")=h(c,b)+h(c,b")
(v) h(B'(d).b)=d.B(b) ve h(c,0'(d))=0cd
sartlart her ¢,c’e C , b,b’e B ve de D igin gegerli ise

D C
B R

AN

B
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karesine , bir caprazlanmis kare denir.

Not

Caprazlanmis kareler, ¢aprazlanmis modiilleri olarak diisiiniilebilir.
2.1.2 Ornekler

1) R degismeli bir halka /,J,R nin idealleri olsun.

Bu durumda
1 > R ve J(ﬁ R
X —— x y —— y
ve
InJ—> 1 InJ_s J
a —— a b —— b

gomme fonksiyonlarinin birer c¢aprazlanmis modiil oldugunu biliyoruz. Aynica I,J,1NJ

kiimeleri R nin birer ideali oldugundan
Rx] —— I ve RxJ —— J
(r,x) —— rx=rx (r,y) —— ry=ry
ve
(INJ)XR —— InJ
(a,r) — ar=ar
etkileriyle ve
h:[x] —— InJ

(X,y) —> Xy
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olmak tlizere

InJ¢ - 1

J S

karesi bir ¢aprazlanmig karedir. Aksiyomlarmin dogrulugu etkilerin her biri cebir ¢arpimi

oldugundan gayet aciktir.
2) M,N birer R-modiil ve C abelyen grup olsun.
RxM — M ve RXN — N
(r,m) > rm=0 (r,n) B rn=0
RxC = C

(r,c) = rc=0

etkisiyle birlikte
cC ——— N
0 0
—— R
karesi,

O0=h:MxN — C
(m,n) > h(m,n)=mn=0
fonksiyonu bir ¢aprazlanmis karedir.

3) (C,R,0) caprazlanmis modiil ve

(C",R,0")<(C,R,0)



ideali olsun. Ideal tanimindan
(a) C’aC ve R<4R
(b) RCcC” ve RC'cC’
dir. (a) dan
i:C—>C
ve
R'<a R dir.
LR SR
gdmme caprazlanmis modiilleri vardir.

Ayrica B ve P, projeksiyonlar olmak lizere

9
e

a

R
15!
/a%/ R/

a

indirgenmis homomorfizmleri ¢aprazlanmis modiildiir. Ciinkii (b) den
R'xC' — C’
(r,d) > el

dir. Boylece

I
s C
d la
RC_SF

karesi

35



h:R'xC — C’
(rye) b re
fonksiyonlar bir caprazlanmis karedir.
Yalmz (iii) ve (v) gosterecegiz.
ceC,r’'e R" ve seR igcin
sh(r,¢)=s(r'c)
=(s")c
= h(sr,c)

Ve

dir. Diger aksiyomlar benzer sekilde gosterilir.

36
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