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OZET

KOMPLEKS DUZLEMDE YAKLASIM
TEORIiSININ BAZI PROBLEMLERI

Ozlem ONSEL
Balikesir Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii,
Matematik Anabilim Dah
(Yiiksek Lisans Tezi / Tez Damismani: Prof.Dr. Daniyal
M. ISRAFILOV)
Balikesir, 2010

Bu caligma dort boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan temel tamimlar ve
gosterimler; ikinci boliimde ise ana teoremimizi ispatlamada kullanilacak teoremler

ispatsiz olarak verilmistir.

Uciincii boliim, ana sonucun ispatinda kullamlan bazi sonuglarin ve ¢esitli

kaynaklardan elde edilen yardimci sonuglarin ispatina ayrilmistir.

Son boliimde, tezin ana teoremi, kompleks diizlemde yaklasim teorisinin bir

diiz teoremi ispat edilmistir.

ANAHTAR KELIMELER: Faber polinomu / Faber Laurent polinomu /
Refleksif Smirnov Orlicz uzay1 / sonlu iki baglantili bolge / n. dereceden rasyonel

fonksiyon / Cauchy singiiler operatorii / Dini diizgiin egri.
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ABSTRACT

SOME PROBLEMS OF APPROXIMATION
THEORY ON THE COMPLEX PLANE

Ozlem ONSEL
Balikesir University, Institue of Science,

Department of Mathematics
Balikesir-Turkey, 2010
This work consists of four chapters.
In the first chapter, basic definitions and notations which are used in following
chapters; in the second chapter, theorems which are used to prove the essential theorem

without giving proofs are given.

The third chapter is donated with auxiliary results, which are obtained for the

proof of main result or get from different works and their proofs.

In the last chapter, the main results of this work, a direct theorem of

approximation theory on the complex plane is proved.
KEY WORDS: Faber polynomial, Faber-Laurent polynomial, Reflexive

Smirnov-Orlicz space, finite double connected domain, rational function of degree n,

Cauchy singular operator, Dini smooth curve.
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1. GIRIS

Tanmm 1.1: [a,b]cR olmak iizere siirekli bir ,
7:[a,b]— C
fonksiyonuna C  diizleminde bir egri denir. ¥(a)=y(b) ise y’ya kapal egri; y
egrisi sadece 7,=7, i¢in ¥(,)=y(z,) oluyorsa y’ya Jordan egrisi; 7/' tiirevi var ve
stirekli ise y’ya diferansiyellenebilir egri; diferansiyellenebilir y egrisi icin eger,

}/'(t);tO, te [a,b] oluyorise y’ya diizgiin egri denir. [1, s: 126].

Tanm 1.2: f, [a,b] izerinde tanimli, reel degerli bir fonksiyon,
P=1 X0, X1seees X J» [a,b] araligimin bir par¢alanmast ve Q , [a,b] araliginm tim P

parcalanmalarinin kiimesi olsun. f ’nin [a,b] tizerindeki toplam salinimu,

Ve (F)=sup L (o) - £ )]

PeQ k=1

olarak belirlenir.

Eger, v’ (f) sonluise f fonksiyonu [a,b] tizerinde sinirh salinimlidir denir.

[2, s: 125].

Tammm 1.3: Eger, 7= 7(t) fonksiyonu siirli salimimli ise bunun belittigi ¥

egrisine rektifiye edilebilir(sonlu uzunluklu) egri denir. [1, s: 128].

Tanmmm 1.4: T rektifiye edilebilir bir Jordan egrisi; ze ' ve £>0 igin,

F(z,s) =iteT :|t - z|< 8} ifadesi I'(z,£)’nun uzunlugu olsun.



Eger,

supsupl| [(z,€)| <o
£>0 zel' €

oluyorise I'’ya Carleson egrisi denir. [3].

Tamm 1.5: C icinde bir S kiimesi verilsin. Eger, §,=SnA,#9,
S,=SNA,#0 ve S=§,US, olacak sekilde C icinde ayrik ve agcitk A, ve A,

kiimeleri bulunamiyorsa S kiimesine baglantili kiime denir. [1, s: 26].

Tamm 1.6: Kompleks diizlemde baglantili ve acik bir kiimeye bolge denir.

[4, s:1].

Tamm 1.7: B, C diizleminde bir bolge ve
7,:101]- B, y,:[01]- B
kapali iki egri olsunlar. Eger, asagidaki iki kosulu ger¢ekleyen siirekli bir
H:[o1]x[01]- B

fonksiyonu bulunabilirse , ve 7y, birbirine homotop egridirler denir. [1, s: 150].

1. Her bir se [0,1] icin r— H(rs,s) kapal bir egridir.
2.Ht0)=y,t), He)=7p,() ,0:¢:1.

Tamm 1.8: A, C’de bir bolge olsun. Eger, A baglantili ve A icindeki her

kapali y egrisi yine A iginde sabit bir 7, noktasina homotopise A’ya basit

baglantili bolge denir. [1, s: 150].

Tamm 1.9: Bir bolgenin siirin1 olusturan baglantili bilesenlerin sayisina bu
bolgenin baglantililik sayisi; baglantililik sayis1 1’den fazla olan bolgeye ¢ok baglantili
bolge denir. [5, s: 23].

Bir bolgenin baglantililik say1s1 1 ise bu, basit baglantili bir bolgedir.



Tamm 1.10: {iwe C :|w| = l} tizerinde bir trigonometrik polinom
P~ Ya," . a€R (a)

biciminde bir ifadedir.

(a)’daki n tamsayilarina P ’nin dereceleri denir; |qg, # 0 olmak iizere en

+|a_n

biiyiik n tamsayisina P ’nin derecesi denir. [6, s: 2].

Tamm 1.11: B kompleks diizlemde bir bolge olmak iizere f:B— C
stirekli doniistimii verilsin. Eger, bir z,€ B noktasindan gecen ve aralarinda a acis1
yapan herhangi iki diizgiin p, ve y, egrilerinin f (71) ve f (72) resim egrileri de
wo da aralarinda yon ve biiyiiklilk bakimindan a agis1 yapiyorlarsa f fonksiyonuna

zo da bir konform doniisiimdiir denir. [1, s: 309-310].

Q , kompleks diizlemde dis sinir1 ve i¢ st sirasiyla rektifiye edilebilr

Jordan egrileri I' ve L (saatin doniis yoniine gore ters yonde yonlendirilmis) olan iki
baglantili bolge; G:=Int ', G =ExtI', B:=1Int L, B = Ext L olsun. Genelligi

kaybetmeden Oe€ B oldugunu varsayacagiz. T = we C: |w| = 1} , D=Int T,

D =Ext T olsun.

Ayrica, w= ¢(z) , G ’den D~ iizerine,

Ee)=w,  1mETEsg (1.1)

> Vé
kosullart altinda normalize edilen konform doniisiim ve ¢ bunun tersi;
w=F (z), B’den [~ lizerine,

F(0)=0 : 1}nng(z)> 0 (1.2)

kosullart altinda normalize edilen konform doniisiim, ¥ de bunun tersi olsun.

Tanm 1.12: £ , [0,2ﬂ] lizerinde siirekli bir fonksiyon olsun. Bunun

diizgiinliik modiiliinii,



olt.h)= supl| W)~ ke, : 1.2 € 027 ) |1y~ 1| <1} . 120

olarak tanimlayalim.

h fonksiyonuna,
T
[ et h)dt < oo
0

kosulunu sagliyorsa Dini siireklidir denir. [3].

Tamm 1.13: T egrisine,
F:(;O(z'), O0: 7: 22
oyle ki ¢:) (r) Dini siirekli ve #0 bigiminde bir parametrizasyona sahipse, Dini-

diizgiin egri denir. [7, s: 48].

Q’min sinirlart olan I ve L egrileri Dini-diizgiin ise,

0<C1S‘d>'(z)‘SC2<oo , zel (1.3)

0<C3S‘F'(z)‘sc4<oo , zelL (1.4)

olur. [3].

(1)’deki kosullar1 saglayan & fonksiyonunun z=e "un bir komsulugunda

Laurent agilimu,

q)(z)=7/z+y0+—1+Lj+...+L’;+...
0z z

formunda yazilabilir.

Simdi, negatif olmayan bir n tamsayisi i¢in,

&’ (z)z(;/z+;/0+7;l+...+y’;+...] (1.5)

4



ifadesini diistinelim. Parantez icindeki toplamin n. kuvvet a¢ilimini yaptigimizda ilk
olarak z ’nin negatif olmayan kuvvetlerini iceren (1- 1) terimden olusan bir grup, daha

sonra da sonsuz sayida negatif iislii terimleri elde ederiz.

Yani, (1.5)’ten,

(blz(z): J/nzn'i'ain_lzn_l+a£,”_)2Z”_2+---+afn)Z""aE)n) (16)
(n) (n) ()
+b;+bi2+...+bik+...
Z Z Z

gosterimine ulasiriz.

Tanmm 1.14: (1.6) bagmtisimin sag tarafindaki ifadenin polinom kismina G

icin n. dereceden Faber polinomlar1 denir. [8, s: 33-35].

Faber polinomlari i¢in,

®,() =7 "+ a2+l 2+ )

notasyonunu kullanacagiz.

¢ ’nin tersi olan z= ¢(w) fonksiyonu p~’yi (G~ lzerine konform ve

univalent olarak resmeder. Faber polinomlariile ¢ fonksiyonu arasinda,

20 _s@ld) s (a7

(0 W)— z = Wk+1

bagintis1 vardir.

Simdi de (1.2)’deki kosullari saglayan w=F(z) doniisiimiini ele

alalim. f fonksiyonu ig¢in orijin civarinda,

o
F(z)=?+ao+a11+a2z2+---+akzk+---

acilimi gecerlidir. Bu bagintida her iki tarafin n.dereceden kuvvetini alarak,



[FQ) = F,{l\—QM (0), rcB

9y

bagintisini1 buluruz.

Burada , F ,,(—\, z’nin negatif kuvvetlerinin polinomunu gosterirken,
Z
J

Q,r (z), z’nin negatif olmayan kuvvetlerini icerir. O, r (z) B iginde analitik bir
fonksiyondur. Eger z noktast L’nin disinda yer aliyor ise L  boyunca pozitif

yonde integral alarak,

1 1 F@Q) . 1 v
F”[z)_ e 2m’t£1Wt

elde ederiz. Bu formiilden,

v _ ¢
vz EF"[

n+l 7’

ﬂ ! f>1,zeQ (1.8)
<y

bagintisi elde edilir.

Tanmm 1.15: z’nin negatif kuvvetlerinin polinomu olan yukandaki F, [11
<)

polinomlarina B kiimesi icin Faber-Laurent polinomlari denir. [8, s: 255-256].

Eger, O< p<« ve f bir X kiimesi lizerinde kompleks olg¢iilebilir bir

fonksiyon ise

1

||f||,,={flf|”dﬂ}
X

ve L,(u),
1, <
kosulunu gercekleyen tiim f fonksiyonlarindan olugsun. || f ||p normuna f’nin [,

normu denir. [9, s: 67].



Tanmm 1.16: Yukarida bahsettigimiz (L p(,u),”.”p) uzayina X Uzerinde [,

uzay1 denir. [9, s: 67].

B, kompleks diizlemde rektifiye edilebir kapali bir I Jordan egrisi ile sinirl

sonlu kiime olsun. ¢ =,(z), B kiimesini |§' | <1 diski tizerine konform olarak
resmeden fonksiyonu ve z= (;l(é ) bunun tersini; [",, z= (;l(é ) déniisiimii altinda

|§ | =r ¢emberlerinin goriintiisii olan egrileri gostersin.

Tanmm 1.17: B icinde analitik olup

sup |
O<r<l T

f(z)|pds<oo

r

ozelligini saglayan ve Ozdes olarak sifira esit olmayan tiim f fonksiyonlarinin

olusturdugu kiimeye E, Smirnov smifi denir. [10, s:438-439].

Tamm 1.18: Bir M (u): R — R* fonksiyonu R:=(- «,«) ve R*:=(0,)

olmak iizere,
Ju|
M (u)= [ ple)dr
0

gosterimine sahipse bu M (1) fonksiyonuna bir N- fonksiyon denir.

Burada, p(r) sagdan siirekli, >0 icin azalmayan, ¢>0 icin pozitif ve

p(0)=0, 1im p(t)== kosulunu saglayan bir fonksiyondur. [11, s:6].
[—o0

v
Tamm 1.19: N(v):= jq(s)ds fonksiyonuna N-fonksiyonun tamamlayici
0

fonksiyonu denir. Burada, g(s)= sup 7> S >0’dir. [11, s.11].
p@)<s

M bir N-fonksiyon ve N bunun tamamlayici fonksiyonu olsun. 7,,, (') ile

f:I'= C Lebesgue olgiilebilir ve bir a > 0 sayisi i¢in,



lLM[a|f(z)|]|dz|<m

kosulunu saglayan fonksiyonlarin vektor uzayini gosterecegiz.

Ly (T) uzay,
1A, 0= Sup{lllf (2)e(2)||dd]: g € Ly (D) plg: N)< 1}

normu yardimiyla bir Banach uzayi haline gelir. Burada,

pg:N):= iN[|g(z)|]|dz| dir.

Tanim 1.20: (LM (F), ) Banach uzayina I iizerinde Orlicz uzayzi;

LM(F)

||||L ) normuna da Orlicz normu denir. [3].

Tamm 1.21: f:T'u [~ — C Lebesgue dlgiilebilir fonksiyonu ve bir a > 0

say1sl icin,

jM[a|f(z)|]|dz|<cx

rour”

kosulunu saglayan fonksiyonlarin,

111, o= sup{ [ 1R g Ll L—l,J(g;N)gl}

normuyla olusturdugu Banach wuzayma I'u [~ lzerinde Orlicz uzayr denir,

(LM (F ] L‘)”.”r%,) ile gosterilir.

r,, iwecC :|w| =r,0<r< 1} cemberinin D’den G  lizerine bir

konform doniisiim altindaki goriintiisii ve M  bir N-fonksiyon olsun.



Tamm 1.22: G ’de analitik olan bir f fonksiyonu i¢in,

[M]| £()|]|dz| < ep<ee,  O<r<1
Fr

kosulunu saglayacak bicimde r’den bagimsiz bir ¢.>0 sabiti varsa f E,, (G)

Smirnov-Orlicz sinifina aittir denir. [3].

Uyan 1.23: E,,(G) simfindaki her fonksiyon T iizerinde h.h.y acisal
limitlere sahiptir ve sinir fonksiyonu 7 ,, (T')’ya aittir.
vfeEy (G) igin Eu (G) normu,
”f”EM(c):: ”f”LM(r) (1.9)

olarak tanimlanabilir. [12].

L. itweC :|w| =r,0<r< 1} cemberinin D’den B~ iizerine bir konform

doniisiim altindaki goriintiisii olsun.

Tanim 1.24: B~ ’de analitik bir f fonksiyonu i¢in

IM[|f(Z)|]|dZ|<cL<°° , O0<r<li
LI’

kosulunu saglayacak sekilde r’den bagimsiz bir ¢, >0 sabiti varsa, f, E,, (B_)

Smirnov-Orlicz sinifina aittir denir.

Uyari 1.23’te oldugu gibi E,, (B_) sinifindaki her fonksiyon L iizerinde

h.h.y. acisal limitlere sahiptir ve simir fonksiyonu [, (L)’ye aittir.

Buna gore, (1.9)’da oldugu gibi, Vf € E,, (B') i¢in, E,, (B') normu,
el U A

seklinde tanimlanabilir.



Uyari 1.25: Tanim 1.22 ve 1.24°teki M N-fonksiyonu
M(x):zM(x,p)::xl’ I<p<o,
olarak tammlandiginda elde ettigimiz £,,(G) ve E,, (B') Smirnov-Orlicz smiflar

sirastyla EP(G) ve EI,(B") Smirnov siniflartyla cakisir. [3].

Tanmm 1.26: Q, cok baglantili bir bolge ve f € ’da analitik bir fonksiyon
olsun. Eger, Q i¢ginde {Cn} simirlart ,  sonlu sayida rektifiye edilebilir Jordan
egrilerinden olusan A, (ne N ) kimelerinin bir dizisi, v Kc Q kompakti

verildiginde K’ya bagh 3,,e N: n>p, icin A, DK , mes C,<e ve

limsup [|f(z)]"|dz]<ee . l<p<eo

n—yoo Cn

olacak sekilde meveutsa  f, E, (Q) Smirnov smifina aittir denir. [13, s:182-183].

Tanmm 1.27: M , bir N fonksiyon; Q, ¢cok baglantili bir bolge ve f, € ’da
analitik bir fonksiyon olsun. Eger, € icinde {Cn} sinirlari, sonlu sayida rektifiye
edilebilir Jordan egrilerinden olusan A, (ne N') kiimelerinin bir dizisi v Kc Q

kompakti verildiginde K’ya bagh 3;,,e N: n2>y, icin A, DK, mes C, <> ve

limsup [M(|f(z)|)|dz] < oo
n— Cn

oo

olacak sekilde mevcutsa f, E,, (Q) Smirnov-Orlicz sinifina aittir denir.

ileride gosterecegiz ki, Vfe E,(Q) icin  f’nin smir fonksiyonu
Ly (F U L‘)’ye aittir. f fonksiyonunun I' {iizerindeki sinir degerlerinin olusturdugu
fonksiyon [, (T)’ya ; L iizerindeki simir degerlerinin olusturdugu fonksiyon da

Ly (L) ye aittir.

10



Buna gore, E,(Q)  normu yukarda soz ettigimiz ozellikten dolayr,

Vfe E,(Q) icin (1.9)dan,

(02 s

olarak tanimlanabilir.

Tanmm 1.28: Tanim bolgesi bir X lineer uzay1 (vektor uzayi) ve deger

bolgesi bunun say1 cismi olan bir lineer doniisiime lineer fonksiyonel ad1 verilir.

Bir X normlu uzayr i¢in bu uzay {iizerindeki lineer ve siirekli biitiin

fonksiyonellerin olusturdugu Banach uzay1 BL(X,K), K =R veya C notasyonu ile

gosterilir. [14, s:168].

Tamm 1.29: BL(X,K) Banach uzaymma X normlu uzaymin normlu duali

denir ve Xv ile gosterilir. [14, s:168].

Tammm 1.30: BL(X K ) normlu uzayinin duali olan BL(X',K ): (X ')'

uzayma da X normlu uzaymnin ikinci duali denir ve X " le gosterilir. [14, s: 204].

X normlu uzay1 iizerinde belirli bir xe X i¢in,
g X oK . g (f)=r)

lineer ve siirekli fonksiyonelini tanimlayalim.

Tanm 1.31: G: X > Xx ., G(x)zgx doniigimiine

uzayindan X igine dogal doniisiim denir. [14, s: 206-207].

Tanmm 1.32: X normlu uzayi icin G doniisiimii 6rten yani,
G (X ) — X "

ise X normlu uzayina refleksif normlu uzay denir. [14, s: 208].

11
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Tamm 1.33: { €T i¢in {,eT" noktas:
¢, =ol@(0)e") . helo2r]

olarak tanimlanir. [3].

Tamm 1.34: { € L i¢in {, € L noktast

glh = I//(F(é/)eih) , he [0,2ﬂ']

olarak tanimlanir.

Tamm 1.35: {, €T’ noktasive fe [, (') igin T, (f) fonksiyonu,
T.f¢)=r(,). ¢eT (1.10)

olarak tanimlanir. [3].

Tamm 1.36: {,, € L noktasive fe [, (L) icin,
Tuf@)=r(,). ¢eL (1.11)

olarak tanimlanir.

Tamm 1.37: fe [,,(T) icin diizgiinliik modiilii,

oy r(6.f)= u lF=Ta(N, ) €20 (1.12)
h|<

olarak tanimlanir. [3].

Bu fonksiyon,
® iy -(0:1)=0
* oy (0. )20, é>0
'lima)M,r(ésf)=0
-0
.a)M,l"(é’f_ g): O)M,F(é’f)_ a)M,F(é’g) ’ f’gEEM(G)

ene N olmak iizere,

ournd. f)<nawy (8. f)

ozelliklerine sahiptir.
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Tamm 1.38: fe 1, (L) icin diizgiinliik modiili,

oy L 0. f)=sup |f=Tuf], ) €20 (1.13)
|h<6
biciminde tanimlanir.
Bu fonksiyon da,
d (l)M,L(5,0)= 0
oy (6.£)20 . (>0

.lima)M,L(é’f):

I—>0
.a)M,L(§’f+g)sa)M,L(5’f)+a)M,L(§’g) > f’gEEM(B_)
e ne N olmak iizere,

C’)M,L(”é’f)f ”Q)M,L(ésf)

ozelliklerine sahiptir.

Tanm 1.39: fe E,, (Q) icin diizgiinliik modilii,

ou 6. f)= Om.¢ (. f)+ oM, L (. f) (1.14)

olarak tanimlanir.

Tamm 1.40: T, rektifiye edilebilir Jordan egrisi, f e [,(I') olsun.

fr.fr fonksiyonlari,

= fae . eo
(1.15)
> ze G

fr(z):=2im.f%d; -

bi¢iminde tanimlanir. f ; ve f. fonksiyonlar sirasiyla G ve G~ iginde analitiktir.

f(e0)=0"dur. [3].
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Tamm 1.41: T, rektifiye edilebilir Jordan egrisi olmak iizere f e 1,(")

olsun.

Srf(z0)=1im ﬂdz

, Z0 el
=0 Tr{t)Z-zo2e} 6 — 20

limiti varsa bu limite f  fonksiyonunun 7, noktasinda Cauchy singiiler integrali

denir. [7].

f ; ve f fonksiyonlarindan biri I'" egrisi lizerinde h.h.y agisal limitlere
sahipse S f(z), T iizerinde h.h.y mevcuttur ve diger fonksiyon da I iizerinde h.h.y

acisal limitlere sahiptir. Tersine, S f(z), ' iizerinde h.h.y mevcutsa f ; ve fL

herikisi de I'" iizerinde h.h.y acisal limitlere sahiptir.

Her iki durumda da ,

f1D)=50 1)+ 1)

, D' lizerinde h.h.y. (1.16)

fr@=50/ ()5 16)
esitlikleri saglanir. Buradan,
f=f-f . I' iizerinde h.h.y.
elde edilir. [3].

Tanmm 1.42: §.: f+> S f lineer operatoriine Cauchy singiiler operatorii

denir. [3].

k :
Tamm 1.43: Y 4,¢" toplamisonluise Vze T igin tanimli bir
n=—k

k .
PO)= $ae

n=—

fonksiyonu belirtir. Bu formiildeki , katsayilari

14



olarak hesaplanabilir. [6, s:2].

Tanmm 1.44: T {izerinde bir trigonometrik seri

S(t)~ ian e

n=—oo

formunda bir ifadedir. [6, s:3].

Tanmm 1.45: fe [, (T) olsun.
1 .
=—/|Plt)e ™dt
all 27[l ( )e

bagintisindan hareketle f ’nin n. Fourier katsayisini

J = L7

biciminde tanimlariz. [6, s: 3].

Tamm 1.46: f € 1, (T) fonksiyonunun S [f] Fourier serisi
S[F] ~ L f (n)e™ (1.17)

trigonometrik serisidir. [6, s: 3].
Tamm 1.47: Reel u degiskenine gore reel degerli M (u) fonksiyonu ,

+ 1 ..
M[%WS E[M(ul)Jr M)l . Yuus igin
J

esitsizligini sagliyorsa M (u)’ya bir konveks fonksiyon denir. [11, s: 1].

Uyar1 1.48: N fonksiyonlar konvekstir. [11, s: 7].
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Tanmm 1.49: B, R*’de bir bolge ve u:B— R ikinci mertebeden siirekli
kismi tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. Eger,

82u au

=0
dx ay

Viu=
oluyorsa u , B’de harmonik bir fonksiyondur denir.Burada V?(u)=0 denklemine

Laplace denklemi denir. [1, s: 94].

Tamm 1.50: Eger, U(z |z| <R i¢in harmonikse R>1 ve 0: r <1 ise,

Ulre ):_]’ (1-2ule)

27 p 1+ 2 =2rcos(@—1)

ifadesine U ’nun Poisson integral gosterimi denir.

Burada,

1-,* ..
)=—7-—"-——— 1
P.(6) 14+ > =2rcosé |Z|< e

Poisson ¢ekirdegidir. [15, s: 2].

Tanmm 1.51: |z| <1 diskinde analitik bir fonksiyon 0 < p: o olmak iizere

r—l

hm( f ‘f ‘ )7 <o
J

kosulunu saghyorsa f H? sinifindandir denir. [13, s: 1-2].

Tamm 1.52: M (u) bir N fonksiyon olmak iizere, M (Zu): kM (u),
(> Mo) olacak sekilde bir k>0 sabiti ve 5,=20 varsa M (), u’nun biiyiik

degerleriicin A, kosulunu saglar denir. [11, s: 23].
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2. ON BILGILER

Teorem 2.1: (Genellestirilmis Parseval Ozdesligi)
Eger, f (x)e L, » ¢(x)e L, oyleki ¢,.b, f (x) icin Fourier katsayilari

ve a,.p, ¢(x) icin Fourier katsayilar1 ise

1 V4 oo
LT phplain =%+ 5 (0,0, +5.,)
Parseval Ozdesligi'ni elde ederiz. [16, s: 225-228].

Uyan 2.2: f, smrh salimmh ve ¢ e [, ise bu 6zdeslik yine gecerlidir.

[16, s:225-228].

Teorem 2.3: (Holder Esitsizligi)

Bir u(x)e 1,, ve v(x)e L) fonksiyon cifti icin

<[al, V]
M N

gu(x)v(x)dx

esitsizligi gergeklesir. [11, s: 74].

Teorem 2.4: (Fatou Lemmasi)
(X, A, u) bir 6lgii uzay: ve f, de M"* (X , A)’dakj fonksiyonlarin bir dizisi
ise

| liminf f dp: liminf [ f du.[2,s: 66].
X oo

n—> n—oo X

Teorem 2.5: (Fubini Teoremi)

f:XXY — R bir uxv- integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda,

[fd(uxv)=[fdudv=[fdvdu

tekrarl1 integralleri mevcuttur. [17, s: 212].
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Teorem 2.6: (Jensen Esitsizligi)

u,bir A kiimesi lizerinde tanimli M ¢ cebiri iizerinde pozitif bir 6l¢iim
olsun dyle ki u(A)=1. Eger, f, [L,(u) icinde bir reel degerli fonksiyonsa Vvxe A

icin a< f(x)<b iseve ¢, (a,b) iizerinde konveks ise

fp[ffdﬂs [(@o f)dp . 19, s: 63].

J

Uyan 2.7: Bu teorem, a=— , b=«  durumlarnn haricen gecerlidir.

[9, s:63].

Teorem 2.8: Bir M N fonksiyonu i¢in,
. M2
limsup (24)

o M (x)

oluyorsa M A, kosulunu saglar. [3].

< oo

Teorem 2.9: [, (') Orlicz uzaymin refleksif olmasi icin gerek ve yeter kosul
M N fonksiyonu ve bunun tamamlayici fonksiyonunun her ikisinin de A, kosulunu

saglamasidir. [18, s: 113].

Teorem 2.10: f,

z| <1 icinde analitik bir fonksiyon olsun. f e g' olmasi

icin gerek ve yeter kosul

2

1
f@)=—=|p.(0~1)e(t)dt 2.1
2 0
olacak sekilde bir ¢ e [, fonksiyonunun bulunmasidir. Bu durumda, (p(t)= f (e”)

h.h.y. [13, s: 34].

Teorem 2.11: f(z), |z|<l icinde analitik bir fonksiyon olsun. fe g?
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun, bir ¢e [, (1: pe o)

fonksiyonunun Poisson integrali biciminde ifade edilebilmesidir. [13, s: 34].
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Teorem 2.12: T, sonlu uzunluklu bir Jordan egrisi ve [, ("), I iizerinde
refleksif bir Orlicz uzay1 olsun. Oyleyse, S, singiiler operatorii 7., (') iizerinde

sinirhidir; yani, Vf e [, (T") ve bir ¢5> 0 sabiti igin,

H Spf HLM(r)S CS” f ”LM(r) (2.2)

olur. [19]
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3.YARDIMCI SONUCLAR

Teorem 3.1: T", Dini diizgiin bir egri ve

fer) ise foge r,(T)dir. (3.1

ispat 3.1: (1.1)’den z=¢(w),ze ', we T olmak iizere
[1(7 2 @)W)||dw]| = [| (f o p)(@(2))]|d (2)|
T r

=7l Gl a:|

(13)tenve fe [,(T) oldugundan,

< [|£(2)] c|dz| < oo
r
Buradan, foge [,(T) elde edilir.
Teorem 3.2: I' , kompleks diizlemde rektifiye edilebilir bir Jordan egrisi

olmak iizere,

L, (T)c 1,(T) dir. [18, s: 50]. (3.2)

ispat 3.2: f e L,, (') olsun. Bu durumda, bir a > 0 icin

iM[05|f(Z)|]|dz|Sc<oo

olur.

M, konveks bir fonksiyon oldugundan a,b sabitleri i¢in, M (x) >ax- b dir.
= aalf(2)|+b<Ma|f(2)|]

:>l[(aa|f(z)|+b)|dz|sl[M[a|f(z]]|dz|

= aal[|f(z)|| dz|+bl[| dz| < 1[M[a|f(z] ]| dz| < o0
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Buradan, fe, () ve j|dz| =mesT < oo olup fe [,(') dur.
r

Teorem 3.3: G, kompleks diizlemde basit baglantili bir bolge olmak {iizere,

Ev(G)c E(G). (3.3)

ispat 3.3: fe E,, (G) olsun. Bu durumda, Tamm 1.22°den,

I[P ] de| < ep oo

Ly
Teorem 3.2°dekine benzer sekilde M bir konveks fonksiyon oldugundan,

a,b sabitleri igin,
M(x)=ax- b
= M[f(2)]2df(2)|+b
= [ (af (2)+ b)) de| < [M[|f ()] dz| <o

'y Ty

= a [|f(2)||dz| +bmesT, < [M[|f(2)|]|de|< cr <o
Iy 'y

Yine, fe E, (G) ve mesT", <o oldugundan,

7@l dz| < er <o
Ty

elde edilir.
Buradan, f e E, (G)dir.
Teorem 3.4: G, kompleks diizlemde basit baglantil1 bir bolge ve I' bunun

Dini diizgiin siur1 olsun. O halde, Vfe E,(G) ic¢in f’'nin smir fonksiyonu

Ly, (T')ya aittir. [12].
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ispat3.4: fe E, (G) olsun. Yine tanim 1.22’den,

m[r@)| ]| dz| < e <oo

olur.

¢,:D— G Riemann konform doniisimii ve ¢, bunun tersi olmak iizere,

z=¢, (w) degisken degistirmesi yaparak,

) ]| | m{|7(p, )1y ()| ]

W‘=1

= | timinf m[|(7 o)) ] o ()] |

[wi=t

Fatou Lemmasi’ndan,

<liminf | M[|(f°(01)(”w)|”r¢1l(’w)‘ | aw|

r—l1 ‘W‘:l
rw=q,(z) degisken degistirmesi yapildiginda, f € E,, (G) oldugundan,
[M[|f@)|]]dz| < liminf [M[|f(2)[]|dz|<
r

r—l Iy

olur. Buise a =1 icin f ’nin sinir fonksiyonunun 7,,, (I")’ya ait olmasi1 demektir.

Teorem 3.5: fe [, (T) ve Lu (T') refleksif olsun. Bu durumda,

Frw)=— L9 g

) we D
2TiTT—w

fonksiyonu F,, (D) Smirnov-Orlicz simfindandir.

ispat 3.5: fe 1, (T) olsun. Bu durumda, [, (T') refleksif bir Orlicz uzay
oldugundan,3p,q: 1< p<g <o vardir ki, [, T)cr,(T)c Lp (T') olup buradan da

feL,(T) eldeedilir. [19].
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[20]’den,
f+(w):=#fﬂdf, we D
2WrT—wW

HP” (D) sifindan bir fonksiyondur ve teorem 2.10 ile 2.11’den,

f+(w):gf Fpo-nar , telo21]

Poisson integral gosterimine sahiptir. Buradan,

ug(r);iip,(e—t)dt

icin,
. 2r wf i
frw)=1 570 d p,0)

0

yazilabilir.
Bu en son bagintida, her iki tarafin mutlak degerini alarak M N fonksiyonu
icin,
+ 2r ol
llr ool Jm [T a0
0

elde edilir.

Bubagintidada w=r¢? , O<r<l , 6e [O,Zﬂ] degisken degistirmesi

yapip her iki tarafta 0’dan 22 ’ye integral alarak,

fulrbec o

| e

[reaue

elde edilir.
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Simdi, Jensen Esitsizligi’nden,

] M[ () dﬂg(f)}dﬁ < { i

]d ﬂg(r)}

bulunur.

Burada, 4, (t) ’nin tanimindan,

Tl

(re |]d9< { )dt}dﬁ.

Fubini Teoremi’nden

T Tullr

“dt— jp (@-1)de

") |]p (0-1 dt}

olup,
1 2
gy !P,(G—t)dezl
oldugundan,
[|f (re |]d9< 1]&
elde edilir.

Simdi, 1.16’dan gdérmek miimkiindiir ki,
+ 1
f (T):Ef(f)+Sf(T), teT.

Bu bagintida her iki tarafta 1, (T') iizerinden norm alinirsa,

1
fr L) < §||f||LM<T)+HSfHLM(r)

oldugu goriiliir. (2.2)’den,
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| 1
) : §||f ||LM(T)+HS f HLMm ; EHfHLM(”Jr c”f”LM(”

: k”f”LM(T)
Buna gore,
2 .
M[|f+(r ¢ “|dr| =1
e oz, -7
< [Mk|r@)]jaz] e < k>0.
T

Buise, f € E, (D) oldugunu ispat eder.

Teorem 3.6: fe [, () ve [, (') refleksif olsun. O halde,

€) 4¢
() 27111{{ . ze G

fonksiyonu E,,(G) Smirnov-Orlicz simifina aittir.

Ispat 3.6: ¢,:D— G Riemann konform doniisiimii, ¢,

bunun tersi ve

fe L, ) olsun. Bu durumda, fo( )= (¢ (w))e Ly (T) oldugu goriiliir. 7,,, (T")

refleksif oldugundan 1, C)c Ly, (F) CLp (F) olacak sekilde 1<¢g< p <o kosulunu

saglayan p,q sayilar bulunabilir. Béylece, fe [, () ise fe Ly () olur. Bu

takdirde, [20]’den, e E » (G) olup hh. zeT igin,

@=376)+s, ()
ve (2.2)’den,
ST

oldugundan,

1
fJr LM(F)S Py ||f||LM(r)+ HSfHLM(r)
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1
23 Wl el

KA,

elde edilir. Boylece, f “e Ly (F) oldugu goriilir. Eger, I" Dini diizgiin ise

f;(w) =f" (¢1 (w))e Ly (T) olup teorem 3.5’ten ve tanim 1.40’tan fg e E, (D) olur.

Bunun sonucu olarak da,

sup 2I’rM[|f§(re”)|]d9Sch<°°

O<r<l o
= g L ulrillanlsey <
= sup | M| (@ @)|]| )] ] <o

O<r<1 r,

= sup fMl|f+(z)|J|dz|<oo
0<r<11"r

Buradan, f'e E, (G) elde edilir.
Not: Teorem 3.5 ve 3.6'da §;, f’nin tamm l.41°de vermis oldugumuz

Cauchy singiiler integralidir.
Teorem 3.7: M bir N fonksiyon ; G, kompleks diizlemde basit baglantili

bir bélge ; I', G’nin st ve I, G icinde kapali bir egri 6yle ki T ve I

rektifiye edilebilir Jordan egrileri olsunlar.

Oyleyse, Vf e E,, (G) icin,
PR L WA (3.4)
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ispat3.7: fe E, (G) olsun. 3.3)ten fe E,(G) olup,

@)= 28 o

2rird -z

Cauchy integral gosterimine sahiptir. Buradan ze T icin,

@=L 1€y

2mré’ z

|f(§)|
27tr|§ =g

Holder Esitsizligi’nden,

1
= g” f ”LM(r) e

oldugundan,

Ly(T)

S—ﬂ”f”LM(r)]\/[0 s M,>0 sabit

Esitsizligin her iki tarafini p(g;N): 1 6zelligindeki ge (%) fonksiyonlarinin

mutlak degeri ile carparak ve L iizerinden integral alarak,
1
lﬂf(Z)Hg(Z)H dz| < 1£g|| Fll, oy Mols(2)]|dz |

elde edilir. Her iki tarafta p(g;N ): 1 iizerinden supremum aldigimizda,

1171, =500 1@

: supj ||f|| |g(z)||dz|
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1 |0 [

<M()

T 22 ”f”LMli ., M,>0 sabit.

Buradan,

A AL R

elde edilir.

Teorem 3.8: Q, sonlu iki baglantili ve simirlan rektifiye edilebilir T, L

egrileri olan bdolge olsun. NfeEy Q) fonksiyonunun sinir fonksiyonu

Lu (F U L’)’ye aittir.

ispat 3.8: Tamm 1.27°den, fe E, (Q) ise,

limsup [M][|f(z) ]|dz| < .
c,

Buna gore, y=T"U [ icin,

u (1) 1jad = timint | M[|£(2)|dz]

: limsup fM[|f(z]]|dZ|<°°, C.=T.VYL,
C,

n—yeo

Bu durumda a =1 icin

1M[|f(z]]|dz|<oo

kosulu gerceklestiginden, fe [, (7)z feLu (F U Lf) olur.

Teorem 3.9: £, (Q)c E,(Q).
ispat3.9: fe g, (Q) olsun. Tanim 1.27"den,

limsup [M][|f(z)]|de] < oo
C,

M konveks oldugundan,
ax- b: M(x)
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olur. Buradan,

a|f(z]+b£M(|f(z}) = Cj(a|f(z]+b)|dz|$ CjM[|f(z]]|dz|

N Cf al f(z)|dd| + Cjb|dz|£ CfM[|f(z]]|dz|

= limsup [d|f(z)|de] Slimsup[f al £ (z)|dz] + jb|dz|)
C. C. c

n—seo n—soo

< limsup IMHf(Z] ]|dz| <o
C.

n—seo

= fe E(Q) elde edilir.

Teorem 3.10: f € E,,(Q) olsun.
A R P s B (3.5

ispat 3.10: f e E,, (Q) ise teorem 3.8’den fe L, (Fu L‘)’dir.

= o= s TI7QsG) 4

gEL (FUL— rur™
plg:N)

R (L )

L
plg:N)

< sup [luf(z)ng(z)ndz|+{|f<z>||g<z>||dz|]

geLy| TUL™

plgiN)

sup [|f(z)[|g(z)]|dz|+ sup [|£(2)]|s()]|az]
geLNI') T geLy(L) L

ple;Nsi plg; N)<1

:||f||LM(r)+”f||LM(L)'

Teorem 3.11: ||||L ) fonksiyonu [, (") iizerinde bir normdur.
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Ispat 3.11: ||||LM ©) fonksiyonunun norm ozelliklerini saglayip saglamadigini

arastiralim.
() vfer,(T) ve ger,(T):ple;:N): 1 icin,
f)g(z)[20 = £|f(2)g(z)||dz|20

=] 710= sup @@l 2 [lF sl |20

(ii) vferL,T) ve gery():p(g;N): 1 icin,

a) f =6 olsun. Budurumda, 6 =6(z) =0 olmak iizere,

1610 0160560
= sup [0|dz|
pleNEIT
=0

olur. Yani, f=6 = ||f||L (F)ZO’dll‘.

b) f#6 ve || f ||LM o= 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda da,

£ (2)g(z)] #0 = 1[|f(1)g(z)||dz|¢0
= (i)°den l[If(Z)g(Z)IIdZI>0

=], 0= sup [F@sE)]dz]> |7 g )| dz|>0
M plg:N)I T r
=/, %0

olup varsayimla gelisir. O halde, f #6 = || f ||L (F)iO bulunur.

Buradan,

|| f ||LM(F): 0 = f=6 cikar
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Sonug olarak, a) ve b)’den,
”f”LM(r):O e f=0
elde edilir.

(i) vaeC,Nfep,T)ve ger,():p(g;N): 1 igin,
lefl, = Sup [l f(z)g(2)|| dz|
M (NI T

= sup Jla|lf(2)e(2)]|dz|
plgsN)<L T
=| | sup [1£(z)g(z)]|d 2|
pleN)I T
:|0!|||f||LM(1-)

bulunur.

@) v f.f,eLu) ve ge,[T): plg;N)<1 icin,

H f1+f2HLM(F)= SL:\PJ ” (f1+f2)(z)g(z)||dz|

= sup [(f, )+ £,(2)g(2)]| dz]

plgN)<I T

= sup [|f,(2)e(2)+ f,(2)g(2)|| dz|

plgNKIT
Ucgen esitsizliginden,
< sup [, @s@)|+]f, @)k dz]
plgN)I T

- sup {nf el 2] + Ilfz(Z)g(Z)||dZ|}

pgNl r

sup f|f (Z)g(Z)||dZ|+ sup I|f )g(z)|| dz |

plg:N)st T

:H leLM(r)-i_H fZHLM(r)

oldugundan , ||||L ©) fonksiyonu I'" iizerinde bir normdur.
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Teorem 3.12: ¢, (¢, f) bir diizgiinlik modiiliidiir.
Ispat 3.12:

. wM,r(O,f)=ii10)||f—Thf||LM<r)
=l F=1of 1,0

Tof)=r(,)=rlpl@)e"))
=f(¢) . gerl
= To(f):f

Buradan,

| f=10f |, 0=l /=11, 0
=0
elde edilir.

e QOrlicz normu tanimindan,

”f_Thf”LM(r)ZO
Bu durumda,

our 0. f)=sup| f=Tuf|, o2 f-T0f], 20

|nj<s
bulunur.
* lim our(é.f)= lim \S;l\lsg” f=Tnf ”LM(r)
= T}i%’” f=Tof |, o
=0
elde edilir.
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*f.8€ En (G) i¢in,
our (6.1 +8)=sup| (f+&)}-Ti(f+&)|,

<
(el
icin,
T.(f- eX¢)=(f- ¢)¢,)
= £(¢,)- ¢(¢,)
= T.(f- 8)=Tuf- T2
Buna gore,
wyr(6.f+g)= iﬁi%?” (f+e1i(F+8)l, o

=sup|| (f +g )T f+Tn8)|,
|hj<s !

=sup|| (=T f I+ (g=Twg)l|, ()

|n|<s

= ‘Sh‘u}; (” S=Tnt ||LM(F)+” 8-Th8 ”LM(r))

: sup || f=Tnf “LM(F)-'_\Shg ” 8-Thn8 ||LM(F)

‘h‘S(g
Za)M,F(é vf)' (l)M,r(é vg)
oldugu goriiliir.

® a)M,r(néJC): sup ”f_Thf”LM(F)

‘h‘Sné‘

f=T,f oldugundan,

Tof ~Tuf|, o

sup
‘h‘Sné'

=sup| sup )J|T()f(§)_lef(§)||g(§)||dé,|

|n<nd| geLN(T) T
plg.N)si J

v(el ic¢in 36e0,22]: ¢ :¢(ei9)
1. fQ)=£¢,)=Flo@(©)e") . nelo2x]
C=0") = 1./Q)=Flpl@lp (?)e")=(r - )"
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= T()f(é,): (f © (0)(6“9)

= iu%( sLulz [[Tof(©)- Thf(i;)g(C)dCJ

2o 0)e”)] o ")

.

/

—sup[ zf (£ o 9)(e®)-(F o p) (™)

|h|<nd gGLN( )o
(g, NK1

u(0):=¢" icin,
(£ o0)?)=(f o pou)(®) ve
fo=fogou , 6,=6 , G,=6-h
diyelim.

[61 , 62] araligini n esit parcaya bolelim.

[61 ) X1]v [Xl ) X2]v ooy [Xn—l > 52] icin,

fo(gl)_fo(X1)+fo(xl)_fo(x2)+ fo(X2)_---
17060 f,(6,)] =
+fo(x11-1)_fo(92)

S|fo(01)_fo(xl)|+|fo(xl)_ fo(X2)|+~~~+|fo(Xn—1)_fo(92)|

Esitsizligin her iki tarafini |go¢| ile carparak ve her iki tarafta [0,272]

iizerinden integral alarak,

[17.0)-1,0)| (> 0)e?)¢' () a6,

<I|f @) f,(0)|| (g o @) e |‘¢ ‘del
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# 17,0 £, e (e o)) o )

dx1+...

e 17,0 )- £,00)] (20" (') v

elde edilir.

Her bir [61 ’ Xl]’ [Xl ’ X2],---, [Xn—l ’ 62] arahgl lgln |ﬁ| = |Xi - Xi—1| <d

i=0,1,2,...,n  oldugundan, ;= x,._1+ﬁ yazilabilir. Buradan ve  f  ile u

fonksiyonlarinin tanimindan,

11700~ £,0)]| s> 0)e*)o' () a6,

|0 0)e?)- (o o)l )| e 0)e?) o )]
+ 1020 )=(r = ) (g o)) )] .

T o0)e)=(r o o)t | oo @)t o (et v

elde edilir.
F&)=rle(@(0)e”)) ve ¢ =) oldugundan,
11700~ £,0)] 0| () a0

(f o 9)(e®)- (1 o p) c'0+7))

(go0)le I‘(p ‘del

¢ (™)

-
(g° ¢’)(eix‘)|

1]Goo)e)-(rog)e')

dX1+---

+T (fo(/))(e"x"*‘)—(fo(p)( . M)

)= r L |+ 17 )= 1G] ¢ ..

(g ¢ ”¢ )‘dx_l

+ I[If(§(>)—f(§,;)|lg(§)l|dé“l
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znlﬂf(;o ;/ ||g |d§|

7(,)=T,F&)=f (6,) oldugundan,
l[|Tof(g“)—Thf(g“)llg(g“)llde“l

: nlUTof(;)—Tﬁf(;)Hg(g)H d;|

plg:N): 1 ozelligindeki tim g e [, (') fonksiyonlar: iizerinden supremum

alarak,

sup l[ITof(g“)—T,,f(?)llg(()lldCI

:sup{ninwf<:>—7¢f<:1m(g>ndgw}

=n sup l[|T()f(§)_T/1f(§]|g(§)|| d§|

Yine, burada, |h| <nd veya |ﬁ| ¢ lizerinden supremum alarak,

Sup sup ”To ;) T f(§)||g ”d;|

[H<ns

:wp{wwnn) f@nm@md:@

i

=n sup sup”Tof(;) T;f(()”g ||dé,|

s

= @urlné, f)= 232”Tof ~Twf HLM(r)

<n spp” Tof-Tif ||LM(F) =ny (0, f) olur ve ispat biter.
h|<8
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4. ESAS TEOREM

Teorem 4.1: G, I' sir Dini diizgiin olan sonlu basit baglantili bir bolge ve
E, (G), G iizerinde refleksif bir Smirnov-Orlicz uzay1 olsun. Oyleyse, her f e E,, (G)

ve bir ne N igin en ¢ok n.dereceden bir p, (., f) cebirsel polinomu vardir dyle ki

7P, SN, o Scon [H]

olur. Burada, ¢, n’den bagimsiz bir sabittir.[3]

Bu boliimde aragtiracagimiz problem, basit baglantili bolgeler icin elde edilen
yukaridaki sonucun iki baglantili bolgelere genellesmesidir. Simdi, esas teoremi ve

ispatin1 verelim:

Teorem 4.2: Q, i¢ sinir1 L ve dis sinin1 I' Dini diizgiin egriler olan sonlu iki
baglantili bir bélge ve E,, (Q) uzayr da Q iizerinde refleksif bir Smirnov-Orlicz uzayi
olsun. Oyle ise bir f € E,(Q) ve herhangi ne N iginencok n.dereceden bir

rasyonel fonksiyon vardir ki,

7Ryt e 1)

J

olur. Burada, ¢, n’den bagimsiz bir sabittir.

ispat 4.1: fe E, (Q) olsun. Teorem 3.9'dan f e E,(Q) oldugu goriiliir ve
bundan dolay: f,

ot (1 L)

2l —z 27Z'tL -
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Cauchy integral gosterimine sahiptir.

Su halde,

_ 1 r¢) .
fl(z)'_2m'1£ _ng“, zeG
re=2 . ep

gosterimlerini dikkate alirsak,

(@)= f.(2)- f,(), zeQ (*)
olur.
f fonksiyonuna yaklasan rasyonel fonksiyonlart insaa etmek icin asagidaki

yontemi takip edecegiz:

Once, f , fonksiyonuna FE,, (G)’de yaklagan cebirsel polinomlar1 insaa

edecegiz. Daha sonra f, fonksiyonuna [E,, (B‘)’de yaklagan rasyonel fonksiyonlar

bulacagiz.

Simdi, (*) bagintisindan hareketle f fonksiyonuna E,, (Q) uzaymda yaklasan

rasyonel fonksiyonlar1 kolayca bulmak miimkiindiir.

[k olarak f . e yaklasimi inceleyelim.

fE€Euy (Q)'mn T iizerindeki sinir fonksiyonunun Lu (I')’ya ait oldugunu
birinci boliimde ifade etmistik. Bundan dolayr (3.2)’den fe 1,(I') olur. T', Dini
diizgiin oldugundan (3.1)’den  fog¢e [,(T) elde edilir ve (1.17)’den fog¢

fonksiyonuna bir kuvvet serisi karsilik getirebiliriz.Yani,
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(Foq)w) ~ Yaow' +1 2 @.1)
k=0 k=1

yazilabilir.

K.(0)= Y A" 4.2)

m=—n

cift, negatif olmayan veVne N icin,

1 V4
— x.(0)de=1
2mfﬁKn( )

6Kk, (0)d6<C 4.3)
0 n

kosullarim1  bir ¢ > 0 sabiti i¢in saglayan bir trigonometrik polinom olsun.

11(9,z)::# Md;, 7€ G (4.4)
2t §—z

integralini diisiinelim.

Bu integralde ¢ :q)(eit) degisken degistirmesini yaparak,

_ 17 i(-8) (0' (e”)e
I (9’ Z) = i _j’r f((o (6 ))W dt

elde ederiz ve (4.1)ile (1.7) bagmtilarini hesaba katarak,

I (67 Z) ~ ;}ak D, (Z)e_ikg

yazabiliriz.

L(6,2)e Ll([— 72,72]) ve K,(6) smirli salimimli oldugu icin Genellestirilmis

Parseval Ozdesligi’nden,
1

[ K. O)1,6.2)d6 = ¥ 17, 0, (2)
27 k=0

bagintisini elde ederiz ve bu (4.4) ile birlikte diisiiniildiigiinde,
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(é )

2 j K. (e)dej dg kfbﬂk” a; Pr (Z) , Z€G
olur. Buradan goriiyoruz ki,
p,(zf)= e f K.(68)de] g’(é—_G)d; zeG 4.5)

n. dereceden bir cebirsel polinomdur. g, (6) cift bir fonksiyon oldugundan,

dé

P )= 45 (K, O)ab L)+ 1=

ve (1.10) ile (1.15)’ten,

Pn(Zsf)=$IKn(9)[(Tef);(Z)+(T_Hf);(z)]dé? , z€G

sonucuna ulasgiriz.

z'e G olsun.
1 V4
— 0)de =1
o f” K.(6)
denkleminin her iki yanim1  f ; (z') fonksiyonu ile carpalim.
f;(Z')=f1(z') oldugundan,
1 1 T + ]

£1)=== T i)k, (6)d6

27 1

1z .
=—]2 ' 0)de
L1271k, 0)

bulunur.

Bu en son esitlikten,

£,)- (2. f)
zézlﬂ(ﬁ)‘ 2f;(z')_[(Tef);(z')Jr(T—‘9f);(z')]}d6

yazilir.
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I' icindeki biitiin agisal yollar boyunca Z'— ze ' limitini alarak ve

(1.16)’y1 kullanarak,

f,@)- P,z f)

280 f(2)+ ()= 8r(T0 fN2)
=—[k.() dé

G OE N O]

= I8 =10 1) Q) 5007 701 G, (0)d0
+$ IK,,(é’)[(f—Taf) ()+(f~T0f)(2)]d6 , (hh. zeT igin)

elde ederiz.

Simdi, p(g;N): 1 ozelligindeki tim ge 7, (") fonksiyonlar: iizerinden

supremum alarak,
TR p et JIVACRS ARl Ot
<sup L1157, )+ 5.0 =100k, 0)d6 s
roup (L0 =70 1)EV+ 0 -1 0 YOk, 0)d6 o)
<sup 11Tk, 0I5, (7o YO+ |5, =7 2 )0 b Bele )

rsup [{ T ONG =T, D)+ =70 1)) a0 )

ve Fubini Teoremi’nden,

Hfl_P”("f)HLM(F)
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S%IK,;(@){SHPILQSF(JC _Tef)(Z]+| Sr(f —T_gf)(z)| )|g(z)||dz| }d@

+ Tk @fsup (1 -7, )40 =10 X Jel@ fao

471'0

= %IK (6’)[||Sr(f 10 ), Sr(f _T‘Hf)”LM(”] “

1 T
N0 (I R T R )

(2.2)’yi uygulayarak,

H fi=Palof )HLM(r): C7IK" (‘9)[||f ~Tof ||LM(r)+”f ~T-of ”LM(F)]dH'

v r (¢, f)nin (12)’teki tanimindan ve [3, 5:97]"den,

£ =P, <[ KO r(6.1)a6

1
<con{ ;1 [K.@00 a0
/0

Sonug olarak, (4.3)’ten,

1
< ClOwM,F(;’f\

J

Hfl_Pn(’fX‘

Ly(T)

bulunur.

Simdi de, f,’ye yaklasimi inceleyelim. fe E, (Q)'mn L iizerindeki
stir  fonksiyonunun 7, (L)’ye ait oldugunu biliyoruz. Bu durumda (3.2)’den
fer,(L) olur. L, Dini diizgiin oldugundan, (3.1)’den, foy e [,(T') bulunur.

(1.17)’den f oy fonksiyonuna bir kuvvet serisi karsilik getirebiliriz:

Fou ~ Yo +5d 4.6)
k=0 k=1
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Yine, K,(6), (4.2) ve (4.3) kosullarin1 saglayan trigonometrik polinom olsun

Ve

_ -1 f(é 1(—9)) _
12(9,1).—E{?d§, z€B (4.7)

integralini diisiinelim.

Bu integralde, { = l//(ei’) degisken degistirmesi yapilarak,
L0O.2)=—L1T ()Y e,
27a r y/ien i_ Z
elde edilir ve (4.6)ile (1.8) bagntilarindan,
) 1 »
12(6’1) ~ Yc Fk[_we *0
k=1 Z )

yazabiliriz.

L (6.2)e L1([‘ ﬂ,ﬂ]) ve K, (6) sinirli salinimli oldugundan Genellestirilmis
Parseval Ozdesliginden,
1z 1 \
P f (‘9)12(9 Z)de Z/llk ce Fr
27 - Z )
bagintisini elde ederiz. Bu ve (4.7)’den,

4 12' Kn(e)d J (g (g)dé, Z/ilkaFk(ln, ZE B
p/ 1 {—z z
olur. Boylece,
0. (z, f)— L(8)do[— i )dg“ € B (4.8)
1 {—z

n. dereceden rasyonel fonksiyonu elde edilmis olur.

K, (6) cift bir fonksiyon oldugundan,

0,(.1)= k@0l g ,)- 10,2

ve (1.11) ile (1.15)’ten,
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_ 17
Qn(z,f)—zﬂg

elde ederiz.

z'e B~ olsun.

K OF Cof). - af) @lae . zep

% [K. (6)dé=1 denkleminin her iki yani f (Z')fonksiyonu ile carpalim.
Tz

£1@)= =1 £, ()k, ©0)d6

27

£@)=-1.

) olup buradan,

1.0)= S 11,@)K, 0)as

- )k, (0)a0

27T

bulunur.

Simdi, bu en son esitlikten,

f,)-0,.f)

- (k.0

elde edilir.

L’nin disindaki tiim acisal yollar boyunca  z'— ze L limitini alarak ve

(1.16)’y1 kullanarak,

£.0)-0,(.f)="2Tk,(0)

27y

_171'
= k(6
> gKn()

1
dr

2f,(2)- [(wa);(z')‘i'(Tl(—H)f);(Z')]}de

25,2 £)= 5. N+ 0 £)()

do

_SL(TI(—H)f)(Z)+ (Tl(—a)f)(z)

[SL(f_TIHf)(Z)+ SL(f_T1(—a)f)(Z)]d9

+u1Kn(9)[(—f+Tmf)(Z)+(—f+T1(—a)f)(z)]d‘9 Chhozel
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p(g;N ): 1 ozelligindeki tim ge [, (L) fonksiyonlart tizerinden supremum alarak

bu en son bagintida,
[£2=0, (), ) =sup [1F2 ()= 0, . P )
* sup {%m @O, (f-Tw))+5.(f —T1<_a)f)(Z)]d9‘ l¢(2)||
rsup [ LT O[C £ 47O+ 6 700 o) e[
<sup (LT, 015, 70 Q) 18 T 1)) o oG
rsup {1,012 N[+ =70 ) el

Fubini Teoremi’nden,

lF=2.C.Ol, o,

< %IKn (0){8up{[|SL(f _Tlef)(Z] +|SL(f _Tl(—e)f)(Z] ]|g(z]|dz|}d0
+$IK"(0){SW{[| (f_wa)(Z)|+|(f—T1<-a)f)(Z1]Ig(z)||dz|}d9
< %IK (9)[” (=110, oI5 (F-1icarf)] (L)}w

* ﬁ I K, (9)[||f _Tlef“LM(L) + Hf _Tl(_g)fHLM(LJ 4

(2.2)’yi uygulayarak,

Hfz—Qn(.,f)HLM(L)sCUIK" (6’)[Hf—TmeLM(LﬁHf—Tl(_a)fHLM(LJdﬁ

O L (é,f)’nin (1.13)’teki tanimindan ve [3, s:97]’den,
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#2701, S 2] Kn O 0.1) a0

smwM,L(l,fY}Kn(exnm)de.
n Ju
(4.3)’ten,

Hfz_Q”("f)HLM(L)S C14a)M,L[%’f\

/

bulunur.

Son olarak, (4.5) ve (4.8)’den
Rz f)=P.(zf)- Q,(z f)

rasyonel fonksiyonu yardimiyla, fe E,(Q) fonksiyonuna yaklasimi iistten

degerlendirerek ispat1 tamamlayacagiz.

1F =R, oy =N O i PO, o
<|f =Pl eyt 1 2@

(3.5)ten
<|fi=Pl P, ot V=Pl o 1m0,

+ Hfz_Qn(-’f)HLM(L)

(3.4 )’ten ve teorem 3.6’dan,

<|fi=Pal P, o *+ Kl =P,
+ kol £, G, o+ I,
Sk3Hf1_P”("f)HLM(F) + k4”f2_Qn(-’f)HLM(L)

1 1
SkSClowM,F(;’fw + k4cl4wM,L(;’f\

/ J
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< maX(k3C10’k4Cl4)[a)M,F(%7f]+ wM,L(%hf])

J

Sca)M[l,f\ .
n

J

47



SONUC

Yiiksek lisans tezinde katli baglantili bolgelerde tanimli Orlicz uzaylarinda
yaklagim teorisinin diiz problemleri arastirilmistir. Siniri, sonlu sayida Dini diizgiin
egriden olusan sonlu baglantili sinirli bolgelerde yaklagim teorisinin bir diiz teoremi

elde edilmistir.
Iki baglantili bolgeler icin elde etti§imiz bu sonug, konform doniisiimler,

Faber polinomlar1 ve Faber-Laurent polinomlan kullanilarak tiimevarim yontemiyle

sonlu 7 - baglantili bolgelere de genellestirilebilir.
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