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OZET

Bu tezin amaci Kenmotsu manifoldlarda bazi egrilik sartlarini ¢aligmaktir. Bu tez ii¢

boliimden olusmaktadir.

Birinci boliim diger boliimlerde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve sonuglari
icermektedir. Ikinci béliim Kenmotsu manifoldlar ile ilgili tanimlar ve teoremler icermektedir.

Ucgiincii béliim orijinal ¢alismalarimizdan olusmaktadir.

Birinci bolimde Riemann egrilik tensorii, Einstein manifold, Weyl-conformal egrilik
tensori, Projektif egrilik tensoril, hemen hemen degme metrik manifoldlar gibi temel kavramlar

tanitilmustir.
Ikinci boliimde Kenmotsu manifold tanimi ve temel teoremler verilmistir.

Son boliimde Kenmotsu manifoldlarda Riemann egrilik tensorii ve Projektif egrilik
tensorii ile ilgili bazi egrilik sartlar1 ve bu egrilik sartlarini saglamamizda kullandigimiz
esitlikler verilmistir. Verilen tiim bu bilgiler 1s18inda yazilan teoremler ispatlanmis ve sonuglar
elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen degme metrik manifold, Einstein manifold, Projektif egrilik
tensorii, Riemann egrilik tensorii, Kenmotsu manifold.
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SUMMARY

The aim of this thesis is to study some curvature conditions on Kenmotsu manifolds.

The thesis has three chapters.

First chapter contains some fundamental definitions and results which will be used in
other chapters. Second chapter contains some fundamental definitions and theorems about

Kenmotsu manifolds. Chapter three contains original works.

In the first chapter the we introduce basic definitions such as, Riemannian curvature
tensor, Einstein manifold, Weyl Conformal curvature tensor, projective curvature tensor and

almost contact metric manifolds.

In the second chapter the definition of Kenmotsu manifold and main theorems have

been given.

In the last chapter some curvature conditions and equations which are used to provide
these curvature conditions about Riemann curvature tensor, projective curvature tensor, on
Kenmotsu manifolds are given. Under the light of these given information, the written
theorems have been proved and results have been obtained.

Keywords: Almost contact metric manifold, Einstein manifold, Projective curvature tensor,
Riemannian curvature tensor, Sasakian Manifold, Kenmotsu manifold.
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak olan temel kavramlar tanitilmastr.

Tanmm 1.1.1: M bir diferensiyellenebilir (COO) manifold olsun. M iizerindeki C™ vektér

alanlarinin uzayi (M) ve M den R ye c” fonksiyonlarin uzay1 COO(M, R) olmak iizere, M

uizerinde;

g: 7(M)x #M) —C*(M, R)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik, 2-lineer g Riemann metrigi ile birlikte M ye bir
Riemann manifoldu ad: verilir ve (M, g) seklinde gosterilir [2].

M manifoldunun herhangi iki p ve g noktasi i¢in M iizerinde bu noktalar1 birlestiren bir egri
bulunabilirse M ye baglantilh manifold ad1 verilir. M baglantili ve temel grubu sadece birim

elemandan olusuyor ise M ye basit baglantili dir denir [1].

Tamm 1.1.2: M bir diferensiyellenebilir manifold ve M iizerindeki C” vektdr alanlarinin

uzay1 (M) olmak iizere;

V2 2(M) X (M) —=25 (M)
X,Y) — 1MX Y)= VY

doniisiimii V', g € C*(M, R), VX, Y, Z € (M) icin,

1) VX(Y+Z) =Vyy+ Vyz
i) VngZ: fVyZ + gV, Z

iil) V4 (fY) =V Y + X(f)Y
Ozeliklerini saglarsa, V' ya M iizerinde bir Afin Koneksiyon ad1 verilir [4].

Tammm 1.1.3: (M, g) bir Riemann manifoldu ve V" da M {izerinde tanimlanan bir afin

koneksiyon olsun. O zaman VXY, Zey(M) olmak iizere; V' doniisiimii;

i) VY-V, x=/X Y] (Koneksiyonun sifir torsiyon dzeligi),
i) XgY,Z)=9(V,Y,Z)+9(Y,V,Z) (Koneksiyonun metrikle bagdagmasi

ozeligi)



sartlarint sagliyorsa, V' ya M iizerinde sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyon veya M nin

Levi-Civita Koneksiyonu ad1 verilir [4].

Tamim 1.1.4: M bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere;

VZ(M)XZ(M) 2—lineer Z(M)
X,Y) ——> "X)Y) = KY

biciminde tanimlanan V operatdrii, M nin bir U bolgesi lizerinde tanimli olup her bir c” X,

Y ex(U) vektor alan ¢iftine U tizerinde V&Y ile ifade edilen tigiincii bir C” vektér alani
kargilik getirir.  Bu karsilik gelme asagidaki oOzellikleri sagladiginda V7 ya Lineer

Koneksiyon (veya kovaryant tiirev) adi verilir [1].

VXY, Zey(M), Vie COO(M, R) olmak iizere;
i) VyyZ =V Z+V,Z,
i) VgY=fVyy,
i) Vi (Y+2)=V Y+ V . Z,
iv.)  V({Y)=1fV,y + XY
dir.
Tamm 1.1.5: (M, g) bir Riemann manifoldu, V' de M iizerindeki Levi—Civita koneksiyonu

olsun.

R: (M) X x(M) x x(M) = x(M)
RX,)Z=V,V,Z-V V,Z-V ,,Z (1.1)

ile tanimlanan R fonksiyonu M {izerinde bir (1, 3)-tensor alanidir ve M nin Riemann egrilik
tensorii olarak adlandirilir. Ayrica R(X, Y, Z, W) = g(R (X, Y)Z, W) tensoriine M nin

Riemann-Christoffel egrilik tensorii ad1 verilir.

Her X, Y, Z, V, W € (M) i¢in Riemann egrilik tensorii R asagidaki ozelliklere

sahiptir [1]:
i) R Y)Z=-R(Y,X)Z, (1.2)
i) g(R(X Y)V,W)=-g(R (X, Y)W, V), (1.3)
iii.)  R(X Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z, X)Y =0, (1.4)

iv)  gR (X, Y)V, W) = g(R (V, W)X, Y) (1.5)



Tanm 1.1.6: (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. T,M tanjant uzayinin iki boyutlu altuzay1

17 olmak tizere V, W € /7 tanjant vektorleri i¢in Q fonksiyonu;

Q(V, W) = g(V, V)g(W, W) - g(V, W)*

bi¢ciminde tanimlansin. Q(V, W) #0 olmak iizere;

gRV.W)W.V)

R N VAT

(1.6)

olup buna /7nin Kesitsel egriligi denir ve K(/7) ile gosterilir [1].

Tamm 1.1.7: : (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ey, €, ... , en}, (M) in bir bazi

olsun.
Q: x(M) > x(M)

X = Q(X)=0QX :—Zm:R(ei,X)ei

bigiminde tanimlanan Q operatoriine M nin Ricci Operatorii denir.

Tamm 1.1.8: (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ey, €, ... , en}, lokal ortonormal

vektor alanlar1 olsunlar
S: yM)x (M) >R

X,Y) >S(X,Y) = ig(R(ei, X)Y,e,) (1.7)

seklinde taniml1 (0,2) tipindeki S tensor alanina, M lizerinde Ricci egrilik tensorii ad1 verilir

[5].
Tamm 1.1.9: (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X, Y ex(M) igin;
S(X, Y) = Ag(X.Y) (1.8)

olacak bigimde M iizerinde bir A fonksiyonu var ise yani M nin Ricci tensoérii S, metrik tensor
g nin bir kat1 ise M ye Einstein manifoldu ad1 verilir [5].

Tamm 1.1.10: (M, g) m-boyutlu bir Riemann manifoldu ve {ey, €, ..., eén} lokal ortonormal

vektor alanlar1 olmak iizere;
m
= zs(eiaei) (1.9)
i=1

degerine M nin skaler egriligi ad1 verilir [5].



Tanmm 1.1.11: M (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X; Y, Zey(M) igin M

nin Weyl projektif egrilik tensor alani;
1
P(X,Y)Z =R(X,Y)Z—2—[S(Y,Z)X -S(X,2)Y] (1.10)
m

ile tanimlanir. Burada Q Ricci operatoridiir [S].

Tanim 1.1.12: M (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X; Y, Zey(M) i¢in M

nin Weyl conformal egrilik tensor alani;

1

C(X, NZ=R(X V)z+
2m-—1

BX, Y -S(Y, X+ 9(X, QY

;
-9(Y, Z)QX]—m[g(X, 2Y-9(Y, 2X]  (1.11)

ile tanimlanir. Burada Q Ricci operatoriidiir [S].
Tanmim 1.1.13: C = 0 ise M manifoldu conformal flat olarak adlandirilir [5].
Tanim 1.1.14: M (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Her X, ¥, W ey(M) i¢in M

nin Weyl concircular egrilik tensor alani;

7 (X, YW =R(X, YW ————— fg(Y, W)X - g(X, W)Y] (1.12)
2m(2m-1)

ile tanimlanir. Burada Q Ricci operatoriidiir [5].

Tamm 1.1.15: Sabit egrilikli, tam, baglantili manifoldlara uzay form denir. (2m+1)-
boyutlu bir M uzay formu M*™(c) ile gosterilir. Eger
c=0ise M>™(c)=E" Oklid uzay!
1 : 2m+1 n i H
c=r—2 ise M """ (c)=S"(r) kiresi

Cz_riz ise M 2™ (c) = H"(r) Hiperbolik uzay

dir [7].

Tanim 1.1.16 : Eger 0 e Mise, D_, T_M de v vektdrlerinin grubu olsun. Oyle ki

inextendible geodezik y,, [0,1] de tanimlanir. o iizerinde M nin iisse ait haritasi



exp,:D, > M

fonksiyonudur dyle ki Vv € D_ i¢in exp_(v) =y, (1) dir [1].

Tanm 1.1.17: L:T_(M)—>T_( M ) bir lineer izometri olsun ve U , M iizerinde & nin

bir normal komsulugu olsun dyle ki exp, L(expa_1 (U)) grubunda tanimlanir. O zaman

¢, =exp.oLoexp,” :U > M
haritasina U {izerinde L nin kutupsal koordinati denir [1].
Kisaca Vv eU < T, (M) igin ¢ :exp,(v) > exp_(L,)dir.

Kutupsal haritalar yeterince kii¢iik U igin daima bulunur ve Yardimci Teorem 1.1.1
deki ilk iki 6zellik gosterir ki, eger biz izometrinin var oldugunu arastirirsak, o , L nin

kutupsal haritas1 olmalidir.

Yardimci Teorem 1.1.1 : Yukaridaki gosterim ile

i.) ¢, radyal geodezikleri radyal geodeziklere gotirir.  Acikga, eger
veT, (M)ise,0zaman ¢ oy, =y , dir
ii.) o lzerinde ¢ nin diferansiyel haritasi L dir.
iii.) Eger U yeterince kiigik ise o zaman ¢ , M de o nin bir normal
komsulugu tizerinde bir diffeomorfizmdir.
iv.)  Eger M tam ise, #_, o nin her normal komsulugunda tanimlanir [1].

Sonug 1.1.1 : Bir yari-Riemann manifold iizerinde asagidaki durumlar denktir.

i.) M lokal simetriktir.

i) Eger L:Ty(M)—T,(M) bir lokal simetrik ise egriligi korur, o zaman p
ve ¢ nun normal komsuluklarmnin bir ¢ izometrisi vardir 6yle ki dg, = L dir.

iii.) M nin her p noktasinda lokal geodezik & p bir izometriktir [1].

Tanim 1.1.18 : Bir yari-Riemann uzayin simetrigi, baglantili bir yari-Riemann manilfold M
dir, dyle ki Vpe M igin T, (M) iizerinde tek bir izometri &, : M — M ile diferensiyel

harita —id vardir.



Izometri §p ye p de M nin global simetrisi denir. fp, p de lokal geodezik

simetrinin M nin tiimiine genisletildiginde tektir.  Boylece ikincisi bir izometridir.

Yukaridaki sonugtan simetrik, lokal simetrigi kapsar [1].

Ornek 1.1.1 ;

1. R™ simetriktir, her p noktasi igin harita p+ X — P — X bir izometridir.

2. S™ kiiresi simetriktir, her p i¢in p ve —p aracihgiyla R™" de, S™ genel 6klidyen
anlamda dizi ¢evresinde simetriktir.

3. Gergekte her baglantili hiperkuadrik, simetriktir [1].

Tamm 1.1.19: M m=2 boyutlu C” smifindan baglantili bir Riemann manifoldu olsun. M

tizerinde tanimli (0,2)-tipinde bir simetrik tensor alan1 A olmak tizere A , endomorfizmi
Ay xM) x g M) x x(M) = x (M) (1.13)
XAY)Z=AX, )X -AX,2)Y (1.14)
biciminde tanimlanir. Eger A=g alinirsa son denklem

(XA, Y)Z=g(Y,2)X - g(X.2)Y (1.15)
bi¢imine indirgenir. Bundan sonra (X A ¢ Y) yerine kisaca X A'Y kullanilacaktir [8].

M iizerinde (0,k)-tipinde (k=1) bir T tensor alani ve (0,2)-tipinde bir simetrik A

tensor alani verildiginde R.T ve Q(A,T) tensorleri sirasi ile ;
R.I)(X1 X, XX, Y)= -TRX, Y)X1,Xa,.... Xi)-- ..
-T(X1,Xa,. ., R(X,Y)Xk) (1.16)
ve
“T(X1,Xo, . (XA L Y)XY) (1.17)

bigiminde tanimlanir [3].

Boylece (1.16) ve (1.17) denklemlerinde T=R ve A=g alindiginda

(R.R) (X1,X2.X3,X4;X,Y)=-R(R(X,Y)X,X2,X3,X4)-...



-R(X1, X5, X3,R(X,Y)Xy) (1.18)

Q(g,R) (X],XQ,X3,X4;X,Y):—R((X A g Y)X],X2,X3,X4)'. ..

-R(X1,X2,X5,R(X Ay Y)X4) (1.19)

T=C ve A=g alindiginda
(R.C) (X1,X2.X3,X4;X,Y)=-C(R(X,Y)X,X2,X3,X4)-...
-C(X1,X2,X5,R(X,Y)X4) (1.20)
Q(g,0) (X1, X2, X5, X4: X, Y)=-C((X Ay Y)X1,X5,X3,X4)-...

-C(X1,X2, X5, R(X A Y)X0) (1.21)

T=S ve A=g alindiginda
(R.S) (X1,X5.X3,X4;X,Y)=-S(R(X,Y)X,X2,X3,X4q)-....
-S(X1,X2,X5,R(X,Y)X4) (1.22)
Q(g,9) (X1, X2 X5, Xa; X, Y)=-S(X Ay Y)X1,X2,X5,X4)-..

-S(X1, X2, X5,R(X A Y)X4) (1.23)

ve ayrica A=S, T=R i¢in (1.17) denkleminden

Q(S,R) (X1, X X3, X4 X, Y)=-R((X Ag Y)X1,X5,X3,Xs)-...
-R(X1,X0,X3,R(X A5 Y)Xy) (1.24)

olarak elde edilir. Eger M nin her p noktasi i¢cin bundan bagka,

Eger R.R=0 ise M ye semisimetriktir denir [9].
Eger R.S=0 ise M ye Ricci-semisimetriktir denir [9].
Eger R.C=0 ise M ye Weyl-semisimetriktir denir [10].

Tamim1.1.120: m > 3 boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu i¢in eger M nin her noktasinda
R.R ve Q(g,R) tensorleri lineer bagiml ise M ye pseudosimetriktir denir.

Yani, M nin  pseudosimetrik  olmasi1  i¢cin  gerek ve  yeter  sart,

U, ={peM:Q(g,R)# 0} kiimesi iizerinde R.R=L;Q(g,R)olmasidir. L;,Uizerine
bir fonksiyondur [10].



Tamm1.1.21: M > 3 boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu i¢in eger M nin her noktasinda
R.S ve Q(g,R) tensdrleri lineer bagimli ise M ye Ricci- pseudosimetrik manifold denir.

Yani, M nin Ricci-pseudosimetrik  olmasit  i¢in  gerek ve  yeter  sart,

Us;={peM:S —Eg # 0} kiimesi tizerinde R.S =1Q(g,S) olmasidir. Ly ,Uy tizerinde
n

tanimli bir fonksiyondur [10].

Tamim1.1.22: m > 4 boyutlu bir (M,g) Riemann manifoldu i¢in eger M nin her noktasinda
R.Cve Q(g,C) tensorleri lineer bagimli ise M ye Weyl- pseudosimetrik manifold denir.
Yani, M nin  Weyl-pseudosimetrik  olmas1  igin gerek ve yeter sart,

U.={peM:peMdeC#0} kiimesi iizerinde R.C =L.Q(g,C)olmasidir. L.,U.

izerinde tanimli bir fonksiyondur [10].

Tanim1.1.23: Eger R.R ve Q(S,R) tensorleri lineer bagimli ise yani R.R=LQ(S,R) ise M ye
Genellestirilmis Ricci-pseudosimetriktir denir.
Yukarida 1.1.19, 1.1.20, 1.1.21 ve 1.1.22 numarali tanimlarda tanimlanan egrilik sartlar i¢in

asagidaki kapsama bagintilar1 gecerlidir.

RR=0cRS=0
RR=0cRC=0
RS=0cRS=L,Q(g,9)
RR=0cRR=L,Q(g,R)
RC=0cRC=L.Q(g,C)
RR=L,Q(g,R) = RS =L,Q(g,S)
RR=L,Q(g,R) = RC =L.Q(g,C)

Eger M semisimetrik olmayan fakat pseudosimetrik bir manifold ise M ye proper
pseudosimetrik, Ricci-semisimetrik olmayan fakat Ricci-pseudosimetrik manifold ise M ye
proper Ricci-pseudosimetrik, Weyl-semisimetrik olmayan fakat Weyl-pseudosimetrik bir

manifold ise M ye proper Weyl-pseudosimetriktir denir [10].

Tanim1.1.24: Bir (M ,g) m > 3 boyutlu diferensiyellenebilir manifoldu igin eger

(Vi S)(Y,Z)=a(X)S(Y,Z) (1.25)

olacak sekilde bir (X)) 1-formu var ise M ye Ricci Rekiirent denir.

(Vi SXY,Z)=a(X)S(Y,Z)+ B(X)g(Y,Z) (1.26)



olacak bigimde a(X)ve F(X) l-formlar1 var ise M ye genellestirilmis Ricci Rekiirent

denir. S nin kovaryant tiirevi VS

(Vi S)Y,Z)+V,S(X,2)+(V,S)(X,Y)=0

(1.27)
ile tanimlanir. Eger;
(ViS)Y,Z2)+V,S(X,Z2)+(V,S)(X,Y)=0 (1.28)
ise M ye dairesel paralel Ricci tensdre sahiptir denir.
Bundan baska g metrik tensoriiniin tiirevi
(Vx@(Y,2) =V, 9(¥,Z2)-g(V,Y,2)=9(Y,V,2) (1.29)

ile ifade edilir [11].
1.1. Hemen Hemen Degme Metrik Manifoldlar

Tanim 1.2.1: M bir (2m+1)-boyutlu manifold, ¢, & 1 da M iizerinde, sirasi ile, (1,1)-tipinde
bir tensor alani, bir vektor alani ve bir 1-form olsun. Eger ¢, &, 7 i¢in, M {izerinde herhangi

bir vektor alan1 X olmak iizere;

n&)=1, (1.30)
ve

FX=-X+n(X)E, (1.31)

ozellikleri saglaniyor ise o zaman (¢, & 77) ya M iizerinde bir hemen hemen degme yapisi

denir. M bu yapi ile bir hemen hemen degme manifoldu olarak adlandirilir [5].

Teorem 1.2.1: (¢, &, 17) hemen hemen degme yapisi igin;

i) #&E=0, (1.32)
i) (@X)=0 (1.33)
1ii) rank ¢=2n, (1.34)

dir [5].

Tamm 1.2.2: Hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M iizerinde hemen hemen degme

yapist (¢, &, i) olsun. M iizerinde bir g Riemann metrigi;
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nX)=9(X.$), (1.35)
ve

9(PX.PY)=9(X.Y)-n(X)n(Y) (1.36)

sartlarim1 sagliyor ise g metrigine M ilizerinde hemen hemen degme metrik, (4,£7,9)
yapisina da hemen hemen degme metrik yapisi, (¢4, & 7, g) yapist ile M ye de hemen

hemen degme metrik manifoldu denir [5].

Sonug¢ 1.2.1: (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen degme metrik manifoldu M ile hemen

hemen degme metrik yapisi (¢, & 7, g) verilsin. Boylece,
9(4X. V)=-g(X, 4Y) (1.37)
dir [5].

Tammm 1.2.3: (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin. Herbir 77 1-
formu igin 7A(d7)" 20 sart1 saglanir ise 7 ya M nin degme yapis1 ve M ye de degme

manifoldu denir [5].

Teorem 1.2.2: (2m+1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin. M nin bir

degme yapisi 7 verildiginde;

9(X, ¢Y) = dn(X, V) (1.38)
olacak sekilde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, &, 7, g) vardir [5]
Tamim 1.2.4: M {izerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi (¢, & 7, g) igin;

DX, Y) = 9(X, 4Y)

seklinde tanimli @ doniisiimiine hemen hemen degme metrik yapisi (@, & 7, g) nin 2.temel

formu denir [5].
1.2. Hemen Hemen Degme Manifoldlarin Torsion Tensorii

Tanim 1.3.1: V bir reel vektor uzay1 olmak iizere;
J:V—3V
lineer doniisiimii;

2=
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sartin1 saghyor ise J ye V lizerinde bir kompleks yapi denir.

(2m+1)-boyutlu bir hemen hemen degme manifoldu M verilsin. Bu manifold
tizerinde hemen hemen degme yapisi (¢, &, 77) olsun. Reel bir dogruyu R ile gostererek MxR

carpim manifoldunu gézoniine alalim. MxR iizerinde herhangi bir vektor alani;

d
(X f&)

seklindedir. Burada X, M ye teget bir vektor alani, t, R nin bir koordinat1 ve f , MxR

tizerinde tanimli bir fonksiyondur.

MxR nin tanjant uzaymdaki bir J lineer doniistimii;
10619 = (gx1& o) (1.39)
" dt Tt '

ile tanimlanir [5].
Sonuc 1.3.1: Yukaridaki sekilde tanimlanan J doniisiimii M xR {izerinde bir hemen hemen

kompleks yap1 denir [5].
Tamim 1.3.2: M bir diferensiyellenebilir manifold olmak tizere M iizerinde (1,1)-tipinde bir
tensor alan1 F olsun. VX, Yey(M)igin;
Ne(X,¥) = F2[X, Y]+[F X.F YFF[FX, YIF[XF Y]
seklinde taniml1 Nf tensor alanina F nin Nijenhuis torsion tensorii denir.

F=J hemen hemen kompleks yap1 olmasi halinde de,

No(X.¥) =P[X, Y]+ AXIY]- IAX, Y]- I[XIY]
=-[X Y]+ [XIY]-ILX Y]-I[X Y] (1.40)

dir [5].

Tamim 1.3.3: Hemen hemen kompleks manifoldu (M, J) verilsin. Ny= 0 ise J doniisiimiine
integrallenebilirdir denir [5].

Tanim 1.3.4: Eger MxR iizerindeki bir J hemen hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise

(¢, &, 1) hemen hemen degme yapisina normaldir denir [5].

Ornek 1.3.1: E* Kaehler manifoldunun 3-boyutlu bir reel hiperkiiresi S® olsun. E* de S iin

bir birim normali C olmak tizere E* tin hemen hemen kompleks tensér alani J,



J:E'—5F*
JC=-¢&

bigiminde tamimlansin. O zaman &, S° {izerinde bir birim vektor alani olur. Yani E€x(S°)
dir. S* e teget her bir X vektor alani icin 7(X)=g(X,&) olmak iizere 7 1-formu iyi tanimlidar.
Ustelik 7(£)=1 dir. Diger yandan,

JIX=gX+n(X)C
esitligi ile ¢ lineer doniisiimiinii tanimlayalim. Buna gére V' p=(p1, P2, Ps, Pa) €S° icin;

-1 0
-1

—_ o O O

yapist yardimu ile;

J(C(p))=I(p1, P2, P3, Pa) =(—P3, P4, P1, P2)=- &
elde edilir [13]. Burada;

P,
P,
— b
- P,

E=

dir. Simdi g(X, &) &ig¢in;

X| P P
X p p
gX, H&=<| Ll = 7!
X3 - p1 - p1
X4 - pz - pz
oldugundan,
P;
_ P,
9(X, &&= (X1 p3 + X2 Pa— X3 P1— X4 P2)
M
)

elde edilir. Boylece;

12



A=(X1 P3 + X2 Pa = X3 P1— X4 P2)
olmak iizere;

9(X, &= 48
esitligi elde edilir. Ayrica,

H(PX)=I(pX)-n(pX)C
=(IX-(X)C)-nAX-n(X)XC)C

=X —p1
_ — Xy P,
=J( -4 )-9@X-n(XC, §)C
X P;
X, | Py
__Xl +ﬂ,p3_ — X _ﬂ‘pl P; P
_ _X2+/1p4 _< _X4_/1p2 , Py > P,
=X _/1p1 — X —/1[33 - P P;
=% —/1[32_ — X, —/1[34 - P, P,
- X| _lps _[(X3 _ﬂ‘pl)p3 +(X4 _ﬁpz)p4 +(X1 +/1p3)pl +(X2 +lp4)pz]p1
_ _Xz _ _lp4_[(X3_ipl)p3+(X4_lp2)p4+(X1+/1p3)p1+(xz+ip4)p2]pz
— X _ﬂ‘pl _[(Xs _ipl)pS +(X4 _lpz)p4 +(X1 +/1p3)p1 +(Xz +/1p4)p2]p3
=X | [ =P, =% = A Ps + (Xy = Ap,) Py + (X, + AP,) Py + (X, + 2P, P, P,

dir. O zaman

Xl p3
A= " |+ 4 P
X3 - P
X4 - P,

oldugundan,

FX=X+1(X)S

elde edilir. Bununla birlikte,

95 =Ie—n(SC

oldugundan,
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0 0 -1 0 p3 pl pl pl
¢§:0 0 0 -1 p4 _pzzpz_pz -0
1 0 0 0 _pl p3 p3 p3
0 1 0 0 _pz p4 p4 p4

bulunur.
Boylece;
n(¢X)=9(¢X, <)
= g(IX-n(XC, 9
=0

oldugu da agikga goriilebilir.

Sonug olarak (¢, & 7, g) yapist S° iizerinde bir hemen hemen degme metrik yapisi olusturur.
1.3. K-Degme Manifoldlari
Tamim 1.4.1: M diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere;

¢ RM— M
t, p)——>ap)

dontistimii agsagidaki sartlar1 sagliyor ise ¢ ye M nin diferensiyellenebilir bir 1-parametreli

grubu ad verilir.
i) M eR icin
o - M——M
p——o(p)  bir diffeomorfizm
ii) 7, seR ve peM igin
@+s(P) = 2l es(p))
dir [2].
Tamim 1.4.2: M {izerinde bir vektor alan1 X ve ¢ ise X ile genellestirilmis lokal doniisiimlii

bir 1-parametreli grubu olsun. X vektor alanina gore bir K tensor alaninin X yoniinde LxK

Lie tiirevi,
o1
(LxK)x = 13_%1{ [Kx - (@K)x]

seklinde tanimlanir [2].



Tamim 1.4.3 : M Riemann metrigi g olan bir Riemann manifoldu ve M {iizerinde bir vektor
alan1 X verilsin. M nin her bir noktasinin bir komsulugunda X ile meydana gelen lokal
dontistimlerin lokal 1-parametreli grubu lokal izometrilerden olusuyor ise X vektor alani

Killing vektor alam ad: verilir. Béylece X bir Killing vektor alanidir < Ly g =0 dir [S].

Tanim 1.4.4: Degme metrik yapist (¢, & 7, g) olan (2m+1)-boyutlu bir M manifoldu degme

metrik manifold olarak adlandirilir [5].

Tanim 1.4.5: (2m+1)-boyutlu degme metrik manifoldu M verilsin. Eger (¢, &, 7, g) hemen
hemen degme metrik yapisinda verilen & vektor alani g ye gore bir Killing vektor alani ise o

zaman M iizerinde degme yap1 K-degme yapis1 ve M ye de K-degme manifoldu ad1 verilir

[5].

Onerme 1.4.1: Bir degme metrik manifoldu M olsun. O zaman M bir K-degme manifoldu
olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Vxé=—¢X (1.41)

dir [5].

Teorem 1.4.1: (2m+1)-boyutlu bir Riemann manifoldu M nin bir K-degme manifoldu
olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki kosullarin saglanmasidir.

i-) M bir £birim Killing vektor alanina sahiptir.
ii-) M nin her bir noktasinda £ y1 kapsayan diizlem kesitleri icin kesitsel egriligi 1

e esittir [5].

15
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2. KENMOTSU MANIFOLDLAR

Tamm 2.1: M bir (n=2m+1)—boyutlu hemen hemen degme metrik manifoldu
olsun. M fiizerinde

(Vx@)Y = 9(#X,Y)s —n(Y)¢X 2.1
esitligi var ise M ye bir Kenmotsu manifold adi verilir. Burada V, g Riemann metrigine

gore Levi-Civita koneksiyonudur [6].

Onerme 2.1: Bir M Kenmotsu manifoldu igin (2.1) den asagidaki esitlikler gecerlidir [6].
Vye=X-n(X)s, (2.2)
(VxmY =g(X,Y)=n(X)n(Y)
Onerme 2.2: Bir M Kenmotsu manifoldunda R Riemann egrilik tensorii olmak iizere
R(X,Y)E = n(X)Y =n(Y)X (2.3)
dir [6].
Teorem 2.1: M bir (2m+1)—boyutlu Kenmotsu manifold ve M iizerinde Riemann
egrilik tensorii R olsun. Bu durumda
R(S, X)Y =-g(X,Y)g—n(Y)X (24)
dir [6].
Sonu¢ 2.1: M bir Kenmotsu manifold olsun. (2.4) denkleminden her X,Y,Z vektor
alanlari i¢in
n(R(X,Y)Z =g(X,Z)n(Y)—-9(Y,2)n(X)
dir [6].
Sonug 2.2: M bir Kenmotsu manifold olsun. (2.4) denkleminden her X vektor alani igin
RS, X)¢ = X =n(X)g (2.5)
dir [6].
Sonu¢ 2.3: M bir (N =2m +1) —boyutlu Kenmotsu manifold olsun. M nin Ricci tensorii
S ve Ricci operatoriic Q olmak tizere
S(X,8) =(1-mn(X) (2.6)
ve
Qé=(1-n) 2.7
dir [6].



3. KENMOTSU MANIiFOLDLARDA BAZI EGRILiK SARTLARI

Bu boliimde Kenmotsu manifoldlar {izerinde saglanan bazi egrilik sartlarin1 verecegiz.

Teorem 3.1: M>™' (n=2m+1)—boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M iizerinde

R(&, X)-S =0 olmasi igin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasidir.

Ispat: VX,U,W € y(M)igin M iizerinde R(&, X)-S =0 sart1 saglansin. O zaman (1.16)
dan

(RS, X)-S)U,W) =R(&, X)S(U,W)-S(R(S, X)U,W)-SU,R(S, X)W)=0 (3.1)
elde ederiz. (3.1) den

(R(&, X)-S)U,W) ==S(R(s, X)U,W) =SU,R(5, X)W) =0

yazariz. Dolayisiyla

S(R(S, X)U,W) +S(U,R(S, X)W) =0 (3.2)
elde edilir. Boylece (2.4) kullanilarak

S(R(S, X)U,W) =S(nU)X —g(X,U)5,W)
=n(U)S(X, W) —g(X,U)S(c,W)
=nU)S(X, W) +(n-DnW)g(X,U) (3.3)

SU,R(S, X)W) =SU,nW)X —g(X,W)5)
=nW)SU, X)-g(X,W)S(U,?)
=nW)SU, X)+(n-DnU)g(X,W) (3.4)

Ve

esitlikleri elde edilir. (3.3) ve (3.4) esitliklerini (3.2) de yerine yazip, (2.6) denkleminide
kullanirsak

nU)S(X,W)+(n=DrW)g(X,U)+nW)SU, X) +(n-DnU)g(X,W)=0
elde ederiz. Bu denklemde U = & alirsak

S(X,W) +(n=DnW)n(X) —(n=Dr(X)nW) +(n-1)g(X,W)=0

bulunur. Bu denklemi diizenlersek

S(X,W)=~(n-1)g(x,w)

esitligini buluruz. Dolayisiyla M manifoldu bir Einstein manifolddur.

Tersine M bir Einstein manifold ise

R(&,X)-S=0

oldugu kolayca gortiliir.



Teorem 3.2: M>™' (n=2m+1)—boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M iizerinde
R(&, X)- P =0 olmasi igin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasidir.

Ispat: VX ,U,W,Z € y(M)icin M iizerinde R(&,X)-P =0 sarti saglansin. O zaman
(1.16) dan

(R(&, X)-P)YUW)Z =R(&, X)PU,W)Z - P(R(&, X)U,W)Z
-PU,R(&, X)W)Z -PUW)R(&,X)Z =0 (3.5)

dir. Bu denklemi diizenlersek

R(&, X)PU,W)Z — P(R(E, X)U,W)Z — P(U,R(E, X)W)Z - PU,W)R(E, X)Z =0

(3.6)
dir. (1.10) denkleminden

R(&, X)RU,W)Z —ﬁ[S(\N,Z)U —S(U,ZW])

—R(R(&, XU,W)Z + ﬁ[S(W,Z)R(f,X)U —S(R(&, X)U,Z)W |
—R(U,R(& X)W)Z + ﬁ[S(R(g,X)W,Z)U —S(U,Z)R(&, X)W ]

-RUW)R(&, X)Z + %[S(\N, R(&, X)Z)U —S(U,R(¢, X)Z)W] =0
n —
elde ederiz. Bu denklemde gerekli diizenlemeler yapilinca

R(&, X)(RU,W)Z —ﬁS(\N,Z)R(f,X)U +ﬁS(U,Z)R(§,X)W
- R(R(&, XU ,W)Z + ﬁS(\N,Z)R@, X\ —ﬁS(R(f, X\, Z)\W

-RU,R(&, X)W)Z + ﬁS(R(ﬁ,X)W,Z)U —ﬁS(U,Z)R(é’,X)W
-RU,W)R(&, X)Z + ﬁS(\N,R(f,X)Z)U —ﬁS(U,R(f,X)Z)W =0

elde edilir. Son denklemde gerekli sadelestirmeler yaparsak
R(S, X)(RU,W)Z —R(R(&, X)U,W)Z —RU,R(S, X)W)Z —RU,W)R(S, X)Z

—LS(R(f, XU, Z2)W +LS(R(§, X)W, Z)J
n-1 n-1

+ﬁS(W,R(§,X)Z)U —ﬁS(U,R(cf,X)Z)W =0 (3.7)

dir.
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Simdi (3.7)da U =¢& alalim.

R XO(R(EW)Z — R(R(E X)EW)Z — RE R(E X W)Z - REW)R(E, X)Z
- sreE e zw + L sReE XW,2)¢
n-1 n-1
+ﬁ8(\N,R(f,X)Z)ﬁ—ﬁS(f,R(ﬁ,X)Z)W =0 (3.8)

dir. (3.8) esitliginin her iki tarafim & ile i¢ ¢arpim uygularsak

g(R(S, X)(R(S,W)Z,¢) = (R(R(S, X)s,W)Z,S) — 9(R(S,R(S, X)W)Z, S)

—9(R(EW)R(S, X)Z,8) —ﬁS(R(é X)s,2)gW,s)

F L S(REXW.2)GE,E) + - SWLR(E X)2)9EE)
_ﬁS(g,R(f,X)Z)g(W,éFO )

dir. Boylece (3.9) deki esitlikleri ayr1 ayr hesaplarsak

g(R(E XIREW)Z,8) = gR(E Xz W - g(Z,W)¢] £)
=g(n(Z)R(E, X W - g(Z.W)R(£, X )&, 8)
=n(Z)g(R(&, X W, & ~g(Z,W)g(R(&, X )&, &)
=7(Z)g(R(&, X W, &)

=n(Z)g(rW)X - g(X . W)&,¢)

=n(Z)nW)g(X.&)-n(Z)g(X.W)g(£.¢)

=n(Z W n(X)-n(Z)g(X.W), (3.10)

g(R(R(E, X)W )Z,&) = -g(R(R(E, X )e,W )£, Z)
=—g(@(R(E X)EW —nW)R(E, X )&, 2)



=g(n(W)R(. X )¢.2)
=n(W)g(R(£, X ), 2)
-nW)g(R(&, X)Z.£)
~nW)g(r(2)x -g(x.2).¢)
=—nWn(Z)p(X)+g(X,Z)pW), (3.11)

9(R(&,R(E, X W)Z,5)=g(n(Z)R(E, X W —g(R(&, X W, Z)z, &)

n(Z)g(R(E X W, &)-g(R(E, X W,2Z)

7(Z W )p(X )= g(X.W)]- (W )g(X,Z)+ g(X. W )r(Z)
=n(Z)nW )n(X) - g(X.W)n(Z)- (X, Z)7(W )+ g(X.W )(2)

=n(Z)nW )n(X)-g(X,Z )W), (3.12)

g(R(EW)R(E X)Z,8)= g(R(EW Jin(Z)X — (2, X )s1.£)
9(7(Z)R(EW)X —g(Z, X)R(EW )é, &)

(R(

(

(2)g(ReW)X,£)-g(Z, X)a(R(&W ). ¢)
(Z)g(R(£.W)X,&)
=n(Z)g(n(X W - gW,X)s.¢)
=n(2)n(X)gW.&)-n(Z)gW. X )g(¢.<)
()

=n(Zn(XnW)-nZ)gW,Xx), (3.13)

=n(Z)g
=n(2)
)

w.
(W

—LS(REXIEZ)IW, E) = —[S(X ~ 705, 2)W)
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1

—TBMZ)UMB@ZMM)

‘

—[S(X,2) = n(X)(=(n - Dn(@2) pW)

._n

—_—

-—ﬂaxa+mIWMMQMM>

=ﬁS(X,Z)f7(W)+77(X)77(Z)77(W),

ﬁS(R(é,X)W,Z)g(é’,é) =$[5(77(W)X —g(X,W)¢,2)]

‘ -

[7W)S(X,Z) - g(X.W)S(¢,2)]

._n

n

—

—[nW)S(X,2) ~ g(X,W)(~(n - (Z)]

b—‘ ‘

‘ -

—[7W)S(X,Z) +(n=Dg(X,.W)n(2)]

>
)—A

_ ﬁn(w)S(x,Z) +g(X.W)n(2),

ﬁs(\N,R(f,X)Z)g(f,f) =ﬁ[S(WJ7(Z)X -9(X,2)9)]

‘

—[n@)sw,X)-g(X,Z)sW,&)]

._n

—_—

—[1(Z)SW, X) - g(X,Z)(=(n = 1)r(W)]

ﬁ—‘ ‘

‘ -

—[n@)sW, X)+(n-Dg(X,Z)nW)]

._n

:ﬁn(Z)S(\N, X)+9(X,Z)nW),

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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—LS(EREXIZ)IW,E) = —[SENZ)X - 9(X, 2)OhW)

n-1

[7(Z)5(,X) - 9(X,Z)S(&,£) W)

1
n-1
— @)= 1) - (X Z) = () W)

_ ﬁ(_(n D)X )W) +$(n —Da(X,Z)n(&)nW)

=—n(Z2)n(XmW)+nW)g(X,2), (3.17)

elde ederiz. (3.10) - (3.17) esitlikleri (3.9) da yerine yazarsak

(2 )W n(X)=n(Z)g (X W)+ W )n(Z)n(X)-g(X, Z)y(W)
=n(Z W n(X)+ 9(X,.Z}nW) = (2 (X oW )+ (2 )aW, X)
—ﬁS(x,ZMON)—n(X)n(ZM(W) +ﬁn(w)5(x,2)+ 9(X.W)n(Z)

+ﬁn(Z)S(W,X)+ g(X, 2)nW) +n(Z2)n(X)nW)-nW)g(X,Z) =0

dir. Béylece son denklemden

M(ZNgW, X) +—n@Z)SW, X)) =0 (3.18)

elde edilir. 77(Z)# 0 oldugundan,

g, X) +——-SW,X) =0

veya

SW,X) =—~(n-1)gW,X)

dir. DolayistylaM manifoldu bir Einstein manifolddur.
Tersine M bir Einstein manifold ise

R(&,X)-P=0

oldugu goriiliir.
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Teorem 3.3: M*™' (n=2m+1)—boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M iizerinde
P(&, X)-R =0 olmasi igin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasidir.

Ispat: VX,U,W,Z € y(M)igin M iizerinde P(&,X)-R =0 sart1 saglansin. (1.16) dan

(P&, X)-RUW)Z =P, X)RU,W)Z —R(P(&, X)U,W)Z
-RWU,P(&, X)W)Z-RU,W)P(&,X)Z=0 (3.19)
yazabiliriz. Boylece (3.19) denklemini

P&, X)RUW)Z -R(P(&, X)U,W)Z —PU,R(&, X)W)Z -PU,W)R(&,X)Z =0

(3.20)
seklinde yazabiliriz. (1.10) denkleminden

P(, X)RU,W)Z —R(R(¢g, X)U —ﬁ[S(X,U)é =S(6,U)X],W)Z

-RU,R(&, X)W —ﬁ[S(X,W)é‘—S(f,W)X])Z -PUW)R(,X)Z =0 (3.21)

elde edilir. (3.21) denklemini diizenlersek

R(&, X)RU,W)Z —ﬁ[S(X,R(U W)Z)E - S(E,RU,W)Z)X]
~R(R(g, X)U —ﬁ[S(X,U)é— S(GU)XIW)HZ —RU,R(g, X)W

- LSOO -SEW)XI)Z - RUW)RE X)Z

- [S(X,2)¢ - S(§, 2K} =0 (322

elde ederiz. Bu denklemi de diizenlersek

R, X)RU,W)Z —ﬁS(X, RU,W)Z)¢& +ﬁ8(§, RU,W)Z)X

-R(R(&, X)U,W)Z +ﬁS(X,U)R(§,W)Z —ﬁS(f,U)R(X,W)Z

-RU,R(&, X)W)Z +ﬁ[S(X,W)R(U,§)Z —ﬁS(&W)R(U , X)L
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~RU,W){R(&, X)Z +ﬁ[S(X,Z)R(U,W)§—ﬁS(f,Z)R(U WIX =0 (3.23)

ifadesi elde edilir. (3.23) de U = Z = & alalim. Bu durumda

R(S, X)R(5, W) —ﬁS(X,R(é,W)§)§+ﬁS(§, R(S,W)S)X
—R(R(&, X)s,W)g +ﬁ5(X,§)R(§,W)§ —ﬁS(g,g)R(x WS

—R(S,R(S, X)W)g +ﬁ[S(X,W)R(§, 95 —ﬁS(ﬁ,W)R(f, X)g

- REW)REX)E +—[SOGOREW)E - SEHREW)X (3.24)

dir. (2.3), (2,5), (2.6) esitliklerini (3.24) de kullanirsak

R(g, X)W —UON)f)—ﬁS(X,W —77(W)cf)cf+ﬁ5(cf,w —n(W)e) X

—R(X =n(X)g,W)¢g Jrﬁ(—(n =Dn(X)W —nW)<) —ﬁ(—(n =Dn(E)R(X.W)g

= (RS, X)W =7n(R(g, X)W)5) +ﬁ(—(n = D)n(X)nW)
—ﬁ(—(n = DnW)X =n(X)g) = R(S,W)(X =7(X)3)

1 1
+E(—(n =D (X)W —n(W)3) —E(—(n —DR(EW)X =0 (3.25)
bulunur. (3.25) de gerekli hesaplamalar yapilirsa

R(EXOW —7W)R(E X)E =L pW)IS(X,£) +——S(XW)&
+ﬁn(w)x.8(§,§) —ﬁsg,mx ~OOREW)E = ROXGW)E — (X)W )E

= (XMW +R(X,W)g = R(&, X)W +77(R(c, XW)g —n(X)nW) +nW)X
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—nW)n(X)§ —R(EW)X +1(X) R(EW)E — n(XW +nW)n(X)S
+R(EW)X =0 (3.26)

ifadesi elde edilir. (2.4), (2.5), (2.6) ve (2.7) esitliklerini (3.26) de kullanirsak
1
R(S, X)W =W)X +nW)n(X)S +77(W)77(X)+HS(X,W)§

—nW)X + W)X +n(XW +n(X)nW)S — R(X,W)E —n(X)nW)SE

= (X)W +R(X,W)G = R(, XW +7(W) X + g(X,W)g —n(X)nW)
—n(X)nW)g

—R(EW)X +7(XOW =n(X)nW)G —n(XIW +n(X)nW)$ +R(S,W)X =0 (3.27)
bulunur. (3.27) da sadelestirmeler yapilirsa

ﬁS(X,W)§+g(X,W)§=O (3.28)

elde ederiz. (3.28) denklemine & ile i¢ garpim uygularsak
1
_IS(Xaw) + g(X,W) =0
n -
veya
S(X,W) =—(n-1g(X,W) (3.29)
elde edilir. Dolayistyla M manifoldu bir Einstein manifolddur.

Tersine M bir Einstein manifold ise

P&, X)-R=0

saglanir.

Teorem 3.4: M’™' (2m+1)—boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M iizerinde
P(&,X)-S =0 olmasi igin gerek ve yeter sart M nin bir Einstein manifoldu olmasidir.

Ispat: VX U W € 7(M)igin M iizerinde P(&,X)-S =0 sarti saglansm. O zaman
(1.16) dan
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(P(g, X)-S)U,W) =P(s, X)SU,W) = S(P(s, X)U,W) - SU,P(5, X)W) =0

(3.30)
yazilir. Bu denklemden de
(P(S, X)S)U,W) =-S(P(, X)U,W)-S(U,P(S, X)W) (331
elde edilir. (3.31) esitligi
S(P(&, X)UW)+SU,P(&, X)W)=0 (3.32)

seklinde yazilabilir. (3.32) denklemini hesaplarsak

S(P(c, X )U,W)+S(U,P(5, X )W) =S(R(g, X)U — ﬁ [S(X,U)e

- S(&U)XTW)H)+SU,R(E, X)W)
—ﬁ[S(x,W)f—S(f,W)XD

=S(R(s, X)U,W)-ﬁ S(X,U)S(5,W)

+$ S(EUIS(X,W)  +S(U,R(E XOW)

—ﬁ S(X,W)S(U,§)+ﬁ S(EW)SU,X) =0
dir. Buradan
S(R(E, X)U,W)+S(U,R(E, X W) =0 (3.33)
dir. (3.33) de U=¢ alalim. O halde
S(R(S, X)&W)+ S(&,R(S, X)W)=0 (3.34)
elde ederiz. (3.34) deki terimleri hesaplarsak
S(R(E, X)&,W)=S(X —n(X)&,W)
=S(X,W) —n(X)S(S,W)
=S(X,W) —n(X) (=(n—DnW))

=S(X,W)+(n=1) n(X) n(W) (3.35)

Ve



S(&,R(E, XIW)=5(S,nW)X —g(X, W) &)

=nW) S(£,X) —g(X,W) S(£,9)

=nW) S(£,X) —g(X,W) (=(n-Dn(£))

=nW) S(&, X)+(n-1) g(X,W)

=nW) [-(n=Dr(X)]+(n-1) g(X,W) (3.36)
elde edilir. (3.35) ve (3.36) esitliklerini (3.34) esitliginde yerine yazarsak

S(X,W)+(n=1) n(X) n(W) —(n=1) n(X) n(W)+(n-1) g(X,W) =0

elde ederiz. Buradan da

S(X,\W)=—-(n-1) g(X,W)

bulunur. Dolayistyla M manifoldu bir Einstein manifolddur.

Tersine M bir Einstein manifold ise

P&, X)-S=0

esitligi saglanir.

Teorem 3.5:M°™' (2m+1)—boyutlu bir Kenmotsu manifoldu olsun. M iizerinde

R(&,X)-R =0 sart1 saglandiginda manifold S*™"' (1) kiiresine lokal olarak izometriktir.

Ispat: YX,U,W,Z € y(M)igin M iizerinde R(&,X)-R=0 sart1 saglansm. O zaman
(1.16) dan

(R(E, X)-R)(U,W)Z =R(&, X)R(U,W)Z — R(R(&, X U,W)Z
~R(U,R(& XW)Z —RU,W)R(E, X)Z =0 (3.37)

ve bu denklemden de

R(&, X)RUW)Z —R(R(&E XU W)YZ —RU,R(E, XW)Z -RU,W)R(E, X)Z =0
(3.38)
elde ederiz. (3.38) da U = ¢ alalim. Bu durumda

R(S, X)R(S,W)Z =R(R(&, X)g,W)Z —R(&,R(5, X)W)Z —R(S,W)R(5, X)Z =0
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(3.39)
dir. (3.39) daki terimleri hesaplarsak

R(S, XIR(G,W)Z = R(g, X)(1(Z)W —g(W,Z)3)
=1(2)R(S, X)W —gW,Z)R(5, X)g
= () (W)X =g(X,W)5) —gW,Z)(X =n(X)s)

=n(Z)nW)X —n(Z)g(X,W)& - gW,Z)X +n(X)gW,2)¢,
(3.40)

R(R(E X)EW)Z = R(X —7(X)EW)Z
= R(X,W)Z —n(X)R(E,W)Z
= RIX,W)Z = (X)((Z)W - gW, Z)&)
= ROX,W)Z —(X)n(Z)W +7(X)gW, 2)¢E, (3.41)

R(S,R(, X)W)Z =R(s,n(W)X —g(X,W)5)Z
=nW)R(S, X)Z = g(X,W)R(¢,5)Z
=nW)(n(2)X - 9(X,2)5)
=nW)n(2)X —nW)g(X,2)s, (3.42)

R(S,W)R(S, X)Z = R(S,W)(17(2)X = 9(X,2)S)
=1(Z)R(S,W)X —g(X,Z)R(c, W)
= ()XW = gW, X)&) = g(X, Z)W —n(W)S)
=1(Z)n(XW =n(Z)gW, X)g = g(X,Z)W +nW)g(X,Z)s

(3.43)
elde ederiz. (3.40)-(3.43) esitlikleri (3.39) da yerine yazilirsa
n(Z)nW)X —=n(2)g(X,W)¢ —gW,Z)X +n(X)gW,Z)s —R(X,W)Z
+n(X)n(ZW =n(X)gW,Z)g —nW)n(Z)X +nW)g(X,Z2)¢ —n(Z)n(X)W
+1(2)gW, X)S +9(X,Z)W —n(W)g(X,Z)¢ =0 (3.44)

dir.
(3.44) de gerekli sadelestirilmeler yapilirsa
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R(X,W)Z = gW,Z)X —g(X,Z)W

S 2m+1

bulunur. Dolayistyla M manifoldu (1) kiiresine lokal olarak izometriktir.

Teorem 3.6: M’™' (2m+1)—boyutlu Kenmotsu manifoldu olsun. M iizerinde

Z (f,X)ZN =0 sarti saglandiginda manifold negatif skaler egrilikli bir manifold veya

S*™!(1) kiiresine lokal olarak izometriktir.

Ispat: VX,Y,U,W € y(M)igin M iizerinde Z(f,X)ZN =0 sarti1 saglansin. O zaman
(1.16) dan

(Z(E,X)-Z)YUW = Z (& X)Z(Y,UW - Z(Z(& X)Y U)W
—Z(Y,Z(E, XU = Z (Y, U)Z(EXW =0 (3.45)
dir. (1.12) denkleminden
T

Z(s, X)(R(Y, U)W T memiD) [9U. W)Y —g(¥Y,W)U])

T

—(R(Z(&, XY, UW - [GU,W)Z(E,X)Y = g(Z(&,X)Y,W)U])

2m(2m+1)
~ ’Z’ ~ ~
—(R(Y,Z(S, X)U)W —m[g(z(é,X)U,W)Y —9(Y,W)Z(5,X)U])
= T
—Z(Y,U)R(S, X)W —M[Q(X,W)cf—g(f,w)x])—o (3.46)

yazilir. Boylece

Z(EXORY,UW - ————— gU,W)Z (& X)Y + ———— g(¥,W)Z (&, XU

2m(2m+1) 2m(2m+1)

~ T ~
-R(Z (&, X)Y, U)W +m guUW)Z(&, X)Y

T

T oamemeD 9(Z(&, X)Y, W)U —R(Y,Z(5, X)U)W

L g(Z(& XU WY ———

" 2m2m+1) 2m2m+1) gv.Whz(e. XU

T

~ZOGUREXW oo

g(X,W)Z(Y,U)é
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T

“Smemal) g(EW)Z(Y,U)X =0 (3.47)

elde edilir. (3.47) de gerekli sadelestirmeler yapilir ve Y = & alinirsa

Z(EXIREUW —R(Z(&,X)EUW —2; 9(Z (& X)EW)U
m(2m+1)

~R(&Z(E, X)W +2; 9(Z(E XU W)HE = Z(E,UIR(E, X W
m2m+1)

v > T ~
+m g(X,W)Z(&,U)¢ “omemiD g(EW)Z(E,U)X =0 (3.48)

elde edilir. (3.48) denklemini ayr ayr1 hesaplayalim

~ T
Z(g, X)R(G,UW = R(g, X)R(c, U)W T omemeD [9(X,R(&,UW)g

= 9(S,R(S,UW)X]

T
= R(g, X)R(c,UW T omemeD 9(X,R(EUW)G

T

T omem+1) 9(& R(EUW)X

= R(S, X)(nW)U —g(U,W)3) —m g(X,n(W)HU —g(U,W)S)g

m 9(&,nW)HU —gU,W)E) X

=n(W)R(S, X)U = R(&, X)g(U,W)s) —m nW)g(X,U)g

[ T
*omam sy S0CIUINNE £ W)GEU)X

.
2m(2m+1)

=nW)nU)X —nW)g(xX,U)s —gU,W)X +n(X)gU,W)g

9(¢,9(U W)X

m nW)g(X,U)¢é + m n(X)gU,W)¢&
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‘ T
mem+ ) X ————g(U,W)X _
HomamiD nW)nU) mam+ D) gu W)X, (3.49)

RIZ(£,X)EUMW = R(R(E, X)é —m[g(xaf)e‘—g(f,f)x]ﬂ)w

= R(X =n(X)g —m [7(X)e = XL,UW

. _ _ T
= ROGUW —n(X)R(5, U)W —2m(2m+l)ﬂ(X)R(§,U)W

T

+———R(X,UW
2m(2m+1)

= RX,UW =n(X)nW)HU +n(X)gU, W) —m n(X)nW)J

n(X)gU,W)é& +2; ROX,UW , (3.50)

-
+—
2m2m+1) m2m+1)

9(Z(EX)EW = g(R(E, X)E —m [9(X,8)e ~a(,8) X ],W)U

T
=9(R(5, X)g, W)U T omemaD [7(X)¢ = X],W)U

_ B _ T
= g(X =n(X)g,W)U memel) n(X)g(s, W)U

T

— g(X,W)U
+2m(2m+1) o )

. _ _ T
= g(X,WHU =n(X)nW)HU —Zm(ZmH)U(X)U(\N)U

T

———— g(X,W)U 3.51
+2m(2m+1) g(X, W)U, (3.51)

R(&,Z(E,X)UW = R(E,R(E X)U —%[Q(X,U)é—g(é,U)X])W
m2m+1)

. . T
=R(S,R(g, X)U)W mama [9(X,UR(E, W
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T

+m 9(S,U)R(E, X)W

=R(&,7U)X -g(X,U)HW +2; nU)nW)X —g(X,W)3)
m(2m+1)

=nU)R(S, XYW = g(X,U)R(s, W +2; nU)nW)X
m2m+1)

;
T omemel) nU)g(X,W)é&

=nU)nW)X —nU)g(X,W)g +2; nU)nW)x
m(2m+1)

T

—m nU)g(X,W)¢, (3.52)

9(Z (& X)U,W)E = g(R(E, XU —2; [9(X,U)S -g(&,U)XLW)E
m2m+1)

=9g(R(5, XU, W)g —m g(X,U)g(s.W)g

T
+m nU)g(X,W)¢&

=g(U)X -g(X,U)g, W) —m nW)g(X,U)g

T
+m nU)g(X,W)¢&

T

=nU)g(X,W)& —nW)g(X,U)$ T omema nW)g(X,U)s
T
+m nU)g(X,W)g, (3.53)
Z(EUIRE XW =R(EU)R(E, X W —%[g(U,R(f,X)W)f
m(2m+1)

= 9(s,R(s, X) W)U ]
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=R(&,U)nW)X —g(X,W)<) —m [9U.n(W)X

—9(X,W)e)g —g(s,nW)X —g(X, W)U ]

=nW)HR(S,U)X —g(X,W)R(,U)g —m nW)HgU, X)g

T T
+m g(X,W)gU,$)¢ +m 9(&, XU

T
2m(2m+1)

=nW)n(X)U —nW)gU, X)¢ —g(X,W)U +nU)g(X,W)g

g(X,W)g(s,o

W nW)gU, X)¢é + m nU)g(X,W)¢&

T

m nW)n(X)J T omem+l) g(X,W)U, (3.54)

gXW)HZ(EU)E = g(XW)(R(E,U)E —m [9U.S)e-a(5.U])

= g(X,W)U —nU)g —m [7U)s-U])

= g(X,WHU —nU)g(X,W)g —m nU)g(X,W)g

T

———— g(X,W)U 3.
omamaD g(X,W)u, (3.55)

GEW)Z(EU)X = g(EW)(R(E,U)X —%[Q(U,X)f—g(f,X)U])
m(2m+1)

=nW)(n(XHU —gU, X)g —m[g(U,X)é—n(X)U])

=n(W)n(XU —nW)gU, X)¢& —m nW)gU, X)¢&
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W nW)n(XoJ , (3.56)

elde ederiz. (3.49)-(3.56) esitlikleri (3.48) de yerine yazilirsa

r

nW)nU)X —nW)g(X,U)s —gU W)X +n(X)gU,W)g -

2m(2m+1)
T
U(\N)Q(X,U)SEerU(X)Q(U,W)SE mﬂ(\/\/)ﬂ(u)x
—2; gUW)X =R(X,UW +n(X)nW)HU —n(X)gU,W)&
m(2m+1)
T T
+m n(X)nW)Hu T oamemil) n(X)gU,W)¢
T T
—m R(X,U)W —m g(X,W)U T)ﬂ( nWHU
T 2 T 2
+(m) n(X)nW)Hu —(m) g(X, W)U
T
—nU)nW)X +nU)g(X,W)<E —m nU)nW)X m
T
n(U)g(X,W)§+mn(U)g( W)HE — mﬂ(\/\/)g(x U)E
(m) nW)g(X,U)¢é + (m) nU)g(X,W)¢& —n(W)n(X)U
+nW)gU, X)$ +g(X,W)HU —nU)g(X,W)SE + mﬂ(w)g(u , X)&
T T T
—mﬂ(u)g(xaw)f—mﬂ(w)ﬂ( )Y +mg(X,W)U
T T T 2
+m g(X, W)U —mﬂ(u)g(xaw)f —(m)
T
nU)g(X,W)¢& + (?) g(X, W)U m
XJ+———— U, X _ U, X
nW)n(X) o (2 )77(W)9( )S + ( mem )) nW)gU, X)¢&
(m) nW)Hn(X)U =0 (3.57)

elde edilir. (3.57) de gerekli sadelestirmeler yapilirsa

T —
(m+l) (ROX,3UW — g(XWHU +gU,W)X)=0



dir. Bu durumda ya
T=-2m(2m+1)
ya da
R(X,UW =g(X,W)U —gU,W)X

dir. Birinci durumda M negatif skaler egrilikli bir manifolddur. ikinci durumda M

S*™!(1) kiresine lokal olarak izometriktir.
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