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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. ilk boliim teze kisa bir giristir. Boliim iki gruplar
tizerinde tammlanmis ¢aprazlanmis modiiller ve GAP uygulamalan ile birlikte bu kategoriye
denk olan cat'-gruplar kategorisini igermektedir. Ayrica bu boliim, geri ¢ekme gaprazlanmus
modiil ve geri gekme cat'-grup kavramlarini da igermektedir. Boliim ii¢ Lie cebirleri, Lie braketi
ve uygulamalan ile birlikte Lie cebirlerinin GAP uygulamalarini ve bu cebirler {izerinde
tanimlanmis Lie ¢aprazlanmis modiil ve cat'-Lie cebir kavramlarini da icermektedir. Boliim dort
geri cekme Lie caprazlannms modiil ve denk kategorisi geri cekme cat'-Lie cebir kategorisini

icermektedir.

Anahtar Kelimeler : Cat'-gruplar, Caprazlanmus Modiiller, Lie cebir, Geri cekme
Caprazlanmis Modiiller, Geri ¢gekme cat'-gruplar, Geri gekme cat'-Lie cebir, GAP.
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SUMMARY

This thesis consists of four chapters. First chapter is a short introduction to the thesis.
Chapter two includes crossed modules, crossed modules morphisms, examples of crossed
modules, application method of crossed modules to the computer using the computer
programme GAP (Group Algorithm and Programming) and application examples. This chapter
also includes pullback crossed modules and pullback cat'-groups. Chapter 3 includes the
notation of Lie algebra, Lie algebra bracket and GAP applications of Lie algebra. Crossed
modules of Lie algebras and cat'-Lie algebra is also presented in this chapter. Chapter 4

contains the notion of pullback crossed module of Lie algebras and pullback cat'-Lie algebras.

Key Words : Cat'-groups, Crossed modules, Lie algebra, Pullback crossed modules, Pullback
cat'-groups, Pullback cat'-Lie algebra, GAP.
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SIMGELER DiZiNi

Simgeler Aciklama

o< Yari-direkt carpim

XMOD Caprazlanmis Modiil Kategorisi

X Caprazlanmig Modiil

0 Caprazlanmig Modiil homomorfizmi

1(X) Geri ¢ekme (Pullback) Caprazlanmis Modiil

9o Geri ¢ekme (Pullback) Caprazlanmis Modiil homomorfizmi

CAT Cat'-Gruplar Kategorisi

C Cat'-Grup

17 (C) Geri gekme (Pullback) Cat'-Gruplar

ht e Cat'-Grubun baslangic, bitis ve gomme homomorfizmleri

B e Geri ¢ekme (Pullback) Cat'-Grubun baslangig, bitis ve gomme
homomorfizmleri

Ker h, Kert Baslangi¢ ve bitis homomorfizmlerinin ¢ekirdegi

(5, p) Caprazlanmis Modiil ve Catl-Grup Morfizm cifti



1. GIRIS

Whitehead tarafindan 1949 yilinda tanimlanan g¢aprazlanmis modiiller [23] bir ¢ok
matematik¢i tarafindan kullanilmistir. Caprazlanmis modiiller 6zellikle K-teoride, kategori
teoride, gruplarda ve cebirler iizerinde ¢esitli uygulama alanlari bulmustur. Bu uygulama
alanlar1 matematiksel bir ¢ok sonug vermekle birlikte son zamanlarda bilgisayar uygulamalarina
da konu olmustur. Bu uygulamalarin basinda ¢aprazlanmis modiiller kategorisinin
hesaplanabilirligi gelmektedir bir diger kategoriksel uygulamasi ise geri ¢ekme (Pullback)
Caprazlanmig Modiillerdir [10].

Whitehead’in ¢aprazlanmis modiil tanimlamasinin en énemli uygulamalarindan biri ise
Loday [20] tarafindan 1982°de verilmistir. Loday cat'-gruplar tanimimi vermis ve bu tanimla-
madan olusturdugu kategorinin ¢aprazlanmis modiiller kategorisine denk oldugunu gostermistir.
Bu gosterimle denk olan kategoriyi Loday 1-cat-grup olarak tanimlamistir. Daha sonra Loday
ve Brown, bu tanimlanan kategoriyi cat'-gruplar kategorisi olarak yeniden yapilandirmuslardr.
Bu denk kategorilerin kullanilmasi sonucu elde edilen en yeni Ornekler ise Alp tarafindan
tanimlanan Pullback cat'-gruplar [2] ve Induced cat'-gruplar [6] dir. Benzer bigimde, Actor ve
Whitehead cat'-gruplar [5], cat'-gruplarn 6zel durumlari [4] ve bilinen kiigiik dereceden
gruplarm cat'-gruplarinin  siralanmasi  [11] verilerek denk kategori olan cat'-gruplar
orneklendirilmistir. Yine; ¢aprazlanmis modiiller kategorisi, denk olan cat'-gruplar kategorisi
ve denk simplisel gruplar kategorisi i¢in onemli uygulamalardan biri ise bu denk kategorilerin
bilgisayar ortamina aktarilarak hesaplanabilir hale getirilmesidir. Bu islem 1997 yilinda Alp
tarafindan [1] yapilmis olup hesaplamalarda GAP [21] programi kullamilmustir.  GAP
programimin kullamlmasimin nedenleri ve ¢aprazlanmis modiiller kategorisi ile cat'-gruplarmn

hesaplanmasinin nedenleri asagidaki gibi siralanabilir.
Caprazlanmis modiiller kategorisinin hesaplanabilir duruma getirilmesi halinde,

e Caprazlanmis modiillerdeki 6rneklerin olusturulmasimi kolaylastiracak ve bilinen

teoriler arasindaki iligkiler daha rahat kurulacaktir.
® Caprazlanmis modiiller iki boyutlu gruplar olarak disiiniilebilir.

® Caprazlanmis modiillerden bakildiginda grup teorideki bazi noktalar daha detayl

goriilebilir.

e Caprazlanmis modiiller ¢ift groupoidler icin temel teskil edecek konuma sahip

olacaktir [17].



Yukarida kisa bir tarihgesini verdigimiz ¢aprazlannms modiiller kategorisi, cat'-gruplar
kategorisi ve GAP programi bu ¢alismanin olusmasina ve GAP programinda heniiz bulunmayan

Lie cebirlerin incelenmesine neden olmustur.

Caprazlanmis modillerde ele aliman gruplar yerine Lie-cebir alinabilirligini
inceleyebilmek i¢in ve GAP uygulamasina kaynak olusturabilmek i¢in bu ¢alisma
hazirlanmigtir.  Gruplar tizerinde tanimli ¢aprazlannmus Modiiller ile Lie cebirlerinde
tanimlanmis ¢aprazlanmis modiiller arasindaki en belirgin fark; c¢aprazlanmis modiiller igin
gerekli olan etki ve boundary doniistimiiniin benzerlik gostermesidir. Bu tezde Oncelikle
caprazlanmis modiiller, geri ¢ekme (pullback) caprazlanmig modiiller ve daha sonra da bu

kategorilere denk olan cat'-cebirler ve geri cekme (pullback) cat'-Lie cebirler yer almustir.

Boliim 1, teze giris olarak diisliniilmiis olup, bu boliimde tez igerisinde ele alinan
konularin kisa tarih¢esi de sunulmustur. Bolim 2 de Lie cebirler iizerinde tanimlanan
caprazlanmis modiiller ve cat'-Lie cebirlerin daha kolay anlasilabilmesi i¢in gruplar tizerindeki
temel konular ve bu konularin 6rnekleri yer almaktadir. Daha sonra bu kategorilerin GAP
araciligryla hesaplanmasimi veren GAP program uygulamalari da verilmektedir. Ayrica bu
boliimde, GAP programinin ¢alisma mekanizmasi olan kayit alanlari ¢aprazlanmis modiil,
¢aprazlanmis modiil morfizmleri i¢in olusturulmus ve burada sunulmustur. Yine ¢aprazlanmig
modiil ve ¢aprazlanmis modiil morfizmlerinin hesaplanmasi igin gelistirilen fonksiyonlarmn
bilgisayara uygulama algoritmalarini da bu boliim i¢ermektedir. Yine Lie cebirleri tizerindeki
calismalarimiza temel teskil edecek olan Brown Higgins tarafindan gruplar i¢in tanimlanan
pullback gaprazlanmis modiillerde verilmistir. Benzer sekilde, Loday’in cat'-grup tanimlamasi
[20] ve bilgisayar uygulamalari esnasindaki zorluklar nedeniyle yeniden diizenlenen cat'-grup
tanimlamasi [2] ve aksiyomlar1 da sunuldu. Loday’in cat'-gruplar ve ¢aprazlanmus modiillerin
denkligini gosteren ispat teknigi de bu bolimde verilmistir. Cat'-gruplar ve cat'-grup
morfizmlerinin hesaplanmasi1 ig¢in gelistirilen kayit alanlari, bilgisayar fonksiyonlar1 ve
fonksiyonlarin ¢alistirilmasina iliskin 6rneklerle bu boliimde sunulmustur. Ayrica, kategoriler
arasinda denklik kullanilarak Alp tarafindan tanimlanan pullback cat'-grup tanimlamas: da

verilmistir.

Boliim 3 te Lie cebirleri ve Lie paratezleri hakkinda bazi uygulamalar verildikten sonra
Lie cebir 6rnekleri verilmistir. Lie cebirler lizerinde tanimlanan ¢aprazlanmis modiil, 6rnekleri
ve morfizmleri teorik olarak sunulmustur. Bu kategoriye denk olan cat'-Lie cebirler kavrami ve
¢aprazlanmis modiiller kategorisine denk oldugu bu boliimde sunulmustur. Daha sonra Giirmen

[18] tarafindan degismeli cebirler icin geri ¢ekme geri ¢ekme (pullback) caprazlanmis modiiller



kategorisine denk olan cat'-cebir formunda geri ¢ekme (pullback) cat'-Lie cebir kategorisi

tanimlanarak kategoriler arasindaki denklik gésterilmistir.



2. CAPRAZLANMIS MODULLER

S ve R iki grup olsun. Eger R, S iizerinde bir etki ise s lizerindeki r etkisi 5" seklinde

tammlanir. Eger R S ise R kendisini etkiler denir ve
Rt =r"nn , hneR
seklinde tanimlanir [22].

Tanmm : S ve R bir grup homomorfizmi d:S — R ile birlikte iki grup olsun. Eger R, S
lizerinde bir etki ise R — Aut(S)seklinde bir homomorfizm vardir. X =(d:S — R)

asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bir ¢aprazlanmis modiildiir denir.

CM1) d(s")=r"'9sr, VseS,reR

CM2) 5% =s7'ss’ , Vs,seS
Genellikle 0 ¢aprazlanmis modiiliin Boundary Déniisiimii olarak adlandirilir.
2.1. Caprazlanmis Modiiliin Standart Ornekleri
Ornek2.1.1 . S R grubunun normal alt grubu olmak {izere
0: S—>R
S s
icine homomorfizmi ve

RxS — S
1

(r,s) B> 's=rsr-

etkisini tammlayalim. Bu durumda 0 homomorfizmi "s =rsr~' seklindeki R nin S iizerinde

tanimlanan etkisi ile birlikte bir caprazlanmis modiil yapisi olusturur. Gergekten de;
CM1) a("s)=0a(rsr™")
=0(r)d(s)9(r™")

=rd(s)r”



CM2) s =Yy
= s'ss'”’
seklinde ¢aprazlanmis modiil aksiyomlar1 saglanir.
Ornek 2.1.2 M bir ZG-modiil olmak iizere
0=1: M -G
m= 1,
trivial homomorfizmi ve
GXM - M
(g m)>mé=gm
etki fonksiyonu ile birlikte bir caprazlanmis modiildiir.

CMI1) d(m®)=09d(gm)

=1

_ -1

=g g
=g 'o(m)g

CM2) (m)"" = (m'")
=1m
=m 'mm
=m'mm (M abelyan grup)
Ornek 2.1.3 K bir grup ve
G={f,:K— K;fk(k'):k_lk'k}
kiimesi K nin i¢ otomorfizmlerinin grubu olmak iizere,

0 : K—=G



kv f,

homomorfizmi

GxK - K
(fi- k)= (f, Y =k"'kk
etki fonksiyonu ile birlikte bir caprazlanmis modiildiir.
CM1) I(f,)) =9k 'k k)

=a(k"HYA(kHA(k)

=d(k™)a(k) f,

= f 0(k) £,
CM2) K =(f),
=k'kk
Ornek 2.1.4 15 N->G—250-1

gruplarin bir merkezcil genislemesi olmak iizere

0: G—0

g—d(g)
grup homomorfizmi,

s 0-G

q— s(q)
kesit homomorfizmi yardimiyla tanimlanan

OxG—>G

(9.9) —> g" =s(q)" gs(q)

etki fonksiyonu ile birlikte bir caprazlanmis modiildiir.



CM1) d(g?)=9(s(9) " gs(9))
=d(s(¢)gs(q))
=9(s(¢))9(g)d(s(9))
=q0(g)q

CM2) (g)" =(s(d))" g's(dg)
=5((0g) " )g s(dg)
=5(3(g™))g 5(9g)
=g'gg

Ayrica 0 : G—Q tamoldugundan d(G)=Q dirve

0/9(G)=0/0 ={e}

oldugundan (G,0,d) bir basit bagl gaprazlanmus modiildir.

Yukarida verilmis c¢aprazlanmis modiil ve caprazlanmis modiil 6rnekleri bilgisayar
araciligryla da hesaplanmustir. Bu hesaplamalarda grup teori agisindan ¢ok gii¢lii olan GAP
(Group Algorithm and Programming) programi kullanilmistir. GAP [21] programu,

® Programlama dili kolay ve anlasilir,
® (Cesitli kullanim alanlarina sahip olup grup teorisi i¢in giigli,
® Problemler e-mail araciligiyla tartigilabilir ve licretsiz kullanilabilir,

® Program grup teoride ¢ok biiyiikk bir kiitliphaneye sahip olusu nedeniyle tercih

edilmistir.

GAP programinin kullanilmasinin kolay olusunu ve grup teoride ¢ok giiglii olusunu
asagidaki Orneklerle de gorebiliriz. Asagida kullanilan fonksiyonlar GAP programimin
cekirdeginde olup grupla ilgili islemlerde herkes tarafindan kullanilmaktadir. Bunun igin
asagidaki Ornekler c¢aprazlanmis modiilin  hesaplanmasi esnasinda kullanilan GAP
fonksiyonlarimin daha iyi anlagilmasin saglayacaktir. Burada kullanilan GAP programi GAP3

versiyonudur ve uygulama ornekleri [17] den alinmistir. Burada Group fonksiyonu ile iireteci



verilen grup iiretilmektedir. Groupld fonksiyonu ile elde edilen grubun GAP kiitiiphanesindeki
kayit bilgileri elde edilmekte olup RecFields fonksiyonu ile de grubun iiretilmis kayit alanlart
goriintillenmektedir. GroupHomomorphismByIlmages fonksiyonu bir gruptan diger bir gruba
grup homomorfizmi liretmekte olup IsHomomorphism fonksiyonu da iiretilen homomorfizmin,

homomorfizm olup olmadigini kontrol eder.
gap> G:=Group((1,2,3,4,5)(6,7));
Group( (1,2,3,4,5)(6,7) )
gap> Groupld(G);
rec(
catalogue :=[ 10, 1 |,
size := 10,
names :=[ "10", "2x5" ],
abelianlnvariants :=[2,5])
gap> RecFields(G);

[ "isDomain", "isGroup", "identity", "generators", "operations", "isPermGroup",

nn

"isFinite", "1", "orbit", "transversal", "stabilizer", "isParent", "stabChainOptions", "stabChain",

nn nn nn

"size", "isAbelian", "trivialSubgroup", "derivedSubgroup”, "abelianlnvariants", "groupld" ]
gap> gen:=G.generators;
[(1,2,3,4,5)(6,7) ]
gap> hom:=GroupHomomorphismBylmages(G,G,gen,gen);
GroupHomomorphismByImages( Group( (1,2,3,4,5)(6,7) ),
Group( (1,2,3,4,5)(6,7) ), [ (1,2,3,4,5)(6,7) 1, [ (1,2,3,4,5)(6,7) ] )
gap> RecFields(hom);

[ "isGeneralMapping", "domain", "source", "range", "generators", "genimages",

nn "non; nn

"trivimages", "prelmage", "image", "operations" ]
gap> IsHomomorphism(hom);

true



GAP programinin burada verilen kiiclik bir uygulamasindan sonra c¢aprazlanmis
modiillerin GAP programi araciligiyla hesaplanmasi da burada sunulmustur. Caprazlanmisg
modiilleri hesaplayabilmek i¢in programin bir ortak paketi olan XMOD Alp ve Wensley
tarafindan 1997 yilinda gelistirilmistir [7]. Bu pakette ¢aprazlanmis modiiller kategorisini ve
denk kategorilerin hesaplanmasi igin gelistirilen bilgisayar fonksiyonlar1 yer almaktadir [17]. Bu
fonksiyonlarin daha detayli ve GAP4 uygulamasi1 GAP paketinde yer alan ortak paketten elde
edilebilir.

GAP programu gelistirilen fonksiyonlarin kayit alanlarini kullanarak ¢alisir. Bu nedenle

de caprazlanmms modiillerin bilgisayara uygulanmasi i¢in gelistirilen kayit alan1 asagidaki

gibidir.

Caprazlanmis Modiil Kayit Alanlari
X.source, 0 nin tanim grubu
X.boundary, 0 homomorfizmi
X.range, 0 nin deger grubu
X.aut, S nin otomorfizmlerinin grubu
X.action, R den X.aut a tamimlanan bir homomorfizm
X.isXMod, kontrol fonksiyonu, normalde dogru
X.isDomain, daima dogru
X.operations, XModOps islemlerinin 6zel bir seti
X.name, S ve R isimlerinin birlestirilmesi

1. Bu kayit alanlarin1 elde etmek i¢in asagidaki bilgisayar fonksiyonlar1 gelistirilmis
olup bu fonksiyonlar; XMod, IsXMod, XModPrint fonksiyonlaridir. Ayrica GAP programi
i¢in olusturulmus olan CatlList listesinin kullanilmasiyla da yukarida belirtilen ¢aprazlanmig
modiil kayit alanlari da XModSelect fonksiyonunun kullanilmasiyla elde edilmektedir.
XModSelect fonksiyonu GAP programinda var olan grup kiitliphanesi kullanilarak

olusturulmustur. Bu fonksiyonun kullanim formu,
gap>XModSelect (gpnum,type,norm)

bi¢gimindedir. Bu fonksiyon girdi olarak, GAP kiitiiphanesindeki grup numarasini gpnum,

¢aprazlanmis modiiliin tipini #ype ve sadece conjugation ¢aprazlanmis modiiliin insasinda da R
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deger grubunun normal alt gruplar listesindeki tanim grubunun pozisyonunu belirlemek igin
norm parametrelerini alir. Burada; gpnum Alp tarafindan tiretilen ve GAP kiitiiphanesinde yer
alan CatlList listesindeki numaralandirmalardir. Type ise ii¢ asamalidir ki bunlar otomorfizm
caprazlanmig modill igin “aut”, conjugation ¢aprazlanmis modiil i¢in “conj” ve R-¢caprazlanmig
modiiller i¢in “rmod” tur. Simdi bu fonksiyonun kullanimina 6rnekler verelim. Bu drneklerde
de kayit alanlarinda belirtilen X.operations caprazlanmis modiil islem setleri ayr1 ayri

goriintiilenecektir [17].
2. gap> X:=XModSelect(6,2,"conj");
3. Crossed module [s3->s3]
4. gap> XModPrint(X);

5. Crossed module [s3->s3] :-

6. : Source group s3 has generators: [ (1,2), (2,3) ]
7. :Range group = s3 has generators: [ (1,2), (2,3) ]
8. : Boundary homomorphism maps source generators to: [ (1,2), (2,3) ]

9. : Action homomorphism maps range generators to automorphisms:
10. (1,2) --> { source gens -->[ (1,2), (1,3) ] }

11. (2,3) --> { source gens -->[ (1,3), (2,3) ] }

12. These 2 automorphisms generate the group of automorphisms.

13. gap> RecFields(X);

nn nn nn nn

14. [ "isDomain", "isParent", "source", "range", "boundary", "action", "aut",

nn " ong

15. "isXMod", "operations", "name", "isConjugationXMod" ]

16. gap> RecFields(X.operations);

nn

17. [ "name", "operations", "Elements", "IsFinite", "Size", "=", "<", "in",

18. "IsSubset", "Intersection", "Union", '"IsParent", '"Parent", "Difference",
"Representative”, "Random", "Print", "Kernel", "IsAspherical”, "IsSimplyConnected",
"IsConjugation”, "IsTrivial Action", "IsCentralExtension", "DirectProduct",

"IsAutomorphismXMod", "IsZeroBoundary"”, "IsRModule", "InclusionMorphism",
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"WhiteheadPermGroup”, "Whitehead", "Norrie", "Lue", "Actor", "InnerMorphism", "Centre",

"InnerActor", "AutomorphismPermGroup", "IdentityMorphism", "InnerAutomorphism" |
19. gap> X1 := XModSelect(7,1,"rmod");
20. Crossed module [c¢7->PermAut(c7)]
21. gap> XModPrint(X1);
22. Crossed module [c7->PermAut(c7)] :-
23. : Source group c7 has generators: [ (1,2,3,4,5,6,7) ]
24. : Range group = PermAut(c7) has generators: [ (1,3,2,6,4,5) ]
25. : Boundary homomorphism maps source generators to: [ () ]
26. : Action homomorphism maps range generators to automorphisms:
27. (1,3,2,6,4,5) --> { source gens --> [ (1,4,7,3,6,2,5) ] }
28. This automorphism generates the group of automorphisms.
29. gap> RecFields(X1);

30. [ "isDomain", '"isParent", "source", "boundary", '"range", "aut", "action",

"isXMod", "operations", "isRModuleXMod", "name" ]
31. gap> X2 := XModSelect(8.,4,"aut");
32. Crossed module [d8->PermAut(d8)]
33. gap> XModPrint(X2);
34. Crossed module [d8->PermAut(d8)] :-
35. : Source group d8 has generators: [ (1,2,3,4), (1,3) ]
36. : Range group = PermAut(d8) has generators: [ (1,4)(2,6), (2,6)(3,5), (1,2,4,6) ]
37. : Boundary homomorphism maps source generators to: [ (1,4)(2,6), (2,6)(3,5) ]
38. : Action homomorphism maps range generators to automorphisms:
39. (1,4)(2,6) --> { source gens -->[ (1,2,3,4), (2,4) ] }

40. (2,6)(3,5) --> { source gens -->[ (1,4,3,2), (1,3) ] }
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41. (1,2,4,6) --> { source gens --> [ (1,2,3,4), (1,4)(2,3) ] }
42. These 3 automorphisms generate the group of automorphisms.
43. gap> RecFields(X2);

44. [ "isDomain", "isParent", "source", "range", "boundary", "action", "aut",

"isXMod", "operations", "name", "isAutomorphismXMod" ]

45. Yukarida vermis oldugumuz ornekler de bilgisayara aktarilmis olup burada
CentralExtansionXMod, ConjugationXMod ve AutomorphismXMod [10] O&rnekleri
verilmistir.  Asagida, caprazlanmis modiil  &rneklerinde  verilen Omek  3.2.4.
CentralExtansionXMod fonksiyonu yardimiyla hesaplanmistir. Bu hesaplamada caprazlanmig
modiiliin boundary doniisiimii; R, S nin merkezinin alt grubunun ¢ekirdegi olmak iizere S den

R ye tanimlanan bir 6rten fonksiyon olarak alinmustir [17].
gap> G:=Group((1,2)(3.,4));
Group( (1,2)(3,4) )
gap> G.name:="G";
"G
gap> t:=GroupHomomorphismBylmages(G,G,G.generators,G.generators);
GroupHomomorphismBylImages( G, G, [ (1,2)(3,4) ], [ (1,2)(3,4) ])
gap> IsHomomorphism(t);
true
gap> CX:=CentralExtensionXMod(t);
Crossed module [G->G]
gap> XModPrint(CX);
Crossed module [G->G] :-
: Source group G has generators: [ (1,2)(3,4) ]
: Range group = G has generators: [ (1,2)(3,4) ]

: Boundary homomorphism maps source generators to: [ (1,2)(3,4) ]
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The automorphism group is trivial
gap> RecFields(CX);

[ "isDomain", "isParent", "source", 'range", "boundary", "action", "aut",

"isTrivialAction", "isXMod", "operations", "name", "isCentralExtensionXMod" ]

46. Yine caprazlannms modiil drneklerinden Ornek 3.2.3. te verilen caprazlannus
modiiliin bilgisayar uygulamasi InnerAutomorphismXMod fonksiyonu yardimiyla asagidaki
bigimde yapilmistir. Bunlardan elde edilen ¢aprazlanmis modiill AutomorphismXMod(S,4)
fonksi-yonundan elde edilen c¢aprazlanmis modiile denktir. Burada A4, S nin i¢ otomorfizm

grubudur.
gap>G:=Group((1,8,6,2)(3,5,7,4),(1,7,6,3)(2,5,8,4),(1,5,6,4)(2,3,8,7),(1,4,6,5)
(2,3,8,7),(1,6)(2,8)(3,7)(4,5));
Group((1,8,6,2)(3,5,7,4),(1,7,6,3)(2,5,8,4),(1,5,6,4)(2,3,8,7),(1,4,6,5)(2,3,8,7),
(1,6)(2,8)(3,7)(4.5) )
gap> G.name:="G";
"G
gap> X:=InnerAutomorphismXMod(G);
Crossed module [G->PermInn(G)]
gap> XModPrint(X);
Crossed module [G->PermInn(G)] :-
: Source group G has generators:

[ (1,8,6,2)(3,5,7,4), (1,7,6,3)(2,5,8,4),
(1,5,6,4)(2,3,8,7),(1,4,6,5)(2,3,8,7),(1,6)(2,8)(3,7)(4,5) ]

: Range group = PermInn(G) has generators: [ (3,6), (4,5), (2,8), (1,9) ]
: Boundary homomorphism maps source generators to: [ (3,6), (4,5), (2,8), (1,9), () ]
: Action homomorphism maps range generators to automorphisms:

(3,6)-->{sourcegens->[(1,8,6,2)(3,5,7,4),(1,7,6,3)(2,5,8,4),(1,5,6,4)(2,3,8,7),
(1,5,6,4)(2,7,8,3),(1,6)(2,8)(3,7)(4,5) ] }



modiil tiretmek miimkiindiir. Bu fonksiyonun kullanimima bir drnek asagidaki gibi verilebilir

[17].

(4,5) --> { source gens --> [ (1,8,6,2)(3,5,7,4), (1,7,6,3)(2,5,8,4),
(1,4,6,5)(2,7,8,3), (1,4,6,5)(2,3,8,7), (1,6)(2,8)(3,7)(4,5) ] }
(2,8) --> { source gens --> [ (1,8,6,2)(3,5,7,4), (1,3,6,7)(2,4,8,5),
(1,5,6,4)(2,3,8,7), (1,4,6,5)(2,3,8,7), (1,6)(2,8)(3,7)(4,5) ] }
(1,9) --> { source gens -->[ (1,2,6,8)(3,4,7.5), (1,7,6,3)(2,5,8,4),
(1,5,6,4)(2,3,8,7), (1,4,6,5)(2,3,8,7), (1,6)(2,8)(3,7)(4,5) ] }

These 4 automorphisms generate the group of automorphisms.

Ayrica ileride kullanim formunu sunacagimiz XMod fonksiyonu ile de bir ¢aprazlanmis

gap> s3c4 = Group((1,2),(2,3),(4,5,6,7));;

gap> s3c4.name := "s3c4";;

gap> s3 := Subgroup(s3c4, [(1,2), (2,3)]);;

gap> s3.name :="s3";;

gap> gen := s3c4.generators;;

gap>imb := [(1,2), (2,3), Ol

gap> bX := GroupHomomorphismBylmages(s3c4, s3, gen, imb);;
gap> # construct the inner automorphisms by (1,2) and (2,3)

gap> iml := List(gen, g > g"\(1,2));;

gap> al := GroupHomomorphismBylmages(s3c4, s3c4, gen, im1);;
gap> im2 := List(gen, g -> g"(2,3));;

gap> a2 := GroupHomomorphismBylmages(s3c4, s3c4, gen, im2);;

gap> A := Group(al, a2);;

gap> aX := GroupHomomorphismByImages(s3,A,[(1,2),(2,3)],[al,a2]);;

gap> X = XMod(bX, aX);



15

Crossed module [s3c4->s3] |

2.2. Caprazlanmis Modiil Morfizmi

Tanm: 2.2.1 X=0@:S—>R) ve X =(0:5 =>R) iki caprazlanmig modiil

olsun. Bu durumda, ¢aprazlanmis modiil morfizmi

(6,p)=X—>X

bir homomorfizm ¢iftidir ki burada §: S — S p:R — R ve asagidaki ozellikleri saglar.

N g > S
J 9
v v
R > R

p VR

Ddo(s)=pd(s) ,vseS
2)0'(sr)=0'(s)p(r)

X bir ¢aprazlanmis modiil olmak iizere X den X’e tiim morfizmlerin ciimlesine X’in

endomorfizmlerinin ciimlesi denir ve End(X) ile gdsterilir. Eger & ve p birlikte grup
homomorfizmi ise bu durumda <§, p> ciftine bir izomorfizm denir.

47. X bir ¢aprazlanmis modiil olmak iizere X’ den X e tanimli biitiin morfizmlerin
ciimlesine X~ in endomorfizmlerinin ciimlesi denir ve End(X) ile gosterilir. Eger & ve o

birlikte grup homomorfizmi ise; <§, ,0> ciftine bir izomorfizm denir.

GAP programu ile ¢aprazlanmis modiil morfizmleri de hesaplanmistir. Bu hesaplama-
larda da yine yeni kayit alanlar1 olusturulmus olup bu kayit alanlar asagida verilmistir. Bu
kayit alanlar igerisinde yer alan XModMorphismOps islemlerinin seti igerisinde fonksiyonun

Monomorfizm, Epimiorfizm, izomorfizm, Endomorfizm ve Otomorfizm olup olmadigini
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kontrol etmek i¢in IsMonomorphism, IsEpimorphism, Islsomorphism, IsEndomorphism
ve IsAutomorphism fonksiyonlar1 yer almaktadir. Bu kayit alanlar algoritmalarimi verecegi-
miz bilgisayar fonksiyonlarinin algoritmalarinda kullanilacaktir. Caprazlanmis modiillerin mor-

fizmlerini hesaplayabilmek i¢in olusturulan kayit alanlar1 asagida sunulmustur [17].

Caprazlanmis Modiil Morfizmi Kayit Alanlar

mor.source, X caprazlanmis modiiliiniin tanim grubu

mor.range, Y ¢aprazlanmig modiiliiniin deger grubu
mor.sourceHom, X tamim grubundan Y tamim grubuna & homomorfizmi
mor.rangeHom, X deger grubundan Y deger grubuna p homomorfizmi
mor.isXModMorphism, kontrol fonksiyonu, normalde dogru

mor.operations, XModMorphismOps islemlerinin 6zel bir seti
mor.name, X ve Y isimlerinin birlestirilmesi

48. Bu fonksiyonun kullanilmasina bir 6rnek asagida verilmistir.
49. gap> X;
50. Crossed module [s3->s3]

51. gap> t =

GroupHomomorphismBylImages(X.source,X.source,X.source.generators,X.source.generators);
52. GroupHomomorphismByImages( s3, s3, [ (1,2), (2,3) I, [ (1,2), (2,3) ])
53. gap> IsHomomorphism(t);
54. true

55. gap> h =

GroupHomomorphismByImages(X.range,X.range, X .range.generators,X.range.generators);
56. GroupHomomorphismByImages( s3, s3, [ (1,2), (2,3) ],[ (1,2),(2,3)])
57. gap> IsHomomorphism(h);
58. true

59. gap> mor:= XModMorphism(X,X,[t,h]);
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60. Morphism of crossed modules <[s3->s3] >-> [s3->s3]>
61. gap> XModMorphismPrint(mor);
62. Morphism of crossed modules :-

63. : Source = Crossed module [s3->s3] with generating sets: [ (1,2), (2,3) ] [ (1,2),
(2,3)]

64. : Range = Source

65. : Source Homomorphism maps source generators to: [ (1,2), (2,3) ]
66. : Range Homomorphism maps range generators to: [ (1,2), (2,3) ]
67. gap> IsXModMorphism(mor)

68. gap> true

69. gap> RecFields(mor);

70. [ "sourceHom", '"rangeHom", "source", ‘'range", '"name", "domain",

"isXModMorphism", "operations" ]

71. gap> RecFields(mor.operations);

n n nn

72. [ "name", "operations", "IsMapping", "IsInjective", "IsSurjective", "IsBijection",
"IsHomomorphism",  "IsMonomorphism", "IsEpimorphism", "IsIsomorphism",
"IsEndomorphism", "IsAutomorphism", "=", "<" "*" "/"" "mod", "Comm", """, "ImageElm",
"ImagesElm", "ImagesSet", "ImagesSource", "ImagesRepresentative", "PrelmageEIm",
"PrelmagesEIm", "PrelmagesSet", "PrelmagesRange"”, "PrelmagesRepresentative",

"CompositionMapping", "PowerMapping", "InverseMapping", "IsGroupHomomorphism",

73. "KernelGroupHomomorphism", "IsFieldHomomorphism",

"KernelFieldHomomorphism",
74. "Order", "Print", "CompositeMorphism", "InverseMorphism", "Kernel" |
2.3. Geri Cekme (Pullback) Caprazlanmis Modiiller

75. Geri ¢ekme (pullback) c¢aprazlanmis modiiller ilk olarak Brown ve Higgins

tarafindan sunulmustur.

Bir G- modiilden H- modiile
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fM=M®,, ZH

seklinde tanimlanan f : G — H morfizminin bir sol adjointe sahip oldugunu ve bu sol adjointin
f :(H —modiil) = (G — modiil)

bir pullback funktor oldugu gosterilmistir [10].

76. Bu galismada; geri ¢ekme caprazlanmis modiiliin boundary doniisiimii ve etkisi iyi
taniml1 olarak verilmis olup bu tanimlama altinda pullback ¢aprazlanmis modiilii asagidaki gibi

sunabiliriz.

77. X=(9:S — R) bir R—aprazlanmis modiil ve ::Q — R bir morfizm olsun. Bu

durumda, X'in 1 yardimiyla olusacak pullbacki
"X=0":1"S = Q)
dir. Burada,
1S ={(g,s)€ OxS : 1g =0s}
ve
9 (¢.5)=¢
seklinde tamimlanabilir. O nun i~ S {izerindeki sol etkisi ise

(q,.5)=(q9,97"," s)

seklindedir.

**S
1 oy
9 0

(0] R

_— >
1
Bu etki ile tanimlanan,
0 :1"'S—>0

homomorfizmi bir ¢aprazlanmis modiildiir [2].
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Gergekten de;
Y(q,5),(q,se1 S icin
CM1) 9"(“(g,5)=9"("¢," )
="q
=q'qq"
=4'9°(¢,9)q""
CM2) (q',s)g,5)(q"s") " =(q"s)(g5)q""»s"")
=(q'qq"",s'ss"™)
=("q,"'s)

("q,""s)

“(q,s)

= 7(g,s)
caprazlanmis modiil aksiyomlar1 saglanir. Dolayisiyla, 9 bir ¢aprazlanmis modiildiir [2].

2.4. Cat'-gruplar

Cat'-gruplar 1982 yilinda Loday tarafindan tanimlandi. Loday ve Brown 1-Cat grup

notasyonu i¢in cat'-gruplar notasyonunu kullandi.

Tammm 2.4.1 G bir grup vee. R < G bir alt grup olmak iizere #,h:G — R

homorofizimleri

asagidaki aksiyomlar1 saglarsa bu durumda,
CATI) teh="h ve het =t
CAT2) [kert,kerh]=id, ={1,}

=t tet=t
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h>=h heh=h
C= (e,t,h :G—> R) seklinde gosterilen C ye bir cat'-grup denir. Burada / ve ¢ yi

baslangi¢ ve bitis doniisiimleri olarak adlandiracagiz.

G R

vy

Tammm 242 C=(e,t,h:G—R) ve C =(e,t,h :G =R iki cat'-grup olsun.
Bu durumda C—C ‘ne tammlanan cat'-grup morfizmi, <7/, p> =C->C
homomorfizmlerin-den olusan <7/, p> ¢ifti olup ¥:G—>G ve p:R—R seklinde
tanimlanan homomorfizmler agsagidaki aksiyomlar1 saglar.

h'y= ph

ty=pt

Y

caprazlanmis modiiller kategorisi ile Cat'-grup kategorisi arasindaki esdegerlik Loday

tarafindan asagida verilen teorem ile ispatlandi.

Teorem 2.4.3 Asagida verilen onermeler birbirine denktir.

1. Caprazlanmig modiil X =(d:5 — R)

2. Cat'-grup C=(e,t,h:G —R)
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Ispat: (1=2) Kabul edelim ki d:S — R bir gaprazlanmis modiil olsun. Bu
durumda ¢aprazlanmig modiil tanimi geregince ¢aprazlanmig modiil aksiyomlart CM1) ve CM2)
saglanir.Bu sartlardan faydalanarak Cat' — Grup aksiyomlar1 olan CATI1) ve CAT2)

aksiyomlarinin  saglandigini  gostermeliyiz.Bunun i¢in G =R o< § grubu igin baslangi¢

dontstimii,
h(r,s)=r(ds)
Bitis doniisiimii,
t(r,s)=r
ve embedding
e(r)=(r,)
seklinde tanimlansin. Bu durumda,
teh(r,s) =te(r(ds))
=t(r(9s),1)
=r(0s)
=h(r,s)
ve
het(r,s) = he(r)
=h(r,1)
=rdl
=r
=t(r,s)
oldugundan CATI1) aksiyomu saglanir. Ayni sekilde CAT2) aksiyomunun saglandigini
t(r,s)=r kert =(1,s)

kerh=((3s)™,5)
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ros =1
r=(0s)"

[1.9).@) 5] =) [@) 5] L)@ ".5)
=(L,s™)[ @9),(s™)™ (1,s)((@9)",5)
= (05,57 (s™)")(@)™,5™"s)
= (05,5 s 'ss7's7s)((9s) ", 5557, 8)
= (3s,57)((@9)"'s%)
= ((@5)@s) ", (s)* s
=(ss7s7's”)
=(1,557s)

=(LD
seklinde gosterebiliriz.

(2=1) Kabul edelim ki C=(e,t,h:G —> R) bir Cat'-grup olsun. Gosterecegiz ki

0:S — R bir ¢aprazlannus modiildiir. Bunun igin CM1) ve CM2) sartlarmin saglandiginm

gosterilmesi yeterli olacaktir. O halde kabul edelim ki xe€ kert ve yekerh olsun. Bu

durumda, xe (1,5) ve y=(9r,r™"), Vre S ve boylece

[x, ] =xy = yx
oldugundan,
xy=(1,8)@r,r)
=(r,s"r™)
= (), 'srrh)

=((9r),r's)
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yx = (0r,r ' )(1,5)

=(or,r's)

L= le = 5% = sr

sarr—
olur. Dolayistyla CM2) aksiyomu saglanir.

Cat'-gruplarin bilgisayar hesaplamalarinda, cat'-grup C=(e;t,h:G — R) igin GAP
programinda var olan kayit alanlar1 olusturulmus ve bu kayit alanlart GAP ortak paketi olan

XMOD [7] da asagidaki gibi sunulmustur [17].

Bu kayit alanlarinda verilen CatlGroupOps islemlerinin 6zel setleri ve cat'-gruplarda

yapilan islemlerde C.operations kayit alaninda verilmektedir.
Cat'-gruplar; GAP programu araciligiyla iki sekilde elde edilir ki bunlar;
= Catl fonksiyonunu kullanilarak
= Denk oldugu kategori kullanilarak

Cat'-Gruplar i¢in Kayit Alanlar

C.source, G, tanim grubu

C.range, R, deger grubu

C.tail, t, bitis homomorfizmi

C.head, h, baslangic homomorfizmi
C.embedRange, e, Rnin G deki gdmme homomorfizmi

C.isCatl1Group, kontrol fonksiyonu, normalde dogru

C.isDomain, daima dogru

C.kernel, t nin ¢ekirdegine izomorfik olan permiitasyon grubu
C.boundary, o, ¢ nin ¢ekirdege kisitlamasi

C.embedKernet,: S — Ker ¢ izomorfizm

C.operations, Cat1GroupOps islemlerinin 6zel bir seti

C.name, G ve R isimlerinin birlestirilmesi
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Catl fonksiyonunun kullanilmas: bilinen grup ve homomorfizmlerden cat'-grup
olusturmak igin gelistirilmistir. Denk kategori olan ¢aprazlanmus modiillerden bir cat'-grup
olusturmak icin de CatlXMod fonksiyonu gelistirilmistir. Bu fonksiyonlarin kullanilmasina

iligkin 6rnekler asagida verilmistir [17].
gap> G:=Group((1,2),(3,4));
Group( (1,2), (3,4) )
gap> G.name:="k4";
"4
gap> gen:= G.generators;[ (1,2), (3,4) ]
gap> t:=GroupHomomorphismByIlmages(G,G,gen,gen);
GroupHomomorphismByImages( k4, k4, [ (1,2), (3,4) ], [ (1,2), 3,4) ])
gap> IsHomomorphism(t);
true
gap> C:=Catl(G, t, t);
catl-group [k4 ==> k4]
gap> CatlPrint(C);
catl-group [k4 ==> k4] :-
: source group has generators: [ (1,2), (3,4) ]
: range group has generators: [ (1,2), (3,4) ]
: tail homomorphism maps source generators to: [ (1,2), (3,4) ]
: head homomorphism maps source generators to: [ (1,2), (3,4) |
: range embedding maps range generators to: [ (1,2), (3,4) ]
: kernel has generators: [ ]
: boundary homomorphism maps generators of kernel to: [ ]
: kernel embedding maps generators of kernel to: [ |

gap> RecFields(C);
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[ "source", '"range", '"tail', "head", "embedRange", "kernel", "boundary",

n.n

"embedKernel", "isCat1", "isDomain", "operations", "name",

nn "o ong

isldentity" ]
gap> RecFields(C.operations);

[ "name", "operations", "Elements", "IsFinite", "Size", ,"'<" "in",

"IsSubset",  "Intersection", "Union", "IsParent", '"Parent", "Difference",
"Representative”, "Random", "Print", "InclusionMorphism", "WhiteheadPermGroup", "Actor",

"InnerActor" |

Catl gruplar kategorisi ile ¢aprazlanmis modiiller kategorisi arasindaki denklik GAP

programi araciliiyla hesaplanmis olup hesaplama 6rnegi asagida sunulmustur.
gap> X:=XModSelect(24,11,"conj");
Crossed module [d8|Xc3->d8|Xc3]
gap> C:=Catl XMod(X);
catl-group [Perm(d8|Xc3 |X d8|Xc3) ==> d§|Xc3]
gap> Cat1Print(C);
catl-group [Perm(d8|Xc3 |X d8|Xc3) ==> d8§|Xc3] :-
: source group has generators: [ (7,9, 8)(10,12,11)(19,21,20)(22,24,23)(29,30,31),
(2, 3)(4,13)(5,15)(6,14)( 7,22)( 8,24)( 9,23)(11,12)(17,18)(20,21) (25,26,27,28)(30,31)

,(7,22)(8,23)(9,24)(10,19)(11,20)(12,21)(26,28),(1,2,3)(4,5,6)(7,8,9)(10,11,12)(13,14,1
5)

(16,17,18)(19,20,21)(22,23,24), ( 1,10,16,19)( 2,12,17,21)( 3,11,18,20)( 4, 7,13,22)
(5,9,14,24)( 6, 8,15,23), (1, 4)( 2, 5)( 3, 6)( 7,19)( 8,20)( 9,21)
(10,22)(11,23)(12,24)(13,16)(14,17)(15,18) ]

: range group has generators: [ (5,6,7), (1,2,3,4)(6,7), (2,4) ]

: tail homomorphism maps source generators to: [ ( 5,6, 7), (1,2, 3,4)(6,7),(2,4),
0,0.01

: head homomorphism maps source generators to:[ ( 5,6, 7), (1,2,3,4)(6,7),(2,4),(
5’ 6’ 7)’
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(1,2,3,4)(6,7),(2,4)]
: range embedding maps range generators to:

[ (7,9, 8)(10,12,11)(19,21,20)(22,24,23)(29,30,31), ( 2, 3)( 4,13)( 5,15)( 6,14)( 7,22)(
8,24)

(9,23)(11,12)(17,18)(20,21)(25,26,27,28)(30,31),(7,22)(8,23)(9,24)(10,19)(11,20)
(12,21)(26,28) ]

: kernel has generators: [ (5,6,7), (1,2,3,4)(6,7), (2,4) ]

: boundary homomorphism maps generators of kernel to: [ (5,6,7), (1,2,3,4)(6,7), (2,4) |
: kernel embedding maps generators of kernel to:

[ (1,2 3)(4 5 67,8 9)(10,11,12)(13,14,15)(16,17,18)(19,20,21)(22,23,24), (
1,10,16,19)

(2,12,17,21)( 3,11,18,20)( 4, 7,13,22) ( 5, 9,14,24)( 6, 8,15,23), ( 1, 4)( 2, 5)( 3, 6)(
7,19)

(8,20)(9,21) (10,22)(11,23)(12,24)(13,16)(14,17)(15,18) ]
: associated crossed module is Crossed module [d8|Xc3->d8|Xc3]
2.5. Cat' -Grup Morfizmi
C=(e;t,h:S—R) ve C'=(eth':S'—>R') iki cat'-grup olsun. Bu durumda

C — C' ne tanimlanan cat'-grup morfizmi <5, p> :C — C' homorfizmlerinden olugan <5, p>

ciftiolup :S — S' ve p:R — R' seklinde tanimlanan homomorfizmler asagidaki aksiyomlari

saglar.
o
Z S N
el t] |k || ke
— /
R R
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h'é=ph
t'0=pt
e'p=ode

se S, s'eS, reR, e R olmak iizere
o(s)=s', h'(s"=r'veseS, reR, reR
h(s)=r, p(r)=r'" = h'6(s)=h's'=r'= p(r)= ph(s)
= t'0(s)=t's"=r"'= p(r)= pt(s)
seS, reR, reR = e'pr)=e'(r)=s"'=d(s)=0e(r)
olup morfizm sartlar saglanir.

GAP programi aracihiiyla cat'-grup morfizmleride hesaplanmustir. Bu hesaplamada da
caprazlanmis modiil morfizminde oldugu gibi cat'-grup morfizmi kayit alanlar1 olusturulmustur.
Bu kayit alanlari icerisinde yer alan CatlMorphismOps islemlerinin bir seti igerisinde cat'-
grup morfizminin monomorfizm, epimorfizm, izomorfizm, endomorfizm ve otomorfizm olup

olmadigini kontrol etmek i¢in bilgisayar fonksiyonlar1 gelistirilmistir [17].
Cat'-grup morfizmi mor = (8, p): C — D igin gelistirilen kayit alan1

Cat'-Grup Morfizmi i¢cin Kayit Alanlar

mor.source, Cat'-grubun tanim grubu, C

mor.range, Cat'-grubun deger grubu, D

mor.sourceHom, C nin tanim grubundan D néh tanim grubuna
homomorfizmi

mor.rangeHom, C nin deger grubundan Dthin deger grubuna
homomorfizmi

mor.isCatl Morphism, kontrol fonksiyonu, normalde dogru

mor.operations, Cat1MorphismOps islemlerinin 6zel bir seti

mor.name, C ve D isimlerinin birlestirilmesi
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bicimindedir. Bu kayit alanlarimi ve bilgisayar fonksiyonunun kullanilmasina iliskin agagidaki

Ornegi verelim.
gap> C;
catl-group [c12 => ¢3]
gap>t:=GroupHomomorphismBylmages
(C.source,C.source,C.source.generators,C.source.generators);
GroupHomomorphismBylImages( c12, ¢12, [ (1,2,3,4), (5,6,7) ], [ (1,2,3,4), (5,6,7) ])
gap> IsHomomorphism(t);
true
gap>h:=GroupHomomorphismBylmages
(C.range,C.range,C.range.generators,C.range.generators);
GroupHomomorphismByImages( ¢3, c3, [ (5,6,7) 1, [ (5,6,7) ])
gap> IsHomomorphism(h);
true
gap> mor:=Cat1Morphism(C,C,[t,h]);
Morphism of catl-groups <[c12 ==> ¢3]-->[c12 ==> c3]>
gap> Catl MorphismPrint(mor);
Morphism of catl-groups :=
: Source = catl-group [c12 ==>c3]
: Range = catl-group [c12 ==> ¢3]
: Source homomorphism maps source generators to: [ (1,2,3,4), (5,6,7) ]
: Range homomorphism maps range generators to: [ (5,6,7) ]
gap> RecFields(mor);

nn nn

[ "source", "range",

nn

sourceHom", "rangeHom", "domain",

nn

"isCat] Morphism", "operations", "name" ]
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gap> RecFields(mor.operations);

[ "name", "operations", "IsMapping", "IsInjective", "IsSurjective", "IsBijection",
"IsHomomorphism",  "IsMonomorphism",  "IsEpimorphism", "[sIsomorphism",
"IsEndomorphism", "IsAutomorphism", "=", "<", "*" "/"" "mod", "Comm", """, "ImageElm",
"ImagesElm", "ImagesSet", "ImagesSource", "ImagesRepresentative”, "PrelmageEIm",
"PrelmagesElm",  "PrelmagesSet", "PreImagesRange", "PrelmagesRepresentative",

"CompositionMapping", "PowerMapping", "InverseMapping", "[sGroupHomomorphism",
"KernelGroupHomomorphism", "Print", "CompositeMorphism", "InverseMorphism" |
2.6. Geri Cekme (Pullback) Cat'-Gruplar

Caprazlanmis modiiller kategorisi ile cat' gruplar kategorisi arasindaki denklik

kullamlarak, pullback cat' gruplar Alp tarafindan, asagidaki sekilde tanimlanmustir [2].

C=(e;t,h:G—>R) ve 1:Q— R bir grup homomorfizmi olmak tlizere G nin 1

morfizmi aracilifiyla olusturulan
FC=(e G 0)
gericekmesi
1G={(q,,2,9,)€ OXxGxQ : 19, =tg, 19, =hg}
olmak tizere,

t**(%sga%)z‘]l

h(9,.2.9,) =4,

Ve

e (9)=(q,e19,9)

seklinde tamimlayalim.
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N

\Q e t

=0

Ayni zamanda (7,1) bir Cat'- grup morfizmi olup
T 1G>G
(9,-8.9,)— ¢

seklinde tammlamir. Yukarida tammlanan :“G ciimlesi ¢™,h™,e” taminmu ile birlikte bir Cat'-

grup olusturur. Gergekten de,

CATL)  het(q,,g.9,) = he(q,)
=h(q,,e1q,,4,)
=4,

teh(q,,8,q,) =te(q,)
=1(q,.€19,,9,)
=9

CAT2) x=(q,,g,,9,)€ Ker t~

y=(4,:8,.4,)€ Ker "

oldugunu kabul edelim. Bu durumda :  tammndan dolayr ¢, =¢,=1 dir. Bdylece,

g, €Kert”,g,€ Ker i olur ve



[x’y]:(lQa[qlan]’lQ)
:(lQalGalQ)

oldugundan, [Ker ™, Ker h" ]=1 dir.

31
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3. LIE CEBIRLERI UZERINDE CAPRAZLANMIS MODULLER

Bu boéliimde, birinci boliimde vermis oldugumuz kategorilerin Lie cebirleri iizerindeki
uygulamalar verilecektir. Lie cebirleri verildikten sonra Lie cebirleri tizerindeki ¢aprazlanmig
modiil kavrami, ¢aprazlanmig modiil morfizmi ve 6rnekleri de bu bdliim icerisinde verilmistir.
Ayrica lie cebirleri igin ¢aprazlanmig alt modiiller bu boliim igerisinde Grnekleriyle birlikte
detayli olarak verilmistir. Sonrasinda Loday'in denkligini gostermis oldugu Cat'-Lie cebir

kategorisi de bu bolimde verilmistir.
3.1 Lie Cebirleri

Tamm 3.1.1 4 birimli ve degismeli halka ve M bir 4-modiil olsun. Eger V x,y,z
€ M icin,

i) [x,x]=0
ii-) [ x, [y, 2] ]+ y.[2,x] | +] 2.[x, ] ]= 0 (Jakobi 6zelligi)

Ozelliklerini saglayan bir [,] :M XM — M bilineer fonksiyonu varsa M ye A4 lizerinde bir Lie

Cebiri denir. [,] fonksiyonuna da Lie braketi ya da Lie ¢arpimi denir. A iizerindeki Lie cebiri

bir A-bilineer dontisimii ve M cismi ile birlikte 4-modiildiir. Yukarida verilen (i),(ii) ve

bilineerlik &zellikleri geregince
0=[x+y,x+y]=[x,y]+[y.x]
oldugundan,
iii-)[x, y] == [, x]
iv) [ x[y.z]]=[[x 0]z [+ v.[x.2]]
esitlikleri gsterilir [9].

Ornek 3.1.2 M, 4 iizerinde bir cebir olsun. [x, y] =xy—yx seklinde tanimlanan

[,] :MXxM — M fonksiyonunu alalim.

i-) [x, x] =xx—xx=0
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ii-)
[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]:l = [x, yz— Zy] + [y, zx — xy] + [z, xy— yx]
=x(yz-zy)-(yz-zy)x+y(zx-xz)-(zx-xz)y +z(xy-yx)-(xy-yx)z =0
dir. [,] fonksiyonunun bilineer oldugu da kolayca gosterilir. Boylece M, [,] ile birlikte bir Lie
cebiridir [9].

Ornek 3.1.3 M bir Lie cebiri olsun. V x,y€ M igin [x,y]:O oluyorsa M

abelyen Lie cebiridir [9].

i-) [x,x] =0

ii-) [x, [y,z]] +[y,[z,x]] + [z, [x,y]] =0

Tamm 3.14 M,,M, 4 iizerinde iki Lie cebiri ve d:M, - M, bir 4-modiil

homomorfizmi olsun. V x,y €M, i¢in I([x,y])=[0(x),d(»)] ise 0 ya bir Lie cebir

homomorfizmi denir.

Ornek 3.1.5 M, 4 iizerinde bir cebir olsun. [x, y] =xy—yx seklinde tanimlanan

[,] :MXM — M fonksiyonu bir Lie cebiridir.

Lie cebirlerinin GAP [34] programu araciligiyla hesaplanabilir oldugu GAP programi
ortak paketleri LAGUNA ve LieAlgDB tarafindan yapilabilmektedir. LAGUNA paketinde [21]
Lie cebirlerini hesaplayabilmek i¢in gelistirilen fonksiyonlar asagida detayli ve LAGUNA

paketinden alinmig 6rnekleriyle verilmektedir.
LieAlgebraByDomain(A)

Bu fonksiyon girdi olarak grup cebiri alarak ¢ikt1 olarak Lie cebir vermektedir. Burada
carpim islemi olarak Lie braketi [a, b] = ab-ba alinmistir. Bu fonksiyonun kullanimi LAGUNA
paketini olusturanlar tarafindan Onerilmemektedir. Bunun nedeni, asosyatif cebirlerden
rahatlikla LieAlgebra(A) fonksiyonunun kullanilmasiyla Lie cebirlerinin elde edilmesidir.
LieAlgebra fonksiyonu da LieAlgebraByDomain fonksiyonunu kullandigindan bu fonksiyonun

iki kere kullanilmasindan kaginmak i¢in bu fonksiyonun kullanilmasi 6nerilmemektedir [13].

gap> G := SymmetricGroup(3);; FG := GroupRing( GF(2 ), G );
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<algebra-with-one over GF(2), with 2 generators>
gap> L := LieAlgebra( FG);

#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...
<Lie algebra over GF(2)>
IsLieAlgebraByAssociativeAlgebra (L)

Bu fonsiyon asosyatif cebirden elde edilen bir L Lie cebirini verir ve Lie Cebir olup

olmadigini test eder [13].

gap> KG := GroupRing( GF(3), DihedralGroup(16) );
<algebra-with-one over GF(3), with 4 generators>
gap> L := LieAlgebra ( KG );

#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...
<Lie algebra over GF(3)>

gap> IsLieAlgebraByAssociativeAlgebra( L );

true

UnderlyingAssociativeAlgebra (L)

Lie cebirlerin underlying asosyatif cebirlerine doner ve eger bir asosyatif cebirden

bir L Lie cebiri elde edilmigse bunun mutlaka bir underlying asosyatif cebir oldugunu algilar

[13].

gap> KG := GroupRing( GF(2), DihedralGroup(16) );
<algebra-with-one over GF(2), with 4 generators>
gap> L := LieAlgebra ( KG );

#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...
<Lie algebra over GF(2)>

gap> UnderlyingAssociativeAlgebra( L );
<algebra-with-one over GF(2), with 4 generators>

gap> last = KG;
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true
NaturalBijectionToLieAlgebra(FG)

Bu fonksiyon bir doniisiime doner ve bir asosyatif cebir A nin underlying vektor uzayi
ile bundan iiretilmis Lie cebiri arasindaki dogal lineer doniisiimdiir. Bu iki cebir arasindaki

vektor uzay izomorfizmidir bir cebir izomorfizmi degildir [13].
gap> F .= GF( 2 ); G := SymmetricGroup( 3 ); FG := GroupRing( F, G );
GF(2)
Sym([1..3])
<algebra-with-one over GF(2), with 2 generators>
gap>t := NaturalBijectionToLieAlgebra( FG );
MappingByFunction( <algebra-with-one over GF(2), with
2 generators>, <Lie algebra over GF(
2)>, <Operation "LieObject">, function(y ) ... end )
gap> a := Random( FG );
(Z(2)"0)*(1,2,3)+(Z(2)"0)*(1,3,2)+(Z(2)"0)*(1,3)
gap> a * a; # product in the associative algebra
(Z(2)0)*O+H(Z(2) 0)*(1,2,3)+(Z(2) 0)%(1,3,2)
gap>Db :=a't;
LieObject( (Z(2)"0)*(1,2,3)+(Z(2)"0)*(1,3,2)+(Z(2)"0)*(1,3) )
gap>b * b; # product in the Lie algebra (commutator) ...
LieObject( <zero> of ... ) # ... must be zero!
NaturalBijectionToAssociativeAlgebra (L)
Biraz 6nceki lineer doniisiimiin tersidir [13].
gap> G := SymmetricGroup(3); FG := GroupRing( GF(2), G);

Sym([1..37])
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<algebra-with-one over GF(2), with 2 generators>

gap> L := LieAlgebra( FG );

#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...

<Lie algebra over GF(2)>

gap> s := NaturalBijectionToAssociativeAlgebra( L );

MappingByFunction( <Lie algebra over GF(2)>, <algebra-with-one over GF(
2), with 2 generators>, function( y ) ... end, <Operation "LieObject"> )

gap> InverseGeneralMapping( s ) = NaturalBijectionToLieAlgebra( FG );true
IsLieAlgebraOfGroupRing (L)

Eger bir asosyatif cebirden bir L Lie cebiri elde edilmigse bunun bir grup halkasi olmasi
kaginilmazdir. Bu nedenle Lie cebir fonksiyonunun bir 6zelligi olarak kayit altinda tutulmasi

gerekli olan bir 6zelliktir [13].
gap> F := GF( 2 ); G := SymmetricGroup( 3 ); FG := GroupRing( F, G);
GF(2)
Sym([1..3])
<algebra-with-one over GF(2), with 2 generators>
gap> L := LieAlgebra( FG);
#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...
<Lie algebra over GF(2)>
gap> IsLieAlgebraOfGroupRing( L );
true
UnderlyingGroup (L)

Underlying grup'a doner. Bir L Lie cebirinin underlying grubu bir grup halkasindan

elde edilir ve bu grup halkasinin underlying grubu olarak tanimlanir [13].
gap> F .= GF( 2 ); G := SymmetricGroup( 3 ); FG := GroupRing( F, G );

GF(2)
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Sym([1..3])

<algebra-with-one over GF(2), with 2 generators>
gap> L := LieAlgebra( FG);

#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...
<Lie algebra over GF(2)>

gap> UnderlyingGroup( L );

Sym([1..3])

gap> LeftActingDomain( L );

GF(2)

Embedding (G, L)

Iki doniisiimiin birlesiminden olusan bir déniisiim olusturur. Bunun i¢in FG bir grup
halkasi, U, G'nin bir altmagmasi ve L, FG'den iiretilen Lie cebir olsun. Bodylece

Embedding(U,L), U dan L'ye var olan doniisiimii iitretir [13].
gap> F .= GF( 2 ); G := SymmetricGroup( 3 ); FG := GroupRing( F, G );
GF(2)
Sym([1..3])
<algebra-with-one over GF(2), with 2 generators>
gap> L := LieAlgebra( FG);
#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...
<Lie algebra over GF(2)>
gap> f ;= Embedding( G, L );
CompositionMapping( MappingByFunction( <algebra-with-one over GF(2), with
2 generators>, <Lie algebra over GF(
2)>, <Operation "LieObject">, function( y ) ... end ), <mapping: SymmetricGrou\

p([1..3])-> AlgebraWithOne( GF(2), ... ) >)
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gap> (1,2)"f+ (1,3)°f;
LieObject( (Z(2)"0)*(1,2)+(Z(2)"0)*(1,3) )
LieCentre (L)

Bu fonksiyon bir Lie cebir iiretir. Grup halkasi tarafindan olusturulan Lie cebirin
merkezi underlying grup halkasinin merkezine karsilik gelir ve bu hesaplama grubun denklik

smiflan aracilifiyla yapilir. Bu metod bu fikrin kullanilmasiyla L nin merkezine déner [13].
gap> G := SmallGroup( 256, 400 ); FG := GroupRing( GF(2), G);
<pc group of size 256 with 8 generators>
<algebra-with-one over GF(2), with 8 generators>
gap> L := LieAlgebra( FG);

#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...

<Lie algebra over GF(2)>

gap> C := LieCentre( L );

<Lie algebra of dimension 28 over GF(2)>

gap> D := LieDerivedSubalgebra( L );

#I LAGUNA package: Computing the Lie derived subalgebra ...
<Lie algebra of dimension 228 over GF(2)>

gap> ¢ := Dimension( C ); d := Dimension( D ); 1 := Dimension( L );
28

228

256

gap>c+d=1;

true # This is always the case for Lie algebras of group algebras!
LieDerivedSubalgebra (L)

Bu fonksiyon bir Lie cebirine doner. Eger L Lie cebiri bir grup halkasindan olusmussa

bu durumda bu metod tiiretilen L'nin alt cebirlerine doner [13].
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gap> G := SmallGroup( 256, 400 ); FG := GroupRing( GF(2), G);
<pc group of size 256 with 8 generators>

<algebra-with-one over GF(2), with 8 generators>

gap> L := LieAlgebra( FG ),

#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...

<Lie algebra over GF(2)>

gap> C := LieCentre( L );

<Lie algebra of dimension 28 over GF(2)>

gap> D := LieDerivedSubalgebra( L );

#I LAGUNA package: Computing the Lie derived subalgebra ...
<Lie algebra of dimension 228 over GF(2)>

gap> 1 := Dimension( L ); ¢ ;= Dimension( C ); d := Dimension( D );
256

28

228

gap>ctd=1;

true # This is always the case for Lie algebras of group algebras!
IsLieAbelian (L)

Bir asosyatif cebir A'dan iiretilen L Lie cebirinin abelyen olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul A'nin abelyen olmasidir. Dolayisiyla, bu metod IsAbelian(A) y1 olusturur [13].
gap> G := SymmetricGroup( 3 ); FG := GroupRing( GF( 2 ), G);
Sym([1..3])
<algebra-with-one over GF(2), with 2 generators>
gap> L := LieAlgebra( FG );

#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...
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<Lie algebra over GF(2)>

gap> IsAbelian( G );

false

gap> IsAbelian( L ); # This command should never be used for Lie algebras!
true # It gives a result, but (probably) not the desired one.

gap> IsLieAbelian( L ); # Instead, IsLieAbelian is the correct command.
False

IsLieSolvable (L)

Lie komutatdrlerini hesaplamak icin kullanilan Passi, Passman ve Sehgal in gelistirmis
olduklar1 gruplarin smiflandirilmas1 yonetimini kullanmaktadir. Bu simiflandirmada grup

halkalarin solvable olmas1 durumunda elde edilen Lie cebirlerine doner [13].
gap> G := SmallGroup( 256, 400 ); FG := GroupRing( GF(2), G);
<pc group of size 256 with 8 generators>
<algebra-with-one over GF(2), with 8 generators>
gap> L := LieAlgebra( FG);

#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...

<Lie algebra over GF(2)>

gap> IsLieSolvable( L ); # This is very fast.

true

gap> List( LieDerivedSeries( L ), Dimension ); # This is very slow.
[ 256,228, 189,71,0]

IsLieNilpotent (L)

Lie komutatdrlerini hesaplamak icin kullanilan Passi, Passman ve Sehgal in gelistirmis
olduklar1 gruplarin smiflandirilmas1 yonetimini kullanmaktadir. Bu smiflandirmada grup

halkalarin Lie nilpotent olmasi durumunda elde edilen Lie cebirlerine doner [13].

gap> G := SmallGroup( 256, 400 ); FG := GroupRing( GF(2), G);
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<pc group of size 256 with 8 generators>

<algebra-with-one over GF(2), with 8 generators>

gap> L := LieAlgebra( FG);

#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...

<Lie algebra over GF(2)>

gap> IsLieNilpotent( L ); # This is very fast.

true

gap> List( LieLowerCentralSeries( L ), Dimension ); # This is very slow.
[ 256, 228, 222,210, 191, 167, 138, 107, 76, 54, 29, 15,6, 0 ]
IsLieMetabelian (L)

Lie komutatorlerini hesaplamak i¢in kullanilan Levin ve Rosenberger'in gelistirmis
olduklar1 gruplarin smiflandirilmas1 yonetimini kullanmaktadir. Bu smiflandirmada grup

halkalarin Lie metabelian olmas1 durumunda elde edilen Lie cebirlerine doner [13].
gap> G := SmallGroup( 256, 400 ); FG := GroupRing( GF(2), G);
<pc group of size 256 with 8 generators>
<algebra-with-one over GF(2), with 8 generators>
gap> L := LieAlgebra( FG );
#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...
<Lie algebra over GF(2)>
gap> IsLieMetabelian( L );
false
IsLieCentreByMetabelian (L)

Lie komutatorlerini hesaplamak icin kullanilan Rosmanith'in gelistirmis oldugu
gruplarin smiflandirilmasi yonetimini kullanmaktadir. Bu siniflandirmada grup halkalarin Lie

centre by metabelian olmasi durumunda elde edilen Lie cebirlerine doner [13].

gap> G := SymmetricGroup( 3 ); FG := GroupRing( GF(2 ), G);
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Sym([1..3])

<algebra-with-one over GF(2), with 2 generators>
gap> L := LieAlgebra( FG);
#I LAGUNA package: Constructing Lie algebra ...
<Lie algebra over GF(2)>
gap> IsLieMetabelian( L );
false
gap> IsLieCentreByMetabelian( L );
true
3.2. Caprazlanmis Modiiller

Tanom 321 M ve P Lie cebirleri olsun. PXxM —>M, (p,m)
—m =[ p,m]dénﬁsﬁmﬁnﬁn P nin M iizerindeki Lie etkisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Yae4d,

m,m, €M ,p, p,eP icin,

Lie Act I: “m="(am)=a™

Lie Act2: "(m+m,)="m+ "m,

Lie Act3: """Wm="m+"m

Lie Act4: m "= ?("m)—"("m)

Lie Act 5: p[m,ml]z[m”,ml]+[m,pm1]

esitliklerinin saglanmasidir [16].

Tamm 3.2.2 M ve P iki Lie cebir,0: M — P Lie cebir homomorfizmi ve P nin M

tizerine Lie etkisi ile birlikte Vm,m, e M ve pe P igin,

Lie CM1: 9”(m) =[p.9, ]
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Lie CM2: “"'m, =[m,m,| (Peiffer 6zdesligi)
sartlar1 saglamyorsa (M,P,0d) iicliisiine Lie caprazlanmis P-modiil denir. Sadece Lie CM1
sartim1 saglayan (M, P,d) iigliisiine Lie yar1 ¢aprazlanmis P-modiil denir [16].
3.3. Lie Cebirlerin Caprazlanmis Modiillerinin Standart Ornekleri

Ornek 3.3.1 M bir Lie cebiri, I da M nin bir ideali olsun.

2:1-M
i—1
icine dontisiimiinii ele alalim. M nin I {izerine etkisi
MxI—1
(m,i) > [m,i ]
Lie carpimu seklinde verilsin.

Lie CM1: d(m,i)=0d[m,i]

[m.i]

[m,0i]

LieCM2: amm, =m .

=[]
sartlar1 saglandigindan dolay1 (I, M, d) iigliisii gaprazlanmis modiil yapisi olusturur [9].

Ornek 3.3.2 R Lie cebiri , M -bimodiil olsun.

MxM —->M
(r,7,) %[mlﬂmZ]:()
Bu durumda O:M—>R

x—>0(x)=0



stfir morfizminin
RxM —-M
(r,m)—>r-m=rm
etkisi verilsin.
LieCM1: O(r,m) = O[r,m]
=0
= [r, Om]
LieCM2:  dm .=0m

=0

[mn]

saglandigindan (M, G,0) bir ¢aprazlanmis modildiir.

Ornek 3.3.3 M bir Lie G-cebir, 77, : M — G ile verilen ikinci izdiisiim fonksiyonu bir

Lie G -cebir morfizmidir. g € G,(g ,m)e GXM i¢in G ’nin G o< M Tiizerine Lie etkisi
g(mg)=(gm|g.g)

seklinde tammlanirsa (GXM,G,7x,) tglisii bir yar1 ¢aprazlanmis modiil olmasma ragmen

genellikle bir ¢aprazlanmis modiil degildir.

Tamim 3.3.4 (M,G, 1) ve (M',G , 1) Lie ¢aprazlannis modiiller,
f(gm)=9g(g).f (m)

ve M f (m) = gpu(m)

yani,

44
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¢
diagramui degismeli olacak sekilde f: M — M ',¢ :G — G' Lie k-cebir morfizmleri varsa,
(f,0):(M,G, 1) > (M ,G , ')

morfizmine izomorfizm denir. Bu durumda

(f,0)' =(/T.0"):M.G,u") > (M,G, )

bir ¢aprazlanmis modiil morfzmidir ve

(f.0)(f.9)=d,Id)=(f,&)(f.9)"

dir. Boylece ¢aprazlanmig modiillerin bir kategorisi olusturulur ve LXMod (k) ile gosterilir.

Ozel olarak G =G ve ¢ birim doniisiim ise f bir aprazlanmus Lie G-modiil morfizmidir. G

tizerinde iki c¢aprazlanmis modiiliin bileskesi de c¢aprazlanmis Lie G-modiil morfizmi

oldugundan LXMod (k) nin alt kategorisi elde edilir ve LXMod (k)/G ile gosterilir.
3.4. Cat'-Lie Cebirleri
Cat'- Lie cebiri ; CL=(e;t,h:G — P);t,h:G — P Lie homomorfizmleri ve
LieCatl: teh=h , het:t
LieCat2: [ker ¢, ker 2] =0

ile tanimlanan e:P — G embeddinginden olusur. Burada A, baslangic ve bitis
homomorfizmleri olarak tanimlanmistir.d: M — P bir Lie homomorfizm ve t(m, p)=p

olmak iizere h(m, p) =(dm)+ p ve e(p)=(0, p) yapisal morfizmleridir.
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Lie cebirlerinin yar1 direkt ¢garpiminin taniminda der ki; M ve P modiillerinin ¢arpimi

MXP A-modildir. V d€ A, m,m € M, p,p, € P igin skaler garpim ve toplam,
d(m, p) = (dm,dp)
(m, p)+(my, p) = (m+m, p+ p,)

ile verilir.

G Lie cebirinin yar1 direkt ¢arpimi G=M X P = {(m,p)|m eM,pe P} ve
Lie braketi [(m, ), (ml,pl)] = ([m,ml] —"m+ pml,[p, pl]) ile tanimlanur.

Teorem 3.4.1 G Lie cebirinin olusturdugu cat'-Lie cebiri, ¢4 yapisal

homomorfizmleri ve e embeddingiyle tanimlanir.
Ispat: LieCatl ve LieCat2 kosullarinin saglandigini gostermeliyiz.
LieCatl: teh = (m, p) = (te((dm)+ p)
=1(0,(dm)+ p)
=(@m)+p
= h(m, p)
het(m, p) = he(p)
=h(0, p)
=(d0)+p
=p
=t(m, p)
Boylece LieCatl saglanir. Simdi LieCat2 nin saglandigimi gosterelim.

LieCat2: x€ kert, y€ ker h,x = (m,0), y = (m, —dm,) igin,

[x, y]1=[(m,0), (m, —dm,)]



I
— ({mom ][] ]
= (mm, —mm—(=mm—m(-m,)),[m,m,])
= (mm, —mm+mm—mm,[m,m,])

:(O,[m,ml])

dir. Boylece LieCat2 de saglanir. Burada ¢ ve /4 nin homomorfizm oldugu agiktir.
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4. GERi CEKME (PULLBACK) LiE CEBIR CAPRAZLANMIS MODUL

Lie cebirinin asagidaki geri ¢ekme diagramini goz oniine alalim.

M L** (_ﬂ-{ e =/
. e d o
i
Q ; P Q { p

0:M — P Lie cebirlerinin c¢aprazlanmis P-modiilii ve 1:60 — P Lie cebir
homomorfizmi olsun. Buradan 0™ :1° M — 6, 9" (¢,m)=gq Lie cebirlerin 1 ile belirlenen

geri gekme ¢aprazlanmis Q-modiiliidiir.

Onerme : Skaler carpimi d(g,m) =(dq,0m), toplami

(q,,m)+(q,,m,) =(q, +q,,m +m,)

ve [(%aml),(qz,mz)]Z([ql,qz:l,[ml,mz]) ile verilen

"M ={(q,m)e 49><M|lq =dm,qe Q,me M}
kiimesi bir Lie cebirdir.
Onerme : G nin 1" M {izerindeki etkisi “(g,,m)= ([q, ql],[q,m]) ile verilir.

Ispat: Ispatin tamamlanmasi i¢in Lie cebiri igin etki aksiyomlarmin saglandigini

gostermeliyiz.
Lie Actl: ““(q,,m) = ((aq.q,].[1aq.m,])
=(alg.q,],alig,m])

“(a(q,,m)) = "(aq, am,)

= ([q’a%]’[lq’aml ])
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=(alq,q,],aliq,m))

=(alq,q,],alig,m))

Lie Act2:
"((q1,m ) +(q,,m,)) = (g, +q,,my +my)
= (9.9, +a,].[1g.m +m,])
“(g1,m)+(q-m) = (.4, ].[1g.m D) + (4.4, ].[19.m,])

= (g9 +a.].lig.m +m,))

Lie Act3:
) (q,m) = (¢, +45-9].[(q, +4,).m])
“(q.m)+(q.m)= (4,9 ]-[19,mD+(4,.9].[14,.m])
= (g, +4,-9].[(q, + 4,),m])
Lie Actd: 1#1(g,m) = @749 (g m)
=([a-.].9]):[ [a1-4.].m ]

= (01959 ][ 4 [91- 9] |:[ 1405 (12 m] | =] 162 [, m] )
=(95[9291 ] 14 g2 m] ) = (@2-[91-a] ][ 1405 [0, m] )

= (% (gq,m))~"("(q,m))
Buradan, (g, m)= (% (q,m))—*(*(g,m)) dir.

2. koordinat da kolayca gosterilebilir.

Lie Act5: 7 [(QI’ml)’ (%amz)] = q([qla%]’[mlamz ])

=(¢.[9-4.1]- .l m,]])
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:([[Qa91]’Q2:|9[[“1am1]’m2:|)+([%’[%%H)[ml’[lq’mz]:l)

- I:q(%’ml)a (Q2am2)]+[(ql’ml)’ q(qz’m2)}

Boylece 1.koordinat gosterilmis olur.2.koordinatin sagladigi da kolayca gosterilebilir.

Bu nedenle tanimlanan aksiyom, Lie aksiyomudur ve ispat tamamlansin.
Teorem: 0 :1° M — 6 Lie homomorfizmi caprazlanmis modiil yapisina sahiptir.

Ispat: a**(q,m) =¢q smir homomorfizmasi ve @ nin M flizerindeki Lie cebiri etkisi

LieCat! ve LieCat2 kosullarmn: saglar.
LieCatl: 3" (*(gy,m) = 9" (4., ].[1g.m])
=[4.4]
=[4.0"(g,,m)) ]
LieCat2: 9" (q,,m,) = “(q,,m,)
= (.9 ].l1g.m )
=(g.4].[m.,m])

[(q’ WI), (ql s ml)] = ([q: ql ] > [Wl, ml ])
Boylece ¢aprazlanmis modiil aksiyomlar1 saglanir.

4.1. Geri Cekme (Pullback) Cat'-Lie Cebir

C=(e;t,s:4 >R cat'-lie cebir ve ¢ : S —R, bir k - cebir morfizmi olsun.
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degismeli geri gekme diyagraminda 4 ning * (4) olan geri gekmesi olup, @*(C) ye geri cekme
cat'-lie cebir denir. Burada
P (C):fe” ;t",s" : 9" (4) —S8)
olup
¢ (A)={is. a5 Jols) = 1(a). o5 )= s(a)} < S < AxS

ve morfizmler

t” (s,a,s') =g

s (s ,a, s') =g

e’ (5)=(s,(e)s)s)

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.1.1
P (C):(e” ;t" 5" : @ (4 =)

bir cat' -lie cebiridir.

Ispat:

CATI1) e’ (s)=1"(e"(s))
=1"(s,(eg)(s.s))
=1 (s)
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=1,(s)

olup t'e(s)=1 (s)=s"e"(s) dur.
CAT2) x= (si,al,sl)e kert” ve x= (sz,az,szv)e kers” alalim.

kert" kers* ={0}
oldugunu gostermek igin gerek ve yeter sart xy = 0 dur.

w = (s.a,5,) (5,.4,.5,)

= (sl'szalazsls'z)

dir. Fakat xe kers™ ve ye kers” oldugundan

o .
t (Sl,al,sl) =5 =0

S*(Szaazasvz): s, =0,

elde edilir.

Ayrica a, € Cekt ,a, € Ceks ve C bir cat' -lie cebir oldugundan
a,a, € kertkers = {0}

olup a,a, = 0 dir. Boylece

xy = ((03 )’alaZ ’Os) = 0

dir. Bu ise istenilendir. Bundan baska e”,¢",s" nin homomorfizm olduklar1 kolayca

gosterilir.

Onerme 4.1.2 (C, R,0) caprazlanmis R-modiil ve (¢*(C ),S ,8*) geri gekmesi olsun. C

ve D sirasiyla (C,R,9) ve (¢*(C),S,a*) caprazlanmis modiillerden elde edilen cat'-lie

degismeli cebirler ise

D=¢'(C)

dir.
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Ispat: (¢* (C ), S,0" ) geri cekme ¢aprazlanmis S-modiil oldugundan

a* a

geri ¢cekme diagrami vardir. Boylece
F : XMod — Cat' — LieCeb

funktoru yardimiyla dve 9" ¢aprazlanmis modiillerine karsilik gelen cat'-degismeli cebirler

sirastyla

th

F(C,R,8)=C=(Rx C R)

Ve
£ h*

F(¢*(C),5,8") =D = (S x ¢*(C) ——=5)

dir.

Ayrica F funktoru yardimiyla geri ¢ekmeleri tasiyabiliriz. Soyle ki,

alr

N ) ot (C) RxC <,
e* t*[| h* tH| A e
b S l R . s
&

olup D nin morfizmleri

t*(s',(s,c))zs'

s*(s',(s,c))z s +9°(s,c)
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=s +s
e’ =(s.,(0,.0,))

seklindeki homomorfizmlerdir. Simdi D ve ¢ (C )catl—lie cebirlerinin birbirine

izomorf oldugunu gosterelim. ilk olarak ¢ (C ) geri ¢gekme cat' — cebirlerini olusturalim. Yani,

i

= ¢* (R C) —2 RxC«
e* t* | R t| A €

Iﬂl r

o' (R) =5 — R—

tanmimlayalim.

ve
s(ls )e)=ols)+a(c)
= gls')+o(s)
=dls +s)
dir. w, S-lie cebir homomorfizmidir ve ¥ nin tersi

V/_I(Sp(rac)asz):(sl’(sz _Sl)’c)

olarak tanimlanir. Bdylece,



wy ' (s,,(r.c).s,)=w(s.(s,—5,),c)
=(51.(0(51).¢).5 +(s5,5,)
=(s:(0(s.)s).5,)
=(s1:(rvc).s,)

= 1¢*(R(xc) (Sl,(l",C),Sz)

Benzer sekilde,

Ayrica,

S'W(S',(s,c)) =5 (S',(qﬁ(sl),c),S' +s)

:s*(s',(s,c)),
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=e'(s)
olup, diagram degismelidir.
Simdi geri cekme cat' -cebirin evrensellik dzelligine sahip oldugunu gosterelim.

Teorem 4.1.3 (Geri cekme cat'-lie cebir i¢in evrensellik ozelligi)

C=(e;t,s:A %R), D=(e';t',s' :B —>S) cat' -cebirler olsun.

(f,¢):D—>C

1 . . .
cat -cebir morfizmi olmak iizere,

D= (e*;t*, h*: B— 9)

(f*ids) " _
(£9)

(e*;t* h* O"‘(—l) — 5) —wa ¢=(est,h: A— R)

degismeli olacak sekilde biricik ( f *,ids) cat' -cebir morfizmi vardir. [18]

Ispat: Burada D= (e';t',s' B — S) herhangi cat' -cebir ve (f,¢) cat' -cebir

morfizmi olmak tizere
[ ¢ (4)—> B
biricik cat' -cebir morfizmi vardir, Syle ki ¢ f*=t", s f" =s" ve ff =¢ dir.
Ik olarak ( f,¢) ciftinin cat'-cebir oldugunu gosterelim.

Yukaridaki diagramdan (Yani geri ¢ekme cat ' -cebir 6zelliginden)

f:B—> A4

(s,a,s')—>a
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dir.
Buradan;
tf(s,a,s')zt(a) Sf(s,a,sl)zt(a)
=¢(s) ve =¢(s')
:¢t'(s,a,s') =¢s'(s,a,s')

olup, ( f,@) cifti cat' -cebir morfizmidir.
(¢.9):C">C
herhangi cat' -cebir morfizmi 6yle ki t¢ = @t", s¢ = ¢s* olmak iizere biricik
f 9" (4)—>B
x> (¢ (x),0 (x),5" (x))

morfizmi vardir, giinkii her xe ¢" (A4) igin 19 (x)=¢t" (x) ve s¢ (x)=¢s"(x) dir.

imdi, /" nin cat'-cebir morfizmi oldugunu gosterelim. xe @¢*(A4), se S igin

(e )(x)=r (/" (%))

ve (s'f*)(x):s'(f*(x))

olup f* cat'-cebir morfizmidir. Ayrica
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olup, ff*=¢ dir.
Teorem 4.1.4

¢ :Cat'—Ceb/R — Cat' —Ceb/ S
geri gcekme funktoru vardir. [18]

ispat: Cat' —Ceb/R Kkategorisinde herhangi C = (e;t,s:A—>R) cat' -cebir

objesi i¢in geri gekme
¢ (C)=(est",5" 19" (4) > S)
Cat' —Ceb/ S kategorisinde bir objedir.

Ornek 4.1.5 I<Rolsun. Bu durumda 0:1— R igine ¢aprazlanmis R -modiiliiniin
¢o:S—R, k -cebir homomorfizmi yardimiyla elde edilen geri ¢ekme caprazlanmisg

modiliiniin

Ve

oldugu gosterilmisti. Ayrica 6nermeden,

¢=(RxI

R)

A&



dir.

(R I) ——=¢"(R))
x ¢*(I) :“5)
Mo—l(f):’;b)
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