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LORENTZ UZAYINDA HİPERYÜZEYLER 

Hatice Başaran 

Matematik Bölümü, Yüksek Lisans Tezi, 2009 

Tez Danışmanı: Yrd. Doç.Dr.A. Funda YALINIZ  

ÖZET 

 Bu tezin amacı Lorentz uzayındaki yüzeylerin diferansiyel geometrisi üzerine çalışmak-

tır.  Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.   

 Birinci bölümde gauss eğriliği, hiperyüzey, kısmi türev, ortalama eğrilik, şekil operatö-

rü ve Taylor formülü tanıtılmıştır.   

 İkinci bölümde Lorentz uzayında simetrik bilineer form, skalar çarpmalı uzay, 

Minkowski uzay zaman, yarı Riemann manifoldları, 2 boyutlu Lorentz uzayı ve hiperbolik rad-

yan ile ilgili bazı tanımlar ve teoremler verilmiştir.   

 Üçüncü bölümde temel kuadratik formlar, yüzeyin bir noktasındaki eğrisel uzunluk, 

birim normal vektörünün birinci mertebeden kısmi türevleri, Weingarten ve Olinde-Rodrigues 

formülleri için bazı temel tanım ve teoremler verilmiştir.   

 Dördüncü bölümde lorentz uzayındaki temel formlar, Weingarten ve Olinde-Rodrigues 

formülleri verilmiştir.   

 Beşinci bölümde de orjinal bir çalışmamızı içermektedir.  

Anahtar Kelimeler : Gauss eğriliği, hiperyüzey, kısmi türev, ortalama eğrilik, Olinde-
rodrigues formülleri, şekil operatörü, Taylor formülü, Weingarten formülleri 
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HYPERSURFACES AT LORENTZ SPACE 

Hatice Başaran 

Deparment of Mathematics, M.S.Thesis, 2009 

Thesis Supervisor:Assist.Prof. A.Funda YALINIZ 

SUMMARY 

 This thesis which is the aim working on differantial geometry of surfaces on which 

Lorentz spaces.  This thesis takes part from five parts. 

 In the first part, Gauss curvature, hypersurface, partial derivate, mean curvature, figure 

operatör,and Taylor Formula were introduced. 

 In the second part, symetric bilinear form at Lorentz space, scaler product space, 

Minkowski space time, semi-Riemann manifold, Lorentz space with two dimmension and some 

definations and theorem connected with hyperbolic raidon were given.   

 In the third part, basic quadratic forms, curvilinear length in any point of surface, unit 

normal vektör of which first degree partial derivatives, connected with Weingarten and Olinde-

Rodrigues formulas same basic defination and theorems were given.   

 In the fourth part, basic formulas at Lorentz spaces, Weingarten and Olinde-Rodrigues 

formulas were given.   

 In the fifth part, it includes of our original work.   

Keywords:Gauss curvature, hypersurface, partial derivate, mean curvature, formulas of Olinde-
Rodrigues, figure operatör, Taylor Formula, Weingarten formulas.   
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1.  TEMEL TANIMLAR 

1.1  İki Skalar Değişkenli Vektörel Fonksiyonlar 

 
Tanım 1.1.1  İki u,v, skalar, bağımsız değişkeninin değişim aralıkları sırasıyla  
 
a ൑  u ൑ b , c ൑  v ൑ d                                        ሺ β ሻ                                                                        ሺ1.1ሻ 
 
olsun. u, v koordinat eksenleri birbirine dikse , ሺ ߚ ሻ tanım bölgesi kapalı bir dikdörgendir. 

 
Yukarıdaki iki aralığın her  (u, v) değer takımı, belirli bir kurala göre, bir ݔԦ serbest vek- 

 
törünü tanımlıyorsa , ݔԦ serbest vektörü u ve v skalar ve bağımsız değişkenlerinin verilen  
 
ሾ a, b ሿ, ሾ c, d ሿ  kapalı aralıklarında veya ሺ β ሻ kapalı bölgesinde –açık da olabilir- bir vektörel  
 
fonksiyondur.  

  
(1.1) aralıkları bu vektörel fonksiyonun tanım aralıklarıdır. u, v, skalar ve bağımsız de- 

 
ğişkenleri ile ݔԦ vektörü arasındaki bu ilişki, skalar fonksiyonlarda yapıldığı gibi  
 
XሬሬԦ ൌ  XሬሬԦ ሺu, v ሻ                                                                                                                                             ሺ1.2ሻ 
 
sembolü ile gösterilir[1]. 

Uyarı 1.1.1  Bundan böyle, aksi söylenmedikçe (u,v) skalar ve bağımsız değişkenleri ile ݔԦ  
 
vektörel fonksiyonu gerçel olarak alacağız.  Bundan başka ݔԦ vektörel fonksiyonu tek değerli  
 
olacak, başka deyimle, skaler değişkenlerin (u, v) değer takımı, bir tek XሬሬԦ ሺu, v ሻ serbest vektö- 
 
rünü belirleyecektir[1]. 

Tanım 1.1.2  (1.1) aralıklarında tanımlanmış tek değerli, gerçel ve sürekli bir vektörel fonksi- 
 
yon                
 
 XሬሬԦ ൌ  XሬሬԦ ሺu, v ሻ  
 
olsun.  Tanım bölgesinin bir değer takımını  ሺ ݒ଴ ) ile gösterelim ve  
 
∆XଵሬሬሬሬԦ ൌ  Ԧܺ ሺ u, v଴ ሻ െ  Ԧܺ ሺ ݑ଴, ݑ∆            , ଴ ሻݒ ൌ ݑ  െ   ଴ݑ
 
diyelim. 

Eğer sözü edilen vektörel fonksiyon için 
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lim∆௨՜଴

∆௫భ

∆௨
  

 
varsa, bu limite Ԧܺ ሺݑ, ,଴ݑ ) , ሻ vektörel fonksiyonunun ݒ   ଴ ) değer takımı için, u skalarݒ
 
değişkenine göre, birinci mertebeden kısmi türevi denir[1].  

Aynı biçimde  
 
∆ܺଶሬሬሬሬሬԦ ൌ  Ԧܺ ሺ ݑ଴, ሻ ݒ െ  Ԧܺ ሺ ݑ଴, ݒ∆            , ଴ ሻݒ ൌ ݒ  െ   ଴ݒ
 
denilecek olursa,  
 
lim∆௩՜଴

∆௫మ

∆௩
  

 
ifadesi de, eğer varsa , Ԧܺ ሺݑ, ,଴ݑ ) , ሻ vektörel fonksiyonunun ݒ  ଴ ) değer takımı için, vݒ
 
skalar değişkenine göre, birinci mertebeden kısmi türevidir.   

Bir  ሺݑ,   ሻ değer takımı için birinci mertebeden iki vektörel kısmi türevi ݒ
 

ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൌ  డ௑ሬԦ
డ௨

  , ܺ௩ሬሬሬሬԦ ൌ  డ௑ሬԦ
డ௩

    
 
yazılış biçimlerinden biriyle göstereceğiz[1]. 

Tanım 1.1.3  O u, v düzleminin ( 1. 1 ) aralıklarıyla tanımlanmış (β) dikdörtgen bölgesinde – ya  
 
da herhangi bir bölgesinde – verilmiş ve birinci mertebeden sürekli kısmi türevleri olan bir  
 
vektörel fonksiyon  
 
 XሬሬԦ ൌ  XሬሬԦ ሺu, v ሻ 
 
 olsun.  

(β) nın herhangi bir noktası ଴ܰ ve bu noktadan geçen bir eğrisi de E ile gösterilsin.  
 

u, v, skaler, bağımsız ve gerçel değişkenleri, E eğrisi boyunca alınan ܰሺݑ,   ሻ noktalarıݒ
 
için, örneğin t ile gösterilen, aynı bir skaler değişkeninin 
 
 uൌ ݒ    ,  ሻݐሺݑ  ൌ  ሻ                                                                                                                  ሺ1.3ሻݐሺݒ 
 
biçiminde fonksiyonlardır. Buna göre (1. 2) vektörel fonksiyonu, E eğrisi boyunca, t skalar de- 
 
ğişkeninin  
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Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሾݑሺݐሻ,  ሻሿ                                                                                                                                  ሺ1.4ሻݐሺݒ
 
biçiminde bir bileşik fonksiyonudur[1]. 

Tanım 1.1.4  İki skalar ve bağımsız değişkenli bir vektörel fonksiyonun birinci mertebeden  
 
kısmi türevleri de aynı bağımsız skalar değişkenlerin vektörel fonksiyonlarıdır. Bunların, tanım  
 
bölgesinde, eğer varsa, birinci mertebeden kısmi vektörel türevlerinden söz edilebilir.   
 
Bunlara   
 
Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሺݑ,    ሻ ݒ
 
 vektörel fonksiyonunun ikinci mertebeden vektörel kısmi türevleri denir. Bunlara  
 
Ԧܺ௨௨ ൌ  డమ௑ሬԦ

డ௨డ௩
ൌ  డమ௑ሬԦ

ሺడ௨ሻమ   
 
Ԧܺ௨௩ ൌ  డమ௑ሬԦ

డ௨డ௩
                                                                                                                                              ሺ1.5ሻ                          

   
Ԧܺ௩௩ ൌ  డమ௑ሬԦ

డ௩డ௩
ൌ  డమ௑ሬԦ

ሺడ௩ሻమ   
 
sembolleri ile gösterilir[1]. 

Tanım 1.1.5  (1.3) formülündeki vektörel ve skalar fonksiyonlar, bir tek t skaler değişkenine  
 
bağlıdırlar. O halde, t nin herhangi bir değeri için bu formülü 
 
డ௑ሬԦሺ௨,௩ሻ

డ௧
ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦሺݑ, ሻݒ ௗ௨

ௗ௧
൅  ܺ௩ሬሬሬሬԦሺݑ, ሻݒ ௗ௩

ௗ௧
  

 
 biçiminde yazabiliriz.  Bu eşitliğin her iki tarafını dt ile çarptığımızda, kısaca  
 
݀ Ԧܺ ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦ݀ݑ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ݀ݒ                                                                                                                               ሺ1.6) 
 
bağıntısı elde edilir.   

(1.6) nın ikinci yanı, tanım gereğince, iki skalar ve bağımsız değişkenli  
                     

 Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሺݑ,   ሻ ݒ
 
vektörel fonksiyonunun tam diferansiyelidir[1]. 

Tanım 1.1.6  İki bağımsız değişkenli Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሺݑ,   ,ሻ vektörel fonksiyonunun birinci, ikinci ݒ
 
üçüncü,…,n.yinci mertebeden tam diferansiyelleri ݀ଵܺ,ሬሬሬԦ ݀ଶܺ,ሬሬሬԦ … , ݀௡ Ԧܺ sembolleri ile gösterilir.  
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Örneğin, 2-nci mertebeden tam diferansiyel şöyle bulunur: 
 
݀ଶ Ԧܺ ൌ ݀൫ܺ௨ሬሬሬሬԦ൯݀ݑ ൅ ݀൫ܺ௩ሬሬሬሬԦ൯݀ݒ ൅ ܺ௨ሬሬሬሬԦ݀ଶݑ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ݀ଶݒ                                                                            ሺ1.7ሻ 
 
yani 
 
݀ଶ Ԧܺ ൌ ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦሺ݀ݑሻଶ ൅ 2ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦ݀ݒ݀ݑ ൅ ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦሺ݀ݒሻଶ ൅ ܺ௨ሬሬሬሬԦ݀ଶݑ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ݀ଶ[1]   ݒ 

Tanım 1.1.7  β bölgesinde tanımlanmış iki bağımsız değişkenli Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሺݑ,  -ሻ vektörel fonksi ݒ
 
yonunun , bölgenin her noktasında ݊ ൒ 1 olmak üzere n-yinci mertebeye kadar kısmi türevleri- 
 
nin hepsi-n dahil olmak koşulu ile- varsa ve sürekli ise, buna,  β bölgesinde n-yinci sınıftan iki  
 
bağımsız değişkenli bir vektörel fonksiyon ya da iki bağımsız değişkenli bir ܥ௡ vektörel fonksi- 
 
yonu diyeceğiz. 

Verilen β bölgesinin her noktasında verilen iki bağımsız değişkenli vektörel fonksiyo- 
 
nun sonsuz mertebeden sürekli kısmi türevi varsa, sınıfı ∞ dur, veya bu bir ܥஶ vektörel fonksi 
 
yonudur. İki bağımsız değişkenli bir ܥ௡ vektörel fonksiyonunun , bir kartezyen koordinat siste 
 
mine göre , skalar bileşenlerinden en az birisi aynı sınıftandır.  Öteki ikisinin sınıfları ise en az n  
 
dir[1]. 

Tanım 1.1.8  Bir β bölgesinin bir ሺݑ,   ሻ noktasında n-ninci sınıftan ve iki bağımsız değişkenli ݒ
 
bir vektörel fonksiyon Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሺݑ,   ,ሻ ise, biraz önce belirttiğimiz gibi, bunun herhangi bir ܱܺ௣ ݒ
 
(P=1,2,3) Kartezyen koordinat sistemine göre skalar bileşenlerinden hiç olmazsa birisi, aynı  
 
ሺݑ଴,   ,଴ሻ noktasında n-ninci sınıftandır ve öteki iki bileşeninde sınıfları en az n dır.  O haldeݒ
 
bu üç skaler bileşen için  
 
ݑ∆ ൌ ݑ  െ ݒ∆     ,        ଴ݑ ൌ ݒ  െ   ,    ଴ݒ
 
∆ܺ௣ ൌ  ܺ௣ሺݑ, ሻݒ െ ܺ௣ሺݑ଴, ݌଴ሻ         ,     ሺݒ ൌ 1, 2, 3ሻ  
 

∆ܺ௣ ൌ ൫ܺ௣௨∆ݑ൯ ൅ ൫ܺ௣௩∆ݒ൯ ൅ ଵ
ଶ!

ቀ൫ܺ௣௨∆ݑ൯ ൅ ൫ܺ௣௩∆ݒ൯ቁ
ሺଶሻ

൅ ڮ ൅ ଵ
௡!

ቀ൫ܺ௣௨∆ݑ൯ ൅

൫ܺ௣௩∆ݒ൯ቁ
ሺ௡ሻ

൅  ݁௣௡                                                                                                                                 ሺ1.8ሻ  
 
 
݁௣௡ ൌ  ݁௣௡ሺݑ଴, ,଴ݒ ,ݑ∆ ሻ    ,     lim∆௨՜଴ݒ∆

∆௩՜଴
݁௣௡ ൌ 0   
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Taylor formülü yazılabilir.   

Öte yandan  
 
∆ Ԧܺ ൌ  Ԧܺሺݑ, ሻݒ െ Ԧܺሺݑ଴, ଴ሻݒ ൌ  ∑ ሺ∆ܺ௣ሻ݇௣ሬሬሬሬԦଷ

௣ୀଵ    
 
݁௡ሬሬሬሬԦ ൌ  ∑ ݁௣௡݇௣ሬሬሬሬԦ௡

௣ୀଵ   
 
söylersek 
 

∆ Ԧܺ ൌ ൫ ܺ௨ሬሬሬሬԦ∆ݑ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ∆ݒ൯ ൅ ଵ
ଶ!

൫ܺ௨ሬሬሬሬԦ∆ݑ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ∆ݒ൯
ሺଶሻ

൅ ڮ ൅ ଵ
௡!

൫ܺ௨ሬሬሬሬԦ∆ݑ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ∆ݒ൯
ሺ௡ሻ

൅ ݁௡              ሺ1.9ሻ   
 
lim∆௨՜଴

∆௩՜଴
݁௣௡ሬሬሬሬሬሬԦ ൌ 0ሬԦ  

 
bulunur.  Görülüyor ki 

β tanım bölgesinde iki bağımsız değişkenli ve n-ninci mertebeden bir vektörel fonksi- 
 
yon verildiğinde, bölgenin ሺݑ଴,   ଴ሻ noktası ve yakınları için (1.9) formülü yazılabilir.  Buna ikiݒ
 
bağımsız değişkenli vektörel fonksiyonların Taylor formülü denir[1]. 

Tanım 1.1.9  E୬, n-boyutlu Öklid uzayında ( n-1) boyutlu bir yüzey veya ( n-1) yüzey diye E୬  
 
deki boş olmayan bir M cümlesine denir, öyle ki bu M cümlesi  
 

M ൌ  ሼx א U ؿ E୬|f: U ื Թ, U bir açık cümleሽ  
ݔ                  ื ݂ሺݔሻ ൌ ܿ 

 
f|୮ ׏  ്   biçiminde tanımlanır. Eଶ de bir 1-yüzeye düzlemsel eğri denir, Eଷ de bir ܯ ߳ ݌ ׊ , 0
 
2-yüzeye ekseriya sadece yüzey denir.  E୬ de bir (n-1) yüzeye  ݊ ൐ 3 olması halinde daha çok  
 
bir hiperyüzey olarak adlandırılır[2]. 

Tanım 1.1.10  E୬ de bir hiperyüzey M ve M’nin birim normal vektör alanı N verilsin.  E୬ de  
 
Riemann koneksiyonu D olmak üzere א ܺ ׊ ࣲሺܯሻ için  
 
ܵሺܺሻ ൌ   ௑ܰܦ 
 
şeklinde tanımlı, S dönüşümüne M üzerinde şekil operatörü veya Weingarten dönüşümü  
 
denir[2]. 

Tanım 1.1.11   E୬ de bir hiperyüzey M olsun.  M’nin bir P noktasındaki şekil operatörü S(p)  
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olmak üzere 
 
ൌ ܭ ܯ ื  Թ  
݌            ื ሻ݌ሺܭ ൌ   ሻ݌ሺܵݐ݁݀
 
biçiminde tanımlanan fonksiyona M’nin Gauss eğrilik fonksiyonu ve K(p) değerine de M’nin 
 
p noktasındaki Gauss eğriliği denir[2]. 

Tanım 1.1.12  E୬ de bir hiperyüzey M olsun.  M’nin bir P noktasındaki şekil operatörü S(p)  
 
olmak üzere 
 
ܪ ൌ M ื Թ  
݌          ื ሻ݌ሺܪ ൌ   ሻ൯݌൫ܵሺݖ݅
 
biçiminde tanımlanan fonksiyona M’nin ortalama eğrilik fonksiyonu ve H(p) değerine de M’nin 
 
p noktasında ki ortalama eğriliği denir[2]. 
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2.  LORENTZ UZAYI 

2.1  Simetrik Bilineer Formlar 

Tanım 2.1.1  V bir reel vektör uzayı olsun. 
 
:ۄ·,·ۃ ܸ ൈ ܸ ՜ Թ  
 
dönüşümü  ׊ ܽ , ܾ ߳ Թ ve ݑ ׊ , , ݒ  için ܸ ߳ ݓ
 

(i) ݑۃ, ۄݒ  ൌ ,ݒۃ   ۄݑ
 

(ii) ݑܽۃ ൅ ,ݒܾ ۄݓ ൌ ,ݑۃ ܽ ۄݓ  ൅ ,ݒۃ ܾ   ۄݓ
 

 
,ݑۃ ൅ ݒܽ ۄݓܾ ൌ ,ݑۃ ܽ ۄݒ ൅ b ݑۃ,  ۄݓ
 

özelliklerine sahip ise ۄ·,·ۃ dönüşümüne V vektör uzayı üzerinde bir simetrik bilineer formdur  
 
denir[3,5]. 

                                                                                                                                                                                
Tanım 2.1.2  V vektör uzayı üzerinde simetrik bilineer form ۄ·,·ۃ olsun.   
 

(i) ݒ ׊ ߳ ܸ ve ݒ ് 0 için ݒۃ, ۄݒ  ൐ 0, ,ݒۃ ۄݒ  ൌ 0 ฻ ൌ ݒ 0 ise ۄ·,·ۃ simetrik bilineer  
 
formuna pozitif tanımlı,  
 

(ii) ݒ ݁ݒ ܸ ߳ ݒ ׊ ് 0 ݅ç݅݊ ݒۃ, ۄݒ  ൏ 0, ,ݒۃ ۄݒ  ൌ 0 ฻ ൌ ݒ   simetrik bilineer ۄ·,·ۃ ݁ݏ݅ 0
 
formuna negatif tanımlı,  
 

(iii) ݒ ׊ ߳ ܸ ݅ç݅݊ ݒۃ, ۄݒ  ൒   ,simetrik bilineer formuna yarı pozitif tanımlı ݁ݏ݅ 0
 

(iv) ݒ ׊ ߳ ܸ ݅ç݅݊ ݒۃ, ۄݒ  ൑   ,simetrik bilineer formuna yarı negatif tanımlı ݁ݏ݅ 0
 

 
(v) ԢԢݓ ׊ ߳ ܸ ݅ç݅݊ ݒۃ, ۄݓ  ൌ 0 ฺ ൌ ݒ 0 ݀ıݎᇱᇱ şartı sağlanıyor ise ۄ·,·ۃ simetrik bilineer  

 
formuna non-dejenere, non-dejenere değilse dejeneredir  denir[3,5].  

V üzerinde bir simetrik bilineer form ۄ·,·ۃ ise V’nin herhangi bir W altuzayı için ۄ·,·ۃ |ௐ kısıtla- 
 
ması da yine bir simetrik bilineer formdur [3]. 

Tanım 2.1.3  V bir vektör uzayı ve 
 
:ۄ·,·ۃ ܸ ൈ ܸ ՜ Թ  
 
bir simetrik bilineer form olsun. 
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:ௐ|ۄ·,·ۃ ܹ ൈ ܹ ՜  Թ  
 
negatif tanımlı olacak şekildeki V’nin en büyük boyutlu W alt uzayının boyutuna ۄ·,·ۃ simetrik  
 
bilineer formunun indeksi denir ve ݒ ile gösterilir[3,5]. 

Buna göre 1 ൑ ൑ ݒ ൌ ݒ .dir ܸݕ݋ܾ 0 olması için gerek ve yeter koşul ۄ·,·ۃ simetrik  
 
bilineer formunun yarı pozitif tanımlı olmasıdır. 

V nin bir ortonormal bazı ሼ݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁௡ሽ olsun.  ܾ௜௝  ൌ ,௜݁ۃ  ௝݁ۄ olarak tanımlanan  
 
ൣܾ௜௝൧

௡ൈ௡
 matrisine ሼ݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁௡ሽ bazına göre ۄ·,·ۃ nun matrisi denir.  ۄ·,·ۃ simetrik olduğundan  

 
ൣܾ௜௝൧ matrisi de simetriktir. 
 
,ݒۃ ۄݓ  ൌ ∑ۃ  ௜ݒ

௡
௜ୀଵ ݁௜, ∑ ௝ݓ ௝݁

௡
௝ୀଵ ۄ  ൌ  ∑ ܾ௜௝ݒ௜ݓ௝

௡
௜,௝ୀଵ   

 
olduğundan  ൣܾ௜௝൧ matrisi ۄ·,·ۃ simetrik bilineer formunu belirler[3]. 

Teorem 2.1.1  Bir ۄ·,·ۃ simetrik bilineer formunun non-dejenere olması için gerek ve yeter ko- 
 
şul ۄ·,·ۃ nun herhangi bir baza göre matrisinin tersinin olmasıdır[3,5]. 

Tanım 2.1.4  Bir א ݒ ܸ vektörü için ݒۃ, ۄݒ  ൐ 0 veya ݒ ൌ 0 ise bu ݒ vektörüne space-like  
 
 vektör,  
 
,ݒۃ ۄݒ  ൏  ,vektörüne time like vektör ݒ ݑܾ ݁ݏ݅ 0
 
,ݒۃ ۄݒ  ൌ ݒ ݁ݒ 0 ് 0 ise bu ݒ vektörüne light-like veya null vektör denir[3,5]. 

2.2  Skalar Çarpmalı Uzaylar  

Tanım 2.2.1  Bir V vektör uzayı üzerindeki non-dejenere, simetrik, bilineer forma V vektör  
 
uzayı üzerinde bir skalar çarpma denir.  V üzerindeki bir skalar çarpma ۄ·,·ۃ ise ܸۃ,   ikilisine ۄۄ·,·ۃ
 
skalar çarpmalı vektör uzayı denir[3,5,6].   

Tanım 2.2.2  Sıfır olmayan ݒ, א ݓ ܸ ݅ç݅݊ ݒۃ, ۄݓ  ൌ   vektörlerine diktirler denir ve ݓ ݁ݒ ݒ ݁ݏ݅ 0
 
ݒ ٣  .şeklinde gösterilir[3,5,6] ݓ

Teorem 2.2.1  V skaler çarpmalı uzayının bir altuzayı W olsun.  Bu durumda şu özellikler var- 
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dır: 
 

ܹ ݕ݋ܾ .1 ൅ ୄܹݕ݋ܾ  ൌ ݊ ൌ  ܸݕ݋ܾ
 

2. ሺܹୄሻୄ  ൌ ܹ 
 

[3,5]. 

Tanım 2.2.3  Bir V vektör uzayı üzerinde bir skalar çarpma ۄ·,·ۃ ve W da V’nin bir altuzayı  
 
olsun.  Eğer W üzerinde ۄ·,·ۃ non-dejenere ise W ya non-dejenere altuzay, non-dejenere değilse  
 
dejenere alt uzay denir[3,5]. 

Teorem 2.2.2  V skalar çarpmalı uzay ve W da  V’nin bir altuzayı olsun.  W’nun non-dejenere  
 
olması için gerek ve yeter koşul ܸ ൌ ܹ ْ ܹୄ olmasıdır[3,5]. 

Tanım 2.2.4  Bir V vektör uzayı üzerindeki bir skalar çarpma ۄ·,·ۃ olsun.  Bir ݒ ߳ ܸ vektörünün  
 
normu  
 
 ԡݒԡ  ൌ ,ݒۃ|  ଵ|ۄݒ ଶ⁄  
 
 olarak tanımlanır.  Normu 1 olan vektöre birim vektör ve ortogonal birim vektörlerin cümlesine  
 
ortonormal sistem denir[3,5]. 

Teorem 2.2.3  Bir ܸ ്  ሼ0ሽ skalar çarpmalı uzayı bir ortonormal sisteme sahiptir.  [3] 

İspat.  [3,5,6]. 

Teorem 2.2.4  Bir V vektör uzayı için bir ortonormal baz ሼ݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁௡ሽ olsun.  ߝ௜  ൌ ,௜݁ۃ  ݁௜ۄ  
 
olmak üzere ݒ ׊ ߳ ܸ vektörü  
 
ൌ ݒ  ∑ ,ܸۃ௜ߝ  ݁௜݁ۄ௜

௡
௜ୀଵ   

 
olacak şekilde tek türlü yazılabilir[3]. 

İspat.  [3,5]. 

Teorem 2.2.5  Bir V vektör uzayının bir ሼ݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁௡ሽ ortonormal bazı için ሺߝଵ, ,ଶߝ … ,   ௡ሻߝ
 
işaretlerindeki negatif terimlerin ݒ sayısı V’nin indeksidir[3]. 

İspat.  [3,5]. 
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Eğer V’nin bir ortonormal bazı ሼ݁ଵ, ݁ଶ, … , ݁௡ሽ ve V; ݒ indeksine sahip ise,  ݒ௣ ሬሬሬሬሬԦ ݓ ݁ݒ௣ሬሬሬሬሬԦ  
 
vektörleri için, ݒ ൌ  ∑ ݓ    ,௜݁௜ݒ ൌ  ∑ ௝ݓ ௝݁

௡
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ   

 
,௣ሬሬሬሬԦݒۃ ۄ௣ሬሬሬሬሬԦݓ ൌ  െ ∑ ௜ ൅ݓ௜ݒ  ∑ ௝ݓ௝ݒ

௡
௝ୀ௩ାଵ

௩
௜ୀଵ   

 
olur.Eğer ܸ ൌ 0 ise Թ௩

௡  skalar çarpmalı  (yarı-Öklid) uzayı Թ௡ den ibarettir.  Bir Lorentz vektör  
 
uzayı ܮ௡ , indeksi 1 ve boyutu ൒ 2 olan skalar çarpmalı uzaydır [3,5]. 

Tanım 2.2.5  V vektör uzayı üzerinde tanımlanan ۄ·,·ۃ skalar çarpımı özel olarak pozitif tanımlı   
 
ise Öklid metriği adını alır, V ye de Öklid uzayı denir.  Eğer ݒ ൌ 1 ise ۄ·,·ۃ skalar çarpımı   
 
Lorentz (Minkowski ) metriği olup V ye de Lorentz uzayı veya Minkowski uzayı denir.  V deki  
 
  simetrik bilineer formu dejenere ise, bu durumda V ye ışıksı veya null veya light-like veya ۄ·,·ۃ
 
dejenere vektör uzayı denir[3,5,6].  

Önerme 2.2.1  ሺܹ,   ሻ reel n-boyutlu dejenere vektör uzayı ve W’nun sıfır uzayı RadWۄ·,·ۃ
 
olsun. ܹ݈݈݊ݑ ൌ ൏ ݎ ݊ olmak üzere, RadW’nun V’deki tümleyeni olan altuzay non-dejeneredir.   
 
Bu uzaya ekran uzayı (screen space) veya perde uzayı denir ve SW ile gösterilir.  [3] 

İspat.  [3,6]. 

Tanım 2.2.6  ሺܸ,    ;ሻ skalar çarpmalı uzay olmak üzereۄ·,·ۃ
 

(i) Γே ൌ  ሼݒ ߳ ሺܸ െ ሼ0ሽሻ | ݒۃ, ۄݒ ൌ 0ሽ şeklinde tanımlı  Γே cümlesine V’nin ışık konisi 
 

(ii) Γௌ ൌ  ሼݒۃ | ܸ ߳ ݒ, ۄݒ  ൐  0ሽ şeklinde tanımlı  Γௌ cümlesine V’nin uzay konisi  
 

(iii) Γ் ൌ  ሼݒ ߳ ሺܸ െ ሼ0ሽሻ | ݒۃ, ۄݒ ൏ 0ሽ şeklinde tanımlı  Γ் cümlesine V’nin zaman ko- 
 

nisi denir[3,5,6]. 

2.3  Minkowski Uzay-Zaman 

Tanım 2.3.1  Minkowski uzay-zaman (Lorentz uzayı) 
 
ଶݏ݀ ൌ  െ݀ݔଵ

ଶ ൅  ∑ ௜ݔ݀
ଶ௡

௜ୀଶ   
 
metriğiyle beraber Μ ൌ Թ௡ manifoldudur ve  డ

   డ௫భ
  vektör alanıyla zaman yönlüdür  

 
[3,7]. 
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Minkowski uzay-zamanının geodezikleri Թ௡ Öklid uzayının doğrularıdır.  Bu  
 
geodeziklerin afin parametrelendirmeleri Թ௡ deki Öklid yay uzunluğu parametrelendir- 
 
meleriyle orantılıdır.  Minkowski uzay-zamanda verilen bir p noktasından geçen null  
 
geodezikler tepe noktası P de olan eliptik koni formundadırlar [3,7]. 

Minkowski uzay-zamanı bir Lorentz çarpımıdır. Eğer Թ, negatif tanımlı  െ݀ݐଶ  
 

metriğiyle ve Թ௡ିଵ de ݃଴Öklid metriğiyle verilmiş ise o zaman  
 
ሺԹ௡ ൌ  Թ ൈ Թ௡ିଵ ,       െ ଶݐ݀ ْ ݃଴ሻ  
 
bir n-boyutlu Minkowski uzayıdır[3,7]. 

Tanım  2.3.2  Minkowski uzayında farklı iki nokta ݌ ൌ  ሺ݌ଵ, … , ݍ ݁ݒ ௡ሻ݌ ൌ ሺݍଵ, … ,  ௡ሻݍ
 
olsun.  Թ’de ݌ଵ ൏ ଵ݌ሺ ݁ݒ ଵݍ െ ଵሻଶݍ ൅ ሺ݌ଶ െ ଶሻଶݍ ൅  … ൅ ሺ݌௡ െ ݌ ݁ݏ݅  ௡ሻଶݍ ا  -krono ݍ
 
lojik bağıntısı vardır.  Eğ݁݌ ݎ ا  ise o zaman p’den q’ya uzaklık ݍ
 
݀ሺ݌, ሻݍ ൌ  ሾሺ݌ଵ െ ଵሻଶݍ ൅  ∑ ሺ݌௜ െ ௜ሻଶ  ௡ݍ

௜ୀଶ ሿ
భ
మ  

 
ile verilir[3,7]. 

Minkowski uzay-zamanda p merkezli ’’birim küre’’ 
 
,݌ሺܭ 1ሻ ൌ  ሼא ݍ ,݌ሺ݀ | ܯ ሻݍ ൌ 1ሽ  
 
dir.  Bu cümle iki kanatlı hiperboloidin bir kanatıdır[3,7]. 

Tanım 2.3.3  Թ௦
௡’yi ሺെ, … , െ, ൅, … , ൅ሻ işaretli yarı-Öklid uzayı olarak tanımlayalım, burada s  

 
tane negatif eigen değer ile ݊ െ tane pozitif eigen değeri vardır.  Böylece Թ௦  ݏ

௡ üzerinde yarı- 
 
Öklid metriği  
 
ଶݏ݀ ൌ  െ ∑ ௜ݔ݀

ଶ௦
௜ୀଵ ൅  ∑ ௜ݔ݀

ଶ௡
௜ୀ௦ାଵ   

 
ile verilir[3,7]. 

Özel olarak Թଵ 
௡  ݊ െ boyutlu  Minkowski uzay-zaman (Lorentz uzayı) dır.  ݎ ൐ 0 için de  

 
Թଵ

௡ାଵ uzayındaki Lorentz ve hiperbolik küreler, sırasıyla, 
 

ଵܵ
௡ ൌ  ሼ߳ݔԹଵ

௡ାଵ | െ ଵݔ
ଶ ൅ ଶݔ

ଶ൅. . . ൅ݔ௡ାଵ
ଶ ൌ    ଶሽݎ 
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ve 
 
Hଵ

୬ ൌ  ሼxԖԹଵ
୬ାଵ | െ xଵ

ଶ ൅ xଶ
ଶ൅. . . ൅x୬ାଵ

ଶ ൌ  െrଶሽ  
 
biçimde ifade edilebilirler[3,7].  

2.4  Yarı-Riemann Manifoldları 

Tanım 2.4.1  M düzgün, para kompakt Hausdorff manifoldu olsun.  ߨ ׷ ՜ ܯܶ   de M’nin ܯ
 
tanjant demetini göstersin.  M’nin bir g yarı-Riemann metriği, M’de (0,2) tipinde düzgün simet- 
 
rik tensör alanıdır öyle ki ܯ ߳ ݌ ׊ için 
 
݃ |௣: ௉ܶܯ ൈ ௉ܶܯ ՜ Թ  
 
tensörü ሺെ, … , െ, ൅, … , ൅ሻ işaretli non-dejenere bir iç çarpımdır.   

M üzerinde ൫ݑ, ሺݔଵ, … ,   ௡ሻ൯ lokal koordinatlardaki g yarı-Riemann metriğiݔ
 
݃ |௨ ൌ  ∑ ݃௜௝ሺݔሻ௡

௜,௝ୀଵ ௜ݔ݀ ٔ   ௝ݔ݀
 
olarak alınabilir, buradaki ݃௜௝ ൌ  ݃௝௜ ve ݀݁݃ݐ ് 0 dır.  Eğer g, s tane negatif eigen değerine ve  
 
ݎ ൌ ݊ െ ݌ tane pozitif eigen değerine sahipse o zaman, (s, r) tipindendir denir.  Her ݏ א   ç݅݊݅ ܯ
 
g |௣

ᇱ ݊݅݊ ݀݅ܽ݃ ሼെ1, … െ 1, ൅1, … , ൅1ሽ ile gösterebilecek şekilde lokal koordinatları vardır  
 
[3,7]. 

Tanım 2.4.2  M diferansiyellebilir bir manifold ve g’de M üzerinde sabit indeksli bir metrik  
 
tensör olmak üzere; ( M, g ) ikilisine yarı-Riemann manifoldu denir[3,5,6]. 

Tanım 2.4.3  ( M, g ) bir yarı-Riemann manifoldu olsun.  g’nin sabit indeksi q’ya ( M, g ) bir  
 
yarı-Riemann manifoldunun indeksi denir, q indeksli n- boyutlu bir yarı-Riemann manifoldu  
 
௤ܯ

௡ ile gösterilir[3,5,6]. 

Tanım 2.4.4  ܯ௤
௡ bir yarı-Riemann manifoldu olsun.  Eğer n ൒ ݍ ݁ݒ 2 ൌ 1 ise bu durumda ܯଵ

௡  
 
yarı-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir[3,5,6]. 

Özel olarak q = 0 ise, bu durumda ܯ௡ bir Riemann manifoldu ve g de bir Riemann met- 
 
riğidir.    
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Tanım 2.4.5  ܯ௤
௡ bir yarı-Riemann manifoldu ve ߙ ׷  Ι ؿ  Թ ՜ ௤ܯ 

௡ diferansiyellenebilir bir  
 
eğri olsun.  ߙ eğrisinin teğet vektör alanı T olmak üzere;   
 

1. ݃ ሺ ܶ, ܶ ሻ ൒ 0 ise  ߙ eğrisine uzay benzeri ( space-like ) eğri,  
 

2. ݃ ሺ ܶ, ܶ ሻ ൏ 0 ise  ߙ eğrisine zaman benzeri ( time-like ) eğri,  
 
 

3. ܶ ് 0 ݅ç݅݊, ݃ ሺ ܶ, ܶ ሻ ൌ 0 ise  ߙ eğrisine ışık benzeri ( light-like veya null ) eğri denir  
 
[3,5,6]. 

2.5  2-Boyutlu Lorentz Uzayı 

Tanım 2.5.1  ܮଶ iki boyutlu Lorentz uzayı,  x ൌ ሺ xଵ, xଶ ሻve y ൌ ሺ yଵ, yଶ ሻ א   Թଶ olmak üzere 
 
,ݔۃ ௅ۄݕ ൌ ଵݕଵݔ  െ   ଶݕଶݔ
 
Lorentz iç çarpımı ile donatılmış Թଶ dir[3,8]. 

Bundan sonraki gösterimlerde aksi belirtilmedikçe ۃ, ,ۃ sembolüۄ  -௅ anlamında kullanılaۄ
 

caktır.   

Tanım 2.5.2   xሬԦ ൌ ሺ xଵ, xଶ ሻ   ,ଶ olsun.  Eğerܮ  א 
 
,Ԧݔۃ ۄԦݔ  ൏ 0 ise   xሬԦ ‘e time-like vektör,   
 
,Ԧݔۃ ۄԦݔ  ൐ 0 veya  xሬԦ = 0 ise xሬԦ ‘e space-like vektör ve 
 
് ݔ 0 ݅ç݅݊ ݔۃԦ, ۄԦݔ  ൌ 0 ise  xሬԦ ‘e null vektör (light-like) denir[3,5]. 

Tanım 2.5.3   xሬԦ   ଶ için  xሬԦ’in normuܮ  א
 
ԡݔԦԡ௅ ൌ  ඥ|ݔۃԦ,   |ۄԦݔ
 
olarak tanımlanır [3,8]. 

Yine aksi belirtilmedikçe ԡ ԡ ݈݋ܾ݉݁ݏü ԡ ԡ௅ yerine kullanılacaktır.  Yukarıda verilen  
 
norm tanımına göre şu teorem verilebilir.   

Teorem 2.5.1   xሬԦ   ,ଶ olmak üzereܮ  א
 

1. ԡݔԦԡ  ൐ 0 dır.   
 

Ԧݔ .2  ് 0 ݅ç݅݊ ԡݔԦԡ  ൌ 0 ฻    .Ԧ bir null vektördürݔ 
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ԦԡଶݔԦ bir time-like vektör ise ԡݔ .3 ൌ  െݔۃԦ,   .dir  ۄԦݔ

  
ԦԡଶݔԦ bir space-like vektör ise ԡݔ .4 ൌ ,Ԧݔۃ   .dir[3,8]  ۄԦݔ

Tanım 2.5.4  ܮଶ iki boyutlu Lorentz uzayı ve ݔԦ, Ԧݕ א  ݔଶ ሺܮ  ് ݕ ݁ݒ 0 ് 0ሻ  olsun. 
 
,Ԧݔۃ ۄԦݕ ൌ 0  
  
ise  ݔԦ ݕ ݁ݒԦ vektörlerine Lorentz anlamında diktirler denir[3,8]. 

Aksi belirtilmedikçe iki vektörün dikliğinden ’’Lorentz anlamında diklik’’ anlaşılacak 
 
tır.   

Örnek 2.5.1  ݔԦ ൌ  ሺ1,1ሻ ݕ ݁ݒԦ ൌ  ሺെ1,1ሻ vektörleri, öklidiyen anlamında dik olmalarına rağmen  
 
,Ԧݔۃ ۄԦݕ ൌ  െ1 െ 1 ൌ െ2 ് 0  
 
olduğundan Lorentz anlamında dik değillerdir[3]. 

Örnek 2.5.2    ݔԦ ൌ  ሺ1,2ሻ ݕ ݁ݒԦ ൌ  ሺ2,1ሻ vektörleri birbirine diktirler.  Çünkü  
 
,Ԧݔۃ ۄԦݕ ൌ  1.2 െ 2.1 ൌ 0  
 
dır[3]. 

Genel olarak,  xሬԦ ൌ ሺ xଵ, xଶ ሻve yሬԦ ൌ ሺ yଵ, yଶ ሻ א   ଶ vektörleri birbirine diktirler ฻ܮ 
 
,Ԧݔۃ  ۄԦݕ ൌ 0 [3] 

Teorem 2.5.2  Her ikisi de time-like (veya space-like ) olan iki vektör birbirine dik olamaz  
 
[3,9].   

İspat.  ݔԦ, Ԧݕ א  ଶ iki time-like vektör olsun. ,  xሬԦܮ  ൌ ሺ xଵ, xଶ ሻ, yሬԦ ൌ ሺ yଵ, yଶ ሻ için,  
 
 
xଵ

ଶ െ xଶ
ଶ  ൏ ଵݔ  0

ଶ  ൏ ଶݔ 
ଶ   

     
yଵ

ଶ െ yଶ
ଶ  ൏ ଵݕ  0

ଶ  ൏ ଶݕ 
ଶ 

 
 
dir.   
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֜ ଵݔ 
ଶݕଵ

ଶ ൏ ଶݔ 
ଶݕଶ

ଶ  
 
֜ |ଵݕଵݔ|  ൌ   |ଶݕଶݔ|
 
֜ ଵݕଵݔ   ്   ଶݕଶݔ
 
֜ ଵݕଵݔ  െ ്  ଶݕଶݔ 0  
 
֜ ,Ԧݔۃ  ۄԦݕ  ് 0  
 
 
dır. Yani ݔԦ ݕ ݁ݒԦ vektörleri dik olamazlar.  Benzer bir ispat space-like vektörler için de yapılabi- 
 
lir[3]. 

Sonuç 2.5.1  İki vektörün dik olması için birinin time-like diğerinin space-like olması gerekir 
 
[3]. 

Tanım 2.5.5  ݔԦ א  ଶ  time-like bir vektör olsun.  .  Ԧ݁ܮ  ൌ  ሺ0,1ሻ olmak üzere, 
 

,Ԧݔۃ .1 Ԧ݁ۄ  ൏ 0 ise   ݔԦ vektörüne zaman benzeri geleceğe doğru vektördür, 
 

,Ԧݔۃ .2 Ԧ݁ۄ  ൐ 0 ise   ݔԦ vektörüne bir zaman benzeri geçmişe doğru vektördür denir[3,5]. 

Sonuç 2.5.2   xሬԦ ൌ ሺ xଵ, xଶ ሻ א   ଶ vektörünün zaman benzeri geleceğe doğru olması için gerekܮ 
 
ve yeter şart  
 
|ଵݔ|  ൏   ଶݔ 
 
olmasıdır[3,8]   

Örnek 2.5.3    ݔԦ ൌ  ሺ1,2ሻ vektörü için, |1|  ൏ 2 olduğundan  xሬԦ bir zaman benzeri geleceğe  
 
doğru vektördür[3]. 

Yukarıdaki açıklamalara göre ۃ,   iç çarpımıyla donatılmış Թଶ için vektörlerin cinsini ۄ
 
Şekil 2,2 deki gibi gösterebiliriz[3]. 
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 y Zaman benzeri geleceğe  
 doğru vektör 
 
 
 
 
 
 x 
 
 
 
 
 
 Zaman benzeri geçmişe  
 doğru vektör 
 
 
 
Şekil 2,1 Zaman benzeri geleceğe doğru ve zaman benzeri geçmişe doğru vektörler 
 
 
 
 
 
 
 
 y 
 R 
 Ö 
  T 
                                                                      T              K   
                                               N                     İ          E 
                                                   U                M      V 
   L            E  
 SPACE                     L                               LİKE 
   L V 
 L L           E 
 U İ                 K 
 N K                     T 
 E                          Ö 
 R 
 
 
          
 
                               Şekil 2,2 Lorentz uzayındaki vektörlerin cinsi 
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Teorem 2.5.3  ॷ૛ de birim time-like bir vektör ℓ ݊ݑݏ݈݋  
 
,ℓሬԦۃ ℓሬԦୄۄ ൌ 0  
 
olacak biçimde bir tek ℓሬԦୄ birim vektörü vardır [3,8]. 

2.6  Hiperbolik Radyan  

Tanım 2.6.1  ॷ૛ Lorentz uzayında space-like birim çember  
 

ଵܵ
ଵ ൌ  ൛ܺ א ॷ૛ | ۃX, Xۄ ൌ 1ൟ   

 
biçiminde tanımlanır.  Bu çemberin teğetleri daima ߙۃᇱ, ۄᇱߙ  ൏ 0 olup time-like vektörlerdir.   

Benzer olarak, time-like birim çember de 
 
ଵܪ

ଵ ൌ  ൛ܺ א ॷ૛ | ۃX, Xۄ ൌ െ1ൟ  
 
biçiminde tanımlı olup, bu eğrinin teğetleri de space-like vektörlerdir(şekil 2.3).  (Space-like ve  
 
Time-like Eğriler) 
 
 

 
ଵܪ 

ଵ                               ଵܵ
ଵ 

                                
                                        
                                         Şekil 2,3  Uzay benzeri ve zaman benzeri eğriler 
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ॷ૛ de açı kavramına geçmeden önce hiperbolik radyan kavramından bahsetmek yararlı  
 
olacaktır.Sıkça kullanılan ’’chu’’, ’’shu’’ ifadelerindeki ’’u’’ hiperbolik radyan cinsinden bir açı  
 
birimidir.  Şekil 2.4. deki birim space like çember üzerindeki bir P noktasının koordinatları ola- 
 
rak verilen ’’chu’’, ’’shu’’ sayıları, birim çember (Şekil 2.5.)üzerinde bir ܳ ൌ  ሺcos ߠ , sin   ሻߠ
 
noktasının koordinatlarına oldukça benzemektedir.  Birim çember üzerinde Q noktasının koor- 
 
dinatları için kullanılan ߠ radyanlı açının ölçüsü Şekil 2.5. teki taralı alanın ’’2 katından’’ ibaret  
 
bir büyüklüktür.  Aynı şekilde space-like çember üzerindeki P noktasının koordinatları için kul- 
 
lanılan  ’’u’’ hiperbolik radyanlık açının ölçüsü ise yine Şekil 2.4. deki taralı bölgenin alanını’’2  
 
katından’’ ibaret bir büyüklüktür.(Silverman 1985).   
 
  
 
 
 
 
y 
 Q=(ܿߠݏ݋,  ሻߠ݊݅ݏ
 
 P=(chu, shu) 
  
 
 O A D x ఏ

ଶ
 ଶݎܾ 

  ௨
ଶ

 ଶݎܾ 
 
    
Şekil 2,4 Lorentz uzayında birim çember                      Şekil 2,5 Öklid uzayında birim  
 çember 
   
 
 
 
Թଶ öklid uzayında birim çember, ଵܵ

ଵ ൌ  ሼܺ א Թଶ | ۃX, Xۄ ൌ 1ሽ şeklinde tanımlı olup    
             
X = (x, y) א ܵଵ için ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ 1 denklemine sahiptir.  ॷ૛(ya da Թଵ

ଶ) Lorentz uzayında da birim  
 
çember ଵܵ

ଵ ൌ  ൛ܺ א ॷ૛ | ۃX, Xۄ ൌ 1ൟ şeklinde tanımlı olduğundan  X  =  (x, y) א  ଵܵ
ଵ için  

 
ଶݔ െ ଶݕ ൌ 1 denklemiyle gösterilir.  Yani Öklid uzayındaki çemberlerin Lorentz uzayındaki  
 
karşılığı öklid anlamındaki hiperbollerdir.  Öklid uzayında;  parametrik gösterimi  

ሻߠሺߙ              ൌ  ሺcos ߠ , sin ෢ܳܤ açısına karşılık gelen ߠ ሻ  olan birim çemberlerinߠ  yayının  
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uzunluğunu bulalım (şekil 2.6.) 
 
 
 

y 
                               ܵଵ 
 
                         Q=(ܿߠݏ݋,  ሻߠ݊݅ݏ
 
 ܵଶ 
 
 B x 
  
 
                                
                              
 
                             Şekil 2,6 Öklid uzayındaki ߠradyanlı açının ölçüsü 
 
 
 
ܵሺߠሻ ൌ ׬  ඥߙۃᇱሺߠሻ, ఏߠ݀ۄ ሻߠᇱሺߙ

଴   
 
          ൌ ׬  ඥۃሺെ sin ߠ , cos ,ሻߠ ሺെ sin ߠ , cos ఏߠ݀ۄ ሻߠ

଴    
 
         ൌ ׬  ඥሺsinଶ ߠ ൅  cosଶ ఏߠሻ݀ߠ

଴  
 
         ൌ ׬  ఏߠ1݀√

଴   
 
 ߠ =         
 
dır[3]. 

Şimdi ܵଶ alanını bulalım:   

Öklid anlamında  ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ 1 olduğundan ݕ ൌ  √1 െ    .ଶ dirݔ
 
ܵଶ ൌ ׬   √1 െ ଵݔଶ݀ݔ

௫   
 
burada x = cos ݔ݀ olduğundan ߠ ൌ  െ sin ߠ    .dır ߠ݀
 
 
      ܵଶ ൌ ׬  √1 െ cosଶ ߠ ሺെ sin ሻ଴ߠ݀ߠ

ఏ   
 
֜ ܵଶ ൌ  െ ׬ √sinଶ ߠ sin ଴ߠ݀ߠ

ఏ   
 

 ߠ
 

O 
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֜ ܵଶ ൌ  െ ׬ sinଶ ଴ߠ
ఏ   ߠ݀

 
֜ ܵଶ ൌ  െ ׬ ଵିୡ୭ୱ ଶఏ

ଶ
଴

ఏ   ߠ݀
 
֜ ܵଶ ൌ  െ ଵ

ଶ ׬ ሺ1 െ cos ሻ଴ߠ2
ఏ    ߠ݀

 
֜ ܵଶ ൌ  െ ଵ

ଶ
ቀߠ െ ଵ

ଶ
sin ቁߠ2 |ఏ

଴   
 
֜ ܵଶ ൌ  ଵ

ଶ
ߠ െ ଵ

ସ
sin   ߠ2

 
 
olur.  Şekil 2.6.  daki OQC dik üçgeninin alanına ଵܵ dersek,  
 

ଵܵ ൌ  ଵ
ଶ

cos ߠ sin   ߠ
 
dır[3]. 

Böylece Şekil 2.5.  te gösterilen taralı bölgenin alanına ஺ܵ dersek 
 

஺ܵ ൌ  ଵܵ ൅ ܵଶ  
  
֜ ஺ܵ ൌ  ଵ

ଶ
cos ߠ sin ߠ ൅ ଵ

ଶ
ߠ െ ଵ

ସ
sin   ߠ2

 
֜ ஺ܵ ൌ  ଵ

ଶ
cos ߠ sin ߠ ൅ ଵ

ଶ
ߠ െ ଵ

ସ
ሺ2 sin ߠ cos   ሻߠ

 
֜ ஺ܵ ൌ  ଵ

ଶ
cos ߠ sin ߠ ൅ ଵ

ଶ
ߠ െ ଵ

ଶ
sin ߠ cos   ߠ

 
֜ ஺ܵ ൌ  ଵ

ଶ
  ߠ

 
dır[3]. 

 ॷ૛ Lorentz uzayında Lorentziyen birim çember; 
 

ଵܵ
ଵ ൌ  ൛ܺ א ॷ૛ | ۃX, Xۄ ൌ 1ൟ  

 
şeklinde tanımlı olup X  =  (x, y) א  ଵܵ

ଵ için ݔଶ െ ଶݕ ൌ 1 denklemine sahip olacağından bu  
 
denklem Öklid uzayında bir hiperbol gösteriyordu.   

Şimdi de parametrik gösterimi ߛሺݑሻ ൌ ሺ݄ܿݑ,  ሻ olan eğrinin u açısına karşılık gelenݑ݄ݏ
 
෢ܲܣ    yayının uzunluğunu bulalım (Şekil 2,7) 
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 ଵܵ 
 
 P=(chu, shu) 
 ܵଶ 
 
 
 
 O 1 A D 
 X 
                                
 
                       Şekil 2,7 Lorentz uzayındaki u hiperbolik radyanlı açının ölçüsü 
 
 
 
 
ℓሺuሻ ൌ ׬  ඥെۃγᇱሺuሻ, γᇱሺuሻۄॷdu୳

଴   
 
ve  ߛሺݑሻ ൌ ሺݑ݄ݏ,   ሻ olduğundanݑ݄ܿ
 
ℓሺݑሻ ൌ ׬  ඥെሺshଶ ݑ െ chଶ ௨ݑሻ݀ݑ

଴   
 
dur;  burada shଶ ݑ െ chଶ ݑ ൌ 1 olduğundan  
 
 
ℓሺݑሻ ൌ ׬  ௨ݑ݀

଴  ฺ ℓሺݑሻ ൌ   ݑ
 
olur[3]. 
 
ܵଶ alanını bulalım: 

Hiperbolün denklemi; ݔଶ െ ଶݕ ൌ 1 olduğundan ݕ ൌ ଶݔ√  െ 1 dir.   
 
ܵଶ ൌ ׬ ଶݔ√  െ ௫ݔ1݀

ଵ   
 
yazılışında ݔ ൌ ݔ݀ olduğundan ݑ݄ܿ ൌ   ,dur. O halde ݑ݀ݑ݄ݏ
 
 
 
     ܵଶ ൌ ׬  √chଶ ݑ െ 1ሺ௨

଴   ሻݑ݀ݑ݄ݏ
 
֜ ܵଶ ൌ ׬  √shଶ ௨ݑ

଴   ሻݑ݀ݑ݄ݏ
 
֜ ܵଶ ൌ ׬ shଶ ݑ ௨ ݑ݀

଴   
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֜ ܵଶ ൌ ׬ ୡ୭ୱ୦ ଶ௨ିଵ
ଶ

௨ ݑ݀
଴   

 
֜ ܵଶ ൌ ଵ

ଶ ׬ ሺcosh ݑ2 െ 1ሻ݀ݑ ௨
଴   

 
֜ ܵଶ ൌ ଵ

ଶ
ሺଵ

ଶ
sinh ݑ2 െ ሻ|଴ݑ

௨  
 
֜ ܵଶ ൌ ଵ

ସ
sinh ݑ2 െ ௨

ଶ
  

 
olur[3]. 

Şekil 2,7 deki ܱܲܦ dik üçgeninin alanına ஺ܵ dersek,  
 

஺ܵ ൌ  ଵ
ଶ

  ݑ݄ݏݑ݄ܿ
 
olur.  Burada ஺ܵ ൌ  ଵܵ ൅ ܵଶ olacağından Şekil 2.7. de gösterilen taralı bölgenin alanı olan ଵܵ,  
 

஺ܵ െ ܵଶ ye eşittir, yani 
 

ଵܵ ൌ  ଵ
ଶ

ݑ݄ݏݑ݄ܿ െ ଵ
ସ

ݑ2݄ݏ ൅ ௨
ଶ
  

 
    ֜ ଵܵ ൌ ଵ

ଶ
ݑ݄ݏݑ݄ܿ െ ଵ

ସ
ሺ2݄ܿݑ݄ݏݑሻ ൅ ௨

ଶ
  

 
     ֜ ܵଵ ൌ  ௨

ଶ
  

 
dir[3]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



23 
 

 
3.  TEMEL KUADRATİK FORMLAR 

3.1  Birinci Temel Kuadratik Form ve Diskriminantı 

u, v skaler, bağımsız gerçel değişkenlerin 
 
ܽ ൑ ൑ ݑ ܾ  ,   ܿ ൑ ൑ ݒ ݀                                                                                                                               
 
kapalı dikdörtgen bölgesinde tanımlanmış, gerçel tek değerli ve 1-nci mertebeden 
 
Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሺ ݑ,  ሻ                                                                                                                                           ሺ3.1ሻ ݒ
 
vektörel fonksiyonu ile bir yüzey parçası verilmiş olsun ( u, v eksenleri birbirine dik alınmıştır ).   

Eğer bir C eğrisi (veya bunun bir parçası ) tümü ile bu yüzey parçası üzerinde ise, yüze- 
 
yin bu eğri üzerinde dolanan bir P noktasının u, v parametreleri, eğri boyunca aynı bir t para- 
 
metresinin   
 
ݑ ൌ ݒ         ,   ሻ ݐ ሺ ݑ ൌ ሻ                                             ܽ ൑ ݐ ሺ ݒ ൑ ݐ ܾ                                               ሺ3.2ሻ 
 
ܾ݅ç݅݉݅݊݀݁ fonksiyonlarıdır ve C’nin parametreli vektörel denklemi de  
 
Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሾ ݑ ሺ ݐ ሻ,  ሻ ሿ                                                                                                                          ሺ3.3ሻ ݐ ሺ ݒ
 
olur[1].   

Eğer C eğrisi 1-nci mertebeden  ise, yüzey parçası da böyle sayıldığından, (3.2)   
 
vektörel fonksiyonu da 1-nci mertebedendir.   

C eğrisinin ݐ ൌ   ଴ la belirli bir ଴ܲ noktasındaki teğeti (3.2) denklemlerindeki u ve v yeݐ 
 
଴ݑ ൌ ଴ݒ        ,଴ ሻݐ ሺ ݑ ൌ                                                                                                                          ଴ ሻݐሺ ݒ
 
dersek  
 
ܺ௣ሬሬሬሬԦᇱ

ሺݐ଴ሻ ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦ ሺ ݑ଴, ଴ሻݐᇱሺݑ ଴ ሻݒ ൅  ܺ௩ሬሬሬሬԦ ሺ ݑ଴,  ଴ሻ                                                                   ሺ3.4ሻݐᇱ ሺݒ଴ ሻݒ
 
vektörüne paraleldir.   

Eğer yüzeyin ଴ܲ noktası düzgünse  
 
ܺ௨ሬሬሬሬԦሺ ݑ଴, ଴ ሻݒ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦ ሺ ݑ଴, ଴ ሻݒ  ്  0 ሬሬሬԦ                                                                                                                  
 
dür.  Aynı noktada ݑᇱ ሺ ݐ଴ሻ , ଴ሻ aynı zamanda sıfır değilse, (3.4) ile tanımlanan ܺ௣ሬሬሬሬԦᇱݐ ᇱ ሺݒ

ሺݐ଴ሻ ് 0  
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dür, yani ଴ܲ noktası C eğrisinde düzgün bir noktadır[1].   

(3.4) bağıntısında türevler yerine diferansiyeller alırsak, yani (3.4)’ün her iki yanını  
 
keyfi olan dt ile çarpar ve herhangi bir P noktasını düşünürsek, t parametresine bağlı olmayan  
 
ve C’nin P deki teğetine paralel olan  
 
݀ Ԧܺ ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦ݀ݑ ൅  ܺ௩ሬሬሬሬԦ݀ݒ                                                                                                                              ሺ3.5ሻ 
 
vektörünü elde ederiz[1]. 

C eğrisinin P noktasındaki teğetine paralel olan ݀ܺሬሬሬሬሬԦ vektörü, P den itibaren alındığında,  
 
yüzeye teğet olur.  Bunun doğrultusu  ௗ௩

ௗ௨
 oranına bağlıdır.  Eğer C eğrisi (3.2) denklemleriyle  

 
verilecek yerde, 
 
݃ ሺ ݑ, ሻ ݒ ൌ 0  
 
bağıntısıyla tanımlanmış ise  
 
݃௨݀ݑ ൅  ݃௩݀ݒ ൌ 0  
 
eşitliğinden 
 
ݑ݀
ݒ݀

ൌ െ 
ݑ݃
ݒ݃

 

   
çıkarılır.   

C eğrisinin P noktasındaki lineer elemanı, 
 
ଶݏ݀ ൌ  ଶ                                                                                                                                                 ሺ3.6ሻݔ݀
 
olduğundan (3.5 ) yardımıyla  
 
ଶݏ݀ ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦଶ

ଶݑ݀ ൅  2ܺ௨ሬሬሬሬԦ. ܺ௩ሬሬሬሬԦ. .ݑ݀ ݒ݀ ൅  ܺ௩ሬሬሬሬԦଶ
                                                                                            ଶݒ݀

 
ܺ௨ሬሬሬሬԦଶ

ൌ ,௨ሬሬሬሬԦܺۃ  ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ,   ܺ௨ሬሬሬሬԦ. ܺ௩ሬሬሬሬԦ ൌ ,௨ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ,   ܺ௩ሬሬሬሬԦଶ
ൌ ,௩ሬሬሬሬԦܺۃ  ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ   

 
veya  
 
,௨ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ,ܧ ܺ௨ሬሬሬሬԦ. ܺ௩ሬሬሬሬԦ ൌ ,௩ሬሬሬሬԦܺۃ    ,ܨ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ  ሺ3.7ሻ                                                                                  ܩ
 
dersek 
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  Ι ൌ dsଶ ൌ Eduଶ ൅  2Fdudv ൅ Gdvଶ                                                                                                 ሺ3.8ሻ 
 
sonucunu elde ederiz[1]. 

Buna yüzeyin P noktasındaki birinci temel formu veya metrik formu ya da temel  
 
kuadratik formu denir.   

Bu formda, varsayım gereğince, du ve dv aynı zamanda sıfır almadıklarından ve P de  
 
yüzeyin düzgün bir noktası olarak alındığından, yani bu noktada ܺ௨ሬሬሬሬԦ ݁ݒ ܺ௩ሬሬሬሬԦ nın ikiside sıfır- 
 
vektörden farklı bulunduklarından  (3.8)  kuadratik formunun değeri, gerçel elemanlar için artı  
 
işaretlidir.  Çünkü sıfır vektörden farklı olan (3.5) vektörünün skaler karesine eşittir.   

Bu kuadratik formdaki ݀ݑଶ, ,ݑ݀   ଶ nin E, F, G katsayıları u, v ninݒ݀ ݁ݒ ݒ݀
 
E = E ( u, v ),   F = F ( u, v ),      G = G ( u,v )  
 
biçimindeki fonksiyonlarıdır[1]. 

( u, v ) değer takımı ile bir P ( u, v ) noktası belirtildiğinden, bu üç katsayının nokta  
 
fonksiyonları oldukları da söylenir.   

Birinci  ve üçüncü katsayılar, v = st ve u = st koordinat çizgilerinin teğet doğrultularını  
 
veren  ܺ௨ሬሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦ  vektörlerinin, uzunluklarının karesine eşit olduklarından, düzgün noktada sıfırdan  
 
farklıdırlar. 

Buna göre, yüzeyin düzgün her P noktasında daima  
 
൐ ܧ 0 , ൐ ܩ ܱ                                                                                                                                         ሺ3.9ሻ  
 
dır[1]. 

Teorem 3.1.1. En az 1-nci mertebeden bir yüzeyin birinci temel kuadratik formu bir diferansi 
 
yel invaryanttır, yani ( u, v ) eğrisel koordinatları yerine, en az 1-nci mertebeden 
 
ݑ ൌ ݂ ሺ ݑሬԦ, ݒ      , Ԧ ሻݒ ൌ ݃ ሺ ݑሬԦ,   Ԧ ሻݒ
 
fonksiyonlarıyla yeni bir ሺ ݑሬԦ,   ,Ԧ ሻ eğrisel koordinat sistemi alındığındaݒ
 
ଶݑ݀ܧ ൅ ݒ݀ݑ݀ܨ2  ൅ ଶݒ݀ܩ ൌ തଶݑത݀ܧ  ൅ ҧݒത݀ݑത݀ܨ2  ൅   ҧଶݒҧ݀ܩ 
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olur[1]. 

Birinci kuadratik formun ikinci katsayısı  
 
ܨ ൌ ,௨ሬሬሬሬԦܺۃ  ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ  
 
olduğundan, koordinat çizgileri arasındaki ߮ açısına bağlıdır.  (3.7) formüllerine göre, ߮ nın  
 
yönü ne olursa olsun, 
 
ܨ ൌ  ሺ3.10ሻ                                                                                                                                      ߮ݏ݋ܿܩܧ√ 
 
olduğundan  
 
                  
 
          dar ise      , ܨ ൐ 0  
 
߮ ܽçıݏı      dik ise      , ܨ ൌ 0  
 
                     geniş ise  ,  ܨ ൏ 0 
 
 
 
dür.  (3.8) kuadratik formunun diskirminantını  ܪଶ ile yani 
 
ଶܪ ൌ ܩܧ െ  ଶ                                                                                                                                      ሺ3.11ሻܨ 
 
biçiminde göstereceğiz[1]. 

 Yüzeyin düzgün ve gerçel her noktasında diskirminant, + işaretli  
 
olduğundan, ܪଶ ile gösterilmiştir.  Gerçekten  
 
ଶܪ ൌ ܩܧ െ cosଶ ܩܧ  ߮                                                                                                                      ሺ3.12ሻ 
 
       ൌ ሺ 1 ܩܧ െ cosଶ ߮ ) 
 
       ൌ ܩܧ sinଶ ߮  
 
sonucu çıkarılır[1]. 

 Düzgün ve gerçel her noktada ܧ ൐ 0 , ൐ ܩ 0 , ߮ ് 0 olduğundan ,  
 
ଶܪ  ൐ 0 dır.   

 Yüzeyin düzgün ve gerçel her noktasında (3.7) ve (3.12) nedeniyle 
 
൫ܺ௨ሬሬሬሬԦ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦ൯

ଶ
ൌ ܩܧ sinଶ ߮  ൌ ଶܪ   ൐ 0                                                                                            ሺ3.13ሻ  
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dır.  Görülüyor ki yüzeyin düzgün ve gerçel bir noktasında sıfırdan farklı H sayısını 
 
൐ ܪ 0                                                                                                                                                      ሺ3.14ሻ 
 
olarak alırsak, normal vektörün salt değeri H dır, yani 
 
ห݊כሬሬሬሬԦห ൌ  หܺ௨ሬሬሬሬԦ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦห ൌ  (ሺ3.15                                                                                                                   | ܪ| 
 
olur. 
 

ሬ݊Ԧ ൌ  
ܺ௨ሬሬሬሬԦ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦ

หܺ௨ሬሬሬሬԦ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦห
ൌ  

ܺ௨ሬሬሬሬԦ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦ
ܪ

 

 
olduğundan da,   
 
ܪ ሬ݊Ԧ ൌ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦ                                                                                                                                      ሺ3.16ሻ 
 
yazılır[1]. 

3.2  Yüzeyin Bir Eğrisinin İki Noktası Arasındaki Eğrisel Uzunluk  

Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሺ ݑ,   ሻ   vektörel denklemiyle verilen bir yüzeyin bir C eğrisi de 1-nci mertebeden ( 3.2) ݒ
 
denklemleriyle tanımlanmışsa, C nin parametreli vektörel denklemi de  
 
Ԧܺሺݐሻ ൌ  Ԧܺ ሾ ݑ ሺݐሻ,    ሻሿݐሺ ݒ
 
denklemiyle belli olur. 

C eğrisinin A(a) ve B(b) noktaları arsındaki yay uzunluğu ( ܤܣ෢  yayı düzgün noktalar 
 
dan oluşuyorsa ),  C eğrisinin  ܤܣ෢  yayının bir P (t) noktasında  
 
ଶݔ݀ ൌ Ԣሺ௧ሻܺۃ

ሬሬሬሬሬሬሬሬԦ, ܺԢሺ௧ሻ
ሬሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ଶݐ݀ ൌ   ଶݏ݀

 
yazılabileceğinden  
 

෢ܤܣ ൌ ݏ ൌ ׬ ටܺۃᇱሺ௧ሻሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ, ܺᇱሺ௧ሻሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦۄ௕
௔ ൌ ݐ݀  ׬  ඥ݀ݔଶሬሬሬሬሬሬሬԦ௕

௔   

 

ൌ  න ටݑۃܧԢሺ௧ሻ, ۄԢሺ௧ሻݑ ൅ ,Ԣሺ௧ሻݑۃܨ2 ۄԢሺ௧ሻݒ ൅ ,Ԣሺ௧ሻݒۃܩ ሺ3.17ሻ                                                       ݐ݀ ۄԢሺ௧ሻݒ
௕

௔
 

 
 
integraliyle hesaplanır[1].  
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Yüzeyin düzgün noktalardan oluşan bir eğrisi  
 
݄ ሺ ݑ, ሻ ݒ ൌ 0, ଵݑ  ൑ ൑ ݑ  ଵݒ     ,  ଶݑ   ൑ ൑ ݒ    ଶݒ 
 
denklemiyle tanımlanmışsa, bunun ଵܲሺݑଵሻ, ଶܲሺݑଶሻ noktaları arsındaki ଵܲ ଶܲ෣ yay uzunluğu da  
 
eğri boyunca  
 
ݒ݀
ݑ݀

ൌ  െ
݄௨

݄௩ 
 ;              ݄௩ሺݑ, ሻݒ ് 0 

 
olduğundan ଵܲ ଶܲ෣ yayı,݄ۃ௨ሺݑ, ,ሻݒ ݄௨ሺݑ, ۄሻݒ ൌ ݄௨

ଶሺݑ, ,ݑ௩ሺ݄ۃ ݁ݒ ሻݒ ,ሻݒ ݄௩ሺݑ, ۄሻݒ ൌ ݄௩
ଶሺݑ,   ሻݒ

 
gösterilmek üzere 
 
 

ଵܲ ଶܲ෣ ൌ ݏ ൌ  න
௩݄ܧൣ

ଶሺݑ, ሻݒ െ ,ݑ௨ሺ݄ܨ2 ,ݑሻ݄௩ሺݒ ሻݒ ൅ ௨݄ܩ
ଶሺݑ, ሻ൧ݒ

ଵ
ଶൗ

ݑ݀
݄௩ሺݑ, ሻݒ

௨మ

௨భ

                           ሺ3.18ሻ 

 
 
sonlu integraline eşittir[1]. 

3.3  Yüzeyin Düzgün Bir Noktasından Geçen Herhangi İki Eğrisi Arasındaki Açı 

İki yanlı ve 1-nci mertebeden bir yüzeyin düzgün bir P (u, v) noktasındaki birim normal  
 
vektörü ሬ݊Ԧ, P den geçen ve 1-nci mertebeden iki eğrisi de ܥ,    .olsun כܥ
 
  eğrileri, yine 1-nci mertebeden כܥ  ݁ݒ ܥ
 
ݑ ൌ , ሻݐሺݑ ݒ ൌ ; ሻݐሺݒ ݑ        ൌ ݒ      , ሻכݐሺݑ ൌ  ሻ ߙ ሻ                                                                  ሺכݐሺݒ
 
fonksiyonları yardımıyla verilmişlerse, bunların yer vektörleri 1-nci mertebeden  
 
Ԧܺ ൌ  Ԧܺሾݑሺݐሻ, ,  ሻሿݐሺݒ Ԧܺ ൌ  Ԧܺሾݑሺכݐሻ,     ሻሿכݐሺݒ
 
vektörleridir. 

O halde כܥ  ݁ݒ ܥın P düzgün noktasındaki teğet vektörleri  
 
ௗ௑ሬԦ
ௗ௧

ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦ ௗ௨
ௗ௧

൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ ௗ௩
ௗ௧

  ,      ఋ௑ሬԦ
ఋ௧כ ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦ ఋ௨

ఋ௧כ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ ఋ௩
ఋ௧כ            

 
veya kısaca,  
 
݀ Ԧܺ ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦ݀ݑ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ݀ߜ   ,         ݒ Ԧܺ ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦݑߜ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦݒߜ                                                                         ሺ3.19ሻ    
 
olur[1]. 
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, ࡯   : eğrilerinin P noktasında oluşturdukları açının tanımı כ࡯

P noktasındaki ሬ݊Ԧ birim normal vektörü, bu noktadaki teğet düzlem üzerinde pozitif bir  
 
dönme yönü tanımlar. P den geçen  iki eğriyi belirli bir sırada, örneğin ܥ ,    .sırasında alalım כܥ
 
Bunların aynı sırada ve aynı noktadaki ݀ݔ,   den küçük olmak ߨ ,teğet vektörleri arasında ݔߜ
 
üzere oluşan  
 
߮ ൌ ݀ Ԧܺߜ Ԧܺ෣     ,    |߮|  ൏   ߨ 
 
açısı, ܥ ,   ( -) den küçük seçildiğine göre, ( + ) ya da ߨ  eğrilerinin P deki açılarıdır. ߮ açısı כܥ
 
işaretli olabilir[1]. 

a.   ࣐ Açısının Kosinüsü 

 ߮ açısı hangi işaretli olursa olsun, bunun kosinüsü daima aynı işaretlidir ve 
 

cos ߮ ൌ  
݀ Ԧܺ. ߜ Ԧܺ

ห݀ Ԧܺห. หߜ Ԧܺห
                                                                                                                             ሺ3.20ሻ 

 
e eşittir.   

(3.8) ve (3.17) formüllerini kullanarak  
 

cos ߮ ൌ  
ݑߜݑ݀ܧ ൅ ݒߜݑሺ݀ܨ ൅ ሻݑߜݒ݀ ൅ ݒߜݒ݀ܩ

ଶݑ݀ܧ√ ൅ ݒ݀ݑ݀ܨ2 ൅ ଶݑߜܧ√ଶݒ݀ܩ ൅ ݒߜݑߜܨ2 ൅ ଶݒߜܩ
                                             ሺ3.21ሻ 

 
şeklinde yazabiliriz. 

Eğer ሺ ߙ ሻ fonksiyonlarını  
  

ݑ    ൌ ݂ሺݐሻ , ݒ ൌ ݇ሺݐሻ      ; ݑ    ൌ ݒ      , ሻכݐሺכ݂ ൌ  ሻ ߙ ሻ                                                          ሺכݐሺכ݇
 
biçiminde yazarsak  
 
ݑ݀ ൌ  ௧݂

ᇱ݀ݐ , ݒ݀ ൌ  ݇௧
ᇱ݀ݐ ; ݑߜ   ൌ ௧݂כ

כ Ԣ݀כݐ  , ݒߜ ൌ ݇௧כ
כ  ሻ ߚ ሺ                                                                  כݐ݀

 
olacağından, (3.21) formülü  
 

cos ߮ ൌ  
ܧ ௧݂Ԣ ௧݂כ

כ Ԣ ൅ ሺܨ ௧݂Ԣ݇௧כ
כ Ԣ ൅ ݇௧Ԣ ௧݂כ

כ Ԣሻ ൅ כ௧Ԣ݇௧݇ܩ
כ Ԣ

ඥܧ ௧݂Ԣଶ ൅ ܨ2 ௧݂Ԣ݇௧Ԣ ൅ ܧ௧Ԣଶඥ݇ܩ ௧݂כ
כ Ԣଶ ൅ ܨ2 ௧݂כ

כ Ԣ݇௧כ
כ Ԣ ൅ כ௧݇ܩ

כ Ԣଶ
                                      ሺ3.22ሻ 
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dır[1]. 

b.  ࣐ Açısının Sinüsü 
 
ௗ௑ሬԦ

หௗ௑ሬԦห
ఋ௑ሬԦ  ݁ݒ  

หఋ௑ሬԦห
 birim vektörlerinin ௗ௑ሬԦרఋ௑ሬԦ

หௗ௑ሬԦห.หఋ௑ሬԦห
  vektörel çarpımının salt değeri bu iki birim vektörü  

 
arasındaki açının salt değerine eşittir.  O halde  
 

ሬ݊Ԧ.
݀ Ԧܺ ר ߜ Ԧܺ

ห݀ Ԧܺห. หߜ Ԧܺห
ൌ  

൫ ሬ݊Ԧ, ݀ Ԧܺ, ߜ Ԧܺ  ൯
ห݀ Ԧܺห. หߜ Ԧܺห

ൌ  sin ߮                                                                                            ሺ3.23ሻ 

 
yazabiliriz.   

݀ Ԧܺ ר ߜ Ԧܺ vektörel çarpımının ሬ݊Ԧ ile aynı yönlü olması halinde, ߮ ൐ 0, aksi halde ߮ ൏ 0 dır.   
 
(3.19) ve (3.8) bağıntıları yardımıyla  
 
݀ Ԧܺ ר ߜ Ԧܺ ൌ ሺ݀ݒߜݑ െ ሻܺ௨ሬሬሬሬԦݑߜݒ݀ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦ  
 
yazabiliriz; 
 
ya da 
 
݀ Ԧܺ ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦ݀ݑ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ݀ݒ       
 ฺ  ݀ Ԧܺ ר ߜ Ԧܺ ൌ  ൫ܺ௨ሬሬሬሬԦ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦ ൯݀ݒߜݑ ൅ ൫ܺ௨ሬሬሬሬԦ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦ ൯݀ݑߜݒ 
ߜ Ԧܺ ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦݑߜ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦݒߜ   

                  ൌ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦሺ݀ݒߜݑ െ  ሻݑߜݒ݀
 
 
ve (3.16) yı kullanarak 
 
݀ Ԧܺ ר ߜ Ԧܺ ൌ ݒߜݑሺ݀ ܪ െ  ሻሬ݊Ԧ                                                                                                        ሺ3.24ሻݑߜݒ݀
 
bulunacağından  
 
 

sin ߮ ൌ  
േܪ ቚ݀ݑ ݒ݀

ݑߜ ቚݒߜ

ଶݑ݀ܧ√ ൅ ݒ݀ݑ݀ܨ2 ൅ ଶݑߜܧ√ଶݒ݀ܩ ൅ ݒߜݑߜܨ2 ൅ ଶݒߜܩ
                                             ሺ3.25ሻ 

 
 
dur. 

eğrilerin ߙ fonksiyonları ile verilmeleri halinde de  
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sin ߮ ൌ  
േܪ ฬ ௧݂

ᇱ ݇௧
ᇱ

௧݂כ
כ Ԣ ݇௧כ

כ Ԣฬ

ඥܧ ௧݂Ԣଶ ൅ ܨ2 ௧݂Ԣ݇௧Ԣ ൅ ܧ௧Ԣଶඥ݇ܩ ௧݂כ
כ Ԣଶ ൅ ܨ2 ௧݂כ

כ Ԣ݇௧כ
כ Ԣ ൅ כ௧݇ܩ

כ Ԣଶ
                                       ሺ3.26ሻ 

 
bulunur[1]. 

3.2  İkinci Temel Kuadratik Form Ve Düzgün Nokta Yakınlarının, Düzgün Noktadaki Te- 
 
ğet Düzleme Göre Konumu 

Bir P ( u, v ) düzgün noktası yakınlarında en az 2-nci mertebeden ve iki yanlı bir yüze- 
 
yin P ye yakın herhangi bir noktası ܳ ሺݑ ൅ Δݑ, ݒ ൅ Δݒሻ olsun.  P deki birim normal vektörü  
 
ሬ݊Ԧሺݑ,   ሻ olduğuna göre Q nun P deki teğet düzlemden işaretli d uzaklığıݒ
 
݀ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܲܳሬሬሬሬሬԦۄ  
 
ve Taylor formülü nedeniyle 
 
ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ  Δ Ԧܺ ൌ ௨ሬሬሬሬԦܺݑ∆  ൅ ௨ሬሬሬሬԦܺݒ∆  ൅  ଵ

ଶ
 ൣሺ∆ݑሻଶܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൅ ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦܺݒ∆ݑ∆2 ൅ ሺ∆ݒሻଶܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦ ൅ ڮ ൅    ଶሬሬሬԦ൧ߝ

 
lim∆௨՜଴ ଶሬሬሬԦߝ ൌ  0ሬԦ  
 
yazılabileceğinden 
 
Ԧ݀ ൌ ۃ ሬ݊Ԧ, ∆ Ԧܺۄ  ൌ  

1
2

ۃଶݑ∆ൣ ሬ݊Ԧ, ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൅ ,ሬ݊Ԧۃݒ∆ݑ∆2 ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൅ ۃଶݒ∆ ሬ݊Ԧ, ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦۄ ൅ ,ሬ݊Ԧۃ  ൧                          ሺ3.27ሻۄଶሬሬሬԦߝ
 
olur[1]. 

lim୼୳՜଴
୼୴՜଴

ۃ  ሬ݊Ԧ, ۄଶሬሬሬԦߝ ൌ 0  

 
 
Ԧ݀ ൌ  ଵ

ଶ
ۃൣ ሬ݊Ԧ, ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦݑ݀ۄଶ ൅ ,ሬ݊Ԧۃ2 ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦݒ݀ݑ݀ۄ ൅ ,ሬ݊Ԧۃ ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦݒ݀ۄଶ൧  

 
dır.  Eğer  
 
ܮ ൌ ,ሬ݊Ԧۃ ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦܯ     , ۄ ൌ ,ሬ݊Ԧۃ ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ  ,   ܰ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦۄ                                                                             ሺ3.28ሻ 
 
dersek, tanım gereğince  
 
ॴ ൌ ,ሬ݊Ԧ ۃ ݀ଶ Ԧܺۄ ൌ ଶݑ݀ܮ ൅ ݒ݀ݑ݀ܯ2 ൅  ଶ                                                                                    ሺ3.29ሻݒ݀ܰ
 
diferansiyel formu, yüzeyin P düzgün noktasındaki ikinci temel kuadratik formdur. 
 
Tıpkı I temel kuadratik formda olduğu gibi  
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L = L ( u, v )  ,  M = ( u, v )  ,  N = ( u, v ) 
 
katsayıları da nokta fonksiyonlarıdır [1]. 

Ayrıca söylenmedikçe, bundan sonraki kısımlarda, bu katsayıların üçünün birden sıfır  
 
olmadıklarını varsayacağız.   

İkinci kuadratik formun katsayılarını veren formüller 
 
ܪ ሬ݊Ԧ ൌ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ר   ܺ௩ሬሬሬሬԦ  
 
ve (3.28) formüllerinden 
 

ܮ ൌ  
൫ ܺ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦ൯

ܪ
  ; ܯ   ൌ

൫ ܺ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦ൯
ܪ

   ;   ܰ ൌ  
൫ ܺ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦ൯

ܪ
                                          ሺ3.30ሻ 

 
sonuçları çıkarılır[1]. 

L,M,N katsayılarının P düzgün noktasında aynı zamanda sıfıra eşit olmamaları da, ge- 
 
ometrik bakımdan ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦ, ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦ, ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦ vektörlerinin P düzgün noktasındaki teğet düzleme paralel  
 
olmamalarını gerektirir.  Öte yandan  
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ݀ Ԧܺۄ ൌ 0  
 
özdeşliğinin diferansiyelini alırsak  
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ݀ଶܺۄ ൅ ݀ۃ ሬ݊Ԧ, ݀ Ԧܺۄ ൌ 0  
 
ya da  
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ݀ଶܺۄ ൌ ܫܫ ൌ  െ݀ۃ ሬ݊Ԧ, ݀ Ԧܺۄ  ൌ  െۃሺ ݊௨ሬሬሬሬԦ݀ݑ ൅ ݊௩ሬሬሬሬԦ݀ݒሻ, ൫ܺ௨ሬሬሬሬԦ݀ݑ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ݀ݒ൯ۄ  ൌ  െ݊ۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦݑ݀ۄଶ െ  
 
൫݊ۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൅ ௩,ሬሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ൯݀ݒ݀ݑ െ ,௩ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦݒ݀ۄଶ  
 
buluruz.  Hâlbuki 
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ؠ 0  , ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ؠ 0                                                                                                             ሺ3.31ሻ 
 
özdeşliklerinin, sırası ile v ve u ya göre kısmi türevlerini aldığımızda  
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,௩ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൅ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ؠ  0 ฺ  െ݊ۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ  ൌ    ܯ
  
,௨ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൅ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௩௨ሬሬሬሬሬሬԦۄ ؠ  0 ฺ  െ݊ۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௩௨ሬሬሬሬሬሬԦۄ  ൌ   ܯ
                                                                                                                                                                   ሺ3.32ሻ 
,௨ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൅ ,ሬ݊Ԧ ۃ ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ؠ  0 ฺ  െ݊ۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ  ൌ   ܮ

 
,௩ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൅ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦۄ ؠ  0 ฺ  െ݊ۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦۄ  ൌ ܰ  
 
olacağından, L,M,N katsayıları için  
  
ܮ ൌ  െ݊ۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ      ; ܯ       ൌ  െ݊ۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ  െ݊ۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ     ;      ܰ ൌ  െ݊ۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦ ۄ                         ሺ3.33ሻ 
 
olur.  Bunlarında geçerli olabilmeleri için, yüzeyi tanımlayan vektörel fonksiyonun, P düzgün   
 
noktasında en az 2-nci mertebeden olması gerekir [1]. 

3.4.  Birim Normal Vektörünün Birinci Mertebeden Kısmi Türevleri. Weingarten ve  
 
Olinde Rodrigues formülleri 

En az 2-nci mertebeden   Ԧܺ ൌ  Ԧܺሺ ݑ,   ሻ vektörel fonksiyonu ile gösterilen yüzeyin bir ݒ
 
P(u,v)  düzgün noktasındaki  ሬ݊Ԧሺ ݑ,   ሻ birim normal vektörünün birinci mertebeden kısmi türev ݒ
 
vektörleri, ሬ݊Ԧ ye dik olduklarından, P deki teğet düzleme paralel vektörlerdir.  O halde bunları,  
 
koordinat çizgilerinin ܺ௨ሬሬሬሬԦ , ܺ௩ሬሬሬሬԦ teğet vektörlerinin lineer kombinezonları biçiminde yazabiliriz.  
 
݊௨ሬሬሬሬԦ ൌ  ܽଵଵܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅  ܽଵଶܺ௩ሬሬሬሬԦ     , ݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ  ܽଶଵܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅  ܽଶଶܺ௩ሬሬሬሬԦ                                                                 ሺ3.34ሻ 

Bunları sırası ile ܺ௨ሬሬሬሬԦ  ݁ݒ ܺ௩ሬሬሬሬԦ vektörleri ile çarparsak  
 
݊௨ሬሬሬሬԦ ൌ  ܽଵଵܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅  ܽଵଶܺ௩ሬሬሬሬԦ  
 
,௨ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ  ܽଵଵܺۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൅  ܽଵଶܺۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ  
 
 
( burada ܮ ൌ  െ݊ۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ  ; ܯ  ൌ  െ݊ۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ  െ݊ۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ  ;  ܰ ൌ  െ݊ۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦ ۄ  
 
ܧ              ൌ ,௨ሬሬሬሬԦܺۃ  ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ; ܨ   ൌ ,௨ሬሬሬሬԦܺۃ    ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ; ܩ    ൌ ,௩ሬሬሬሬԦܺۃ  ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ  olduğundan ) 
 
 
െܮ ൌ  ܽଵଵܧ ൅ ܽଵଶܨ                                                                                                                            ሺ3.35ሻ 
 
݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ  ܽଶଵܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅  ܽଶଶܺ௩ሬሬሬሬԦ  
 
ۄ௩ሬሬሬሬԦܺ௨ሬሬሬሬԦ݊ۃ ൌ  ܽଶଵܺۃ௨ሬሬሬሬԦܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൅  ܽଶଶܺۃ௩ሬሬሬሬԦܺ௨ሬሬሬሬԦۄ    
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െܯ ൌ  ܽଶଵܧ ൅ ܽଶଶܨ                                                                                                                          ሺ3.36ሻ  
 
,௩ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ  ܽଶଵܺۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൅  ܽଶଶܺۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ  
 
െܰ ൌ  ܽଶଵܨ ൅ ܽଶଶܩ                                                                                                                          ሺ3.37ሻ  
 
,௨ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ  ܽଵଵܺۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൅  ܽଵଶܺۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ  
 
െܯ ൌ  ܽଵଵܨ ൅ ܽଵଶܩ                                                                                                                          ሺ3.38ሻ  

(3.35), (3.36), (3.37) ve (3.38) denklemlerinden de 

ଶܽଵଵܪ ൌ ܯܨ   െ   ܮܩ
 
ଶܽଵଶܪ ൌ ܮܨ   െ   ܯܧ
                                                                                                          ሺ3.39ሻ 
ଶܽଶଵܪ ൌ ܰܨ   െ   ܯܩ
 
ଶܽଶଶܪ ൌ ܯܨ   െ   ܰܧ
 
 
elde edilir.   (3.39)’u kullanarak (3.34)’ü yeniden yazarsak 
 
 
n୳ሬሬሬሬԦ ൌ  ଵ

ୌమ ൛ሺFM െ GLሻX୳ሬሬሬሬԦ ൅ ሺ FL െ EMሻX୴ሬሬሬሬԦ ൟ  
                                                                                                                                                                  ሺ3.40ሻ 
n୴ሬሬሬሬԦ ൌ  ଵ

ୌమ ൛ሺFN െ GMሻX୳ሬሬሬሬԦ ൅ ሺFM െ ENሻX୴ሬሬሬሬԦ ൟ  
 
 
elde ederiz. Bunlara WEİNGARTEN formülleri denir[1]. 

Eğer koordinat çizgilerinin yüzey üzerinde oluşturdukları şebeke dik ise, ؠ ܨ 0 dır ve  
 
(3.40) formülleri 
 
ଶܪ ൌ   ܧܩ
 
olduğundan 
 

n୳ሬሬሬሬԦ ൌ  െ ൜ 
L
E

 X୳ሬሬሬሬԦ ൅  
M
G

  X୴ሬሬሬሬԦൠ 

                                                                                                     ሺ3.41ሻ 

n୴ሬሬሬሬԦ ൌ  െ ൜ 
M
E

 X୳ሬሬሬሬԦ ൅  
N
G

  X୴ሬሬሬሬԦൠ 
 
 
şeklinde yazılabilir.    
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Eğer, fazla olarak, koordinat çizgileri yüzey üzerinde ܯ ؠ 0 özdeşliğini sağlayabilecek  

 
biçimde seçilebilirse  
 

n୳ሬሬሬሬԦ ൌ  െ
L
E

 X୳ሬሬሬሬԦ         ,       n୴ሬሬሬሬԦ ൌ  െ
N
G

  X୴ሬሬሬሬԦ 
 
olup,  
 

ݎ  ൌ
ܮ
ܧ

ҧݎ      ,         ൌ  
ܰ
ܩ

                                                                                                                          ሺ3.42ሻ 
 
dersek (3.41) formüllerinden  
 
 
n୳ሬሬሬሬԦ ൅ r X୳ሬሬሬሬԦ ൌ   0ሬԦ                        ,                 n୴ሬሬሬሬԦ  ൅ rҧ X୴ሬሬሬሬԦ ൌ   0ሬԦ                                                               ሺ3.43ሻ 
 
 
elde edilir.  Bunlara da OLİNDE RODRIGUES formülleri denir.[1]. 
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4.  LORENTZ UZAYINDA YÜZEYLERİN DİFERANSİYEL GEOMETRİSİ 

4.1  Temel Formlar 

 ॷଷ de time-like ya da space-like olan bir M yüzeyi  
 
Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሺݑ,   ሻ                                                                                                                                             ሺ4.1ሻݒ
 
vektörel fonksiyonu ile verilmiş olsun.  Eğer bir C eğrisi  ( veya bunun bir parçası ) tümü ile bu  
 
yüzey üzerinde ise, yüzeyin bu eğri üzerinde dolanan bir P noktasının ݑ,   parametreleri, eğri ݒ
 
boyunca aynı bir ݐ  parametresinin  
 
ݑ ൌ ݒ   , ሻݐሺݑ ൌ ܽ    , ሻݐሺݒ ൑ ݐ ൑ ܾ                                                                                                      ሺ4.2ሻ 
 
biçiminde fonksiyonlardır ve C nın  ݐ  parametresine bağlı vektörel denklemi de  
 
Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሺݑሺݐሻ,  ሻሻ                                                                                                                                 ሺ4.3ሻݐሺݒ
 
olur.  Eğer C eğrisi 1-nci mertebeden ise, yüzey parçası da böyle sayıldığından (4.2) vektörel  
 
fonksiyonu da 1-nci mertebedendir. C eğrisinin her pሺݑ,   ሻ noktasındaki teğetiݒ
 
 
ܺᇱሺݐሻ ൌ  ௗ௑

ௗ௧
ൌ  డ௑

డ௨
ௗ௨
ௗ௧

൅ డ௑
డ௩

ௗ௩
ௗ௧

  
 
           ൌ  ܺ௨

ௗ௨
ௗ௧

൅ ܺ௩
ௗ௩
ௗ௧

                                                                                                                          ሺ4.4ሻ  
 
 
dir [4] ve bu noktada ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൈ ܺ௏ሬሬሬሬԦ  ് 0Ԣ dır.   

(4.4)’de her iki tarafı keyfi olan ݀ݐ ile çarparsak  
 
݀ Ԧܺ ൌ  ܺ௨ሬሬሬሬԦ݀ݑ ൅  ܺ௩ሬሬሬሬԦ݀ݒ                                                                                                                              ሺ4.5ሻ 
 
vektörünü elde ederiz.   

C eğrisinin P noktasındaki lineer elemanı  
 
ଶݏ݀ ൌ ݀ Ԧܺଶ ൌ  ൫ܺᇱሬሬሬሬԦሺݐሻ൯

ଶ
  ଶݐ݀

 
olduğundan (4.5)’den 
 
ଶݏ݀ ൌ ,௨ሬሬሬሬԦܺۃ  ܺ௨ሬሬሬሬԦݑ݀ۄଶ ൅ ,௨ሬሬሬሬԦܺۃ2  ܺ௩ሬሬሬሬԦݒ݀ݑ݀ۄ ൅ ,௩ሬሬሬሬԦܺۃ  ܺ௩ሬሬሬሬԦݒ݀ۄଶ                                                                 ሺ4.6ሻ 
 
buluruz.   
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,ଵߝ ,ଶߝ ,ଷߝ ,ସߝ   ௏ሬሬሬሬሬሬԦ M deki teğet vektörler ve  ሬ݊Ԧ’de M deki normalܺ ݁ݒହ işaret fonksiyonlarını, ܺ௨ሬሬሬሬԦߝ
 
vektörü göstermek üzere aşağıdaki eşitlikleri tanımlayalım:[4] 
 
 
,௨ሬሬሬሬԦ݊ۃ ݊௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ,  ଵԡ݊௨ሬሬሬሬԦԡଶߝ  ,௩ሬሬሬሬԦ݊ۃ ݊௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ ,  ଶԡ݊௩ሬሬሬሬԦԡଶߝ  ۃ ሬ݊Ԧ, ሬ݊Ԧۄ ൌ     ହԡሬ݊Ԧԡଶߝ 
 
,௨ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ଷฮܺ௨ሬሬሬሬԦฮߝ 

ଶ
  , ,௩ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ ସฮܺ௩ሬሬሬሬԦฮߝ 

ଶ
  , ,௨ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ  ி

ඥఌయఌర
    

 
 
,௨ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ,  ܧଷߝ  ,௩ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ ,  ܩସߝ  ଶܪ ൌ ܩܧସߝଷߝ െ ிమ

ఌయఌర
     

Böylece (4.6)’yı yeniden yazarsak  
 

Ι ൌ ଶݏ݀ ൌ ଶݑ݀ܧଷߝ  ൅ 2
ܨ

ඥߝଷߝସ
ݒ݀ݑ݀ ൅  ଶ                                                                              ሺ4.7ሻݒ݀ܩସߝ

 
olur[4].  Buna yüzeyin P noktasındaki birinci temel formu veya temel kuadratik formu de- 
 
nir.  Böylece C eğrisinin a ve b noktaları arasındaki yay uzunluğu  
 
 
ݏ ൌ ׬  ඥሺܺᇱሺݐሻሻଶ݀ݐ௕

௔   
 
   ൌ ׬  ඥ݀ݔሬሬሬሬԦଶ௕

௔   
 

   ൌ ׬  ඥ݀ݏଶሬሬሬሬሬሬሬԦ௕
௔   

 

   ൌ ׬ ටߝଷܧሺݑԢ௧ሻଶ ൅ 2 ி
ඥఌయఌర

Ԣ௧ݒԢ௧ݑ ൅ ௕ݐ݀ Ԣ௧ሻଶݒሺܩସߝ
௔                                                                        ሺ4.8ሻ  

 
 
şeklinde ifade edilebilir.   

Sonuç 1.   

a)Eğer ܺ௨ሬሬሬሬԦ vektörü time-like, ܺ௩ሬሬሬሬԦ vektörü de spaca-like ise ܺۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ െܺۃ  ݁ݒ  ܧ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ  -ola  ܩ
 
cağından birinci temel kuadratik form ܨ ൌ 0 olması şartı ile  
 
Ι ൌ െݑ݀ܧଶ ൅                                                                                 ଶݒ݀ܩ
 
olur [4].  
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b)Eğer ܺ௩ሬሬሬሬԦ vektörü time-like, ܺ௨ሬሬሬሬԦ vektörü de spaca-like ise ܺۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ,௩ሬሬሬሬԦܺۃ  ݁ݒ  ܧ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ െܩ  ola- 
 
cağından birinci temel kuadratik form ܨ ൌ 0 olması şartı ile  
 
Ι ൌ ଶݑ݀ܧ െ                                                                                 ଶݒ݀ܩ
 
olur[4]. 

En az ikinci mertebeden bir yüzey üzerindeki bir Pሺݑ,   ሻnoktasının komşuluğunda veݒ
 
P’ye yeterince yakın bir nokta ܳሺݑ ൅ Δݑ, ݒ ൅ Δݒሻ olsun.  P deki birim normal vektör ሬ݊Ԧ ሺݑ,   ሻݒ
 
olduğuna göre, Q nun P deki teğet düzleme olan ݀ uzaklığı  
 
݀ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܲܳሬሬሬሬሬԦۄ  
 
dur ve Taylor formülünü kullanarak  
 
ܲܳሬሬሬሬሬԦ ൌ  Δݔ ൌ Δ௨ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ Δ௩ܺ௩ሬሬሬሬԦ ൅ ଵ

ଶ
ሺΔ௨

ଶܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൅ 2Δ௨Δ௩ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൅ Δ௩
ଶ

ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦ ൅   ߝ
 
yazabiliriz[4].  Böylece 
 
݀ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܲܳሬሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, Δۄ ݔ  
 
    ൌ Δ௨ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൅ Δ௩ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൅ ଵ

ଶ
ቀሺΔ௨

ଶۃ ሬ݊Ԧ , ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൅ 2Δ௨Δ௩ۃ ሬ݊Ԧ , ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൅ Δ௩
ଶ

ۃ ሬ݊Ԧ , ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦۄ ൅ ,ሬ݊Ԧۃ      ቁۄߝ
 
ya da  
 
݀ ൌ  ଵ

ଶ
ቀሺΔ௨

ଶۃ ሬ݊Ԧ , ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൅ 2Δ௨Δ௩ۃ ሬ݊Ԧ , ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൅ Δ௩
ଶ

ۃ ሬ݊Ԧ , ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦۄ ൅ ,ሬ݊Ԧۃ   ቁۄߝ
 
olur[4]. 
 
ሺΔݑ, Δݒሻ ՜ ሺ0, 0ሻ iken 
 
limሺ୼௨,୼௩ሻ՜ሺ଴,଴ሻۃ ሬ݊Ԧ, ۄߝ ൌ 0  
 
olup, parantez içindeki son terimin, d’nin işaretini belirlemede hiçbir rolü yoktur.P’ye yeteri  
 
kadar yakın Q noktaları için, başka deyişle, daha yüksek mertebeden diferansiyeller farkıyla  
 
݀ ൌ  ଵ

ଶ
ሺ݊ۃ, ܺ௨௨ݑ݀ۄଶ ൅ ,݊ۃ2 ܺ௨௩ݒ݀ݑ݀ۄ ൅ ,݊ۃ ܺ௩௩ݒ݀ۄଶሻ  

 
dir[4].  Üstelik ܺ௨ሬሬሬሬԦ݁ݒ ܺ௏ሬሬሬሬሬሬԦ vektörleri ሬ݊Ԧ vektörüne dik olduklarından  
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ݁ݒ  0 ሬ݊Ԧ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ 0  
 
 dır[4].  ݒ ݁ݒ ݑ ‘ye göre türevler alınarak 
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,௨ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ 0 ฺ െ݊ۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ  ௅
√ఌభఌమ

  [4] 
 
,௩ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ 0 ฺ െ݊ۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ  ே

√ఌమఌర
  [4] 

 
,௨ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௩௨ሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ 0 ฺ െ݊ۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௩௨ሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ  ெ

√ఌభఌర
  

 
,௩ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ 0 ฺ െ݊ۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ  ெ

ඥఌమఌయ
  

 
bulunur. Burada ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ܺ௩௨ሬሬሬሬሬሬԦ olduğundan √ߝଵߝସ ൌ  ඥߝଶߝଷ olur.  Öte yandan ۃ ሬ݊Ԧ, ݀ Ԧܺۄ ൌ 0 eşitliği- 
 
nin diferansiyelini alırsak െ݀ۃ ሬ݊Ԧ, ݀ Ԧܺۄ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ݀ଶ Ԧܺۄ olduğunu görürüz.  [4] 
 
ॴ ൌ ۃ  ሬ݊Ԧ, ݀ଶ Ԧܺۄ  
 
ve 
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ݀ଶ Ԧܺۄ ൌ െ݀ۃ ሬ݊Ԧ, ݀ Ԧܺۄ  
 
formüllerini kullanarak  
 
ॴ ൌ  െۃሺ݊௨ሬሬሬሬԦ݀ݑ ൅ ݊௩ሬሬሬሬԦ݀ݒሻ, ൫ܺ௨ሬሬሬሬԦ݀ݑ ൅ ܺ௩ሬሬሬሬԦ݀ݒ൯ ۄ  
 
   ൌ  െ൫݊ۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦݑ݀ۄଶ ൅ ,௨ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦݒ݀ݑ݀ۄ ൅ ,௩ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦݑ݀ݒ݀ۄ ൅ ,௩ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦݒ݀ۄଶ൯  
 
ya da  
 

ॴ ൌ  
ܮ

ඥߝଵߝଷ
ଶݑ݀ ൅ ቆ

1
ସߝଵߝ√

൅  
1

ඥߝଶߝଷ
ቇ ݒ݀ݑ݀ܯ ൅

ܰ
ସߝଶߝ√

 ଶ                                                         ሺ4.9ሻݒ݀

 
 
elde edilir[4].    

Bu diferansiyel forma yüzeyin P düzgün noktasındaki ikinci temel kuadratik formu  
 
denir.   

4.2  Weingarten ve Olin-Rodrigues Formülleri  

Ԧܺ ൌ  Ԧܺ ሺݑ,   ሻݒ
 
vektörel fonksiyonu ile gösterilen bir M yüzeyinin bir Pሺݑ, ,ݑሻ noktasındaki ሬ݊Ԧ ሺݒ  -ሻ birim norݒ
 
mal vektörünün birinci mertebeden kısmi türevleri;  ሬ݊Ԧ’ye dik olduklarından, P deki teğet düzle- 
 
me paralel vektörlerdir.  O halde bunları koordinat çizgilerinin ܺ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦ teğet vektörlerinin lineer  
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kombinasyonları biçiminde yazabiliriz:[4] 
 
 
݊௨ሬሬሬሬԦ ൌ  ܽଵଵܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ܽଵଶܺ௩ሬሬሬሬԦ  
                                                                                                               ሺ4.10ሻ 
݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ  ܽଶଵܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ܽଶଶܺ௩ሬሬሬሬԦ  
 
 

Bunları sırası ile ܺ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦ vektörleri ile çarparsak  
 
 
,௨ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ  ܽଵଵܺۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦ ۄ ൅ ܽଵଶܺۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ 
 

  െ
ܮ

ඥߝଵߝଷ
ൌ ܽଵଵߝଷܧ ൅  ܽଵଶ

ܨ
ඥߝଷߝସ

 

 
 
,௨ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ  ܽଵଵܺۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦ ۄ ൅ ܽଵଶܺۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ 
 

െ
ܯ

ସߝଵߝ√
ൌ  ܽଵଵ

ܨ
ඥߝଷߝସ

൅ ܽଵଶߝସܩ  

 
 
,௩ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ  ܽଶଵܺۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦ ۄ ൅ ܽଶଶܺۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ 
 

െ
ܯ

ඥߝଶߝଷ
ൌ ܽଶଵߝଷܧ ൅ ܽଶଶ

ܨ
ඥߝଷߝସ

  

 
 
,௩ሬሬሬሬԦ݊ۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ  ܽଶଵܺۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦ ۄ ൅ ܽଶଶܺۃ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ 
 

െ
ܰ

ସߝଶߝ√
ൌ  ܽଶଵ

ܨ
ඥߝଷߝସ

൅ ܽଶଶߝସܩ  

 
 
 
 

 െߝସܩ/        െ
ܮ

ඥߝଵߝଷ
ൌ ܽଵଵߝଷܧ ൅  ܽଵଶ

ܨ
ඥߝଷߝସ

 

 
ܨ

ඥߝଷߝସ
 /        െ

ܯ
ସߝଵߝ√

ൌ  ܽଵଵ
ܨ

ඥߝଷߝସ
൅ ܽଵଶߝସܩ   
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ସߝ

ඥߝଵߝଷ
ܮܩ ൌ െߝଷߝସܽଵଵܩܧ െ

ସߝ

ඥߝଷߝସ
ܽଵଶܩܨ 

 
  

െ
ܯܨ

ඥߝଵߝଷ
ൌ  

ଶܨ

ସߝଷߝ
ܽଵଵ ൅

ସߝ

ඥߝଷߝସ
ܽଵଶܩܨ 

 
 
 
 
ܮܩସߝ െ ܯܨ

ඥߝଵߝଷ
ൌ  െߝଷߝସܽଵଵܩܧ ൅

ଶܨ

ସߝଷߝ
ܽଵଵ 

 
ܮܩସߝ െ ܯܨ

ඥߝଵߝଷ
ൌ  ܽଵଵ ቆ

ଶܨ

ସߝଷߝ
െ  ቇܩܧସܽଵଵߝଷߝ

 
 
ܩܧସߝଷߝ െ ிమ

ఌయఌర
ൌ   ଶ olduğundanܪ 

 

ଶܽଵଵܪ ൌ
ܯܨ െ ܮܩସߝ

ඥߝଵߝଷ
   

 
ya da  
 

ܽଵଵ ൌ  
ܯܨ െ ܮܩସߝ

ଷߝଵߝଶඥܪ
                                                                                                                              ሺ4.11ሻ 

 
 
olur.   
 
 
 
 

ܨ
ඥߝଷߝସ

/        െ
ܮ

ඥߝଵߝଷ
ൌ ܽଵଵߝଷܧ ൅  ܽଵଶ

ܨ
ඥߝଷߝସ

 

 

െߝଷܧ /      െ
ܯ

ସߝଵߝ√
ൌ  ܽଵଵ

ܨ
ඥߝଷߝସ

൅ ܽଵଶߝସܩ   
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െ
ܮܨ

ସߝଵߝ√
ൌ ܽଵଵ  

ଷߝ

ඥߝଷߝସ
ܧܨ ൅ ܽଵଶ

ଶܨ

ସߝଷߝ
 

 
ܯܧଷߝ
ସߝଵߝ√

ൌ  െܽଵଵ  
ଷߝ

ඥߝଷߝସ
ܧܨ െ ܽଵଶߝଷߝସܩܧ 

 
 
 
 
 
ܯܧଷߝ െ ܮܨ

ସߝଵߝ√
ൌ ܽଵଶ

ଶܨ

ସߝଷߝ
െ ܽଵଶߝଷߝସܩܧ 

 
 
ܯܧଷߝ െ ܮܨ

ସߝଵߝ√
ൌ ܽଵଶ ቆ

ଶܨ

ସߝଷߝ
െ  ቇܩܧସߝଷߝ

 
 

ଶܽଵଶܪ ൌ
ܮܨ െ ܯܧଷߝ

ସߝଵߝ√
  

 
 
ya da  
 
 

ܽଵଶ ൌ  
ܮܨ െ ܯܧଷߝ

ସߝଵߝ√ଶܪ
                                                                                                                             ሺ4.12ሻ 

 
 
olur. 
 
 

  െߝସܩ /     െ
ܯ

ඥߝଶߝଷ
ൌ ܽଶଵߝଷܧ ൅ ܽଶଶ

ܨ
ඥߝଷߝସ

  

 
 

ܨ
ඥߝଷߝସ

/       െ
ܰ

ସߝଶߝ√
ൌ  ܽଶଵ

ܨ
ඥߝଷߝସ

൅ ܽଶଶߝସܩ   
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ସߝ

ඥߝଶߝଷ
ܩܯ ൌ  െܽଶଵߝଷߝସܩܧ െ ܽଶଶ

ସߝ

ඥߝଶߝଷ
 ܨܩ

 
       
െܰܨ
ඥߝଶߝଷ

ൌ  ܽଶଵ
ଶܨ

ସߝଷߝ
൅ ܽଶଶ

ସߝ

ඥߝଶߝଷ
 ܨܩ

 
 
 
 
 
 
ܯܩସߝ െ ܰܨ

ඥߝଶߝଷ
ൌ  െܽଶଵߝଷߝସܩܧ ൅  ܽଶଵ

ଶܨ

ସߝଷߝ
 

 
 
ܯܩସߝ െ ܰܨ

ඥߝଶߝଷ
ൌ  ܽଶଵ ቆ

ଶܨ

ସߝଷߝ
െ  ቇܩܧସߝଷߝ

 
 

ଶܽଶଵܪ ൌ    
ܰܨ െ ܯܩସߝ

ඥߝଶߝଷ
 

 
 
ya da  
 
 

ܽଶଵ ൌ  
ܰܨ െ ܯܩସߝ

ଷߝଶߝଶඥܪ
                                                                                                                           ሺ4.13ሻ 

 
 
olur. 
 
 

െ
ܨ

ඥߝଷߝସ
/        െ

ܯ
ඥߝଶߝଷ

ൌ ܽଶଵߝଷܧ ൅ ܽଶଶ
ܨ

ඥߝଷߝସ
  

 

െ          /ܧଷߝ     
ܰ

ସߝଶߝ√
ൌ  ܽଶଵ

ܨ
ඥߝଷߝସ

൅ ܽଶଶߝସܩ   
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ܯܨ
ସߝଶߝ√

ൌ  െܽଶଵߝଷ
ܨܧ

ඥߝଷߝସ
െ ܽଶଶ

ଶܨ

ସߝଷߝ
 

 
െߝଷܰܧ
ସߝଶߝ√

ൌ  ൅ܽଶଵߝଷ
ܨܧ

ඥߝଷߝସ
൅ ܽଶଶߝଷߝସܩܧ 

 
 
 
 
 
ܰܧଷߝെܯܨ

ସߝଶߝ√
ൌ  െܽଶଶ

ଶܨ

ସߝଷߝ
൅ ܽଶଶߝଷߝସܩܧ 

 
ܰܧଷߝെܯܨ

ସߝଶߝ√
ൌ  ܽଶଶ ቆߝଷߝସܩܧ െ

ଶܨ

ସߝଷߝ
ቇ 

 
 

ଶܽଶଶܪ ൌ  
ܰܧଷߝെܯܨ

ସߝଶߝ√
 

 
ya da  
 
 

ܽଶଶ ൌ
ܰܧଷߝെܯܨ
ସߝଶߝ√ଶܪ

                                                                                                                               ሺ4.14ሻ 

 
 
olur.   

(4.11), (4.12), (4.13) ve (4.14) eşitliklerini (4.10) da yerine yazarsak 
 
 

݊௨ሬሬሬሬԦ ൌ  
1

ଶܪ ቊቆ
ܯܨ െ ܮܩସߝ

ඥߝଵߝଷ
ቇ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ൬

ܮܨ െ ܯܧଷߝ
ସߝଵߝ√

൰ ܺ௩ሬሬሬሬԦቋ 

                                                                                                                                                                  ሺ4.15ሻ 

݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ  
1

ଶܪ ቊቆ
ܰܨ െ ܯܩସߝ

ඥߝଶߝଷ
ቇ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ൬

ܰܧଷߝെܯܨ
ସߝଶߝ√

൰ ܺ௩ሬሬሬሬԦቋ 

 
 
olur.  Bunlara Weingarten formülleri denir.   

Eğer ܨ ൌ 0 ise ܪଶ ൌ  olduğundan (4.15)’i yeniden yazarsak ܩܧସߝଷߝ
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݊௨ሬሬሬሬԦ ൌ  
1

ܩܧସߝଷߝ
ቊቆ

െߝସܮܩ
ඥߝଵߝଷ

ቇ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ൬
െߝଷܯܧ
ସߝଵߝ√

൰ ܺ௩ሬሬሬሬԦቋ 

 

݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ  
1

ܩܧସߝଷߝ
ቊቆ

െߝସܯܩ
ඥߝଶߝଷ

ቇ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ൬
െߝଷܰܧ
ସߝଶߝ√

൰ ܺ௩ሬሬሬሬԦቋ 

 
 
 

݊௨ሬሬሬሬԦ ൌ  ቆ
െߝସܮܩ

ଷߝଵߝඥܩܧସߝଷߝ
ቇ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ൬

െߝଷܯܧ
ସߝଵߝ√ܩܧସߝଷߝ

൰ ܺ௩ሬሬሬሬԦ 

 

݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ ቆ
െߝସܯܩ

ଷߝଶߝඥܩܧସߝଷߝ
ቇ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ൬

െߝଷܰܧ
ସߝଶߝ√ܩܧସߝଷߝ

൰ ܺ௩ሬሬሬሬԦ 

 
 
 
 
 

݊௨ሬሬሬሬԦ ൌ  ቆ
െܮ

ܧଷߝଵߝଷඥߝ
ቇ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ൬

െܯ
ܩସߝଵߝ√ସߝ

൰ ܺ௩ሬሬሬሬԦ 

                                                                                                                                                                   ሺ4.16ሻ 

݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ ቆ
െܯ

ܧଷߝଶߝଷඥߝ
ቇ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ൬

െܰ
ܩସߝଶߝ√ସߝ

൰ ܺ௩ሬሬሬሬԦ 

 
 
elde ederiz.   

Eğer, koordinat çizgileri yüzey üzerinde ؠ ܯ 0 özdeşliğini sağlayabilecek biçimde se 
 
çilebilirse  
  
 

݊௨ሬሬሬሬԦ ൌ  
1

ଷߝଵߝଷඥߝ
൬

െܮ
ܧ

൰ ܺ௨ሬሬሬሬԦ 

                                                                                                                  ሺ4.17ሻ 

݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ
1

ସߝଶߝ√ସߝ
൬

െܰ
ܩ

൰ ܺ௩ሬሬሬሬԦ 

 
 
olup,   
 
ݎ ൌ  ௅

ா
ҧݎ     ,        ൌ  ே

ீ
  [4] 

   
dersek 
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݊௨ሬሬሬሬԦ ൅  

ݎ
ଷߝଵߝଷඥߝ

ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൌ 0 

                                                                                                               ሺ4.18ሻ 

݊௩ሬሬሬሬԦ ൅  
ҧݎ

ସߝଶߝ√ସߝ
ܺ௩ሬሬሬሬԦ ൌ 0 

 
 
olur.  Bunlara da Olinde Rodrigues formülleri denir.  

(4.15) den ܵ ൌ  ൣܽ௜௝൧ şekil operatörünün matrisini  
 
 

ܵ ൌ
1

ଶܪ  

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ܯܨ െ ܮܩସߝ
ඥߝଵߝଷ

ܮܨ െ ܯܧଷߝ
ସߝଵߝ√

ܰܨ െ ܯܩସߝ
ඥߝଶߝଷ

ܰܧଷߝെܯܨ
ସߝଶߝ√ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
                                                                                              ሺ4.19ሻ 

 
 
şeklinde yazabiliriz.  Böylece ܭ ൌ ܪ gauss eğriliği ile ܵݐ݁݀ ൌ  -ortalama eğriliğini hesapla ܵݖ݅
 
yabiliriz. 

 gauss eğriliği ,ܭ 
 
 

ܭ ൌ  
1

ସܪ ቈ
ሺܯܨ െ ሻܰܧଷߝെܯܨሻሺܮܩସߝ

ඥߝଵߝଶߝଷߝସ
െ

ሺܮܨ െ ܰܨሻሺܯܧଷߝ െ ሻܯܩସߝ

ඥߝଵߝଶߝଷߝସ
቉ 

 
ya da 
 
 

ܭ ൌ  ଵ
ுరඥఌభఌమఌయఌర

൤
ሺܯܨሻଶ െ ܰܧܯܨଷߝ െ ܯܨܮܩସߝ ൅ ܰܧܮܩସߝଷߝ െ ܰܮଶܨ ൅ ܯܩܮܨସߝ ൅

ܰܨܯܧଷߝ െ ܩଶܯܧସߝଷߝ
൨  

 
 

ܭ ൌ  
ܩܧସߝଷߝሺܰܮ െ ଶሻܨ െ ܩܧସߝଷߝଶሺܯ െ ଶሻܨ

ସߝଷߝଶߝଵߝସඥܪ
 

 
 
 

ܭ ൌ  
ሺߝଷߝସܩܧ െ ܰܮଶሻሺܨ െ ଶሻܯ

ସߝଷߝଶߝଵߝସඥܪ
                                                                                                      ሺ4.20ሻ 

 
 
olur.   
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Ortalama eğrilik ise 
 
 

ܪ ൌ ܵݖ݅ ൌ  
1

ଶܪ ቆ
ܯܨ െ ܮܩସߝ

ඥߝଵߝଷ
൅

ܰܧଷߝെܯܨ
ସߝଶߝ√

ቇ                                                                                ሺ4.21ሻ 

 
 
olur.  

Eğer ܺۃ௨ሬሬሬሬԦ, ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ 0 yani ܨ ൌ 0 
 
 

ܭ ൌ  
ܰܮሺܩܧସߝଷߝ െ ଶሻܯ

ସߝଷߝଶߝଵߝଶඥܩଶܧ
ൌ  

ସߝଷߝ

ඥߝଵߝଶߝଷߝସ
ቆ

ሺܰܮ െ ଶሻܯ
ܩܧ

ቇ 

 
 
ve 
 
 

ܪ ൌ  
1

ܩܧସߝଷߝ
ቆ

െߝସܮܩ
ඥߝଵߝଷ

൅
െߝଷܰܧ
ସߝଶߝ√

ቇ 

 
 

ܪ ൌ  
െܮ

ଷߝଵߝଷඥߝ
െ

ܰ
ସߝଶߝ√ସߝ

ൌ  െ ቌ
1

ଷߝଵߝଷඥߝ
൬

ܮ
ܧ

൰ ൅
1

ସߝଶߝ√ସߝ
൬

ܰ
ܩ

൰ቍ 

 
 
olur.   

Eğer ܨ ൌ ܯ ݁ݒ 0 ൌ 0 ise (4.18) den 
 

ܵ ൌ  

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

ݎ
ଷߝଵߝଷඥߝ

0

0
ҧݎ

ےସߝଶߝ√ସߝ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

 
 
yazabiliriz, burada 
 

ݎ ൌ
ܮ
ܧ

ҧݎ  ݁ݒ  ൌ
ܰ
ܩ

  
 
dir.   
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Böylece K gauss eğriliği ve H ortalama eğrilik aşağıdaki gibidir: 

 
 

ܭ ൌ  
.ݎ ҧݎ

ସߝଷߝଶߝଵߝସඥߝଷߝ
ൌ  

1
ସߝଷߝଶߝଵߝସඥߝଷߝ

൬
ܰܮ
ܩܧ

൰ 

 
 

ܪ ൌ  െ
ݎ

ଷߝଵߝଷඥߝ
െ

ҧݎ
ସߝଶߝ√ସߝ

ൌ  
െܮ

ܧଷߝଵߝଷඥߝ
െ

ܰ
ܩସߝଶߝ√ସߝ

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



49 
 

ÖRNEK:  
 
Xሺ࢛,࢜ሻ ൌ v cos u eଵሬሬሬԦ ൅ v sin u eଶሬሬሬԦ ൅  -eଷሬሬሬԦ vektörel denklemiyle verilen yüzeyin gauss formülleriݑ݄
 
ni, birinci ve ikinci temel kuadratik formlarını, Weingarten formüllerini, şekil operatörünün  
 
matrisini, gauss eğriliğini ve ortalama eğriliğini hesaplayalım. 
 
 
,ଵሬሬሬԦ݁ۃ ݁ଵሬሬሬԦۄ ൌ ,ଶሬሬሬԦ݁ۃ ݁ଶሬሬሬԦۄ ൌ ,ଷሬሬሬԦ݁ۃ   ,  1 ݁ଷሬሬሬԦۄ ൌ  െ1  
 
,ܺۃ ۄܺ ൌ ଶݒ  cosଶ ݑ ൅ ଶݒ sinଶ ݑ ൅ ݄ଶݑଶሺെ1ሻ  
 
,ܺۃ ۄܺ ൌ ଶݒ  െ ݄ଶݑଶ  
 
ଶݒ  ൐  ݄ଶݑଶ  ฺ |ݒ|  ൐ ݁ܿܽ݌ݏሺ     |ݑ݄| െ ݈݅݇݁ሻ  
 
ଶݒ  ൏   ݄ଶݑଶ  ฺ |ݒ|  ൏ ݁݉݅ݐሺ     |ݑ݄| െ ݈݅݇݁ሻ 
 
ଶݒ ൌ   ݄ଶݑଶ  ฺ |ݒ|  ൌ  ሻ݈݈ݑሺ݊     |ݑ݄|
 
ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൌ െ v sin u eଵሬሬሬԦ ൅ v cos u eଶሬሬሬԦ ൅ ݄eଷሬሬሬԦ  
 
ܺ௩ሬሬሬሬԦ ൌ  cos u eଵሬሬሬԦ ൅ sin u eଶሬሬሬԦ   
 
ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ െݒ cos u eଵሬሬሬԦ െ v sin u eଶሬሬሬԦ ൌ  െvሺcos u eଵሬሬሬԦ ൅ sin u eଶሬሬሬԦሻ ฺ ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ  െܺݒ௩ሬሬሬሬԦ  
 
ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ሺെ sin u eଵሬሬሬԦ ൅ cos u eଶሬሬሬԦ  
 
 

ܺ௨ሬሬሬሬԦٿ ܺ௩ሬሬሬሬԦ ൌ  อ
eଵሬሬሬԦ eଶሬሬሬԦ െeଷሬሬሬԦ

െ v sin u v cos u ݄
cos u sin u 0

อ ൌ  െ݄ sin u eଵሬሬሬԦ ൅ h cos u eଶሬሬሬԦ െ ሺെv sinଶ ݑ െ ݒ cosଶ  ሻeଷሬሬሬԦݑ

 
 
ܺ௨ሬሬሬሬԦ ר ܺ௩ሬሬሬሬԦ  ൌ ሺെ݄ sin u eଵሬሬሬԦ ൅ h cos u eଶሬሬሬԦ ൅ veଷሬሬሬԦሻ  
 
௨ሬሬሬሬԦܺۃ ר ܺ௩ሬሬሬሬԦ, ܺ௨ሬሬሬሬԦ ר ܺ௩ሬሬሬሬԦ ۄ ൌ  ݄ଶ െ ଶݒ  ൌ  ฮܺ௨ሬሬሬሬԦ ר ܺ௩ሬሬሬሬԦฮ

ଶ
  

 
 

ሬ݊Ԧ ൌ ௑ೠሬሬሬሬሬԦר௑ೡሬሬሬሬԦ
ฮ௑ೠሬሬሬሬሬԦר௑ೡሬሬሬሬԦฮ

ൌ ଵ
√௛మି ௩మ ሺെ݄ sin u eଵሬሬሬԦ ൅ h cos u eଶሬሬሬԦ ൅ veଷሬሬሬԦሻ   

 
 

ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ  ି௩
௛మି ௩మ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ௛

√௛మି ௩మ ሬ݊Ԧ   
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ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦ ൌ 0  
 
ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ  െܺݒ௩ሬሬሬሬԦ  Gauss formülleri 
 
ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦ ൌ  ି௩

௛మି ௩మ ܺ௨ሬሬሬሬԦ ൅ ௛
√௛మି ௩మ ሬ݊Ԧ   

 
 
ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦ ൌ 0  
 
 
,௨ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ଶݒ  sinଶ ݑ ,ଵሬሬሬԦ݁ۃ ݁ଵሬሬሬԦۄ ൅ ଶݒ cosଶ ݑ ,ଶሬሬሬԦ݁ۃ ݁ଶሬሬሬԦۄ ൅ ݄ଶ݁ۃଷሬሬሬԦ, ݁ଷሬሬሬԦۄ  
 
 
,௨ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ଶݒ െ ݄ଶ   
 
 
,௩ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ cosଶ ݑ ,ଵሬሬሬԦ݁ۃ ݁ଵሬሬሬԦۄ ൅ sinଶ ,ଶሬሬሬԦ݁ۃ ݑ ݁ଶሬሬሬԦۄ  
 
 
,௩ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ 1   
 
 
,௨ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ  െݒ sin u cos u ,ଵሬሬሬԦ݁ۃ ݁ଵሬሬሬԦۄ ൅ ݒ sin u cos u ,ଶሬሬሬԦ݁ۃ ݁ଶሬሬሬԦۄ  ൅ 0  
 
 
,௨ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ 0   
 
 
,௨ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௨ሬሬሬሬԦۄ ൌ ଶݒ െ ݄ଶ ൌ ܧଷߝ    
 
 
,௩ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ 1 ൌ ܩସߝ    
 
 
,௨ሬሬሬሬԦܺۃ ܺ௩ሬሬሬሬԦۄ ൌ 0 ൌ  ி

ඥఌయఌర
     ฺ ܨ      ൌ 0   

 
 
ଶܪ ൌ ܩܧସߝଷߝ  െ ிమ

ఌయఌర
  

 
 
ଶܪ ൌ ଶݒ  െ ݄ଶ   
 
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ  ଵ

√௛మି ௩మ െ݄ۃ sin u eଵሬሬሬԦ ൅ h cos u eଶሬሬሬԦ ൅ veଷሬሬሬԦ, െv cos u eଵሬሬሬԦ െ v sin u eଶሬሬሬԦ ۄ  
 



51 
 

 
ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௨୳ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ  ଵ

√௛మି ௩మ ሺ݄ݒ sin u cos u െ hݒ sin u cos uሻ ൌ 0  
 
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௨௨ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ 0 ൌ  ௅

ඥఌభఌయ
 ฺ ܮ ൌ 0   

 
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ  ଵ

√௛మି ௩మ െ݄ۃ sin u eଵሬሬሬԦ ൅ h cos u eଶሬሬሬԦ ൅ veଷሬሬሬԦ,   ۄ 0
 
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௩௩ሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ 0 ൌ  ே

√ఌమఌర
  ฺ ܰ ൌ 0    

 
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ  ଵ

√௛మି ௩మ ሺ݄ sinଶ ݑ ൅ ݄ cosଶ   ሻݑ
 
ۃ ሬ݊Ԧ, ܺ௨௩ሬሬሬሬሬሬሬԦۄ ൌ ௛

√௛మି ௩మ ൌ ெ
ඥఌమఌయ

ൌ   ெ
√ఌభఌర

  

 
Birinci temel form: 
 
Ι ؠ ଶݑ݀ܧଷߝ   ൅ ଶி

√ఌమఌర
ݒ݀ݑ݀ ൅   ଶݒ݀ܩସߝ

 
 
Ι ؠ ሺݒଶ െ ݄ଶሻ݀ݑଶ ൅ ଶݒ݀   
 
 
İkinci temel form 
 
 

ॴ ൌ  ௅
ඥఌభఌయ

ଶݑ݀ ൅ ൬ ଵ
√ఌభఌర

൅ ଵ
ඥఌమఌయ

൰ ݒ݀ݑ݀ܯ ൅ ே
√ఌమఌర

   ଶݒ݀

 
 

ॴ ൌ  ൬ ଵ
√ఌభఌర

൅ ଵ
ඥఌమఌయ

൰ ඥߝଶߝଷ
௛

√௛మି ௩మ   ݒ݀ݑ݀

 
 

ॴ ൌ  ൬ඥఌమఌయ

√ఌభఌర
൅ 1൰ ௛

√௛మି ௩మ   ݒ݀ݑ݀
 
 

ॴ ൌ 2 ௛
√௛మି ௩మ ݒ݀ݑ݀   

 
 
݊௨ሬሬሬሬԦ ൌ  ଵ

√௛మି ௩మ ሺെ݄ cos u eଵሬሬሬԦ െ h sin u eଶሬሬሬԦሻ ൌ  ି௛
√௛మି ௩మ ሺcos u eଵሬሬሬԦ ൅ sin u eଶሬሬሬԦሻ  
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݊௨ሬሬሬሬԦ ൌ ି௛
√௛మି ௩మ ܺ௩ሬሬሬሬԦ   

 
݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ  ௛௩

ሺ௛మି ௩మሻయ
మൗ

ሺെ sin u eଵሬሬሬԦ ൅ cos u eଶሬሬሬԦሻ ൅ ௛మ

ሺ௛మି ௩మሻయ
మൗ eଷሬሬሬԦ  

 
݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ  ௛

ሺ௛మି ௩మሻయ
మൗ

ሺെݒ sin u eଵሬሬሬԦ ൅ v cos u eଶሬሬሬԦ ൅ heଷሬሬሬԦሻ  

 
 

݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ  ௛
ሺ௛మି ௩మሻయ

మൗ ܺ௨ሬሬሬሬԦ   

 
 
݊௨ሬሬሬሬԦ ൌ ି௛

√௛మି ௩మ ܺ௩ሬሬሬሬԦ  
 Weingarten formülleri 
݊௩ሬሬሬሬԦ ൌ  ௛

ሺ௛మି ௩మሻయ
మൗ ܺ௨ሬሬሬሬԦ  

 
 
 
 
Şekil operatörünün matrisi: 
 
 

ܵ ൌ  ቎
0 ି௛

√௛మି ௩మ

 ௛
ሺ௛మି ௩మሻయ

మൗ 0
቏  

 
 
 
K gauss eğriliği: 
 
 
ܭ ൌ  ௛మ

ሺ௛మି ௩మሻమ  
 
 
H ortalama eğriliği: 
 
 
ܪ ൌ 0  
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