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LORENTZ UZAYINDA HiPERYUZEYLER
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OZET

Bu tezin amaci Lorentz uzayindaki yiizeylerin diferansiyel geometrisi iizerine ¢aligmak-

tir. Bu tez bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde gauss egriligi, hiperyiizey, kismi tiirev, ortalama egrilik, sekil operato-

ri ve Taylor formiilii tanitilmistir.

Ikinci boliimde Lorentz uzayinda simetrik bilineer form, skalar carpmali uzay,
Minkowski uzay zaman, yar1 Riemann manifoldlari, 2 boyutlu Lorentz uzayi ve hiperbolik rad-

yan ile ilgili bazi tanimlar ve teoremler verilmistir.

Ugiincii boliimde temel kuadratik formlar, yiizeyin bir noktasindaki egrisel uzunluk,
birim normal vektoriiniin birinci mertebeden kismi tiirevleri, Weingarten ve Olinde-Rodrigues

formiilleri igin bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Dordiincii boliimde lorentz uzayindaki temel formlar, Weingarten ve Olinde-Rodrigues

formiilleri verilmistir,
Besinci boliimde de orjinal bir ¢alismamizi igermektedir.

Anahtar Kelimeler : Gauss egriligi, hiperyiizey, kismi tlirev, ortalama egrilik, Olinde-
rodrigues formiilleri, sekil operatorii, Taylor formiilii, Weingarten formiilleri
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SUMMARY

This thesis which is the aim working on differantial geometry of surfaces on which

Lorentz spaces. This thesis takes part from five parts.

In the first part, Gauss curvature, hypersurface, partial derivate, mean curvature, figure

operatdr,and Taylor Formula were introduced.

In the second part, symetric bilinear form at Lorentz space, scaler product space,
Minkowski space time, semi-Riemann manifold, Lorentz space with two dimmension and some

definations and theorem connected with hyperbolic raidon were given.

In the third part, basic quadratic forms, curvilinear length in any point of surface, unit
normal vektdr of which first degree partial derivatives, connected with Weingarten and Olinde-

Rodrigues formulas same basic defination and theorems were given.

In the fourth part, basic formulas at Lorentz spaces, Weingarten and Olinde-Rodrigues

formulas were given.
In the fifth part, it includes of our original work.

Keywords:Gauss curvature, hypersurface, partial derivate, mean curvature, formulas of Olinde-
Rodrigues, figure operatdr, Taylor Formula, Weingarten formulas.
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n-boyutlu Oklid uzay1
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W nun radikali

W nun ekran uzay1

Gauss egriligi

Ortalama egrilik
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1. TEMEL TANIMLAR
1.1 Iki Skalar Degiskenli Vektorel Fonksiyonlar

Tamm 1.1.1 Iki u,v, skalar, bagimsiz degiskeninin degisim araliklar1 sirasiyla
a<uc<sb,csvsd (B) (1.1D)

olsun. u, v koordinat eksenleri birbirine dikse , ( § ) tanim bolgesi kapali bir dikdoérgendir.

Yukaridaki iki araligim her (u, v) deger takimi, belirli bir kurala gére, bir X serbest vek-
toriinii tanimliyorsa , X serbest vektorii u ve v skalar ve bagimsiz degiskenlerinin verilen
[a,b],[c,d] kapal araliklarinda veya ( ) kapali bolgesinde —agik da olabilir- bir vektorel

fonksiyondur.

(1.1) araliklar1 bu vektorel fonksiyonun tanim araliklaridir. u, v, skalar ve bagimsiz de-
giskenleri ile X vektorii arasindaki bu iliski, skalar fonksiyonlarda yapildig: gibi
X=Xv) (1.2)
sembolii ile gosterilir[1].
Uyari 1.1.1 Bundan béyle, aksi sdylenmedikge (u,v) skalar ve bagimsiz degiskenleri ile X
vektorel fonksiyonu gergel olarak alacagiz. Bundan baska X vektorel fonksiyonu tek degerli
olacak, baska deyimle, skaler degiskenlerin (u, v) deger takimui, bir tek X (u, v ) serbest vekto-
riinii belirleyecektir[1].
Tanim 1.1.2 (1.1) araliklarinda tanimlanmis tek degerli, gercel ve stirekli bir vektorel fonksi-
yon
X=X@v)
olsun. Tanim bdlgesinin bir deger takimim1 (v ) ile gosterelim ve
Aﬁ=)?(u,v0)—)?(u0,v0), Au = u—u,
diyelim.

Eger sozii edilen vektorel fonksiyon igin



lim ot
Au—0 Au

varsa, bu limite X (u, v ) vektorel fonksiyonunun , ( ug, v ) deger takimu igin, u skalar

degiskenine gore, birinci mertebeden kismi tiirevi denir[1].
Ayni1 bicimde
A)ﬁ=)_()(u0,v)—)?(uo,vo), Av = v -,

denilecek olursa,

lim px?
Av—0 Av

ifadesi de, eger varsa , X (u,v) vektorel fonksiyonunun , ( ug, vo ) deger takimi igin, v

skalar degiskenine gore, birinci mertebeden kismi tiirevidir.

Bir (u,v ) deger takimi i¢in birinci mertebeden iki vektorel kismi tiirevi

yazilig bigimlerinden biriyle gosterecegiz[1].

Tanim 1.1.3 O u, v diizleminin ( 1. 1) araliklariyla tanimlanmis () dikdortgen bolgesinde — ya
da herhangi bir bolgesinde — verilmis ve birinci mertebeden siirekli kismi tiirevleri olan bir
vektorel fonksiyon

X=X@v)

olsun.

(B) nin herhangi bir noktas1 N ve bu noktadan gegen bir egrisi de E ile gdsterilsin.
u, v, skaler, bagimsiz ve gergel degiskenleri, E egrisi boyunca alinan N (u, v) noktalar
i¢in, 6rnegin t ile gosterilen, ayn1 bir skaler degiskeninin
u= u(t) , v= v(t) (1.3)
bi¢ciminde fonksiyonlardir. Buna gore (1. 2) vektorel fonksiyonu, E egrisi boyunca, t skalar de-

giskeninin



X=X [u@®),v®)] (1.4)

biciminde bir bilesik fonksiyonudur|1].

Tamm 1.1.4 iki skalar ve bagimsiz degiskenli bir vektorel fonksiyonun birinci mertebeden
kismi tlirevleri de ayni bagimsiz skalar degiskenlerin vektorel fonksiyonlaridir. Bunlarin, tanim
bolgesinde, eger varsa, birinci mertebeden kismi vektdrel tiirevlerinden s6z edilebilir.

Bunlara

X=X@wv)

vektorel fonksiyonunun ikinci mertebeden vektorel kismi tiirevleri denir. Bunlara

. a2xX 92X
Ut ™ guov - (9u)?
> GE¢
Xyp = 3090 (1.5)
[ 92X 92X
YU v - (9v)?

sembolleri ile gosterilir[1].

Tamm 1.1.5 (1.3) formiiliindeki vektorel ve skalar fonksiyonlar, bir tek t skaler degiskenine
baglidirlar. O halde, t nin herhangi bir degeri i¢in bu formiilii

aX(wy) - du |+ dv
Py X, (u,v) " + X,(u,v) ”

biciminde yazabiliriz. Bu esitligin her iki tarafini dt ile ¢arptigimizda, kisaca
dX = X,du + X,dv (1.6)
bagintisi elde edilir.
(1.6) nin ikinci yani, tanim geregince, iki skalar ve bagimsiz degiskenli
X=Xwv)
vektorel fonksiyonunun tam diferansiyelidir[1].
Tamim 1.1.6 Iki bagimsiz degiskenli X = X (u,v) vektorel fonksiyonunun birinci, ikinci,

ti¢lincd,. ..,n.yinci mertebeden tam diferansiyelleri d'X, d?X, ..., d"X sembolleri ile gosterilir.



Ornegin, 2-nci mertebeden tam diferansiyel sdyle bulunur:
d?X = d(X,)du + d(X,)dv + X,d*u + X,d?v (1.7)
yani

d?X = Xy (dw)? + 2Xyydudv + X,y (dv)? + X,d?u + X,d?v [1]

Tamim 1.1.7 B bolgesinde tanimlanmis iki bagimsiz degiskenli X = X (u,v) vektorel fonksi-
yonunun , bdlgenin her noktasinda n = 1 olmak iizere n-yinci mertebeye kadar kismi tiirevleri-
nin hepsi-n dahil olmak kosulu ile- varsa ve siirekli ise, buna, P bdlgesinde n-yinci siniftan iki
bagimsiz degiskenli bir vektorel fonksiyon ya da iki bagimsiz degiskenli bir C™ vektorel fonksi-

yonu diyecegiz.

Verilen B bolgesinin her noktasinda verilen iki bagimsiz degiskenli vektorel fonksiyo-
nun sonsuz mertebeden siirekli kismi tiirevi varsa, siifi oo dur, veya bu bir C* vektorel fonksi
yonudur. Tki bagimsiz degiskenli bir C™ vektdrel fonksiyonunun , bir kartezyen koordinat siste
mine gdre , skalar bilesenlerinden en az birisi ayn1 simiftandir. Oteki ikisinin smniflar1 ise en az n
dir[1].

Tanim 1.1.8 Bir B bolgesinin bir (u, v ) noktasinda n-ninci siniftan ve iki bagimsiz degiskenli
bir vektorel fonksiyon X = X (u, v ) ise, biraz dnce belirttigimiz gibi, bunun herhangi bir 0X,,
(P=1,2,3) Kartezyen koordinat sistemine gore skalar bilesenlerinden hi¢ olmazsa birisi, ayni

(ug, vy) noktasinda n-ninci siniftandir ve 6teki iki bileseninde siniflari en az n dir. O halde,

bu ¢ skaler bilesen i¢in

Mu=u-u , Av=rv—v, ,

AX, = X,(w,v) — Xp(up,v9) , (P=1,2,3)

8, = (X)) + (Xpol) + 2 (X)) + (X)) oo+ 2 (Xphee) +

(vaAV))(n) + epn (1.8)
epn = epn (o, Vo, AU, AV) ,  liMayoso €py = 0

Av—0



Taylor formiilii yazilabilir.

Ote yandan
AX = X(u,v) — X(up,v0) = Y31 (AX)k,

—_ _ n -
en = Xp=1€pnky

sOylersek
AX = (XyAu + X,Av) + = (X Au + X,Av) 4+ -+ -~ (X Au + X,Av) " + ey (1.9)

. —_— =
limay—o epn =0
Av—-0

bulunur. Goriiliiyor ki

B tanim bolgesinde iki bagimsiz degiskenli ve n-ninci mertebeden bir vektorel fonksi-
yon verildiginde, bolgenin (uy, Vo) noktasi ve yakinlari i¢in (1.9) formiilii yazilabilir. Buna iki

bagimsiz degiskenli vektorel fonksiyonlarin Taylor formiilii denir[1].

Tamm 1.1.9 E™, n-boyutlu Oklid uzayinda ( n-1) boyutlu bir yiizey veya ( n-1) yiizey diye E"
deki bos olmayan bir M ciimlesine denir, 6yle ki bu M ciimlesi

M = {x € U c E"|f:U — R, U bir agik ciimle}
x— fx)=c

Vfl, # 0,V peM bigiminde tanimlanir. EZ de bir 1-yiizeye diizlemsel egri denir, E3 de bir
2-ylizeye ekseriya sadece yiizey denir. E™ de bir (n-1) ylizeye n > 3 olmas1 halinde daha ¢ok

bir hiperyiizey olarak adlandirilir[2].

Tamim 1.1.10 E™ de bir hiperyiizey M ve M’nin birim normal vektor alan1 N verilsin. E™ de
Riemann koneksiyonu D olmak lizere V X € X' (M) i¢in

S(X) = DyxN

seklinde tanimli, S doniistimiine M {izerinde sekil operatorii veya Weingarten doniisiimii

denir[2].

Tamim 1.1.11 E™ de bir hiperyiizey M olsun. M’nin bir P noktasindaki sekil operatorii S(p)



olmak tizere

K=M-—> R
p — K(p) = detS(p)

biciminde tanimlanan fonksiyona M’nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(p) degerine de M’nin

p noktasindaki Gauss egriligi denir[2].

Tamm 1.1.12 E™ de bir hiperyiizey M olsun. M’nin bir P noktasindaki sekil operatorii S(p)
olmak iizere

H=M—R
p — H(p) = iz(S(p))

bigiminde tanimlanan fonksiyona M’nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(p) degerine de M’nin

p noktasinda ki ortalama egriligi denir[2].



2. LORENTZ UZAYI
2.1 Simetrik Bilineer Formlar

Tanim 2.1.1 V bir reel vektor uzay1 olsun.

(xVXxXV->R

doniisiimii Va,be RveVu,v,weV igin
@ (w,v) = (v,u)

(ii) (au + bv,w) = a{u,w) + b (v,w)

(u,av + bw) = a (u,v) + b (u,w)
Ozelliklerine sahip ise (-,) dontisiimiine V vekt6r uzayi tizerinde bir simetrik bilineer formdur

denir[3,5].

Tanmim 2.1.2 V vektor uzayi tizerinde simetrik bilineer form (:,+) olsun.
6 VveVvev #0i¢in(v,v) >0,{v,v) =0 & v = 0ise () simetrik bilineer
formuna pozitif tanimli,
(ii) VveVwvev #0icin(v,v) <0,{v,v) =0 & v = 0ise () simetrik bilineer
formuna negatif tanimli,
(iii) Vv eVicin(v,v) = 0 ise simetrik bilineer formuna yari pozitif tanimli,

(iv) VveVicin(v,v) <0 isesimetrik bilineer formuna yari negatif tanimli,

v) "YweVigin(v,w) =0=v =0dir" sart1 saglaniyor ise (-,-) simetrik bilineer

formuna non-dejenere, non-dejenere degilse dejeneredir denir[3,5].

V iizerinde bir simetrik bilineer form (-,-) ise V’nin herhangi bir W altuzayi igin (-,-) |, kisitla-

masi da yine bir simetrik bilineer formdur [3].

Tanim 2.1.3 V bir vektor uzay1 ve
(nVxV->R

bir simetrik bilineer form olsun.



N WxW - R
negatif tanimli olacak sekildeki V’nin en biiyiik boyutlu W alt uzaymin boyutuna (:,-) simetrik

bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir[3,5].

Buna gore 1 < v < boyV dir. v = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (-,-) simetrik
bilineer formunun yar1 pozitif tanimli olmasidir.

V nin bir ortonormal bazi {ey, €,, ..., e, } olsun. b;; = (e;, ¢;) olarak tanimlanan
[bl- j]nxn matrisine {eq, €y, ..., e, } bazina gore (-,-) nun matrisi denir. (-,-) simetrik oldugundan
[bi j] matrisi de simetriktir.
(v,w) = XL v e, X wje)) = Xljoq byjviw;
oldugundan [bi j] matrisi (-,-) simetrik bilineer formunu belirler[3].

Teorem 2.1.1 Bir (:,-) simetrik bilineer formunun non-dejenere olmasi igin gerek ve yeter ko-

sul (+,-) nun herhangi bir baza gore matrisinin tersinin olmasidir[3,5].

Tamm 2.1.4 Bir v € V vektorii i¢in (v, v) > 0 veya v = 0 ise bu v vektoriine space-like
vektor,
(v,v) < 0ise bu v vektoriine time like vektor,

(v,v) = 0ve v # 0 ise bu v vektoriine light-like veya null vektor denir[3,5].
2.2 Skalar Carpmah Uzaylar

Tamim 2.2.1 Bir V vektor uzayi iizerindeki non-dejenere, simetrik, bilineer forma V vektor
uzay1 tizerinde bir skalar ¢arpma denir. V iizerindeki bir skalar ¢arpma (-,-) ise (V, (-,-)) ikilisine

skalar carpmali vektor uzayi denir|3,5,6].

Tamm 2.2.2 Sifir olmayan v,w € V igin (v,w) = 0 ise v ve w vektorlerine diktirler denir ve

v L w seklinde gosterilir[3,5,6].

Teorem 2.2.1 V skaler ¢carpmali uzayinin bir altuzayr W olsun. Bu durumda su 6zellikler var-



dir:

1. boy W + boyWt =n = boyV

2. wWhHt =w

[3,5].
Tamim 2.2.3 Bir V vektor uzayi iizerinde bir skalar ¢arpma (:,-) ve W da V’nin bir altuzay1
olsun. Eger W iizerinde (:,-) non-dejenere ise W ya non-dejenere altuzay, non-dejenere degilse

dejenere alt uzay denir[3,5].

Teorem 2.2.2 V skalar ¢carpmali uzay ve W da V’nin bir altuzay1 olsun. W’nun non-dejenere

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V.= W @ W+ olmasidir[3,5].

Tanmim 2.2.4 Bir V vektor uzayi tizerindeki bir skalar garpma (:,+) olsun. Bir v € V vektoriiniin
normu

vl = (v, v)|*/?

olarak tanimlanir. Normu 1 olan vektore birim vektdr ve ortogonal birim vektorlerin climlesine

ortonormal sistem denir[3,5].
Teorem 2.2.3 Bir V # {0} skalar garpmali uzay1 bir ortonormal sisteme sahiptir. [3]
Ispat. [3,5,6].

Teorem 2.2.4 Bir V vektor uzayi igin bir ortonormal baz {e,, e,, ..., e,} olsun. & = (e;, e;)
olmak tizere V v € V vektorii
v =3t &V, e)e

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir[3].
Ispat. [3,5].

Teorem 2.2.5 Bir V vektor uzayinin bir {e;, ,, ..., e, } ortonormal bazi i¢in (&4, &, ..., &,)

isaretlerindeki negatif terimlerin v sayis1 V’nin indeksidir[3].

Ispat. [3,5].
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Eger V’nin bir ortonormal bazi {ey, e,, ..., e,} ve V; v indeksine sahip ise, v, ve w,
vektorleri igin, v = YT, vie;, w= Z}?:leej
(U, Wp) = — X viw; + Xy vjw;
olur.Eger V = 0 ise R? skalar carpmali (yar1-Oklid) uzay1r R™ den ibarettir. Bir Lorentz vektdr

uzay1 L™ , indeksi 1 ve boyutu = 2 olan skalar ¢arpmali uzaydir [3,5].

Tamm 2.2.5 V vektor uzayi lizerinde tanimlanan (:,-) skalar ¢arpimi 6zel olarak pozitif tanimli
ise Oklid metrigi adini alir, V ye de Oklid uzay1 denir. Eger v = 1 ise (-,-) skalar garpimi

Lorentz (Minkowski ) metrigi olup V ye de Lorentz uzayi veya Minkowski uzayi1 denir. V deki
(+,-) simetrik bilineer formu dejenere ise, bu durumda V ye 1s1ks1 veya null veya light-like veya

dejenere vektor uzayi denir|3,5,6].

Onerme 2.2.1 (W, (-,-)) reel n-boyutlu dejenere vektor uzay1 ve W nun sifir uzayr RadW
olsun. nullW = r < n olmak tizere, RadW’nun V’deki tiimleyeni olan altuzay non-dejeneredir.

Bu uzaya ekran uzayi (screen space) veya perde uzayi denir ve SW ile gosterilir. [3]

Ispat. [3.,6].

Tanim 2.2.6 (V,(:,)) skalar carpmali uzay olmak iizere;
@) Iy = {ve(V—-{0})]|(v,v) = 0} seklinde taniml1 [y climlesine V’nin 1s1k konisi
(ii) I, = {veV|(v,v) > 0}seklinde tanimli T climlesine V’nin uzay konisi
(iii) Iy = {ve (V —{0}) | (v,v) < 0} seklinde tanimh T; climlesine V’nin zaman ko-

nisi denir[3,5,6].
2.3 Minkowski Uzay-Zaman

Tanim 2.3.1 Minkowski uzay-zaman (Lorentz uzay)

ds? = —dx? + ¥, dx?

metrigiyle beraber M = R™ manifoldudur ve vektor alaniyla zaman yonliidiir

X1

[3,7].
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Minkowski uzay-zamaninin geodezikleri R™ Oklid uzayinin dogrularidir. Bu
geodeziklerin afin parametrelendirmeleri R™ deki Oklid yay uzunlugu parametrelendir-
meleriyle orantilidir. Minkowski uzay-zamanda verilen bir p noktasindan gec¢en null

geodezikler tepe noktas1 P de olan eliptik koni formundadirlar [3,7].

Minkowski uzay-zamani bir Lorentz ¢arprmudir. Eger R, negatif tanimli —dt?
metrigiyle ve R"*~! de g,Oklid metrigiyle verilmis ise o zaman
R*"= RxR"1, —dt?® go)

bir n-boyutlu Minkowski uzayidir[3,7].

Tanmm 2.3.2 Minkowski uzayinda farkli iki nokta p = (pq, ...,pn) ve ¢ = (q1, --» qn)
olsun. R’dep; < gy ve (p1 — q1)* + (P2 — q2)* + ... + (P, — q,)? ise p < q krono-
lojik bagintis1 vardir. Eger p < q ise o zaman p’den q’ya uzaklik

1
d,q) = [(p1 — @) + T2 — q)* |2

ile verilir[3,7].

Minkowski uzay-zamanda p merkezli *’birim kiire’’

Kp,1)={q eM|d(p,q =1}

dir. Bu climle iki kanatli hiperboloidin bir kanatidir[3,7].

Tamm 2.3.3 R*’yi (—, ..., —, +, ..., +) isaretli yar1-Oklid uzay1 olarak tanimlayalim, burada s
tane negatif eigen deger ile n — s tane pozitif eigen degeri vardir. Boylece RY tizerinde yari-
Oklid metrigi
ds? = — ¥ dxf + Xilep dxf
ile verilir[3,7].

Ozel olarak R} n — boyutlu Minkowski uzay-zaman (Lorentz uzay1) dir. r > 0 igin de

R?*! uzayindaki Lorentz ve hiperbolik kiireler, sirasiyla,

St = {xeRP*Y | = xZ + x2+...+x2,, = 1%}



12

ve
HI = {xeRM?! | —xZ + x2+...+x2,, = —r?}
bigimde ifade edilebilirler[3,7].

2.4 Yari-Riemann Manifoldlar

Tamim 2.4.1 M diizgiin, para kompakt Hausdorff manifoldu olsun. 7 : TM — M de M’nin
tanjant demetini gdstersin. M’nin bir g yari-Riemann metrigi, M’de (0,2) tipinde diizgiin simet-
rik tensor alanidir 6yle ki V p € M igin

g lp:TpM X TpM - R

tensort (—, ..., —, +, ..., +) isaretli non-dejenere bir i¢ garpimdir.

M iizerinde (u, (1, ..., xn)) lokal koordinatlardaki g yari-Riemann metrigi
g lu= Zij=195(x) dx; ® dx;
olarak alinabilir, buradaki g;; = gj; ve detg # 0 dir. Eger g, s tane negatif eigen degerine ve
r = n — s tane pozitif eigen degerine sahipse o zaman, (s, r) tipindendir denir. Her p € M igin
g |pnindiag {—1,..— 1,+1, ..., +1} ile gosterebilecek sekilde lokal koordinatlari vardir
[3.7].
Tamim 2.4.2 M diferansiyellebilir bir manifold ve g’de M iizerinde sabit indeksli bir metrik

tensor olmak iizere; ( M, g ) ikilisine yari-Riemann manifoldu denir[3,5,6].

Tamim 2.4.3 ( M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. g’nin sabit indeksi q’ya ( M, g ) bir
yari-Riemann manifoldunun indeksi denir, q indeksli n- boyutlu bir yari-Riemann manifoldu

Mg ile gosterilir[3,5,6].

Tamm 2.4.4 Mg bir yari-Riemann manifoldu olsun. Egern > 2 ve q = 1 ise bu durumda M7'

yari-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir[3,5,6].

Ozel olarak q = 0 ise, bu durumda M™ bir Riemann manifoldu ve g de bir Riemann met-

rigidir.
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Tamm 2.4.5 Mg bir yari-Riemann manifoldu ve a : I € R — Mg diferansiyellenebilir bir
egri olsun. « egrisinin teget vektor alan1 T olmak iizere;
1. g(T,T)>=0ise a egrisine uzay benzeri ( space-like ) egri,

2. g(T,T)<O0ise a egrisine zaman benzeri ( time-like ) egri,

3. T #0igin, g (T,T) = 0ise a egrisine 151k benzeri ( light-like veya null ) egri denir

[3,5,6].
2.5 2-Boyutlu Lorentz Uzay:

Tamm 2.5.1 L? iki boyutlu Lorentz uzayi, x = (x4,X; )vey = (y;,y, ) € R? olmak iizere

(X, ), = x1Y1 — X2

Lorentz i¢ carpimi ile donatilmis R? dir[3,8].

Bundan sonraki gosterimlerde aksi belirtilmedikge (, )sembolii (, ), anlaminda kullanila-

caktir.

Tamm 2.5.2 X = (x4,X, ) € L? olsun. Eger,

(¥,%) < 0ise X ‘etime-like vektor,

(X,%) > 0veya X =0 iseX ‘e space-like vektor ve

x # 0icin (X,X) = 0ise X ‘e null vektor (light-like) denir[3,5].
Tamm 2.5.3 X € L? i¢in X’in normu

11, = VI, %)

olarak tanimlanir [3,8].

Yine aksi belirtilmedikge || || sembolii || ||, yerine kullanilacaktir. Yukarida verilen

norm tanimina gore su teorem verilebilir.

Teorem 2.5.1 X € L? olmak iizere,
1. |I¥]| > 0 dur.

2. ¥ #0i¢in|[X]] =0 < X bir null vektordiir.
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3. X bir time-like vektor ise ||X||? = —(X, X) dir.

4. % bir space-like vektor ise ||X]|2 = (X, %) dir[3,8].
Tamim 2.5.4 L? iki boyutlu Lorentz uzay1 ve ¥,y € L? (x # 0 ve y # 0) olsun.
(xyy=0
ise X ve y vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir[3,8].

Aksi belirtilmedikge iki vektoriin dikliginden *’Lorentz anlaminda diklik’” anlagilacak

tir.

Ornek 2.5.1 ¥ = (1,1) vey = (—1,1) vektorleri, 6klidiyen anlaminda dik olmalarina ragmen
#FJ=-1-1=-2%0
oldugundan Lorentz anlaminda dik degillerdir[3].
Ornek 2.5.2 % = (1,2) ve y = (2,1) vektorleri birbirine diktirler. Ciinkii
#y)=12-21=0
dir[3].

Genel olarak, X = (x4,%X, )vey = (y;,y,) € L? vektorleri birbirine diktirler <
(x,9)=013]
Teorem 2.5.2 Her ikisi de time-like (veya space-like ) olan iki vektor birbirine dik olamaz

[3,9].

Ispat. X,y € L? iki time-like vektor olsun. , X = (xX1,X5 ), ¥ = (yy,y2 ) icin,

Xlz —Xzz <0 xlz < xzz

y12 —yz? <0 y1% < y,°

dir.
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= X%y < x°,°
= x| = [x2y.l
= X1Y1 F X2)2

= X1Y1 — XY, #0

> (X,y) #0

dir. Yani X ve y vektorleri dik olamazlar. Benzer bir ispat space-like vektorler igin de yapilabi-

lir[3].

Sonug 2.5.1 iki vektoriin dik olmast igin birinin time-like digerinin space-like olmasi gerekir
[31].

Tamm 2.5.5 ¥ € L? time-like bir vektor olsun. . é = (0,1) olmak iizere,
1. (X, €) <0ise X vektoriine zaman benzeri gelecege dogru vektordiir,

2. (X,€) > 0ise X vektoriine bir zaman benzeri gegmise dogru vektordiir denir[3,5].

Sonug 2.5.2 X = (Xq,X, ) € L? vektoriiniin zaman benzeri gelecege dogru olmasi igin gerek
ve yeter sart
1| < x;

olmasidir[3,8]

Ornek 2.5.3 % = (1,2) vektorii i¢in, |1] < 2 oldugundan X bir zaman benzeri gelecege

dogru vektordiir[3].

Yukaridaki aciklamalara gére (, ) ic carpimiyla donatilmis R? icin vektdrlerin cinsini

Sekil 2,2 deki gibi gosterebiliriz[3].



AY Zaman benzeri gelecege
dogru vektor

Zaman benzeri ge¢gmise
dogru vektor

Sekil 2,1 Zaman benzeri gelecege dogru ve zaman benzeri gegmise dogru vektorler

Ay
R
o)
T
T K
I E
U M
L E
SPACE E HiF —>
L
L 18
U i
K
H 0)
R

Sekil 2,2 Lorentz uzayindaki vektorlerin cinsi

16
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Teorem 2.5.3 L2 de birim time-like bir vektor £ olsun
(£, =0
olacak bigimde bir tek £ birim vektorii vardir [3,8].

2.6 Hiperbolik Radyan

Tamim 2.6.1 L2 Lorentz uzayinda space-like birim cember

St = {Xel?|(XX)=1}

bigiminde tanimlanir. Bu ¢emberin tegetleri daima (a’, a’) < 0 olup time-like vektorlerdir.
Benzer olarak, time-like birim ¢gember de

H'= {X e L2 | (X,X) = -1}

bigiminde tanimli olup, bu egrinin tegetleri de space-like vektorlerdir(sekil 2.3). (Space-like ve

Time-like Egriler)

v

Sekil 2,3 Uzay benzeri ve zaman benzeri egriler
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L2 de a¢1 kavramina gegmeden dnce hiperbolik radyan kavramindan bahsetmek yararli
olacaktir.Sik¢a kullanilan *’chu’’, *’shu’’ ifadelerindeki *’u’’ hiperbolik radyan cinsinden bir ag1
birimidir. Sekil 2.4. deki birim space like gember iizerindeki bir P noktasinin koordinatlar1 ola-
rak verilen *’chu’’, >’shu’” sayilari, birim ¢gember (Sekil 2.5.)iizerinde bir Q = (cos @, sin @)
noktasinin koordinatlarina olduk¢a benzemektedir. Birim ¢ember {izerinde Q noktasinin koor-
dinatlari i¢in kullanilan 8 radyanli aginin 6l¢iisii Sekil 2.5. teki tarali alanin *’2 katindan’’ ibaret
bir biiyiikliiktiir. Ayni sekilde space-like gember iizerindeki P noktasinin koordinatlar i¢in kul-

lanilan *’u’” hiperbolik radyanlik a¢inin Sl¢iisii ise yine Sekil 2.4. deki tarali bolgenin alanini’’2

katindan’’ ibaret bir biiyiikliiktiir.(Silverman 1985).

A
y
A Q=(cos0, sinb)
P=(chu, shu) R
2 br?
2
Sekil 2,4 Lorentz uzayinda birim ¢ember Sekil 2,5 Oklid uzayinda birim

¢ember

R? ¢klid uzayinda birim ¢cember, $;* = {X € R? | (X,X) = 1} seklinde tanimli olup

X =(x,y) € St icin x? + y? = 1 denklemine sahiptir. L2(ya da R?) Lorentz uzayimnda da birim
cember ;' = {X € L2 | (X,X)= 1} seklinde tamimli oldugundan X = (x,y) € Si icin

x2 — y? = 1 denklemiyle gésterilir. Yani Oklid uzayindaki cemberlerin Lorentz uzayimndaki

karsilig1 6klid anlamindaki hiperbollerdir. Oklid uzayinda; parametrik gosterimi

a(6) = (cos@,sinf) olan birim gemberlerin 8 agisina karsilik gelen BQ yaymnin



uzunlugunu bulalim (sekil 2.6.)

Sekil 2,6 Oklid uzayimdaki @radyanli aginin lgiisii

50) = J; (@), a'(6))ds

= foe V{(=sin8,cos 9),(—sin@,cos H) )do

fog J/(sin2 6 + cos? H)db

[y V1de

=0

dir[3].
Simdi S, alanim bulalim:

Oklid anlaminda x2 + y? = 1 oldugundan y = V1 — x2 dir.
S, = [1V1—xZdx
X

burada x = cos 6 oldugundan dx = —sin 6 d dir.

S, = fe"v1 — c0s2 6 (—sin Ad8)

=S, = —f;\/sinzesinedB

19
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=S, = — [, sin?6do

0 1—cos 26
$52 = — 0 > d9

=S, = —2[,(1—cos26)do

=5, = —3(0—3sin26) 3

=S, %9 —%sinze

olur. Sekil 2.6. daki OQC dik {iggeninin alanina S; dersek,
1 .
S = Ecos@sm@
dir[3].
Boylece Sekil 2.5. te gosterilen tarali bolgenin alanina S, dersek
SA = Sl + 52
=5, = %cos@sin@ + %9 —%sinZB
1 . 1 1 :
=S5, = Ecosesme +59 —Z(ZschosH)
1 . 1 1.
=5, = EcosGsmH +59 —Esmecos@
= SA = %9
dir[3].
L2 Lorentz uzaymda Lorentziyen birim ¢ember;
St = {xel?|(XX)=1}
seklinde tanimli olup X = (x,y) € Si igin x? — y? = 1 denklemine sahip olacagindan bu

denklem Oklid uzayinda bir hiperbol gésteriyordu.

Simdi de parametrik gosterimi y(u) = (chu, shu) olan egrinin u agisina karsilik gelen

AP yayinin uzunlugunu bulahim (Sekil 2,7)



N
S1
PZ/(Ch:l, shu)
,/' SZ
1 .
T A D

Sekil 2,7 Lorentz uzayindaki u hiperbolik radyanli aginin 6l¢iisii

o) = [ /='W,y (W)du

ve y(u) = (shu, chu) oldugundan

2(u) = f(;L\/—(sh2 u — ch2u)du

dur; burada sh? u — ch? u = 1 oldugundan

2(u) = f; du = ¢(u) =u
olur[3].
S, alanini bulalim:
Hiperboliin denklemi; x2 — y2 = 1 oldugundan y = vx2 — 1 dir.
S, = flx VxZ — 1dx

yazilisinda x = chu oldugundan dx = shudu dur. O halde,

S, = fou Vch2 u — 1( shudu)
=S, = fou Vsh? u shudu)

=S, = foushzudu

21



=S, = fou cosh2u-1 du
2
1 cu
=5, = Efo (cosh2u — 1)du
1,1 . u
=S, = E(Esthu —uw)|p
1 . u
= S, =-sinh2u — -
4 2
olur[3].
Sekil 2,7 deki OPD dik {iggeninin alanina S, dersek,
1
Sy = Echushu
olur. Burada S4 = S; + S, olacagindan Sekil 2.7. de gdsterilen tarali bélgenin alani olan S,
Sy — S, ye esittir, yani
S1 = %chushu - %shZu + %
1 1 u
>S5 = Echushu -3 (2chushu) + 3
u
= Sl —_— E

dir[3].

22
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3. TEMEL KUADRATIK FORMLAR
3.1 Birinci Temel Kuadratik Form ve Diskriminanti

u, v skaler, bagimsiz gercel degiskenlerin
a<u<b,c<v<d
kapal1 dikddrtgen bolgesinde tanimlanmis, gergel tek degerli ve 1-nci mertebeden
X=X(uv) 3.1)
vektorel fonksiyonu ile bir ylizey pargasi verilmis olsun ( u, v eksenleri birbirine dik alinmustir ).
Eger bir C egrisi (veya bunun bir pargasi ) tiimii ile bu ylizey pargasi iizerinde ise, yiize-
yin bu egri {izerinde dolanan bir P noktasinin u, v parametreleri, egri boyunca ayni bir t para-
metresinin
u=u(t) , v=v(t) a<t<b (3.2)
biciminde fonksiyonlaridir ve C’nin parametreli vektorel denklemi de
X=X[u(t)v(t)] (3.3)
olur[1].
Eger C egrisi 1-nci mertebeden ise, ylizey parcgasi da boyle sayildigindan, (3.2)

vektorel fonksiyonu da 1-nci mertebedendir.

C egrisinin t = t la belirli bir P, noktasindaki tegeti (3.2) denklemlerindeki u ve v ye
u=u(ty), vo=v(t)

dersek
Xy (to) = X (u,v0) w (t0) + Xy (20, v )0' () (34
vektoriine paraleldir.
Eger yiizeyin P, noktasi diizgiinse
Xu(ug,v9) A Xy (ug,v9) # 0

diir. Ayninoktada u’ (t,), v’ (t,) aym zamanda sifir degilse, (3.4) ile tanimlanan X_)p’(to) #0
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diir, yani P, noktas1 C egrisinde diizgiin bir noktadir[1].

(3.4) bagintisinda tiirevler yerine diferansiyeller alirsak, yani (3.4)’lin her iki yanini
keyfi olan dt ile carpar ve herhangi bir P noktasini diisiiniirsek, t parametresine bagli olmayan
ve C’nin P deki tegetine paralel olan
dX = X,du + X,dv (3.5)

vektorinii elde ederiz[1].

C egrisinin P noktasindaki tegetine paralel olan ax vektori, P den itibaren alindiginda,
ylizeye teget olur. Bunun dogrultusu Z—Z oranina baghdir. Eger C egrisi (3.2) denklemleriyle

verilecek yerde,
g(uwv)=0

bagintisiyla tanimlanmis ise
gudu+ g,dv =0
esitliginden

du __ gu

dv gv

cikarilir.

C egrisinin P noktasindaki lineer elemant,
ds? = dx? (3.6)
oldugundan (3.5 ) yardimiyla

ds® = X, du®+ 2X,.X,.du.dv+ X, dv

—2 —_— —

_— _— — —2 — —
Xy = (Xu:Xu>r Xy-Xy = (Xu:Xv>r X, = (Xv;Xv)
veya
XuX)=E,  X,.X,=F, (X, X,)=G (3.7)

dersek
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I = ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? (3.8)

sonucunu elde ederiz[1].

Buna ylizeyin P noktasindaki birinci temel formu veya metrik formu ya da temel

kuadratik formu denir.

Bu formda, varsayim geregince, du ve dv ayni zamanda sifir almadiklarindan ve P de
ylizeyin diizgiin bir noktasi olarak alindigindan, yani bu noktada X_)u ve X_)v nin ikiside sifir-
vektorden farkli bulunduklarindan (3.8) kuadratik formunun degeri, gercel elemanlar i¢in art1

isaretlidir. Ciinkii sifir vektorden farkli olan (3.5) vektoriiniin skaler karesine esittir.

Bu kuadratik formdaki du?, du, dv ve dv? nin E, F, G katsayilar1 u, v nin
E=E(u,v), F=F(u,v), G=G(wv)

bicimindeki fonksiyonlaridir[1].

(u, v ) deger takimu ile bir P (u, v ) noktasi belirtildiginden, bu ii¢ katsayinin nokta

fonksiyonlar1 olduklar1 da sdylenir.

Birinci ve iiglincii katsayilar, v = st ve u = st koordinat ¢izgilerinin teget dogrultularini

veren Yu), X_)v vektorlerinin, uzunluklarinin karesine esit olduklarindan, diizgiin noktada sifirdan

farklidirlar.

Buna gore, yiizeyin diizgiin her P noktasinda daima
E >0,G6G >0 (3.9)

dir[1].

Teorem 3.1.1. En az 1-nci mertebeden bir yiizeyin birinci temel kuadratik formu bir diferansi
yel invaryanttir, yani ( u, v ) egrisel koordinatlar1 yerine, en az 1-nci mertebeden
u=f(uv), v=g(uv)

fonksiyonlariyla yeni bir (4, ¥ ) egrisel koordinat sistemi alindiginda,

Edu? + 2Fdudv + Gdv? = Edu® + 2Fdudv + Gdv?
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olur[1].

Birinci kuadratik formun ikinci katsayisi

—

F= (XX,
oldugundan, koordinat ¢izgileri arasindaki ¢ agisina baghdir. (3.7) formiillerine gore, ¢ nin

yonil ne olursa olsun,

F = VEGcosp (3.10)
oldugundan

/v darise ,F >0

pagist ————p dikise L,F=0

\

genisise , F <0

diir. (3.8) kuadratik formunun diskirminantin1 H? ile yani
H? = EG — F? (3.11)
biciminde gosterecegiz[1].
Yiizeyin diizgiin ve gercel her noktasinda diskirminant, + isaretli
oldugundan, H? ile gosterilmistir. Gercekten
H? = EG — EG cos? ¢ (3.12)
=EG(1—cos?¢)
= EGsin? ¢
sonucu ¢ikartlir[1].

Diizgiin ve gergel her noktada E > 0,G > 0,9 # 0 oldugundan,

H? > 0 dur.
Yiizeyin diizgiin ve gercel her noktasinda (3.7) ve (3.12) nedeniyle

(Xo AX;)  =EGsin>p = H? >0
u N Xy) = ¢ = (3.13)
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dir. Goriiliiyor ki yiizeyin diizgiin ve gercel bir noktasinda sifirdan farkli H sayisini

H >0 (3.14)
olarak alirsak, normal vektoriin salt degeri H dir, yani

|| = X, A X,| = |H | (3.15)
olur.

Gan%e _ Tank
Kanm) A

n=

oldugundan da,
Hi=X, A X, (3.16)

yazilir[1].

3.2 Yiizeyin Bir Egrisinin iki Noktas1 Arasindaki Egrisel Uzunluk

X=X (u,v) vektorel denklemiyle verilen bir yiizeyin bir C egrisi de 1-nci mertebeden ( 3.2)

denklemleriyle tanimlanmigsa, C nin parametreli vektorel denklemi de
X@© = X[u@©),v @]

denklemiyle belli olur.

C egrisinin A(a) ve B(b) noktalar1 arsindaki yay uzunlugu ( AB yay1 diizgiin noktalar

dan olusuyorsa ), C egrisinin AB yaymin bir P (t) noktasinda

dxz = (X,(t),X’(t)>dt2 = dSz

yazilabileceginden

AB=s= [ /(X’(t),X’(t)) dt = [ Vdx?
b

= f JE(u'(t), u'(t)) + ZF(u'(t), U,(t)) + G(U,(t), U’(t)) dt (317)
a

integraliyle hesaplanir[1].
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Yiizeyin diizgiin noktalardan olusan bir egrisi
h(uv)=0,uy <u<su,, v, <v <

denklemiyle tanimlanmigsa, bunun P, (u,), P, (u,) noktalari arsindaki P; P, yay uzunlugu da

egri boyunca

dv h,

_—= - h 0
- " h, v(uv)

oldugundan P; P, yay1,{h,(u, v), hy(u, v)) = h,*(u, v) ve (h,(u,v), hy(u, v)) = h,*(u, v)

gosterilmek iizere

1
U2 [Eh,,z(u, v) — 2Fh, (u,v)h,(u,v) + Ghuz(u, v)] /Zdu
h, (u, v)

PP =s= |

Uq

(3.18)

sonlu integraline esittir[1].
3.3 Yiizeyin Diizgiin Bir Noktasindan Gegen Herhangi iki Egrisi Arasindaki Aci

Iki yanli ve 1-nci mertebeden bir yiizeyin diizgiin bir P (u, v) noktasindaki birim normal
vektorii 77, P den gegen ve 1-nci mertebeden iki egrisi de C, C* olsun.
C ve C* egrileri, yine 1-nci mertebeden
u=u(t), v=v(t); u=ult?), v=v(t" (a)

fonksiyonlar1 yardimiyla verilmislerse, bunlarin yer vektorleri 1-nci mertebeden

-

X = X[u@®),v®)] , X = X[ul),v(t"]

vektorleridir.

O halde C ve C*m P diizgiin noktasindaki teget vektorleri

ax —du oo dv 5% - ou > 6v
—=X,—+X,— —=X,—+X,—
dt U at Vat 7 &t Ustr Vst

veya kisaca,
dX = Xydu + X,dv , 6X = X,6u+ X,6v (3.19)

olur[1].
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C, C” egrilerinin P noktasinda olusturduklar: a¢inin tanim :

P noktasindaki 71 birim normal vektorii, bu noktadaki teget diizlem iizerinde pozitif bir
donme yonii tanimlar. P den gecen iki egriyi belirli bir sirada, 6rnegin C, C* sirasinda alalim.
Bunlarin ayni1 sirada ve ayni noktadaki dx, 6x teget vektorleri arasinda, m den kii¢iik olmak

izere olusan
p=dXsX , lol <=
acisi, C, C* egrilerinin P deki agilaridir. ¢ acis1 m den kiigiik secildigine gore, (+ ) yada (-)

isaretli olabilir[1].
a. @ Acqisimn Kosiniisil

@ agis1 hangi isaretli olursa olsun, bunun kosiniisli daima ayni isaretlidir ve

dX.5X (3.20)
Cos = ———=T .
Y= (ax] |6
e esittir.
(3.8) ve (3.17) formiillerini kullanarak
Edubu + F(dudv + dvéu) + Gdvv
cos @ = (3.21)
VEdu? + 2Fdudv + Gdv2VESu? + 2F6udv + GSv?
seklinde yazabiliriz.
Eger ( a ) fonksiyonlarini
u=f@®), v=k@® ; u=f@t), v=k() (a)
biciminde yazarsak
du = f/dt,dv = kidt; Su = fi'dt* ,6v = k..dt" (B)

olacagindan, (3.21) formiilii

Ef/fA + F(f'k) + k/f2) + Gk k)
cos @ = ft t (ft t tft ) t 't (3.22)
VEf'2 + 2Ffi'k, + Gk,/2\JEf."? + 2F f. 'k + Gk}."2
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dir[1].

b. ¢ Agcisinin Siniisii

ax 5 .. e
ve —= birim vektorlerinin

af X
lax] V¢ Jo%] [ax||o%]

vektorel carpiminin salt degeri bu iki birim vektorii

arasindaki a¢inin salt degerine esittir. O halde

L dXasX  (ddX,6X)
n.—s = = = == = sin¢ (3.23)
laX|.|6x|  |dX]|.|6X]

yazabiliriz.

dX A 6X vektorel carpiminin 7 ile ayni yonlii olmasi halinde, ¢ > 0, aksi halde ¢ < 0 dur.
(3.19) ve (3.8) bagintilar1 yardimiyla

dX A8X = (dudv — dvsu)X, A X,

yazabiliriz;

yada

dX = X,du + X, dv
= dXAsX = (X, A X, )dusv + (X, A X, )dvéu
§X = X 6u + X, 60
=X, A X,(dudv — dvéu)

ve (3.16) y1 kullanarak

dX A6X = H (dusv — dvsu)R (3.24)
bulunacagindan

+H giu ?J'
sing = u_Oov (3.25)

VEdu? + 2Fdudv + Gdv VESu? + 2F6udv + G v?

dur.

egrilerin a fonksiyonlari ile verilmeleri halinde de
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|k
_ tl k**,
sing = 2 £ (3.26)
VEf'? + 2Ff'k,' + Gk,/2\JEf."? + 2F f- 'k + Gk}."2
bulunur|1].

3.2 ikinci Temel Kuadratik Form Ve Diizgiin Nokta Yakinlarin, Diizgiin Noktadaki Te-

get Diizleme Gore Konumu

Bir P (u, v ) diizgiin noktas1 yakinlarinda en az 2-nci mertebeden ve iki yanl bir yiize-
yin P ye yakin herhangi bir noktasi1 Q (u + Au, v + Av) olsun. P deki birim normal vektorii
n(u, v) olduguna gore Q nun P deki teget diizlemden isaretli d uzaklig:

d = (i, PQ)
ve Taylor formiilii nedeniyle

PQ = AX = AuX, + AvX, + % [(Aw)? Xy, + 20ulvXy, + (AV)2 Xy, + -+ + 55

limyy 0 &z = 0

yazilabileceginden

- N - 1 - - o et - —>

d = {n,AX) = E[Auz<n, Xuu) + 20ubv(R, X,y,) + Av2(R, X)) + (7, 85)] (3.27)
olur[1].

limau-o (ﬁ: 5_2)> =0
Av—-0

d = S [, Xu)du? + 207, Xyp)dudv + (7, X, )dv?]

dir. Eger

L=(iXu), M=(0Xy), N= (iX,) (328)
dersek, tanim geregince

I = (7, d?X) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv? (3.29)
diferansiyel formu, yiizeyin P diizgiin noktasindaki ikinci temel kuadratik formdur.

Tipk: I temel kuadratik formda oldugu gibi
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L=L(uv), M=(uv), N=(u,v)

katsayilar1 da nokta fonksiyonlaridir [1].

Ayrica sOylenmedikge, bundan sonraki kisimlarda, bu katsayilarin ii¢iliniin birden sifir
olmadiklarini varsayacagiz.

Ikinci kuadratik formun katsayilarini veren formiiller

_—

Hi=X, A X,

ve (3.28) formiillerinden

—

 (R%fm) . (Gfefw) . (TaXw)
e e e e (3.30)

sonuglari ¢ikarilir[1].
L,M,N katsayilarinin P diizgiin noktasinda ayn1 zamanda sifira esit olmamalar1 da, ge-

ometrik bakimdan m, X—)u,,, TW vektorlerinin P diizgiin noktasindaki teget diizleme paralel

olmamalarmi gerektirir. Ote yandan

(#,dX) =0

0zdesliginin diferansiyelini alirsak

(#, d?X) + (d7i,dX) = 0

yada

(#,d?X) = Il = —(d#,dX) = —((ngdu +nydv), (X du + X,dv)) = —(n,, X,)du? —
(7, Xo) + (7, X)) dudv — (75, X, )dv?

buluruz. Halbuki

#XH=0, (#HX)=0 (3.31)

Ozdesliklerinin, sirast ile v ve u ya gore kismi tiirevlerini aldigimizda
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(M, X))+ (A X)) =0 = (X)) = (A X)) =M

M, X))+ (B Xpw) =0 = —(1y, X,) = (A, Xp) =M
> (3.32)

(M X)) + (L, Xy =0 = —(myp, X)) = (1, X)) =1L

(M5, X)) + (1 Xyy) =0 = —(Mp,X,) = (A, X)) =N
olacagindan, L,M,N katsayilar1 igin

L=~ X)) 5 M=-mX)=~m,X,) ; N=—mX,) (333)
olur. Bunlarinda gegerli olabilmeleri i¢in, ylizeyi tanimlayan vektorel fonksiyonun, P diizgiin

noktasinda en az 2-nci mertebeden olmasi gerekir [1].

3.4. Birim Normal Vektoriiniin Birinci Mertebeden Kismi Tiirevleri. Weingarten ve

Olinde Rodrigues formiilleri

En az 2-nci mertebeden X = X(u,v) vektdrel fonksiyonu ile gsterilen yiizeyin bir
P(u,v) diizgiin noktasindaki 7( u, v ) birim normal vektoriiniin birinci mertebeden kismi tiirev

vektorleri, 7 ye dik olduklarindan, P deki teget diizleme paralel vektorlerdir. O halde bunlari,
koordinat ¢izgilerinin X_)u , )Tv) teget vektorlerinin lineer kombinezonlar1 bigiminde yazabiliriz.

ﬁ = a1 Xy + aX, n_’,,= ax1Xy + axX, (3.34)

. ey T I3 ..
Bunlar sirast ile X,, ve X,, vektorleri ile carparsak
N — —_—
ny = a1 Xy + aXy

(H:)Tu)) = all(X_)u:)Tu)) + a12(X_)w X_)u)

(burada L = —(n, Xy,) ; M = —(n;, X)) = —(ny,, X,) ; N = —(n;,X,, )

—

E=X,X); F= (X, X,); G= (X,,X,) oldugundan)

—L = a;,E + a,,F | (3.35)

_ —_— —_—
n, = a3 Xy + azX,

(MoXy) = (X X)) + a5 (X, X,)
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|_M = a21E+a22F| (336)

(n—v)'X—J;) = a21<X—)v'X—)u) + azz(X—)v:X—)v)

|—N = a21F + azzG | (337)

(H:)Tv)) = a11(X_)w X_)v) + a12(X_)v: X_)v)

[-M = a1 F + a,G | (3.38)

(3.35), (3.36), (3.37) ve (3.38) denklemlerinden de

H?ay; = FM —GL )
H2a12 = FL - EM
> (3.39)
H?ay; = FN — GM
H2a22 = FM _EN _/

elde edilir. (3.39)’u kullanarak (3.34)’ii yeniden yazarsak

n, = %{(FM — GL)X, + (FL — EM)X, }
(3.40)
By = — {(FN — GM)X, + (FM — EN)X, }

elde ederiz. Bunlara WEINGARTEN formiilleri denir[1].

Eger koordinat ¢izgilerinin ylizey iizerinde olusturduklari sebeke dik ise, F = 0 dir ve
(3.40) formiilleri
H? =GE

oldugundan

(3.41)

seklinde yazilabilir.
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Eger, fazla olarak, koordinat ¢izgileri ylizey iizerinde M = 0 6zdesligini saglayabilecek

bicimde seg¢ilebilirse

nu:_EXu , nV:_E XV
olup,

—L _—N 3.42
r=¢ o T=2 (3.42)

dersek (3.41) formiillerinden
no+rX,= 0 , n, +tX, = 0 (3.43)

elde edilir. Bunlara da OLINDE RODRIGUES formiilleri denir.[1].
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4. LORENTZ UZAYINDA YUZEYLERIN DIFERANSIYEL GEOMETRISi
4.1 Temel Formlar

IL3 de time-like ya da space-like olan bir M yiizeyi
X=X@wv) (4.1)
vektorel fonksiyonu ile verilmis olsun. Eger bir C egrisi ( veya bunun bir pargasi ) tiimii ile bu
ylizey lizerinde ise, ylizeyin bu egri lizerinde dolanan bir P noktasinin u, v parametreleri, egri
boyunca ayni bir ¢ parametresinin
u=u(t), v=v(), as<t<b (4.2)
biciminde fonksiyonlardir ve C nin t parametresine bagli vektorel denklemi de
X=X (u(®),v®)) (4.3)
olur. Eger C egrisi 1-nci mertebeden ise, yiizey parcasit da boyle sayildigindan (4.2) vektorel

fonksiyonu da 1-nci mertebedendir. C egrisinin her p(u, v) noktasindaki tegeti

dX _ 0Xdu |, 0Xdv

X'(t) = dt  dudt ' ovadt
= Xy o+ X, o (4.4)

dir [4] ve bu noktada X,, x X, # 0’ dir.

(4.4)’de her iki tarafi keyfi olan dt ile ¢arparsak
dX = X,du + X,dv (4.5)
vektoriinii elde ederiz.

C egrisinin P noktasindaki lineer elemani
ds? = d§? = (X'(0)) d¢?
oldugundan (4.5)’den
ds? = (X, X,)du?® + 2(X,, X,)Ydudv + (X,, X, )dv> (4.6)

buluruz.
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€1, &y, €3, €4, €5 1saret fonksiyonlarini, X_)uveYV) M deki teget vektorler ve 71°de M deki normal

vektorii gostermek lizere asagidaki esitlikleri tanimlayalim:[4]

() = allngll?, (,n) = ellnll?, (1) = &llill?

<Xu'Xu> = 53||Xu|| i (XVJXV) = £4-||X17|| i (Xule) = \/a
_— — _— 2
XK Xy) = &E , (X, X,) = &G, H? = £36,EG — —
3¢4
Bdylece (4.6)’y1 yeniden yazarsak
F
[=ds? = ggEdu? + 2\/_dudv + £,Gdv? (4.7)
€384

olur[4]. Buna yiizeyin P noktasindaki birinci temel formu veya temel kuadratik formu de-
nir. Boylece C egrisinin a ve b noktalar1 arasindaki yay uzunlugu
s= [2 X ©)2de

= [PVax?

= [’Vds?

= f: \/£3E(u’t)2 + 2 \/%u/tv,t + €4G(U’t)2 dt (4.8)

seklinde ifade edilebilir.

Sonug 1.

a)Eger X_)u vektori time-like, X_)v vektorii de spaca-like ise (X_)u, XT) = —F ve (X_)v, )Tv)) = G ola-
cagindan birinci temel kuadratik form F = 0 olmasi sart1 ile
[ = —Edu® + Gdv?

olur [4].
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b)Eger X,, vektorii time-like, X,, vektorii de spaca-like ise (X, X,,) = E ve (X, X,) = —G ola-
cagindan birinci temel kuadratik form F = 0 olmasi sart1 ile
[ = Edu? — Gdv?
olur[4].
En az ikinci mertebeden bir ylizey tizerindeki bir P(u, v)noktasinin komsulugunda ve

P’ye yeterince yakin bir nokta Q (u + Au, v + Av) olsun. P deki birim normal vektor 72 (u, v)
olduguna goére, Q nun P deki teget diizleme olan d uzakligi

d = (7, PQ)

dur ve Taylor formiiliinii kullanarak

e —_—

PG = Ax = A, + 0%y +2 (8, Koy + 28,0,y + 4, Ky +
yazabiliriz[4]. Boylece
d = (i,PQ) = (7,Ax)
= 07,0 + Byt K) + 2 (026, Ko) + 28,007, Ko + B, (R, o) + (71, 2))
yada
d = 2((0,3, Kaa) + 20,047, K) + 4, (7, Ko + (7, 2))
olur[4].
(Au, Av) - (0,0) iken
limay,Av)-(0,0)(T, €) = 0
olup, parantez i¢indeki son terimin, d’nin isaretini belirlemede hicbir rolii yoktur.P’ye yeteri

kadar yakin Q noktalari i¢in, baska deyisle, daha yiiksek mertebeden diferansiyeller farkiyla
d = 2 (n, Xy )du? + 2(n, Xy )dudv + (n, X,,)dv?)

dir[4]. Ustelik X—)uveTV) vektorleri 71 vektoriine dik olduklarindan

(7L, X)) = 0 ve (7,X,) =0

dir[4]. u ve v ‘ye gore tiirevler alinarak
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(o Xy = (0, X)) = 0= —(, Xu) = (%) = 7= [4]
(5, Xp) = (7, Kop) = 0 = (15, K,) = (X0 = == [4]
(i, Xy) = (7, Kp) = 0= (1, X)) = (i X) = =
(5, Xy = (7 Ku) = 0 = =1, X) = (7, K0) = ==

bulunur. Burada m = Tu) oldugundan /e, &, = @ olur. Ote yandan (7, dX)=0 esitligi-
nin diferansiyelini alirsak —(d#, dX) = (%, d2X) oldugunu gériiriiz. [4]

1= (7,d?X)

ve

(R, d?X) = (—di, dX)

formiillerini kullanarak

[ = —((n,du + n,dv), (X_)udu + X_)vdv) )

= —((m, Xdu? + (g, X, )dudv + (1, X, )dvdu + (1, X, )dv?)

ya da
I Ld2+<1+1>Mdd+Nd2 (4.9
= u udv v .
v/ €1€3 VE1&s  \[EyE3 VE2€4
elde edilir[4].
Bu diferansiyel forma yiizeyin P diizgiin noktasindaki ikinci temel kuadratik formu
denir.

4.2 Weingarten ve Olin-Rodrigues Formiilleri

X=X (u,v)
vektorel fonksiyonu ile gdsterilen bir M yiizeyinin bir P(u, v) noktasindaki 7 (u, v) birim nor-
mal vektoriiniin birinci mertebeden kismi tiirevleri; 7’ye dik olduklarindan, P deki teget diizle-

me paralel vektorlerdir. O halde bunlar1 koordinat ¢izgilerinin XTH XT, teget vektorlerinin lineer
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kombinasyonlar1 bigiminde yazabiliriz:[4]

Ny, = a;1 Xy, +apX,
(4.10)
Ny, = a1 Xy + X,

Bunlar sirast ile Tu, XT, vektorleri ile ¢arparsak

(ny, )Tu)) = all(X_)u:)Tu)) + a12(X_)w X_)u)

(ﬁ;:X—)v) = a11<Tu'7v> + a12<X—)v' XT;)

M F
—_—=qa —_—
Véi1&y Y VE3és

+ aq,6,G

(n—v)'X—)u) = a21<X—)wX—)u) + azz(X—)v:X—J)

= a21€3E + azz

M _F
\ €283 \ €3€4

My, Xp) = a1 (X, Xy ) + @2 (Xy, X,)

N F
- = Ay ———= 1 Ay364,G
@ 21@ 22¢4
L F

= a1183E + aqo

A/ 8354

|

= a1 —+ a12€4G

11 v




&4 &4

GL = _€3€4a11EG - aleG
v/ €1€3 \/ €3€4
M _ P e
- = —a —a
1/8183 8384 1 118384 12
€,GL — FM F?
- — _€3€4a11EG + _all

A €183 B €384

€,GL — FM F?
- = 11

— — &36,a11EG
VEigs €

3¢4

2
£36,EG — SF—S = H? oldugundan

384
H2ay, = FM — ¢,GL
Jees
ya da
_ FM —&,GL

olur.
F / L 4 F
- =0a11&3 A1 ———
LY A €183 A €384
M F
-&E/ - =a + a1,64G
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(4.11)



FL % FE+ i
_ g, —3 G
E16q 11 eats 12
& EM &3

&EM — FL F? EG
— A12E3E
\/’E 125 12¢3¢<4
&3EM — FL F? £C
_—= — — &3¢
(&2, 12 e 384
2 FL — &EM
a =
12 124
yada
_ FL—&EM

olur.
G/ M E+ F
—& - = a2183 QAo 77—
V€263 A €34

+ ay,6,G
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(4.12)



MG = _a21£3€4EG - azz—GF

V€283

+ ay, GF

£,GM — FN F?
—_— = _a21€384EG + a1 ——
A €283 €384

€,GM — FN F?
——F———— = Q1 ; - €3€4EG

A €283 3¢4

FN — g,GM
A E2E3
ya da

a1 =
H? [e,e4

olur.
F y M £+ F
- - =az1€&3 Az —F7——
V€384 A €283 A €384
N F
&E/ - = ay + ay,6,G
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(4.13)



FM EF F?
= —Q,4& —a
e, 21€3 eats 22 €262
—&3EN + EF + 5G
Ay1E83 ——+ A,,83E
\/’E 21 3\/@ 22¢3¢4
FM—e3;EN _ F? 4 5G
NN = —ap; £262 Ap2E3&4
FM—¢&3EN EC F?
——=a &3€ -
A 22| €3&4 %4
2 FM—e3;EN
a [ —
22 yea
yada
FM—&3EN

A2 = —V5 —
H?\[e,¢,

olur.

(4.11), (4.12), (4.13) ve (4.14) esitliklerini (4.10) da yerine yazarsak

1 {(FM — g4GL>_, s (FL — £3EM) )T}
n, = — D — _—
u HZ /8183 \/8184 v

1 {(FN — 84GM> v (FM—£3EN> _,}
n, = —{| ————— [ —
v HZ /8253 v vV 3254_

~N

23

<

olur. Bunlara Weingarten formiilleri denir.

Eger F = 0 ise H? = &3, EG oldugundan (4.15)’i yeniden yazarsak

44

(4.14)

(4.15)



. —&4GL —
n, = Xy, +

&36,EG /e85

. —&,GM —s
n, = Xy +

e36,EG.[ey85

—&3EM )
364EG\[e14

—&EN

— )X,
€3£4EG\/82£4> v

_L e
= (———— ) X +
“ (53\/515315) :

_M e
= (—— )%+ (
7 <<93\/ 52€3E> :

elde ederiz.

e4ELELG

Xy

— )X,
84\/82€4G> v

—
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(4.16)

Eger, koordinat ¢izgileri yiizey iizerinde M = 0 6zdesligini saglayabilecek bigimde se

cilebilirse

_54\/5254 G
olup,

L _ N
r==% =724

dersek

(4.17)
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ny, + X, =0
" £34/E183 “
B (4.18)
At — X =0
" VYT
olur. Bunlara da Olinde Rodrigues formiilleri denir.
(4.15)den S = [ai j] sekil operatoriiniin matrisini
[FM —&GL FL - 53EM]
1 \ E1E VE1&€4
S 1= (4.19)

~ HZz |FN —¢,GM FM—gEN
€23 VE2€,

seklinde yazabiliriz. Boylece K = detS gauss egriligi ile H = izS ortalama egriligini hesapla-

yabiliriz.

K, gauss egriligi

(o ! [(FM — &,GL)(FM—&;EN)  (FL — e3EM)(FN — s4GM)]
= _

\ E1E263€, A E1E263€,

yada
K = 1 [(FM)Z — &3FMEN — €,GLFM + £36,GLEN — F2LN + ,FLGM +]
 HY[eresese, &3EMFN — e36,EM2G

_ LN(e384EG — F?) — M?(e36,EG — F?)

H* /e 6,658,

K = (e36,EG — F2)(LN — M?)

H* [e 6,658,

(4.20)

olur.



Ortalama egrilik ise

] 1 (FM —&,GL FM—¢&3EN
H=iz§ = - +
olur.

Eger (X, X,) = 0 yani F = 0

_ &8EG(LN —M?) e, <(LN - M2)>
E2G?\[e16563¢, JE1E26384 EG

Ve

8384EG\ [e;e5  VE28

g = -L N 1 (L)+ 1 (N)
531/8183 84\/8284 83 18183 E 54\18284 G

olur.
Eger F = 0ve M = 0 ise (4.18) den

-,

e A

0

4264

yazabiliriz, burada

LN
T'—E'UBT' G

dir.

47

(4.21)



Boylece K gauss egriligi ve H ortalama egrilik agsagidaki gibidir:

K = r.T _ 1 (LN)
E3E4+/E1E2E38s  E3E4./E1626584 \EC
T T —L N
H= -

E3/6163 EaVEEs 3 /e183E  E4E264G
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ORNEK:
Xy) = Vcosue; +vsinue, + hues vektorel denklemiyle verilen yiizeyin gauss formiilleri-
ni, birinci ve ikinci temel kuadratik formlarini, Weingarten formiillerini, sekil operatoriiniin

matrisini, gauss egriligini ve ortalama egriligini hesaplayalim.

(e1,e1) =(eze2) =1, (e3e5) = —1
(X,X) = v?cos®u+ v?sin®u + h?u?(-1)
(X, X) = v?— h%u?

v? > h?u? = |v| > |hu| (space — like)

v?2 < h?u? = |v| < |hu| (time — like)

v?2 = h%u? = |v| = |hu| (ull)
— —

X, = —vsinue; +vcosue, + he;
g — . —

X, = cosueq +sinue,

— P — —

Xyu = —Vcosue; —vsinue, = —v(cosue; +sinue,) = |X,, = —vX,

—

Xyy = (—sinue; + cosue,

e e —€
XuANX, = |-vsinu vcosu h |= —hsinue; +hcosue, — (—vsin?u — v cos? u)e;
u v 1 2 3
cosu sinu 0

X, AX, = (—hsinue; + hcosue, + vez)

—_ — —  — — —2
Xy N Xy, Xy AXy) = R2— v2 = || X, A X

XXy 1 . -

n=i—m—= = —hsinue; +hcosue, + ve
[XunXy| — VRZ-v2 ( 1 2 3)

— v — h S

Xuw hZ—VZXu +«/Wn




Xyu = —VX, Gauss formiilleri

N —_— —_— — _— —
(X, Xy) = v?sin?u(e],e]) + v cos?u(e,, e;) + h(e;, e3)

Xy, Xy) = v2 — h?

~ — —> . — —>
(X, X,) = cos? u{ey, &) + sinu (&3, ¢5)

(X, X,) =1
(X_)u,X_)v) = —vsinucosu(e;,e;)+ vsinucosue,, e;) + 0
(X, X,) =0

(X Xu) = |02 — 2 = &E]

Xy Xy) =

F

—_
X, X)=0 = = [F=0
€3€4
FZ
H2 = 83E4EG_
E3&4
H2 — 2 — 2
I ST _ 1 . — — — — . —
(n, Xy) = m(—hsmuel +hcosue, + ve;,—vcosue; —vsinue, )
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I 1 . .
(M, X)) = ﬁ(hv sinucosu — hvsinucosu) =0

(7, Xyu) = 0 =

L

= |L =
VE1E3 0

(7, X)) = ﬁ(—hsinue_{+hcosue_2'+ve_3’,0)

(i, Xpp) =0 =

N

Ve =0

(7, Xy = ﬁ(h sin? u + h cos? u)

h M M

(A, Xyp) =

VRZ= vz [eye5 NETER

Birinci temel form:

I= €3Edu2 +

2F

dudv + &,Gdv?

€2€4

|I = (v? — h®)du? + dv?

Ikinci temel form

L 5 1 1 N 5
I= \/Edu +(m+—£283>Mdudv+mdv

(1 1 h
I= (_@ + —@) A E2E3 T dudv

_ W €283
1= (V€154 +

h
1) Wdudv

_ h
I=2 T dudv

— 1

Ny = vVhZ=p2

— . — -h — . —
(—hcosue; —hsinue;) = W(cosue1 + sinue;,)
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— -h ey
nu - lhz_ 2 X‘U
— hv . — — hz
n, = ———~(—sinue; + cosue,) + ———=-¢€
(h2-v?2) /2 (h2-v?2) /2

— h . —_— —_— —>
n, = ———~(—vsinue; + vcosue, + he

v (h2— v2)3/2 ( 1 2 3)
My = —— X,

v (h2— v2)3/2 u
—_— __ —h g
nu hz_ ‘UZ v

Weingarten formiilleri

— h X—’
n =

v (h?— 1;2)3/2 u

0 -h
s VhZ=v2
= h
(h2—v2)’/2 0

K gauss egriligi:

hZ
T (h2-v2)2

K

H ortalama egriligi:

H=0

3
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