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LORENTZ UZAYINDA YUZEYLER TEORISi

Hatice DOVEN
Matematik, Yiiksek Lisans Tezi, 2009
Tez Danismani: Yrd. Dog¢.Dr. Ahmet YILDIZ

OZET

Bu calisma bes boliimden olusmustur.
Birinci bdliim girig kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde ¢alisma icin gerekli kavramlar verilmistir.

Ugiincii boliimde birinci temel kuadratik form yiizeylerin i¢ geometrisi, birinci temel kuadratik
form ve diskriminanti, yilizeyin bir egrisinin iki noktas1 arasindaki egrisel uzunluk, yiizeyin diizgiin bir

noktasindan gegen herhangi iki egrisi arasindaki ac1 ve ikinci temel kuadratik form verilmistir.

Dordiincii boliimde Riemann uzayinda, normal birim vektoriin birinci mertebeden kismi

tirevleri, Gauss formiilleri, Mainardi-Codazzi formiilleri, yiizeyler teorisinin temel teoremi verilmistir.
Son boliimde Lorentz uzayinda Gauss karakteristik denklemi 6zgiin olarak tarif edilmistir.

Anahtar Kelimeler : Lorentz Uzay1, Temel Kuadratik Formlar, Yiizeyler Teorisi.



THEORY OF SURFACES IN LORENTZ SPACE

Hatice DOVEN
Mathematics, M.S.Thesis, 2009
Thesis Supervisor:Assist.Prof. Ahmet YILDIZ

SUMMARY

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devote to the introduction.

The second chapter deals with the preliminaries, definitions and necessary theorems that
will be needed for later use.

The third chapter consists inner geometry of first basic quadratic form surfaces, first
basic quadratic form and discriminant, curvilinear length between two points of a curve of
surface, the angle between any two curves that crosses from a straight point and second basic

quadratic form.

Keywords: Lorentz Space, Basic Quadratic Froms, Theory of Surfaces.
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1. GIRIS

3-boyutlu oklid uzayr E’ te temel kuadratik formlar, iki nokta arasindaki egrisel
uzunluk, yiizeyin diizgiin bir noktasindan gegen iki egrisi arasindaki agi, Weingarten, Olinde
Rodrigues, Gauss, Darboux-Riboucour, Codazzi-Mainardi formiilleri yiizeyler teorisinin temel
teoremi (Gauss Karakteristik Denklemi) gibi kavramlar Ferruh Semin (1987) in ¢aligmalarindan

mevcuttur.

3-boyutlu Lorentz uzayr L’ te time-like ya da space-like olan bir M yiizeyi i¢in Temel

Kuadratik Formlar (I. ve II. temel formlar), Gauss ve Codazzi-Mainardi formiilleri Ekmekgi ve
Tuncer (2007) tarafindan ¢alisilmistir. Bu ¢alismada £ ‘ve L te yapilmis olan galigmalara yer

verilerek L’ te null olmayan (time-like ya da space-like olan) yiizeyler icin Gauss Karakteristik
Denklemi elde edildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde oncelikle ¢alismamizin tabanini olusturan simetrik bileneer formlar, skaler
carpmali uzaylar, yari-Riemann manifoldlari, 2-boyutlu Lorentz uzayi, Lorentz uzayinda, time-
like, space-like ve null egriler genel olarak tanitilarak, boylece Lorentz uzayinda yiizeylerin
caligilabilmesi igin hazirlik yapilacaktir. Sonraki kisimda iki skaler degiskenli vektorel
fonksiyonlar, bu fonksiyonlarin birinci ve ¢esitli mertebelerden diferansiyelleri, Taylor formiilii
verilecektir. Bu boliim i¢in referanslarimiz; O'neill (1983), Beem (1996), Birman ve Nomizu
(1984), Duggal ve Bejancu (1996), Ugurlu ve Caliskan (1997), ve Ferruh Semin (1983-1987)

olacaktir.
2.1 Simetrik Bilineer Formlar

Tamm 2.1.1 V' bir reel vektor uzay1 olsun.
(,):VxV >R
déniisimii Va,b € R ve Vu,v,weV igin
(i) (u,v)=(v,u)
(i) (au +bv,w) = alu,w)+b(v,w)
(u,av +bw) = a(u,v)+b{u,w)
ozeliklerine sahip ise (.,.) doniisiimiine V' vektdr uzay: iizerinde bir simetrik bilineer formdur

denir (O'neill 1983).

Tamm 2.1.2 V' vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form <,> olsun.

(i) VYvelV vev#0 igin <v, v> > 0,<v, v> =0 v=0 ise, <,> simetrik bilineer
formuna, pozitif tanimli,

(ii) VveV vev#0 igin <v, v> < O,<v,v> =0 v=0 ise, <,> simetrik bilineer
formuna negatif tanimli,

(iii) Vv eV igin <v, v> >0 ise, <,> simetrik bilineer formuna yar pozitif tanimls,

(iv) VveV igin <v, v> <0 ise, <,> simetrik bilineer formuna yar1 negatif tanimli,



(v) “VweV igin <v, w> =0= v =0 dir” sart1 saglaniyor ise <,> simetrik bilineer formuna

non-dejenere, non-dejenere degilse dejeneredir denir (O'neill 1983).

V' {izerinde bir simetrik bilineer form <,> ise V' nin herhangi bir W altuzay: igin <,>

w

kisitlamasi da yine bir simetrik bilineer formdur.

Tamim 2.1.3 V' bir vektor uzayi ve
(,):VxV >R
bir simetrik bilineer form olsun.

)

negatif tanimli olacak sekildeki V' nin en biiyiik boyutlu W altuzayinin boyutuna <,> simetrik

W:WxW—)R

bilineer formunun indeksi denir ve v ile gosterilir (O'neill 1983).

Buna gore 1<v<boyV dir. v=0 olmas: i¢in gerek ve yeter kosul <,> simetrik bilineer

formunun yar1 pozitif tanimli olmasidir.

nxn

V' nin bir ortonormal bazi {el,ez,...,en} olsun. b, :<ei,ej> olarak tanimlanan [, ]

matrisine {el,ez,...,en} bazina gore <,> nun matrisi denir. <,> simetrik oldugundan [by]

matrisi de simetriktir.

n n n
(vow)=(2vie. 2 we; )= X bvw,
i=1 =1

i,j=1

oldugundan [b, ] matrisi <,> simetrik bilineer formunu belirler.

Teorem 2.1.4 Bir <,> simetrik bilineer formunun non-dejenere olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul <,> nun herhangi bir baza gore matrisinin tersinir olmasidir (O’neill 1983).

Tamim 2.1.5 Bir v € V' vektorii i¢in <v, v> >0 veya v =0 ise bu v vektoriine space-like



<v, v> < 0 ise bu v vektoriine time-like

<v, v> =0 ve v# 0 ise bu v vektoriine light-like veya null vektor denir (O’neill1983).

2.2 Skaler Carpmah Uzaylar
Tanmim 2.2.1 Bir V vektor uzay1 iizerindeki non-dejenere, simetrik, bilineer forma V' vektor
uzayi lizerinde bir skaler carpma denir. V' iizerindeki bir skaler carpma <,> ise (V,<.,.>)

ikilisine skaler ¢arpmali vektor uzay1 denir (O'neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Tanim 2.2.2 Sifir olmayan v,w eV igin <v, W> =0 ise v ve w vektorlerine diktirler denir ve

v L w seklinde gosterilir (O'neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Teorem 2.2.3 V skaler ¢arpmali uzayinin bir altuzayr W olsun. Bu durumda su dzelikler vardir:
1. boyW +boyW ™" =n = boyV

2. WH =w

(O'neill 1983).

Tamim 2.2.4 Bir V vektor uzayi, iizerinde bir skaler ¢arpma <,> ve W da V' nin bir altuzayi

olsun. Eger W iizerinde <,> non-dejenere ise W ya non-dejenere altuzay, non-dejenere

degilse dejenere altuzay denir (O'neill 1983).

Teorem 2.2.5 V' bir skaler ¢carpmali uzay ve W da V' nin bir altuzay1 olsun. W nun non-

dejenere altuzay olmasi igin gerek ve yeter kosul ¥ =W @ W olmasidir (O'neill 1983).

Tanim 2.2.6 Bir /' vektor uzay1 iizerindeki bir skaler carpma <,> olsun. Bir v € V' vektoriiniin

normu

1/2
M=)



olarak tanimlanir. Normu 1 birim olan vektdre birim vektdr ve ortogonal birim vektorlerin

climlesine ortonormal sistem denir (O'neill 1983).
Teorem 2.2.7 Bir V' # {0} skaler carpmali uzay1 bir ortonormal sisteme sahiptir.

spat (O'neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Teorem 2.2.8 Bir J' vektor uzay1 i¢in bir ortonormal baz {el,ez,..., en} olsun.

g = <el.,ei> olmak tizere Vv €V vektori

n
V= Zgl. <v,el.>el.
i=1

olacak sekilde tek tiirlii yazilabilir.
Ispat (O'neill 1983).

Teorem 2.2.9 Bir V' vektér uzaymimn bir {el,ez,.. e } ortonormal bazi igin (8],82,...,6‘”)

€,

isaretlerindeki negatif terimlerin v sayisi V' nin indeksidir.
Ispat (O'neill 1983).

Eger V nin bir ortonormal bazi {el,ez,...,en} ve V;v indeksine sahip ise v, ve w, vektorleri

n n
i¢cin v = Z\/ie[ , W= Zwiei olmak iizere,
i=1 J=1

<‘7p’wp> == VW + VW,
i=1 J=v+l
olur. Eger v=0 ise R skaler carpmali (yar1-Oklid) uzayr R"den ibarettir, v=1 ise R/. Bir

Lorentz vektor uzayr L ile gosterilir ve bu indeksi 1 ve boyutu > 2 olan bir skaler ¢arpmali

uzaydir (O'neill 1983).



Tanmm 2.2.10 V' vektor uzayr iizerinde tanimlanan <,> skaler carpimi 6zel olarak pozitif

tamiml ise Oklid metrigi adim alir, ¥ ye de Oklid uzay: denir. Eger v=1 ise <,> skaler
carpimi Lorentz (Minkowski) metrigi olup ¥ ye de Lorentz uzay1 veya Minkowski uzay1 denir.
V' deki <,> simetrik bilineer formu dejenere ise, bu durumda V' ye 151ks1 veya null veya light-

like veya dejenere vektor uzay denir (O'neill 1983 Duggal ve Bejancu 1996).

2.3 Minkowski Uzay-Zaman

Tamm 2.3.1 n-boyutlu Lorentz uzay1 L' ile birlikte iizerinde

ds* = —dxl2 + Z:dxl.2

i=2

0
metrigi verildiginde (L',ds”) bir manifold olusturur. — vektor alani zaman benzeridir.
X

(Beem vd 1996).

Minkowski uzay-zamanmnin geodezikleri R" Oklid uzaymin dogrularidir. Bu

geodeziklerin afin parametrelendirmeleri R" deki Oklid yay uzunlugu parametrelendirmeleriyle
orantilidir. Minkowski uzay-zamanda verilen bir P noktasindan gecen null geodezikler tepe

noktast P de olan eliptik koni formundadirlar (Beem vd 1996).

Minkowski uzay-zamani bir Lorentz ¢arpimidir. Eger R, negatif tanimli — dr? metrigiyle ve
R de g, Oklid metrigiyle verilmis ise o zaman

(R" = RxR"™, -dt’ ®g,)
bir n-boyutlu Minkowski uzayidir (Beem vd 1996).
Tamm 2.3.2 Minkowski uzayinda farkli iki nokta p =(p,,...,p,) ve ¢ =(qg,,...,q,) olsun. R
de p,<q, ve (p,—q,) >(p,—q,)" +..+(p,—q,)" ise p<<q kronolojik bagmtist vardr.

Eger p << g ise o zaman p den g ya uzaklik



1

d(p.q)= {(pl —q,)" + Zn:(pi —ql-)z}2

ile verilir (Beem vd 1996).

Minkowski uzay-zamanda p merkezli “birim kiire”

x(ph={geM|d(p.g)=1}
dir. Bu ciimle iki kanatli hiperboloidin bir kanatidir (Beem vd 1996).

Tamm 2.3.3 R (-,...,-,F,...,T) isaretli yar1-Oklid uzay1 olarak tanimlandiginda, burada s tane

negatif eigen deger ile n — s tane pozitif eigen degeri vardir.

Boylece R iizerinde yari-6klid metrigi

ds* = —idxf + Zn:dxf
i=1

i=s+1

ile verilir (Beem vd 1996).

Ozel olarak R n-boyutlu Lorentz uzay1 (Minkowski uzay-zaman) dir. 7 >0 igin de

R’ *! uzayindaki Lorentz ve hiperbolik kiireler, sirasiyla,

n __ n+l 2 2 2 _ .2
S —{xeR1 | =X, +x, +..4x,, =7r }
ve

H/ :{xeRl’Hl | =X} +25 + X+t X =—r2}

n+l

bi¢ciminde ifade edilirler (Beem vd 1996).



2.4 Yari-Riemann Manifoldlar
Tanmim 2.4.1 M diizgiin, parakompakt Hausdorff manifoldu olsun. I1:7M — M de M nin
tanjant demetini gostersin. M nin bir g yari-Riemann metrigi, M de (0,2) tipinde diizgiin
simetrik tensor alanidir 6yle ki Vp € M igin

gl,T,MxT,M — R

tensori (-,...,-,T,...,T) isaretli non-dejenere bir i¢ carpimdir.

M iizerinde (u,(x',...,x")) lokal koordinatlardaki g yari-Riemann metrigi

gl.= zgij (x)dx; ® dx;

i,j=1
olarak almabilir, buradaki g, =g ve detg # 0 dir. Eger g, s tane negatif eigen degerine ve
r =n—s tane pozitif eigen degerine sahipse o zaman g,(s,r) tipindendir denir. Her p € M
icin g | , hin diag{—1,...,—1,+1,...,+1} ile gosterilebilecek sekilde lokal koordinatlar1 vardir

(Beem vd 1996).

Tamm 2.4.2 M diferansiyellenebilir bir manifold ve g de M {izerinde sabit indeksli bir
metrik tensor olmak iizere, (M,g) ikilisine bir yari-Riemann manifoldu denir (O'neill 1983,

Duggal ve Bejancu 1996).

Tamm 2.4.3 (M,g) bir yari-Riemann manifoldu olsun, g nin sabit indeksi q ya (M, g) yari-
Riemann manifoldunun indeksi denir, g indeksli ve n-boyutlu bir yari-Riemann manifoldu M ;’

ile gosterilir (O'neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Tamm 2.4.4 M bir yari-Riemann manifoldu olsun. Eger n>2 ve g =1 ise bu durumda M

yari-Riemann manifolduna Lorentz manifoldu denir (O'neill 1983, Duggal ve Bejancu 1996).

Ozel olarak g =0 ise, bu durumda M" bir Riemann manifoldu ve g de bir Riemann metrigidir.



Tamm 2.4.5 M ; bir yari-Riemann manifoldu ve a:I/ c R—>M ; diferansiyellenebilir bir

egri olsun, & egrisinin teget vektor alan1 7' olmak iizere;

1. g(T,T)>0 ise  egrisine uzay benzeri (space-like) egri,

2. g(T',T)<0 ise o egrisine zaman benzeri (time-like) egri,

3. T#0 i¢in, g(7,T)=0 ise o egrisine 151k benzeri (light-like veya null) egri denir (0'neill
1983, Duggal ve Bejancu 1996).

2.5 2-Boyutlu Lorentz Uzay:

Tanim 2.5.1 R? diizleminde x = (x,,x,) ve y=(},,¥,) olmak iizere
<an’>L =XV T X)),
tanimlansin. (R12,< X,y >|,) uzayi L ile gosterilir.

Lorentz i¢ ¢carpimi ile donatilmig R* dir (Birman ve Nomizu 1984).

Bundan sonraki gosterimlerde aksi belirtilmedikge <,> sembolii <,> s anlaminda kullanilacaktir.

Tamim 2.5.2 ¥ =(x,,x,) € L’ olsun. Eger,
<)?,)?> < 0ise X e time-like vektor
<5€,)?> >0 veya X =0 ise X e space-like vektor ve

X#0 igin (¥,X)=0 ise X e null vektdr (light-like) denir (O'neill 1989).

Tamm 2.5.3 ¥ € ” i¢cin ¥ in normu

¥l = i)

olarak tanimlanir (Birman ve Nomizu 1984).

Yine aksi belirtilmedikge || || sembolii || ||L yerine kullanilacaktir. Yukarida verilen

norm tanimina gore su teorem verilebilir.
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Teorem 2.5.4 ¥ € I olmak iizere,

1. ||)?|| >0 dur.
2. X#0 igin ||fc|| =0 < X bir null vektoriidiir.
3. ¥ bir time-like vektor ise ¥ = —(¥,%) dir.

4. X bir space-like vektor ise ||)?||2 = <7c,)?> dir (Birman ve Nomizu 1984).

Tamm 2.5.5 [’ iki boyutlu Lorentz uzay1 ve ¥, € L’ olsun.
(%,)=0
ise X ve y vektorlerine Lorentz anlaminda diktirler denir (Birman ve Nomizu 1984).

Aksi belirtilmedikge iki vektoriin dikliginden "Lorentz anlaminda diklik" anlasilacaktir.

Teorem 2.5.6 L’ de her ikisi de time-like (veya space-like) olan iki vektor birbirine dik olamaz

(Ugurlu ve Caliskan 1997).

Sonug 2.5.7 Iki vektoriin dik olmasi igin birinin time-like digerinin space-like olmas1 gerekir.

Tamim 2.5.8 X € L’ time-like bir vektdr olsun. é = (0,1) olmak iizere,

1. <)?,é'> <0 ise X vektoriine zaman benzeri gelecege dogru vektordiir,

2. <5€,E> >0 ise X vektoriine bir zaman benzeri ge¢mise dogru vektordir

denir (O'neill 1983) (Sekil 2.1.).



Y

Y Zaman benzeri gelecege
dogru vektor

g X

Zamian benzeri gecimiss
dogru vektor

Sekil 2.2. L’ Lorentz uzayindaki vektorlerin cinsi

11
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Teorem 2.5.9 I* de birim time-like bir vektor / olsun

(1.7+)=0
olacak bigimde bir tek [* birim vektorii vardir (Birman ve Nomizu 1984).

2.6 iki Skaler Degiskenli Vektorel Fonksiyonlar

2.6.1 iki Skaler Degiskenli Vektorel Fonksiyonlarin Tanim

R? deiki u',u* skaler, bagimsiz degiskenin degisim araliklar1 sirasiyla
D: a<u'<b, c<u’<d 2.1)
olsun. u”,(p=1,2) diizleminde u',u’> koordinat eksenleri birbirlerine dikse, (2.1) tamm
bolgesi kapali bir dikdortgendir.

Yukaridaki iki araligin her (u',u”) deger takimi, belirli bir kuralla, bir X serbest
vektriinii tammliyorsa, ¥ serbest vektorii u' ve u” skaler ve bagimsiz degiskenlerinin, verilen
[a,b],[c,d] kapali araliklarinda veya (2.1) kapali bolgesinde (agik da olabilir) bir vektorel
fonksiyonudur.

(2.1) araliklari, bu vektorel fonksiyonun tanim araliklaridir, u',u’ skaler ve bagimsiz
degiskenleri ile X vektorii arasindaki bu iliski, skaler fonksiyonlarda oldugu gibi

X=X, u’) (2.2)
sembolii ile gosterilir. (Semin 1987)

2.6.2 Birinci Mertebeden Vektorel Kismi Tiirevler

(2.1) araliklarinda tanimlanmis tek degerli, gergel ve siirekli bir vektorel fonksiyon (2.2)
esitligi ile tanimlansin. Tanim bolgesinin bir deger takimint (u”)) ile gosterilir ve

AR =X ut) = X(uy,uy), Au' =u' —u,
olur. (Semin 1987)

Tanim 2.6.2.1

Eger sozii edilen vektorel fonksiyon igin
=1
Au' >0 Au
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varsa, bu limite, ¥(u',u’) vektorel fonksiyonunun, (u'y,u’,) ikilisi igin, u' skaler
degiskenine gore, birinci mertebeden vektorel kismi tiirevi denilir. Benzer sekilde
=2 = 1 2 = 1 2 2 2 2
AX” =X(uy ,u”)—X(uy ,u’y), Au” =u”—u’,
denilecek olursa,
AX?
lim

A0 Ay?

: . 9 = 1 2 . . 1 2 eg eqe e e . 2
ifadesi de, eger varsa, X(u ,u”) vektorel fonksiyonunun, (u,,u",) ikilisi i¢in, u~ skaler

degiskenine gore, birinci mertebeden vektorel kismi tiirevidir. (Semin 1987)

Gosterim:

Bir (u', u’ ) ikilisi i¢in birinci mertebeden vektorel kismi tiirevler:

- =1 - =2
- ox LA L Ox . AX
X, =—=Ilm—,X,=—=lim >
u ou At =0 Ay u ou Al =0 Ay

ile gosterilecektir. (Semin 1987)

Tanim 2.6.2.2

Tanim bolgesinin her noktasinda birinci mertebeden vektorel kismi tiirevleri olan bir
¥=Xu',u”) vektorel fonksiyonuna bu bélgede birinci mertebeden vektorel kismi tiirevli,

denilecektir. (Semin 1987)

Uyar 2.6.1
Siirekliligin yeterli olmayis1
Tek skaler degiskenli, vektorel fonksiyonlarda oldugu gibi kismi tiirevlerin varlig1 i¢in

vektorel fonksiyonun gerekli olan siirekliligi yeterli degildir. (Semin 1987)

2.6.3 Bilesik Vektorel Fonksiyonlar ve Bunlarin Birinci Mertebeden Tiirevleri

[? diizleminde (2.1) araliklariyla tanimlanmis dikdortgen bir (B) bolgesinde (ya da
herhangi bir bolgesinde) verilmis ve birinci mertebeden siirekli kismi tiirevleri olan bir vektorel
fonksiyon (2.2) esitligi ile verilsin

(B) bolgesinin herhangi bir noktas1 N, dan gecen bir egrisi de E ile gosterilsin.
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Vt el igin, E egrisi
F =% u'(0).u° (1) ] (2.3)

bigciminde bir parametrelendirme ile gdsterilebilir.

Bundan sonraki kisimlarda, E nin N, noktasin1 belirleyen t parametresinin degeri ¢,
olarak alinacagindan
1 1 2 2
uoy=u(ty), uy=u(t)

denilecektir. (Semin 1987)

Ayrica (2.3) esitligi ile verilen tek skaler degiskenli vektorel fonksiyonun birinci

mertebeden tiirevinin ¢ = ¢, noktasindaki degeri

=1 2 =1 2 -
.o X u)y—x(u ,u . AX
o ) —Fl )
11, t—t, >t At

dir. Bu oram
g: ¥ ou) =X ut) u' —u', N

At u' —u', t—t,

Y ut)-X@' ), u?) v —u’,

2 2 '
u —u-, r—t,

biciminde yazilirsa, sira ile

1 1 2 2
. u —u 1 . u —u 2
hm—o =U, llIIl—O =U,
>t f— to 0 oty f— to 0

=1 2 =1 2
ox\u U )—x\u L, u 1 2
lim (o, 2) g 0:4%) :[x(u 0o U )] ,
t—t, u —u’, U

dir (Semin, 1983, 5.28).

Birinci oranin limitine gelince,
T I N B
X(u,u”)=X(ug,u”)

metrik farki sadece u' degiskeninin fonksiyonu gibi diisiiniilerek
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F(u ) =7 ?) = (' =) [ T, (o) + G, (' 'y ) ]

lim @, (u',u'y,u*)=0

ul~>uln
olarak yazilabilir. Bunun i¢in de )?ul kismi vektorel tiirevinin, u' degeri yakinlarinda siirekli

olmasi gerekir.

Goriiliiyor ki birinci oranin limiti de: x(u',,u”) dir. Buna gore

[%f(ul,uz)}

bulunur. (Semin 1987)

:()?u1 (u',u)u', +X, (ul,uz)uzt) (2.4)

t=t
t=t, 0

2.6.4 Cesitli Mertebelerden Vektorel Kismi Tiirevler

Iki skaler ve bagimsiz degiskenli bir vektdrel fonksiyonun birinci mertebeden kismi
tiirevleri de ayni bagimsiz skaler degiskenlerin vektorel fonksiyonlaridir. Bunlarin da, tanim

bolgelerinde, eger varsa, birinci mertebeden kismi vektorel tiirevlerinden s6z edilebilir. Bunlara

¥ =X(u',u”) vektorel fonksiyonunun, ikinci mertebeden vektdrel kismi tiirevleri denilir.

Bunlar da
P 0°X _ 0°X
S ou'ou (Qu' )
- 0%
xulu2 = aulau2 4 (25)
- 0°X o°x

xuzu2 = au28u2 = (au2)2

sembolleri ile gosterilirler.
Ikinci mertebeden vektdrel kismi tiirevlerden s6z agmisken, bir 6zelligi animsatmak isteriz:

Bilindigi gibi, iki bagimsiz degiskenli skaler fonksiyonlarda, ornegin z= f(x,)

fonksiyonunda, ikinci mertebeden z  ve z - kismi tiirev fonksiyonlar, (x, y) noktasinda

yx
stirekli fonksiyonlarsa, bu noktada

ny = Zyx
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dir.

Ayni sonug, hatta daha hafifletilmis kosullar altinda, iki skaler bagimsiz degiskenli

vektorel fonksiyonlar i¢in de gegerlidir, yani birazdan ele alacagimiz SCHWARZ teoremindeki
kosullara gore, bir (u',u°) noktasinda
xllluz = X’lell

dir. (Semin 1987)

Teorem 2.6.4.1 (H.A. SCHWARZ teoremi). iki skaler ve bagimsiz degiskenli ¥ = ¥(u',u”)
vektorel fonksiyonunun, (u',1°) noktasi yakinlarinda

a) fcuz birinci mertebeden kismi vektorel tiirevi varsa ve siirekli ise;
b) )?uluz ikinci mertebeden kismi vektorel tiirevi varsa; ayni noktada

- e . . o . . 1 2
X, ikinci mertebeden kismi vektorel tiirevi de vardir ve (u ,u”) noktasinda

X =X
u'u? u?u!

dir. (Semin 1987)
2.6.5 Vektorel Tam Diferansiyel

(2.3) formiiliindeki vektorel ve skaler fonksiyonlar, bir tek t skaler degiskenine
baghdirlar. O halde, t nin herhangi bir degeri i¢in bu formiil

[Diferansiyel Geometri I, Ferruh SEMIN, s. 36. formiil (16-2)] yardimiyla
dx(u',u’) 3 du’

du'
o) —+x, W ut)—
dt ”( ) dt “ ( ) dt

bi¢iminde yazilabilir. Bu esitligin her iki yan1 d¢ diferansiyeli ile ¢arpildiginda, kisaca

dx =X, du' + )_éuza’u2 (2.6)
bagintisi elde edilir.

(2.6) mn ikinci yani, tanim geregince, iki skaler ve bagimsiz degiskenli ¥ = X(u',u”)
vektorel fonksiyonunun tam diferansiyelidir. Bu bagmntidaki du',du’ diferansiyelleri

tamamiyla keyfidir, ve bu formiil, (2.1) tanim bdlgesinde secilen yol ve bu yol iizerinde

hesaplanan diferansiyeller nasil olursa olsun, gecerlidir. (Semin 1987)
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Degiskenlerin degistirilmesinde, tam diferansiyelin kullanilmasi

Diyelim ki, u”,(p=1,2) bagimsiz degiskenleri, bagka iki bagimsiz
u”,(p=12) skaler degiskeninin fonksiyonudur. Buna gére, (2.1) tanim bdlgesinde segilecek

bir yol boyunca, u” ve u” degiskenleri ayni bir t degiskeninin fonksiyonlaridir. Bilesik skaler

fonksiyonlarin diferansiyelleri kuralina gére

du' =u' du' +u'_ du?

! ! (2.7)
du® = u2171 diu' + uzg2 du’
dir.

Aym yol iizerinde, ¥ = ¥(u',u”) vektorel fonksiyonunun diferansiyeli, bunun (2.6) ile
verilen tam diferansiyelinden ibarettir. (2.6) formiiliindeki du' ve du’ diferansiyelleri yerine
(2.7) ile verilenleri koyar ve elde edilen ifade dit' ve dii” ye gore siralanirsa

dx = ()?Mlulgl + X’uzuzﬁl Ydu' + ()?Mlulﬁ2 + fuzuzﬁz Vdu* (2.8)
olur.

Ote yandan u”,(p =1,2) yeni skaler degiskenleri cinsinden, (2.6) geregince

di =X du' + X .du’
oldugundan, bu sonuncu ile (2.8) in karsilastirilmas1 X = X(u',u”) vektorel fonksiyonunun,

yeni skaler degiskenlere gore birinci mertebeden kismi tiirevlerini, eski skaler degiskenlere gore

birinci mertebeden kismi tiirevleri cinsinden

= _ = 1 = 2 .= _ = 1 = 2
X=X U XU X, =X U+ XU, (2.9)
verir. (Semin 1987)

2.6.6 Cesitli Mertebelerden Diferansiyeller

iki bagimsiz degiskenli ¥ = X(u',u’) vektorel fonksiyonunun ikinci, {igiincii,...n-inci
mertebeden tam diferansiyelleri d'¥,d’X,...,d"¥ sembolleriyle gdsterilir ve bunlar birinci

mertebeden tam diferansiyeli veren (2.6) formiiliinden itibaren ve Teorem 2.6.4.1 kullanilarak

asama asama hesap edilir. Ornegin, ikinci mertebeden tam diferansiyel sdyle bulunur:
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d’x = d(x, Ydu' + d(x, Ydu® + xuldzu1 + xuzafzu2 (2.10)
Yani
d*x = X (dul)2 + 2xuluza’ula’u2 +X,, (afuz)2 + xuldzu1 + xuza’zu2 (2.10)

dir. (Semin 1987)
2.6.7 iki Bagimsiz Degiskenli Vektorel Fonksiyonlarda Simf Kavram

(2.1) bolgesinde (2.2) denklemi ile tanimlanmis iki bagimsiz degiskenli vektorel
fonksiyonunun, bdlgenin her noktasinda, #>1 olmak iizere, n-inci mertebeye kadar kismi

tiirevlerinin hepsi (n dahil olmak kosulu ile) varsa ve siirekli ise, buna, (2.1) bolgesinde n-inci

siniftan iki bagimsiz degiskenli bir vektorel fonksiyon, yada iki bagimsiz degiskenli bir C”

vektorel fonksiyon denir.

Verilen (2.1) bolgesinin her noktasinda, verilen iki bagimsiz degiskenli vektorel

fonksiyonun sonsuz mertebeden siirekli kismi tiirevi varsa, bu C” sinifindan vektorel

fonksiyonudur.

Iki bagimsiz degiskenli bir C" vektdrel fonksiyonunun, bir kartezyen
koordinat sistemine gore, skaler bilesenlerinden en az birisi ayni smiftandir, 6teki ikisinin

smiflari ise en az n dir. (Semin 1987)
2.6.8 iki Bagimsiz Degiskenli Vektorel Fonksiyonlar i¢cin TAYLOR Formiilii
Bir (2.1) ile tanimlanan bir D bdlgesinin bir (#',u”) noktasinda n-inci simftan ve iki

bagimsiz degiskenli bir vektdrel fonksiyon (2.2) denklemi ile verilirse biraz dnce de belirtildigi

gibi, bunun herhangi bir Ox, ,(p=1,2,3) kartezyen koordinat sistemine gére skaler

bilesenlerinden hi¢ olmazsa birisi, ayni (uIO,uzo) noktasinda n-inci smiftandir ve oteki Iki

bilesenin de siniflar1 en az n dir. O halde, Analiz'den bilindigi gibi, bu ii¢ skaler bilesen i¢in
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Au'=u'—u'), A =u’ —u’, Ax, :xp(ul,uz)—xp(ulo,uzo),(p =1,2,3).

1 &)
Ax =(x Au'+x Au2+—(x Au' +x Auz) +
p 2, P 2| P, P

1 | 5\ 2.11)
...+E[(xpulAu +xp“2Au ) te, |,
e, =e, (ulo,uzo,Aul,Auz), Aluilr_r)lO e, =0
Au?—0
TAYLOR formiilii yazilabilir.
Ote yandan
3
A% =5 u?) = X'y, u’y) =D (Ax )k,
p=1
3 —
€ = zepnkp
p=1
denirse
- = 1, = 2, Lo 1, = 2\
Ax:(xlAu +xu2Au +E(xulAu +x“2Au ) +
1 - 1 . 2 (n)
vt — (xlAu +Xx,Au ) +e, (2.12)
n! u u
lim é =0
Au'—0
Au? -0

olur. Goriilityor ki, (2.1) tanim bolgesinde iki bagimsiz degiskenli ve n-inci siniftan bir vektorel
fonksiyon verildiginde, bdlgenin (ulo,uzo) noktast ve yakinlari i¢in (2.12) formiilii yazilabilir.

Buna, iki bagimsiz degiskenli vektorel fonksiyonlarin TAYLOR formiilii denilir. (Semin 1987).



20

3. TEMEL KUADRATIK FORMLAR

3.1 Birinci Temel Kuadratik Form Yiizeylerin i¢ Geometrisi
3.1.1 Birinci Temel Kuadratik Form ve Diskriminanti

u,v skaler, bagimsiz gergel degiskenlerinin

a<u<b,c<v<d
kapali dikdortgen bolgesinde (u,Vv eksenleri birbirine dik alinmistir) tanimlanmis, gergel, tek
degerli ve 1-nci mertebeden

X =X(u,v) 3.1
vektorel fonksiyonu ile bir ylizey parcasi verilmis olsun. Eger bir C egrisi (veya bunun bir

pargasi) tiimii ile bu yiizey pargasi iizerinde ise, ylizeyin bu egri tizerinde dolanan bir P

noktasinin u,v parametreleri, egri boyunca ayni bir # parametresinin

u=u(t), v=v(t), a<t<b (3.2)
bigiminde fonksiyonlaridir ve C nin parametreli vektorel denklemi de

X = x[u(t),v(t)] (3.3)
olur.

Eger C egrisi 1-nci smiftan ise, ylizey parcast da boyle sayildigindan (3.2) vektorel

fonksiyonu da 1-nci smiftandir.

C egrisinin ¢ = ¢, la belirli olan bir P, noktasindaki tegeti (3.2) denklemlerindeki u ve
v ye

uy =u(ty), vy =v(t,)
denilirse

76;, (1)) = X, (g, v )u' (1)) + X, (14, vy V' () (3.4)
vektoriine paraleldir.

Eger ylizeyin F, noktasi diizgiinse

X, (uy,vy) AX,(Uy,vy) %0

diir. Aym noktada u (¢,), v (t,) aym zamanda sifir degilse (3.4) ile tanimlanan 5517 (t,) # 0 dur,
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yani P, noktasi, C egrisinin de diizgiin bir noktasidur.

(3.4) bagmtisinda tiirevler yerine diferansiyeller alindiginda, yani (3.4) iin her iki yanini
keyfi olan dt ile garpip ve herhangi bir P noktasi diistiniildiigiinde, ¢ parametresine bagli
olmayan ve C nin P deki tegetine paralel olan

dx = X,du+ X, dv (3.5)
vektorii elde edilir.

C egrisinin P noktasindaki tegetine paralel olan dx vektorii, P den itibaren

d
alindiginda, yiizeye teget olur. Bunun dogrultusu d_v oranina baglidir. Eger C egrisi (3.2)
u
denklemiyle verilecek yerde
g(u,v)=0
bagintistyla tanimlanmis ise

g, du+g dv=0

esitliginden
dv _ g,
du g,
cikarilir.

C egrisinin P noktasindaki lineer elemani
ds® = dx’ (3.6)
oldugundan (3.5) yardimiyla

ds®> =<X% ,X >du’ +2<X ¥ >dudv+ <X %, >dv’
u u u 14 v 14

veya
<x,x,>FE, <xx,>F, (Xx,,Xx,)=G (3.7)
denildiginde
I =ds* = Edu® + 2Fdudv + Gdv* (3.8)

sonucu elde edilir.
Buna yiizeyin P noktasindaki birinci temel formu veya metrik formu ya da temel
kuadratik formu denir.

Bu formda, varsayim geregince, du ve dv aymi zamanda sifir olmadiklarindan ve P
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de yiizeyin diizglin bir noktasi olarak alindigindan, yani bu noktada X, ve X, nin ikisi birden
sifir-vektorden farkli bulunduklarindan (3.8) kuadratik formunun degeri, gergel elemanlar i¢in
art1 isaretlidir. Clinkii sifir-vektdrden farkli olan (3.5) vektoriiniin karesine esittir.

Bu kuadratik formdaki du, du®, dv ve dv’nin E,F,G katsayilar1 u ve v’nin

E=Ewu,v), F=Fu,v), G=G(u,v)
bigiminde fonksiyonlaridir. Béylece (u,Vv) ikilileri ile bir P(u,v) noktasi belirtildiginden, bu
ic katsayinin nokta fonksiyonlar1 olduklari da sdylenir.

Birinci ve tglincii katsayilar v = sabit ve u = sabit koordinat ¢izgilerinin teget
dogrultularint veren X,,X, vektorlerinin, uzunluklarinin karesine esit olduklarindan, diizgiin
noktada sifirdan farklidirlar. Buna gore, yiizeyin diizgiin her P noktasinda daima

E>0,G>0 (3.9)
dir. (Semin 1987)

Teorem 3.1 En az 1-nci mertebeden bir ylizeyin birinci temel kuadratik formu bir diferansiyel

invaryanttir, yani (#,v) egrisel koordinatlar1 yerine, en az 1-nci siniftan

u=fw,v), v=gu,v)

fonksiyonlariyla yeni bir (u,V) egrisel koordinat sistemi alindiginda,

Edu’ +2Fdudv + Gdv* = Edu’ + 2Fdudv + Gdv’
olur.

Boylece (3.7) denkleminden

F=<Xx,Xx, >

oldugundan koordinat ¢izgileri arasindaki ¢ agisinin degerine baghdir. (3.7) formiillerine gore,

@ nin yonii ne olursa olsun,

F=+NEG.cosp (3.10)

oldugundan,
darise, F >0
@ agst ydikise, F =0
genigise, F' <0
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dir.

Boylece (3.8) kuadratik formunun diskriminantt H* ile, yani
H?>=EG-F’ (3.11)
bigiminde gosterilir.
Yiizeyin diizgiin ve gergel her noktasinda diskriminant, arti igaretli oldugundan, A * ile
gosterilmistir. Gergekten
H? =EG—EGcosz(p (3.12)
= EG(1—cos’ 9)
= EG.sin’ ¢
sonucu ¢ikarilir.
Diizgiin ve gercel noktada £ >0, G>0, ¢ # 0 oldugundan H* >0 dir.
Yiizeyin diizgiin ve gercel her noktasinda (3.7) ve (3.12) nedeniyle
(¥, AX,) =EGsinp=H" >0 (3.13)
dir. Goriiliiyor ki yiizeyin diizgiin ve gergel bir noktasinda sifirdan farkli olan H sayisini
H>0 (3.14)

olarak alirsak, normal vektoriin salt degeri H dir, yani

*

ni=\x,A"x|=H (3.15)
olur.
- _>lt 'i:\/ _>lt /\ i\)
n=———=
X, ) H
oldugundan da
Hn=Xx AX, (3.16)

yazilir. (Semin 1987)
3.1.2 Yiizeyin Bir Egrisinin iki Noktas1 Arasindaki Egrisel Uzunluk
X =X(u,v)

vektorel denklemiyle verilen bir yiizeyin bir C egrisi de 1-nci mertebeden (3.2) denklemleriyle

tanimlanmigsa, C nin parametreli vektorel denklemi de
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(1) = X[u(0), v(t)]

denklemiyle belirli olur.

C egrisinin A(a) ve B(b) noktalar1 arasindaki yay uzunlugu, (QB yay1 diizgiin
noktalardan olusuyorsa) C nin AB yayinin bir P(¢) noktasinda

dx’ =% (H)dt* = ds’

yazilabileceginden

QB=S=j.«/)?;2(t).dt=j.\/ﬁ (3.17)

b
= J'\/Eu,2 +2Fu,v, + th'z dt

integraliyle hesaplanir.

Yiizeyin diizgiin noktalardan olusan bir egrisi

h(u,v) =0, u, <u<u,, v, <v=v,

denklemiyle tanimlanmugsa, bunun P, (), P, (1,) noktalari arasindaki @Pz yay uzunlugu da

egri boyunca
h
ﬂ =——; h,(u,v)#0
du h

v

olacagindan %PZ yayl

[Ehzv (u,v)—ZFhu (u,v)hv (u,v)+Gh2u (u,v)]% du
h, (u,v)

(3.18)

Bp=s= |

sonlu integraline esittir. (Semin 1987)
3.1.3 Yiizeyin Diizgiin Bir Noktasindan Ge¢en Herhangi Iki Egrisi Arasindaki A¢i

Iki yanl ve 1-nci smiftan bir yiizeyin diizgiin bir P(u, v) noktasindaki birim normal

vektorii 7, P den gegen ve 1-nci smiftan herhangi iki egrisi de C,C * olsun.

C ve C *egrileri, gene 1-nci siniftan
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() u=u(t), v=v(t); u=u(*), v=v(*)

fonksiyonlar1 yardimiyla verilmislerse, bunlarin yer vektorleri, 1-nci siniftan
X =Xu@),v0]  *=xu*),v(1¥)]

vektorleridir.

O halde C ve C * m P diizgiin noktasindaki teget vektorleri
dc _ du _ dv X ou . ov

X — =X

- = u xv R u + xv
dt dt dt ot* ot * ot*
veya kisaca

di=%du+3dv, O%=X%0u+%0 (3.19)

v

olur. (Semin 1987)
3.1.4 C ve C* Egrilerinin P Noktasinda Olusturduklar1 A¢inin Tanimi

P noktasindaki 7 birim normal vektorii, bu noktadaki teget diizlem tizerinde pozitif bir

donme yonii tanimlar. P den gegen iki egriyi belirli bir sirada, ornegin C,C* sirasinda
alalim.Bunlarin ayn1 sirada ve aym noktadaki dx, dxteget vektorleri arasinda, 7 den kiigiik

olmak iizere olusan
(pz%,&‘c’, |(p|<7z

agis;, C ve C* egrilerinin, P deki agilaridir. @ agist 77 den kiigiik segildigine gore, (+) ya da
(-) isaretli olabilir. (Semin 1987)

3.1.4.1 ¢ Acqisimin Cosiniisii

@ agcis1 hangi isaretli olursa olsun, bunun cosiniisii daima ayni igaretlidir ve

dx - ox
CoOSQp = ——— 3.20
P i o o
e esittir.
(3.8) ve (3.17) formiillerini kullanarak
co Eduou+ F(duou + dvou)+ Gdvov (3.21)

S¢= 2 2 2 2
VEdu? + 2Fdudv +Gdv? N ESu® +2F6udv+Gv

biciminde yazilabilir.
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Eger (& ) fonksiyonlarini

(a) u=f@),v=k@);  u=[f*0*), v=k*t*)
biciminde yazarsak

(f) du=fldt,dv=kldt; Oou= f*'t* dt*, 5v:k*'t* dt*
olacagindan
B Ef/f *. +F(fk*. +k f*.)+ Gk *. k]
B 2B KGR B ¥ A2F % k¥, +GR*?

cos@ (3.22)

dir. (Semin 1987)

3.1.4.2 @ Acisimn Siniisii

dx x .. .
—— birim vektorlerinin

ZNE
dx A ox
a5 - |
vektorel gcarpiminin salt degeri bu iki birim vektorii arasindaki agmin salt degerine esittir.O
halde
= dx noX _ (n,dx,0X)
|dx|-[o%]  |a%]-|5%]

=sin @ (3.23)

yazilabilir.

dx A OX vektorel carpiminin 7 ile ayni1 yonlii olmasi halinde, ¢ > 0, aksi halde ¢ <0

dir.
(3.19) ve (3.8) bagmtilar1 yardimiyla

dx Ao = (duov—dvou)x, A X,
bulunur. (Semin 1987)
Aciklama 1
dx=x,d, +Xxd,
X =X,0,+X,0,
dX A& = (%, AKX, )dudv+ (%, A X, dvou
=X, A X, (dudv—dvéu)



ve (3.6) kullanarak

dx A% = H(dudv —dvou)-n

bulunacagindan

olur.

du dv
ou ov

VEdu? + 2Fdudy + Gdv® N ESu* + 2FSuév + GS*

FH-

sing@ =

Deminki gibi egrilerin & fonksiyonlari ile verilmeleri halinde de

AR

: N
sing =

B 2K+ GR [Eg ¥ v2Ff ¥, k¥, +Gk ¥,

bulunur. (Semin 1987)

3.2 Temel Kuadratik Form Yiizeylerin Dis Geometrisi

3.2.1 ikinci Temel Kuadratik Form

27

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Bir P(u,v) diizgiin noktasi yakinlarinda en az 2-nci siniftan ve iki yanh bir ylizeyin P

ye yakin herhangi bir noktasi

O(u+ Au,v+ Av)

olsun. P deki birim normal vektorii 7(u,v) olduguna goére, Q nun P deki teget diizlemden

isaretli d uzakligi

d =<1, PO >

dur ve Taylor formiilii nedeniyle

Aciklama.2
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X=X, u’)

3 —_
AX = X(u'u?) = X(ug,ug) = ) (Ax, )k,
p=l1

. - - | . - -
AX = (xulAul +xuzAu2)+%(xulAul +xu2Au2)(2) +...+—'[(xulAul +xu2Au2)(n) +en]
! n!

hmAuso e, =0
Au? 0

PO = A% = Au¥, + AV&, +%((Au)2 %, + 20uAVE, +(Av) %, + 52)

lim & =0
Au—0
Av—0

yazilabileceginden

o= 1 o - - I
d =<n,Ax >=E(Au2 <H, X, >+20MulAv <7, X, >+AV <7, X, >+ <i,E, >) (3.27)

lim,, , <n,&, >=0

Av—0

uu

d:%(<ﬁ,)_€: >du2+2<ﬁ"i’:uv>dudv+<ﬁ’5éw>dvz)

dir. Eger

L=<n,X, > M=<nXx,>, N=<n,x > (3.28)
dersek, tanim geregince

I =< ii,d’X >= Ldu® + 2Mdudv + Ndv* (3.29)
diferansiyel formu, ylizeyin P diizgiin noktasindaki ikinci temel kuadratik formudur.

Tipki birinci temel kuadratik formda oldugu gibi

L=Lu,v), M=M(wu,v), N=N(u,v)
katsayilar1 da nokta fonksiyonlaridir.

Ayrica sdylemedikge, bundan sonraki kisimlarda, bu katsayilarin ii¢iiniin birden sifir

olmadiklarini varsayacagiz.
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Ikinci kuadratik formun katsayilarini veren formiiller (3.16) ve (3.28) formiillerinden

(G )’ YR CAEAE TS I C A e (3.30)
H H H

u’”"v> " uu
b

sonuclari ¢ikarilir.

L, M ,N Kkatsayilarinin P diizgiin noktasinda ayn1 zamanda sifira esit olmamalar da,

geometrik bakimdan X ,X, ,X, vektorlerinin P diizgiin noktasindaki teget diizleme paralel

olmamalarim gerektirir.
Ote yandan
<n,dx>=0

6zdesliginin diferansiyeli alinacak olursa
<i,d’X >+ <di,dx >=0

ya da

<ii,d’% >=11 =< —dii,dx >= — < (ii du + i1, dv), (X, du + X dv) >

=—<ii, X, >du’—(<i

u?’ u?’

X, >+ <0, X, >)dudv—<i %, >dv’
bulunur.Halbuki
<n,x,>=0,<n,x,>=0 (3.31)

0zdesliklerinin, sirasi ile v ve u ya gore kismi tlirevleri (3.28) dolayisiyla

<n,x,>+<n,x, >=0 <n,x,>+<n,x, >=0
-<n,Xx, >=<n,x, >=M —-<n,,Xx, >=<n,x, >N (3.32)
<n,,Xx,>+<n,x, >=0 <n,x,>+<nx, >=0
-<n,,x, ><n,x, >=1L —-<n,,X, >=<n,x, >M
olacagindan, L,M ,N katsayilari i¢in
L=-<n,x, >
M=-<n,X,>-<n,x, > (3.33)
N=-<n,x >

olur.Bunlarin da gecerli sayilabilmeleri igin ylizeyi tanimlayan vektorel fonksiyonlarin, P

diizgiin noktasinda en az 2-nci siiftan olmasi gerekir. (Semin 1987)
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4. RIEMANN UZAYINDA WEINGARTEN, OLINDE RODRIGUES, GAUSS,
DARBOUX-RIBAUCOUR, CODAZZI-MAINARDI FORMULLERI.YUZEYLER
TEORISIiNIN TEMEL TEOREMIi

4.1 Normal Birim Vektoriin Birinci Mertebeden Kismi Tiirevleri

WEINGARTEN ve OLINDE RODRIGUES Formiilleri

En az 2-nci siniftan

X =Xx(u,v)
vektorel fonksiyonu ile gosterilen yiizeyin bir P(u,v) diizgiin noktasindaki 7(u,v) birim
normal vektoriiniin birinci mertebeden kismi tiirev vektorleri, 7 ye dik olduklarindan, P deki
teget diizleme parelel vektorlerdir.O halde bunlari, koordinat cizgilerinin X, ,X, teget

vektorlerinin lineer kombinasyonlari
4.1)

bi¢ciminde yazilabilir.

Bunlar sirast ile X, ve X, vektorleri ile ¢arpilip ve (3.33) denkleminden yararlanilirsa
<n,X,>=a,, <X,,X, >+a, <X,,X, >
olur, burada

L=-<n,x,>M=-<n,x, >-<n,x,>N=—<nx, >

vy

E=<Xx,Xx,>F=<X,X, >G=<X,X >
oldugundan

—-L=a,E+a,F
elde edilir. Benzer sekilde

(ii,, %) = ay (%, %, )+ a, (%,,%,)
esitliginden

M =a, E+a,F

esitligini
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<ﬁu ,fcv> =a, <)?u , 5c'v> +a,, <7€V, )?V> esitliginden
-M =a,F +a,G
esitligini
<n,X,>=a, <X,,X, >+a, <X,X, > esitliginden
-N=a, F+a,G

esitligi bulunur. Olusan denklem sistemi ¢oziilerek a,,, a,,, a,,, a,, bilinmeyenleri asagidaki

gibi elde edilir.
—-L=a,E+a,F
-M =a, F+a,G

+FL =—a, FE —a,F’

—EM =a,EF +a,EG
FL-EM =a, (-F* + EG)
%V—J

HZ

H’a, =FL-EM

M =a, E+a,F
-N =a, F +a,,G

GM = -a,,GE —a,,GF
—FN =a, F* +a,,FG

FN-GM =a,, (-F* +GE)
—_—
HZ

H?a, =FN-GM

—-L=a,E+a,F
M =a,,F+a,G

-GL = a,,GE +a,,GF
FM =—-a,,F* —a,FG



~GL+FM =a, (GE—-F?)
%/_J
HZ

H?a,, = FM —GL

M =a, E+a,F
-N =a, F +a,G

FM =-a, FE - a,,F’
—EN =a, EF +a,,EG

FM —EN = a,, (-F* + EG)
%V—J
H2

H?a,,=FM - EN

H?a, = FL-EM
H’a, = FN - GM
H’a, = FM - GL
H’a,, = FM — EN

veya

olduklarindan
i, = # [(FM - GL)X, + (FL — EM)X, |
i, = # [(FN - GM)X, + (FM — EN)%, ]

olarak bulunur. Bunlara WEINGARTEN formiilleri denir.

Eger koordinat ¢izgilerinin ylizey iizerinde olusturduklar1 parametreli egrilerinin ailesi

dikse F' =0 dir ve (4.3) formiilleri
H®=GE

oldugundan

(4.2)

4.1

(4.3)

32
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4.4)

esitliklerini verir.
Eger fazla olarak, koordinat gizgileri yiizey tizerinde M = 0 6zdesligini saglayabilecek

bicimde secilebilirse, (4.4) formiillerinden,

(4.5)

olup

(4.6)

olur. Bunlara da OLINDE RODRIGUES formiilleri denir. (Semin 1987)
4.2 GAUSS Formiilleri

En az 2-nci smiftan
X =x(u,v)
vektorel fonksiyonu ile gosterilen yiizeyin diizgiin bir P(u, V) noktasinda yer vektoriiniin ikinci

mertebeden

uu > xuv’ xvv

kismi tiirev vektorleri, lineer olarak bagimsiz X, X,, #n vektorlerinin lineer birlesimi

Vo
biciminde yazilabilirler.

- = 2 — -

X = 1_‘ll‘xu + rllxv + aln

;Cuv = FIIZ‘)_C.u + FIZZ‘;CV + aZﬁ (47)

X, =1,x, +1,x +a;n



Bunlara GAUSS formiilleri denir. l"; katsayilar1 da 2-nci tiirden CHRISTOFFEL sembolleri

adin1 alirlar.
Once her iic esitligi skaler olarak 7 ile ¢arptigimizda (3.28) formiilleri
(X,,1) =T} (%,,5)+ T\ (X,,71) + &, (i1, i)
[ (N ———

0 0 1

(%,,.7) =T} (%, i)+ T3 (%, 1)+ a, (i, i)

uv

<)?w , ﬁ> =a,
M=«a,

(X,,,1) =Ty, (%,,0) + T (X, i)+ a; (i, i)

<)?W , ﬁ> =a,

N =a,

o, =L, o, =M oy =N (4.8)
verir.

Ote yandan

F=(x,x,)
nin # ve v ye gore kismi tiirevlerinden

F;l = <auu’5€\/>+<7cu’%uv> = <fv’it¢u>+lEv

— 2
" (4.9)
F,=(%,.%,)+(%,.%,)=(%,.%,)+G,
lG 2
5

veya

<xv";éuu> = F;l _lEv

12 (4.10)
<xu’£vv> = Fv _EGu

¢ikar. (Semin 1987)



Aciklama 3

(%.%) =%, =E=E, =(%,,%)+(%%,) B, = (%, %,) + (%, %)
Ev: <Qu’5éuv> Eu:2<_>uu’_>u>
. 1 1 - =
<xu’xuv>:EEv EEu :<xuu’xu>

<‘)—év’xv>: ﬁvv :G: Gu = )ﬁcvu’xv>+<‘)ﬁcv’_’vu> Gv = va9_.v>+<5€v95évv>
Ev:2<_.vu 55 > Gv:2<_.vv’_>v>
- - 1 1 .
<xvu’xv>:EGu EGV :<xvv’xv>

Buna gore (4.7) denklemlerinin X, ve X, ile skaler olarak ¢arpimlari sonucunda da

(4.10) yardimu ile

uu > u

<)? X >:1"111<>?u,)?u>+1"121<)?V,>?u>+a1<ﬁ,iu>
1 E F

—E,
2

lEu =T\ E+T,F
2

(X%, ) =T\ (%, %)+ T (X, %) + a, (71, X,)
[ — S — —

1 F
F,—E,
2

F, —1Ev =I\F+T,G
2

(%,,%,)=T1,(%,,%, )+ (%%, ) +a, (ii,%,)
H—J | — | — | —

1
EEV =IL,E+T,F

35



<‘)—C.uv’iv> = F}Z <xu’5(’:v>+rlzz <5C’v,5€:v>+a2 <ﬁ,)?v>

%Gu =I,F+T},G

(0%, ) = Th(F,.%,) + TH(%,,%, ) + & (i %,)
o) = oS Balf 2+ (0

F-ig £

F —%Gu = FZIZE + FZZZF
<xw,x > F12<fcu,)?v>+F222<)?V,?cv>+a3<ﬁ,iv>
e N/ Lo ;

7Gv
2

1
EGV =I,F+I,G

Sonug olarak

Erlll‘l'Frlzl :%E

u

EF112+FT122 :%Ev

ET), + FT., =F, —%G

FT, +GF121 F, _%E

Frllz + Grlzz = %Gu

Frzlz + GF222 :%Gv

bulunur. Buradan da ¢6ziim yapilarak



ET111+FT121 :%Eu

FTlll +GF121 :F; _%E

v

EGT), + FGT} = %GEu

- F°T, - FGT}, =—FF, + % FE,

(EG-F)I\, =—FF, + 1 GE, + lFEv

HZ

2H’T, =-2FF,+ FE, +GE,

v

1
ET112+FT122 =§E

u

1
T, +GI), = 5 G

1
GET|, + GFT?, = ~GE,

- FT}, - FGI'}, = —%FG

u

(GE-F*)[), = lGEv - lFGu

H2

2H’T|, =GE, - FG,



ET212+FF222 :F;_%Gu

FT), + GI;, = %GV

GET,, + GFT;, = GF, — %GGM

v

- FT,, - FGT;, = —%FG

1 1

(EG-F*)I,, =GF, - -GG, ——FG,

H2

2H’T), =2GF, - GG, - FG,

ET111+FT121 :%Eu

FT) +GI =F g

u v

- FET) - F°T} = —%FEM

EFT|, + EGT}. = EF, - %EE

(EG-F*)[, =EF, —lEEV - lFEu

H2

2H’T} =2EF, - EE, - FE,

38
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ET), + FT), = %E

v

FT!, +GI, = %G

u

—FET), -F°T), = —%FEV

EFT), + EGT, = %EGu

EG-F)I? :—lFE +1EG
12 v u

HZ

2H’T), = EG, - FE,

ET,, + FT;, =Fv—%G

u

1
FT,, +GT;, = 5 G,

1
—FET,, - F°T,, =—FF, + EFGM

EFT,, + EGT;, = %EGV

(EG-F*)T;, = lEGv —FF, +lFGu

H2

2H’T,, = EG,-2FF, + FG,

2H’T), =-2FF, + FE, + GE,
2HT), =GE, - FG,

2H’T,, =2GF, -GG, - FG,
2HT} =2EF, — EE,— FE,
2HT?, = EG, - FE,

2HT,, = EG,—2FF + FG,

4.11)

elde edilir.



40

Eger koordinat ¢izgilerinin yiizey iizerinde olusturduklar1 parametreli egrilerinin ailesi

dikse F'=0 06zdesligi, (4.7) formiillerini (4.11) yardimiyla

- E, - - ~

==X, ——=X,+Ln
2F

- E _

bicimine getirir.

F =0 i¢in
2HT|, =GE,
G
r=———
11 2 H2 u
——
EG—Ej
Flll = iEu
2EG
L _ B,
11 2E
2H’T}, =GE,
G
I, EYTER
G
12 2EG v
. E,
12 2E
2HT), =-GG
G
L =——aG
22 2H2 u
G
I, =——
22 2EG u
G,

(4.12)



2HT =-EE
E
[ =——-E
11 2H2 v
2___E
11 2EG v
E
1_‘121 ==
2G
2HT, = EG,
E
I=—H5G
12 2H2 u
F122 = LGM
2EG
» _ G,
12 2G

2H’T;, = EG,
E

I, =WGV
E
I,=—-G
22 2EG v
G
;="
220G

Bu degerler (4.7) de yerine yazildiginda

. E, . E _ _
X,=—%X ——=X,+Ln
2E 2G
X, = E, X, +—=X,+Mn
2E 2G
)?W=—G“ X, + G, X, + Nn
2E 2G

bicimine getirir. (Semin 1987)
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4.3 CODAZZI -MAINARDI Formiilleri: integre Edilebilme Kosullar

GAUSS formiillerinin bir P(u,v) diizgiin noktasinda uygulandig yiizey eger 3-ncii
mertebedense, ayni1 noktada yer vektoriiniin

(Xu)y = (X ) > (), = (), (4.13)

0zdesliklerini gerceklestirmesi gerekir. O halde (4.7) formiilleri kullanilacak olursa

(Flll‘;éu + 1—‘121‘5C>v + Lﬁ)v = (F112xu + FIZZ‘)_C:V +Mﬁ)u (4 14)
(0),x, + T5,%, + Nii), = (T,%, + [X, + Mn), (4.15)
(4.14) den

(ril)vfu + Filfuv + (rlzl )v'%v + rlzl'%vv + Lvﬁ + Lﬁv
= (F}Z)u )?u + I_‘}2';Cuu + (F]22 )u ‘;C.v + 1—1122‘5C.vu + Muﬁ + Mﬁu
ya da
I:(F}I)v - (FiZ)u :I 'X:u + ':(rlzl)v - (F122 u ] ‘%v + (F}I - 1—‘122 )iuv
+I1)%, —T,%,, +(L,—M,)ii+(Li, — Mp, ) =0
olur. GAUSS ve Weingarten formiillerinden yararlanarak,
[T, =), |%,+[ @), -@), |5,
+H(I), =TT, + TR, + Mii) + (0])(Ty,X, +1735,%,+Ni)
—I', (T %, + 5%, + L)+ (L, —M )i+ (Li, — M, ) =0

ya da

bl

[(r}l)v _(riz )u + rll 12 _rlzzriz +r121F]22 _%} u
+|:(r121 )V - (1—1]22 )u + F}1F122 _Flzzrlzz + F]21F§2 _Fizrlzl } iv
(T} =Th )M+ T N=TL,L+(L, - M,) ]i

+%[(FN—GM)XH +(FM—EN)Z, |

-%[(FM—GL)XU +(FL-EM)X, |=0

ya da
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|:(F}1)V _(Fiz )u +F121r122 _rlzzriz +%(LN_M2)} iu
+|:(F121 )V _(F122 )u +F11F122 _(Flzz )2 +F121F§2 _rizrﬁ _%(LN_MZ ):| iv

+[ (T =% )M+ TN =T},L+(L, =M, ) i =0
olur X ,X, ven nin katsayisini Ay, A,, A; ile gosterirsek;

F

A=(TY) () +THT, ~THI +?(LN—M2)

E

Ar= (F121 )V - (FIZZ )u + Filrlzz - (F122 )2 + Flzlrgz - Fizrlzl - ?(LN -M’ )

A3=[(r}1 ~T%,)M+TEN-TLL+(L, - M, )]
olup yukaridaki vektorel denklem
AX, +AX, +An=0
seklinde yazilir ki {iu X, ﬁ} lineer bagimsiz oldugundan, A;=A,=A;=0 dir. Bdylece

F(LN-M’)

02 = (Fiz )u _(Fil )V + Ffzflz _F121r122 (4.16)
E (LN -M ) 2 2 12 22 eyl 2 )2
T = (Fl 1 )V _(FIZ )u +I 0+, =T, — (FIZ ) (4.17)
L-M~(},-T}, )M+T,L-T}N (4.18)

olur. Simdi ayni islemler (4.15) i¢in yapilirsa;

(T ) X 4T X+ (r;z)u X 4T3 X, +N fi+Ni,
=(I},). %, +(),) %, +(Th) X, +(Th) X, +M,.i+Mi,

ya da

(), (), J5. +[(r2), (72 Js+ v s
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+ [ng - Fiz ] (F12Xu + Flzzvan) + (Nﬁu —Mn, )

Xuy

+T, (r}lxu +I2x, + Ln)—(rf2 )(Flzziu +I2% + Nﬁ) =0

[(Flzz )u - (riz )V + Fizrgz o Fizriz + Fhrlzz o Flzzriz } )_{u
+[(F§2 )u _(Flzz )V + 7 22 _rlzzriz + 1lelrlzz - T7 22 :|iv
[N, =M, +(I%, ~T}, )M+ T, LT, N i

+%((FM ~GL)X, +(FL-EM)X, )

ny

M

H?

((FN-GM)x, +(FM-EN)%, )=0

n,

ya da

|:(r}1 )u - (riz )V + rizrgz - (riz )2 + r}1r§2 - rlzzrlzz - %(LN -M’ )} iu

{(r; ), (%), ~Thr, +T5rs, +%(LN- M )} X

[N, =M, (I3, =T}, )M+ T, L-T}N [ =0
olur. X ,X, ve n vektorlerinin katsayilar1 By, B,, B; ile gosterilirse denklem;
BX,+B,Xx, +B;n=0

seklinde yazilip By, B,, B; katsayilari sifira esitlenebilir. Boylece de

%(LN -M ) = (Flzz )u - (Flz )V + Fizriz - (Fiz )2 + r121r]22 - 1—‘1221—‘122 (4.19)
%(LN—Mz) = (I, ) (13, ) +I20 -T2, (4.20)
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M,-Ny=(I3, - T}, )M+T,L-T}N (4.21)

denklemleri bulunur.
(4.18) ve (4.21) denklemlerine Codazzi-Mainardi formiilleri veya integre edilebilme

kosullar1 denilir.

a) Yiizey lizerinde F=0 ise;
EVU EV EV Gu Gu GV
Di=gp Timmyge Temgpe Tamgp Tomggve =g
oldugundan (4.18) ve (4.21) esitlikleri yeniden yazilarak;
LV+E“M—EV N=Mu+EVL+G”M
m G 42
N,~——L+—M=M +—M+—N
2E 2G 2E 2G
olur.
b) Ustelik yiizey iizerinde M=0 ise, (4.22) den
L, - f“ N= fv L
C? GE (4.23)
— u — u N
2E 2G
cikar.

¢) Eger yiizey sifir uzunlukta egrilere -minimal egrilere- nispet edilirse, yiizey lizerinde

0zdes olarak E=0, G=0 olacagindan;

F
=R = (),

T

=(lg[F]), . T} =T}, =0}, =0%=0

2 _ u
FZZ_

olacagindan, (4.7) formiilleri
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X,, = (lg|F|) X, +Li
X, =Mn (4.24)
X,, =(lg[F|) X, +Ni

bi¢iminde olur.

Codazzi-Mainardi formiilleri ise;
L,-M, =-M(Ig|F|)

! (4.25)
M, N, =M {le]F)

olur. Buradan da

(Mu—ij :(MV_N“) (4.26)
M \4 M u

sonucu ¢ikar. (Semin 1987)

4.4 Yiizeyler Teorisinin Temel Teoremi: Gauss Karakteristik Denklemi

(3.7) deki <Xu, iv> =F esitliginin 6nce u ya sonra v ye gore kismi tiirevleri alinirsa;

<iuu’ iv>+<iu’ iuv>:Fu

<qu7 Xv>+ 2V :Fu
<§uuv’ iv>+<iuu’ ivv>+%:Fuv (427)

<§uuv’ iv>+<iuv’ iuv>: G2l’1u (428)

olur. (4.27) ve (4.28) esitsizlikleri taraf tarafa ¢ikartilarak
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yada

(Ror Xy )= (X s X >=2Fuv_Guu_EW (4.29)

uu? “tvv uv? ““uv 2

elde edilir. (Semin 1987)

Teorem 4.1 Bir P diizgiin noktasi yakinlarinda sinifit >3 olan bir yiizeyin ikinci temel kaudratik

formunun
LN-M’
diskriminanti, birinci temel kaudratik formun katsayilari ve bunlarin birinci ve ikinci

mertebeden kismi tiirevlerinden bazilar1 yardimiyla ifade edilebilir. (Semin 1987)

Ispat (4.7) ve (4.8) esitsizliklerinden
<iuu’ ivv > - <iuv’ iuv> = F}lr‘lﬁ <iu’ iu > + F}ll—gZ <iu’ iv>

+F]21F122 <§v 4 )_iu > + I_11211—‘52 <§ s i

_(Fiz )2 <iu’iu>_(r122 )2 <iv’iv

ya da

olup (3.7) kullanilarak

<§uu7 §W> - <§uv7 iuv> = (F11F§2 - (FiZ )2 )E



+ (Flzlr§2 - (1-122 )2 )G + (rilriz + r121F122 - 21“12 ) F
+(LN-M?)
yazilabilir. (4.29) nedeniyle de

2F - -E
o G (i

+ |:(F122 )2 - Fflriz } G+ I:Zl—‘}z - Fi 1F§2 - r‘1211—‘122 :I F

¢ikar. Bu son esitlik Gauss karakteristik denklemidir. (Semin 1987)

48

(4.30)
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5. LORENTZ UZAYINDA GAUSS FORMULLERI

5.1 Birinci ve ikinci Temel Kuadratik Formlar

L* de time-like ya da space-like olan bir M yiizeyi

X =X(u,v)
vektorel fonksiyonu ile verilmis olsun. Eger bir C egrisi (veya bunun bir pargasi) tamamen bu
ylizey lizerinde ise, yiizeyin bu egri lizerinde gezinen bir P noktasinin u, v parametreleri, egri
boyunca ayni bir t parametresinin

u=u(t), v=v(t), a<t<b
bi¢iminde fonksiyonlaridir ve C nin t parametresine baglh vektdrel denklemi de

X = i(u(t), V(t)) (5.1)
olur. Eger C egrisi 1-nci simiftan ise, ylizey pargasi da boyle sayildigindan vektorel fonksiyonu
da 1-nci siiftandir. C egrisinin her P(u,v) noktasindaki tegeti
_dx_ax du ox dv

dt oOu dt ov dt
du dv

=X, —+X,.—
dt dt

x'(t)
(5.2)

dir ve bu noktada X xX_ # 0 dur.

(5.2) de her iki taraf dt ile ¢arpilirsa
dx =X du+X dv (5.3)

vektori elde edilir.

C egrisinin P noktasindaki lineer elemani

ds? = dx* = (x'(t))" dt?
oldugundan (5.2) den

ds? =dx* = (X, X, )du” +2(%,,X, )dudv + (X, X, )dv’ (5.4)
bulunur.

€1, &, €, &4, &5 igaret fonksiyonlari, iu,iv M deki teget vektorler ve n de M deki
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birim normal vektorii gostermek iizere asagidaki esitlikleri tanimlayalim:

yada

yada

yada

ya da

2

(f,.1,)=¢, i,
<ﬁv’ﬁv _82 ﬁv ’
(1,0) =g,
(X,.%,) =&k =&,E (5.5)
(.5 )=¢, %[ =&,G
(3,5, ) ==
£,€,
2
H® =¢,6,EG - SFS (5.6)
3¢4

. - L
- sAxy )= YA 5.7
<nLl X> <IlX > \/a (5.7)
(ii,,X,)+(0,%,,)=0
.. - N
- X, ) ={(n,X )= 5.8
<nv > <nx > \/a (5.8)
(1i,,X,)+(0,%,,)=0
M
= (5.9
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=

~( u,iv>:<ﬁ,ivu>=\/§ (5.10)
194

bulunur.

Boylece (5.4) yeniden yazilarak;

I =ds? —aEdu +— 2k dudv+eg, Gdv?

NEXS

bulunur. Buna yiizeyin P noktasindaki birinci temel formu veya temel kuadratik formu denir.

En az ikinci smiftan bir yiizey lizerindeki P(u,v) noktasi i¢in ikinci temel kuadratik form

da

L Mdudv + dv?

Fd[r FJ -

seklinde tanimlidir. (Ekmekci ve Tunger 2007)

=

5.2 Gauss Formiilleri

En az 2-nci siniftan
X =X(u,Vv)
vektorel fonksiyonu ile gosterilen ylizeyin diizgiin bir P(u,v) noktasinda, yer vektoriiniin ikinci

mertebeden

w, Ry, R,
kismi tirev vektdrleri, lineer bagimsiz X, X, n vektorlerinin lineer kombinasyonlari
biciminde yazilabilirler.

=X TR, +af

X, =X, +THX, +o,i (5.11)

- o= 2 = .
w =X, +15,X +o,n

ot}
f=1

Bunlara Gauss formiilleri denilir. Fg katsayilart da 2-nci tiirden Christoffel sembolleri
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adim alir.

Once, her iig esitligi skaler olarak 1 ile garpalim.

(X0 =T (X, 0)+T7 (X,.1)+ o, (iL,0)

0 &s

(=}

(X0 =0, (1,1) (5.12)

ve (5.5) den dolay1 <ﬁ,ﬁ> =¢, olup, bu esitlikler

(5.7) den dolay1 <iuu,ﬁ> =

€,€;
(5.12) de yerine yazilarak
L
=085
\EE;
ya da
L
o, =—F— (5.13)
85 V 8183
olur.

—_—
(X, 1) =01,.8 (5.14)
- = M . .
(5.9) dan dolay1 <Xuv, n> = ve (5.5) den dolay1 <n,n> =¢&; oldugundan, bu
V€283
esitlikler (5.14) de yerine yazilarak
M
=0,.E5
NERA
buradan da
M
= (5.15)

olur.
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(X,,.1) =T, (X,,0)+ 5, (X,,0)+0a, (i,1)

(X,,,1) = 0,€; (5.16)

(5.8) den dolay1 <§W,ﬁ>: ve (5.5) den dolay1 <ﬁ,ﬁ>=85 oldugundan, bu

£,8,
esitlikler de (5.16) da yerine yazilarak
N
oy =——F— (5.17)
€54/€,8,
bulunur. Ote yandan (5.5) deki <§u , §V> = esitliginin u ve v parametrelerine gore
€58y
tirevleri alinirsa;
. o F
<qu’Xv>+<Xu’Xuv>: =
VEE,
(5.18)
I F,
<Xuv’Xv> +<Xu’xvv> =
€384

olur. (5.5) deki <XV, Xv> =¢,G esitliginin u ya gore kismi tiirevi alindiginda

(X,.%,)+(X,.X,, ) =¢,G,

uv? v

ya da

Ry
<Xv’Xuv>_ 7 Gu

bulunur. Bu esitsizlikleri (5.18) de kullanilirsa
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F
<§uu’ﬁv>+8_3Ev: =

€8,
(.5, )+5.G, =

) E e (5.19)
SN T
dir.
Ayrica (X,X, ) =¢;E esitliginin u ya gore kismi tiirevi alindiginda
(R X, )+ (XX, ) =65E,
<qu’iu>:%3Eu (5.20)
(X,,X,)=¢,.G esitliginin de v ye gore kismi tiirevi alindiginda
(%,,.%,)+(X,.X,,) =¢,G,
<§W,§V>:%“GV (5.21)
bulunur.

(5.11) deki Gauss denklemlerinin X ve X ile skaler carpimlarini alip (5.5), (5.19),
(5.20), (5.21) esitliklerinin kullanilmasi ile asagidaki esitlikler elde edilir.

(R Xo) =T (R, X )+ T (LR ) + o (1K)

0

%Eu =Tl g,B+T —— (5.22)
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F F
L _BE =T, —+T7e,G (523)
g€, 2 \EE,

F
2E,=T,5E+T}, —— (5.24)

=G :riziwfzsﬁ (5.25)

L 4G, =TyeE+T}, — (5.26)

+T2e,G (5.27)

Boylece F}l, Flzl, F}z, Flzz , Flzz, F;z katsayilari hesaplanir. (5.22) ve (5.23) beraber

¢oziilerek;

_F
F

N R T
Jeg, 2

€€,
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-£,G
F

&; 1 2
—E =T ¢.E+T
5 u 1183 1 /_8384

2
Fh & g -p - ip_fifg
€€, 2\/e, NERH €,€,
~B8GE, =T, (~6,6,EG)+ I <TG
2 €.8,

F’ FF
| ——geEG|=—v-——2 pg -S5%GE
£,8, €€, 2\/e.8, 2
_H?
F.E
oL 8 pp  Bfgp  Ih (5.28)
2,/es8, 2 €8,
bulunur. (5.24) ve (5.25) beraber ¢oziilerek
F
84G/ S p T e B+, ——
2 €,€,

F
- /Z“Guzl—‘iz—+rf284G

€48, NEEH

5% GE, =T'ee,GE+ [ —2<GF
2 €,€,

2
7 F.Gu:F}Z(—F—]—FfZ S GF

2\/e.8,




2
r}2[83s4GE— F }8384 GE, -—2_FG

.8, 2 NERS °
H2
r= |88 GE & g (5.29)
H™| 2 2\/e€,

bulunur. (5.26) ve (5.27) beraber ¢oziilerek

2
% GF -2GG, =T\ e,,GE+ 2, —i<GF
/8384 2 8384
g . F? , €
% pG =71~ 12 SGF
2,\/es¢, €8, €,€,

F’ 1
rg2(a3s4GE——J— iz GFV—EGGU—S—“FGV

NCEH

€58, 2\/es€,
H2
1 € 1 1
r,=—|—+— (GFV——FGVJ——GGU (5.30)
2 H2|:,/g3g4 2 2 :|

(5.22) ve (5.23) beraber ¢oziilerek
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Ve / Bp _pleperf
€,€,
F F
83]7 - _8_3Ev =T, ——+T}e,G
Jeg, 2 €,€,
8 1 _8 2 F‘2
—— 3 BF=I'| —2-FF [-T’,—
2858, 3&4 €384
2
€
* FE-3EB E=T!| —2+EF |+Ie;,GE
€384 3&4

(5.24) ve (5.25) beraber ¢oziilerek
F

F
S g =@ e E+I7 ——

g8,/ 2 VEE,

F
e, E/24G, =T, ——+T2%,G
2 €,€,

€ | & _¢1 [ F
FE, =I',| - E +Ih(— ]
2\/g,8, 1€, €€,

58

(5.31)



BYMEG, =T, | —224EF |+T7% (£,6,EG)
2 3€4

1 |e F.E
I’ =—|2|¢,EG, ———
12 HZ [ 2 ( 4 u '8384 j}

(5.26) ve (5.27) beraber ¢oziilerek

_F F
/ v %G =T g B+

F
JE€s | &€, 2 €,€,
€ F
€ E/“GV =), ——=+12¢,G
3 2 22 \/; 22%4

364

_FF, L &

2
FG, =T}, B
€8, 28, €58,

%EGV T2, (£,6,EG)

2 =—| & G, + &8 pG, -5
H| 2,/e.e, 2 €,€,

bulunur. (Ekmekcei ve Tunger 2007)
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(5.32)

(5.33)

Teorem 5.2.1 Eger koordinat ¢izgilerinin ylizey {izerinde olusturduklar1 parametreli egrilerinin

ailesi dikse F=0 olacagindan

C 1 (sl E,
Fll_%Eg 2 KT/'EU

C 1 (s E,
1_‘12_%{]5/@1/ 2 /QT/EV
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2 1 % G,
Fzz—%E/G 5 /E/'Gv G

olup Gauss formiilleri

_ E, - E, _ L .
= - X Bl
2E 2e.¢,G E5+/€,€;
E -
X, =—=X, + G, X, +L.n (5.34)
2E 2G €5+/€,€;
_ G, - G, . N _
X, =— X, + X, +——n
2¢e.¢,E 2G €5+/€,€,

seklinde yazilabilir. (Ekmekci ve Tunger 2007)
5.3 CODAZZI-MAINARDI Formiilleri

Gauss formiillerinin bir P(u,v) diizgiin noktasindan uygulandig1 yiizey eger 3-ncii

siniftansa, ayni noktadaki yer vektoriiniin

(iuu )v - (iuv )u ’ (ivv )u - (iuv )V (5.35)

Ozdesliklerini gergeklestirmesi gerekir. O halde, (5.11)deki Gauss formiilleri kullanilirsa

X, +X, +—F—iq| =| X, + X, +———1 (5.36)
Es/&185 )

- - N - - M
{F;zxu +T2,%, +—.n] =|T,X, +L,X, +——i (5.37)
EsE8s ) N



olur.
(5.36) nin kismi tiirevleri alinarak
(Fil)v )_iu +Fil (iuv)+(r121 )v iv +r121§vv
+ L n, + L, n
EsAJEE;  E5~/EE;
=(r},) %, +0,(X )+(F122)ux +T5 (%)
+ M n, + M, n
85\/8283 ’ 85\/8283
ya da
|:(r11> _(r:2> :|Xu+|:(r121) (rlzz) :|_>v
+(I), =I5 %, +TH(R,,)-Th, (X,,)

bulunur.

(5.37)nin kismi tiirevleri benzer sekilde alindiginda

(M ), %o+ (o) R+ (1), %, (%)%,

+( N, Jﬁ+ N n
85\[8284 85\/8284 ¢
= (F}Z )v iu +1—‘12 (iuv)+(1—‘122 )v iv +F122 (ivv)

M, M

i+ n,
€51/8,83 €54/€,83

+

ya da

(), (). ]+ (2, () ]

(5.38)
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2 1\ = 1S 22
+(F22 _FIZ)Xuv +IX,, X

\A%

+ N, M, n+ N n M n =0 (5.39)
E51JE,8,  €54/E,8; €5+/€,€, €54/€,€5

bulunur.

Tekrar Gauss ve Weingarten formiillerinden yararlanilarak (5.38)den
[(r}l )V - (riz )u ] 'Xu + |:(r121 )V - (r122 )u i| 'iv

M
+(T, —rg)[r}ziu +I2% +—.n}

N

2 12 2 = —

+I, (Fzzxu +I'5,X, +—8 — n
5 2%4

. . L .
-T, (F}lxu +T7 X, + nJ

L, M, ). L . M
+ - n+ n, - n, =0
85\/8183 85\/‘3283 €;s \/8183 85\/8283

!

[(F}I)V _(Fiz)u + Fl1 12 _rlzzriz +F121F122 _;:{17111/} u

+ |:(r121 )V - (1-122 )u + Fi 1r122 - r122F122 + rlzlrgz - r:zrlzl ] iv

L M .
{@;I_F;Z)Lqﬁi_r;z L, L J
€5+/€,8;5 €54/6,€, 85\/8183 85\/8183 85\/8283

PO . S

\%
€54/8:83 €51/€,83

[(F}l)v _(Fiz )u +F121F122 _Flzzriz}-iu
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+ |:(1"121 )V Bl (rlzz )u + rilrlzz + 1lelrgz - 1“121"121 B (1"122 )2 } X

M N L L M
1 2 2 1 v u =
+ (), T3 +T2 -T! + - i
€54/8,8; €54/8,84 s \/8183 ;s \/8183 85\/8283
L M
+ n,— n,=0
€5/8:83 €51/€,83

bulunur.

Buradaa,,, a

a,,,a, ve a,, , Weingarten matrisinin bilesenleri olmak tizere

seklinde n, ve n, vektorleri X veX,

yazilabilir. Boylece (5.40)dan

[(rl) ~(I},) +T30, rfzr}z].iu
+[(1‘1

~(Th), + TS+ T T (M) R

v

M N L L M ~
— et ——-T), + v CR 7t
€,€, E54/€,8, 85\/8183 85\/8183 85\/8283
_ M _ . _
+— a, X, +a,X, (a“xu+a12xv):0
€54/€/83

(5.40)

vektorlerinin  lineer kombinasyonlar1 seklinde

|:(1—‘11 )V _(Fiz )u + 1—‘121r‘122 - Flzzriz 21

€€,

+

+|(r), -T3,) M 2N

(Flzl )V _(rlzz )u + Filrlzz + r121r§2 _rizrlzl - (rlzz )2

EHM -
X,
€54/8,83

a,M

a,L _
& «[88

-~

B €54/ €83 €5

f

L M
1 N u "
I, + — n=
85 \/ 8183 85 \] 8183 85 \/ 8283

(5.41)
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X,, X, ven nin katsayilar1 A, A, ve As ile gosterilirse
1 1 2l 2 1

A = (rll )V - (Flz )u +I 0, =1L,
L M

+ a, — a,
85 8183 85 8283

A, =(rfl) —(Ffz) +rilrfz+rflr§2—rizra ()

a,
s \/8 83 € \/8 g,
ve

M 2
+F11 it
€54/€,8;5 €:4/€,€, €54/€,8;5
LV

+ M
85\/8183 85\/8283
olup (5.41) denklemi
AX, +AX, +An=0

Ay = (Fil _Flzz)

ile gosterilebilir. Burada )?u, iv ven vektorleri lineer bagimsiz olduklarindan A;, A, ve Az

katsayilar sifirdir. Boylece

— M _ I I 2 2l
Ay~ a, = (F12 )u _(rll)v +Ipl, 1Ty,
€s \/8183 €s \/8283

L = M 5
4 T 12
€54/€,8;5 €5+/€,€;
M o N o L

L
v 2 1
(FIZ rll) B 12
851/8183 w/88 €,€, €5+/€,€, €5+/€,€5

(Flzz) (Flzl )V - F}IFIZZ _r121F§2 * Fizrfl + (Flzz )2

(5.42)

(5.39) denklemi i¢in benzer islemler yapildiginda,

(), (). ]+ (), () ]
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€54/8,84
N - N _ . _ .
+ M n+ (anxu +3,X,)
EsnJE,E4  E5+/E4E; E5+/E,E,
M _ _
— (a,X, +3,%X,)=0
€54/8,8;

2 N  _ M _ |
[(rlzz )u _(Fiz )V +T3,10, _(Fiz) + T3, T, + A ~a21}‘u
E5+/6,€, €5+/€,€5
I N M _ |
+ (Fiz )u _(1—«122 )v + r‘22 12 _Fizrlzz +F122F121 _%2/"’ c lee a — c \/g 'a22j|xv
L sV &84 sV E283
I M L N M, |
L e e e o et e ol .
i £54/8,E; £5/8.8s EE.Es  Esn[EsEs  E54/EsE,
(5.43)

(5.43)de X, X, ven vektorlerinin katsayilar1 By, B, ve Bj ile gosterilirse

B, = (rlzz )u - (riz )V + rizriz - (riz )2 + Flzzril
N _ M

a,—
€54/€,€, €5+/€,€;

2l —
-, + -y
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B, = (ng )u - (F122 )V _Fizrlzz + 1ﬁlzzrlzl
N _ M

a, = -y

+ .
€54/€,€, €54/€,8;

M L N
(12 1 1 2
B, _(Fzz _Flz) +1, T
€54/€,€, €54/€,84 €54/€,€,

+ Nu _ Mv
85\/8284 85\/8283

olup denklem

BX,+B,Xx, +B;n=0
seklinde yazilabilir. X ,X_ ven vektorleri lineer bagimsiz oldugundan By, B, ve B; katsayilari

sifira esitlenerek

N M _
&5 \/8284 T 85\/8283 = (Flz )V _(Flzz )u * (Flz )2 _rgzrlz _F122F11 +r122r]22

N _ M

- 2 2 1 -2 12
A~ Ay = (Flz )V _(rzz )u +Ip, =Tl (5.44)
€5/, €54/E,E;
N, M, ) | M . L , N
- :(_rzz +F12) -, +1,
58,8y E5v/EsEs €5+/E,8, €5/E,E; €5+/E,8,

bulunur.

(5.42) ve (5.44) igin son esitlikleri olan
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L, , M , N L
(rlz ril) - +r}2
851/8183 1/8 €, €,€, €5~/€,€, E5+/€/E;
(5.45)
N M L N
—— : :(Flzz _ng)—_rlzz +1—‘122
85\/8284 85\/8283 €5+/€,€;5 €54/€,85 €54/6,€,

formiillerine x(u,v) yiizeyinin Codazzi-Mainardi formiilii denir.

a) Yiizey iizerinde F=0 ise (5.45) formiilleri (5.34) yardimu ile yeniden yazilabilir.

F=0 i¢in;
E -E, E -

Mmgt Th=g—e Thogr  Thegt | Th=oto 1=
2E 28 £,G 2E 2G 2e,¢,E 2G

oldugundan bu degerler (5.45) de yerine yazildiginda,

L, (G Ej M
85@ \/8 &, \2G 2E Jes ez,

E N E L

N \4

+ +—¥
2¢,¢,G 85\/8284 2E ¢,

(5.46)
N, M _( E, ij M
85\/8284 85\/8283 2E 2G €54/8,85
N G, L N G, N
28384E'351/8183 ZG.gSngg4
olur. (5.46)dan
L, N M, E, N E,
\/8183 \/8 €, 2F \/8284 2¢.6,G (5.47)
— MU L E M Gu .

= gy &
\ €283 g, 2E £,8; 2G

Ve
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N, N M G, L G,
\E,E .6, 2G  Jeg, 2e,8,E
274 2%3 1%3 3%4 (548)
M, M E, N G,
= - —+
€,8, g6, 2E  Jee, 2G
yazilir.
b) Yiizey iizerinde F=0 ve M=0 ise (5.47) ve (5.48) denklemleri kullanilarak
L, N E, L E,
VEE  \EEy 2e2,G €85 2B
(5.49)
N, L G, N G,

Jese, B Jeie, 26.8,E B Je.e, 2G

bulunur.

¢) Eger yiizey sifir uzunlukta egrilere (minimal egrilere) karsilik getirilirse, ylizey

tizerinde 6zdes olarak E=0, G=0 olacagindan (5.28), (5.29), (5.30), (5.31), (5.32), (5.33)

esitliklerinden
. FE, +FF,
Fll = — H2 = >
€€, F
( — €58, E(F}J €.,
€584 0
ya da
F
Iy == = (log|F)),
Fiz :05F122 _O’FIZI :0’1"122 =0
5 FF, FF, F,
rzz = 2 2N o
e,e,H ( F J F
€€,
€€,
yada

)y
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olur. Boylece Gauss formiilii

L
X, =(loglF|) X, +—F—=n
i M o (5.50)
"8,
X, =(log|F|) %, + N _ &
¥ E5+/€,€,4
seklinde yazilir.

Ustelik Codazzi-Mainardi formiilii de

L M ) M
s (5.51)

= S =—(10g|F
M

\VEE; _\/8283
VEE,  AJE,8, ¥ €58,

olur. Buradan;

[(f:z; = ]Jﬂ
()]

M B M

u

ya da

sonucu ¢ikar. (Ekmekci ve Tunger 2007)

5.4 Yiizeyler Teorisinin Temel Teoremi: GAUSS Karakteristik Denklemi

bagmntisinin u ya gore kismi tiirevi;

(5.5)deki (XX, )=
€€,



(Koo X, )+ (XX ) = \/g (5.53)
304

dir. Ayrica (5.5)deki <Xu, Xu> =¢&,E esitliginin v ye gore kismi tiirevi;

(X X, ) +(X,, X, ) = &E,

yada
-~ - E,
<Xu H Xuv> = 83 2
oldugundan (5.53)deki esitlikten
- . E, F,
(quaxv>+83 = (5.54)
2 €,8,

elde edilir. (5.54)iin v ye gore kismi tiirevi alindiginda da

70

<iuuv’iv>+<iuu’ivv>+83E7W:% (555)
olur.

(5.5)deki <iv, f(v> =¢,G esitliginin u ya gore birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri
alinirsa;

<ivu’iv>+<§v’avu> = 84(}u

=2(%,,%X,,)=¢,G,

- - _ 8_4G

:><XV’Xvu> 2 u
ve de

<§uv9§uv>+<§v’§uuv>:%(}uu (556)

olur. (5.55) ve (5.56)dan

F €
4 /= — —
= _?Guu_w+<xuu’xvv>
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ya da

1

el

E—1 S —? uu_?EW=<qu’ivv>_< UV’XuV>

Sonug 5.4.1 Bir P(u,v) diizgiin noktas1 yakinlarinda sinifi >3 olan bir yiizeyin P(u,v) noktasinda

durumu
1| 2F
X o Xow ) (X o Xy ) == r—e,G, —¢,E 5.57
<XUU XVV> <Xuv Xuv> 2{@ 84 uu 83 vv] ( )
dir.

Teorem 5.4.2 Bir P diizgiin noktas1 yakinlarinda sinifi 3’ten biiyiik olan bir yilizeyin ikinci temel

kuadratik formunun

] LN M’
s —
‘/81828384 €,85
diskiriminanti, birinci temel kuadratik formun katsayilari ve bunlarin birinci ve ikinci

mertebeden kismi tiirevlerinden bazilar1 yardimiyla ifade edilebilir.

Ispat
L
= _ 1l 2 - —
uu 1—‘11Xu +F11Xv + n
85 8183
M
- _ 7l 2 - —
X, =I,x, +15,X, + n
€51/€,83
N
X, =I',X, +I',X, +——n
€54/€,8,

Gauss formiillerini kullanarak asagidaki carpimlar yazilir.
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<iuu’ ivv> = F}IFIZZ <iu’ iu > + riIF§2 <iu H iv>
+F121F122 <§v7 §u> + I_‘1211—122 <§V’ §v>

+ LN (1)

\EIE,E5E,

Burada (5.5) deki
F

(XX, )=&E, (X,.X,)= ,
NERS

esitlikleri kullanilirsa;

(%,,%,)=¢€,G ve (i,0)=¢;

- o\l el | 12
<qua va> =g [ L,E+I175,

F
2 1 212
+I S, ——=+¢, I, 15,G+¢

NE VE1€2838y

ya da
<)_iuu 5 ivv> = 831—‘}11—‘122E + 841—‘1211—32(}
F LN (5.58)

+ (Filrgz +T30, ) T&s
Jeg, JeEage,

olur. Benzer sekilde

ya da

Xy Xy ) = & 12 2E"'84 I, 2G
(o) = (T ) Evey (I7)

F (5.59)
+orr— -5 M2
€58, &8,

bulunur. (5.58) ve (5.59) dan da
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<§uu’ivv>_<§uv’§uv> = 83 (rilrlﬁ _(FiZ )Z)E

F
&, (Flzlrgz _(rlzz )2)G +(F}1r§2 +T3 0, — 21“}21“122)—
€,8,
e | N M
| fegge, €8
bulunur. Buradan da
€ LN M (X o Xy )
5 - = uu? “tvv
\VEEEE, €8
2
_(iuv,iuv>+s3((1"}2) —F}1F122)E (5.60)
F
T (R ) R I S A
€58,
¢ikar. 5.4.1 sonucundaki (5.57) esitliginden de
. LN M? | 1| 2E, e G —eE
5 - =5 T 4P uw &by
VEEEE, &8 | 2| /e,
2 2
+e, ((r}z) —F}lrgz)E+g4 ((rfz) —rflrgz)G (5.61)
F
+(2F12F122 _Fhriz _F121r122)
€,

olur. Bu denkleme Gauss karakteristik denklemi denir.

Sonug 5.4.3
a) Eger koordinat ¢izgilerinin yiizey tlizerinde olusturduklari parametreli egrilerinin

ailesi dikse F=0 olacagindan
E ) -E . ) , G ! -G , G

rilzﬁarn - - . .

2

=—, = , e F = - s r
28,G° 7 2E° % 267 ¥ 2e8E  P? 2G

esitlikleri (5.61) denkleminde yerlerine yazilarak



. LN M’ _ G &g
|\ egee, &8, 2 " 2"

ya da

yada

LN M? 1
€ — =——(g,G,, +¢&,E
5(\/@ 8283j 2( 4™~ uu 3 vv)

R A R
4E €€, 4G €3€,

sonucu ¢ikartilir.

b) Eger ylizey minimal egrilerle mukayese edilirse ylizey iizerinde E=0, G=0
olacagindan

F
ril 2?:(log|F|)u ’Fiz :rlzz :rlzl :rlzz =0

F
ve F;z = FV = (log|F|)V esitlikleri (5.61) denkleminde yerine yazilarak

74



sonucu ¢ikarilir.
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