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OZET

Lineer olmayan diferensiyel denklemler fizik, kimya, biyoloji gibi bir ¢ok alanda
kullanilan denklemlerdir. Uygulamali matematik ise bu denklemlerin ¢éziimleri ve yeni ¢6ziim

yollar gelistirmekle ilgilenir.

Bu tez calismasi ii¢ boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde adi ve kismi tiirevli
denklemler ve simiflandirilmalari, lineer olmayan olusum denklemleri ve soliton teorisine

fiziksel bir bakis verilmistir.

Ikinci boliimde ise; lineer olmayan olusum denklemlerinin tam ¢dziimlerini bulmak igin
tanh yontemi ve Riccati denklem yontemleri verilerek, bu ydntemlerin bazi uygulamalari

yapilmustir.

Ugiincii boliimde ise; son zamanlarda gelistirilen ileri tanh yontemi verilerek, lineer

olmayan olusum sistemlerine uygulamalar1 yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel denklem, Kismi tiirevli denklem, Lineer olmayan olusum
denklemleri, Solitonlar, Tam ¢oziimler.
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SUMMARY

Nonlinear differential equations which are equations that can be used many areas such
as chemistry, physics and biology. Application mathematics is interested in with exact solution

of this equations and improving new solution methods.

This thesis study consists of three chapters. In the first chapter, ordinary and partial
differential equations and their classifications, nonlinear evolution equations and soliton theory

in physics are given.

In the second chapter, tanh and Riccati equation methods are introduced in order to find
exact solutions of nonlinear evolution equations and some applications of these methods are

given.

In the third chapter, improved tanh method, which is developed recently, is given and

applications of this method is shown for nonlinear evolution equations systems.

Keywords: Differential equations, Partial derivative equations, Nonlinear evolution equations,
Solitons, Exact Solutions.
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1. BOLUM
1.1. Giris

Bu boliimde lineer olmayan olusum denklemlerine temel teskil edecek adi diferensiyel
denklemler ve  simiflandirilmalarini, kismi  tiirevli  diferensiyel denklemler ve
siniflandirilmalarini, birinci mertebeden lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemlerini

verecegiz.

Ayrica tez i¢inde kullanilan lineer olmayan olusum denklemlerini ve bu denklemlerin

olusturdugu soliton teorisine fiziksel bir bakisi tanmimlayacagiz.
1.2. Diferensiyel Denklemler

Tammm 1.1 Bir denklemde; belirli bir degiskene gore tiirev varsa, bu degiskene

bagimsiz degisken, denklemde tiirevi bulunan degiskene de bagimli degisken adi verilir.

Tammm 1.2 Bir yada daha ¢ok bagimli degiskenin, bir yada daha c¢ok bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini iginde bulunduran bir denkleme diferensiyel denklem denir. Bu
tanim kisaca, i¢inde tiirev (veya kismi tiirev) bulunan denklemlere diferensiyel denklem denir,

seklinde de yapilabilir.

Tamim 1.3 Bir diferensiyel denklemde eger bir tek bagimsiz degisken varsa denkleme
adi (bayagi) diferensiyel denklem, birden fazla bagimsiz degisken varsa denkleme kismi

diferensiyel denklem denir.

Tammm 1.4 Bir diferensiyel denklemde bulunan en yiiksek mertebeden tiirevin
mertebesine diferensiyel denklemin mertebesi denir. Diferensiyel denklem, bagimli degiskene
ve bagimli degiskenin tiirevlerine gore bir polinom sekline getirilebiliyorsa, denklemde bulunan

en yiiksek mertebeden tiirevin kuvvetine (derecesine) diferensiyel denklemin derecesi ad1 verilir.

Genel olarak x - bagimsiz, y - bagimli degiskenli, 7 -inci mertebeden bir diferensiyel

denklem

F(x, v, y',...,y("))z 0, yada y") = F(x,y, y',...,y(”‘l)), (1.1)

seklinde yazilabilir. Bu tipden denklemlerin incelenmesinde 6nemli bir kavram da diferensiyel

denklemlerin lineer olmasidir.

Tanmm 1.5 Eger (1.1) n-inci mertebeden diferensiyel denkleminde

F;y,y',y",..., y(") degiskenlerine gore lineer bir fonksiyon ise denkleme lineer diferensiyel



denklem, aksi halde lineer olmayan (nonlineer) diferensiyel denklem denir. Buna gore n -inci

mertebeden lineer diferensiyel denklemi, genel olarak, a, (x) # 0 sartiyla;

(n) (n-1)

a,(x)y" +a,(x)y" " + . +a,, (x)y +a,(x)y =b(x), (1.2)

seklinde ifade edebiliriz. Dikkat edilirse lineer denklemlerde, bagimsiz degiskenin denklemde
bulunus sekli lineerligi higbir durumda etkilemez ve bagiml degiskenle, onun tiirevleri birinci

derecedendir, yani y -li terimlerin kuvveti birdir [1].

1.3. Kismi Tiirevli Diferensiyel Denklemler

Tanim 1.6. Iginde en az iki bagimsiz ve en az bir bagiml degisken ile bagiml
degiskenin bagimsiz degiskenlere gore cesitli basamaktan kismi tiirevlerini kapsayan esitliklere

(6zdeslik degil) bir kismi tiirevli denklem denir.

z bagimli; x ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere bir kismi tiirevli denklem genel

olarak
F(XayaZaZXaZy,ZXX,Zyy,.-.):0
seklindedir. Burada,
0z 0z 9’z 0’z 9%z
Z =——,2, ——,2 =——-,Z2 =

> > XX ’ X: ,Z 5 9
oox Y oy ox>’ Y oxdy ¥ oy’

dir. N bagimsiz ve bir bagimh degiskene sahip kismi tiirevli denklemlerin genel sekli,

X = (Xl,Xz,...,Xn), zZ= z(x) olmak tizere,

00 ZoZy e Zy STy ST ,) =0

F(xl,xz,...,x

formundadir. Burada Xx,,X,,...,X, bagimsiz degiskenleri; z ise bagiml degiskeni gostermekte

Ve

2
=2 g =2 ij=12,n
X, 0x,0y
dir.

Tanim 1.7. Bir kismi tiirevli denklemde goriilen en yiiksek basamaktan kismi

tiirevin basamagina denklemin mertebesi denir.



Tamim 1.8. Bir kismi tiirevli denklemi 6zdes olarak saglayan ve keyfi fonksiyon
veya keyfi parametre kapsamayan bir fonksiyona bu kismi tiirevli denklemin bir 6zel ¢6zimii
denir. Diger taraftan bir kismi tiirevli denklemin basamagi kadar (siirekli tiiretilebilir) keyfi
fonksiyon kapsayan ve denklemi 6zdes olarak saglayan bir yiizey ailesine bu kismi tiirevli

denklemin genel ¢6ziimii denir.

NOT: iki bagimsiz degisken kapsayan kismi tiirevli denklemler igin ¢ogu zaman

_dz oz r_azz ‘e 0’z t_azz
P ox’ a dy ox*’ oxdy oy’

gosterimi kullanilir.

Tamim 1.9.  Bir kismi tiirevli denklemdeki bagimli degisken (birden fazla bagimli
degisken olmasi halinde bagimli degiskenler) ve bunlarin denklemdeki biitiin kismi tiirevleri
birinci dereceden ve denklemi, bagimli degisken ile onun tiirevli parantezinde yazdigimizda
katsayilar yalmzca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir.

Aksi halde lineer olmayan denklem adini alir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kismi

tirevli denklemlerin genel formlar sirasiyla asagidaki gibidir.
P(x,y)zx+Q(x,y)zy+R(x,y)z=S(x,y) (1.3)
A(X,y)zXx +B(x,y)zXy +C(x,y)zyy +D(x,y)zX +E(x,y)

+F(X,y)z=G(x,y) (1.4)
(1.3) ve (1.4) denklemlerinde x, y bagimsiz; z bagimli degiskendir.

Tanmim 1.10. Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan
kismi tireve gore (denklemdeki diisiik basamakli tiirevlerin ve bagimli degiskenin bulunus

seklinden bagimsiz olarak) lineer ise bu denklem yar1 — lineer (kuasi — lineer) adini alir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan yari — lineer

denklemlerin genel sekilleri sirasiyla asagidaki gibidir.
P(x,y,z)zx+Q(x,y,Z)zy=R(x,y,z), (1.5)

A(X,y,z,zx,zy)zxx +B(X,y,z,zx,zy)zxy +C(x,y,z,zx,zy)zyy



+D(x,y,z,zx,zy)=0 (1.6)

UYARI: Her lineer denklem ayni zamanda yar1 — lineerdir, fakat yar1 — lineer bir

denklem lineer olmayabilir.

Tammm 1.11.  Bir kismi tiirevli denklem yar1 — lineer ve denklemde goriilen en
yiiksek basamaktan tiirevlerin katsayilar yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlari ise bu

denkleme hemen — hemen lineerdir denir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip ikinci basamaktan hemen — hemen lineer

bir denklemin genel sekli
A(x,y)z, +B(x,y)z,, +C(x,y)z, +D(x,y,z,zx,zy) =0 (1.7)

formundadir.
1.4. Kismi Tiirevli Denklemlerin Elde Edilmesi

Kismi tiirevli denklemlerin ¢ogu fiziksel olaylarin analizinden ortaya g¢ikmustir.
Ornegin belli bir ortamda kararl 1s1 denilen zamandan bagimsiz 1s1 dagilimi, zamana bagli 1s1
yayilmasi, degisik tipteki dalga yayilmalarn gibi fiziksel olaylar kismi tiirevli denklemler
yardimiyla kolayca incelenebilmektedir. Fiziksel bir olay1 matematiksel ifadelerle modelleyerek
bir kismi tiirevli denklem elde etmek miimkiin olabilir. Kismi tiirevli denklemin elde edilis

yollarindan birisi budur.

Bu kesimde, verilen bir ylizey ailesinin sagladigi en kiigiik basamaktan kismi tiirevli
denklemin nasil elde edilecegini goérecegiz. Bunun igin verilen yiizey ailesindeki bagimli
degisken bagimsiz degiskenlere gore yeterince tiiretilip verilen yiizey ile hesaplanan tiirevleri
arasinda keyfi fonksiyonlar ve bunlarin tiirevleri yok edilir. Verilen yiizey ailesi, bu denklemin
genel ¢ozlimil olabilecegi gibi, genel ¢oziimiin parametrelere bagh bir alt sinifi da olabilir. Bu

durumda verilen yiizeysel tiirevler arasinda keyfi parametreler yok edilir.

1.5. Birinci Mertebeden Lineer Olmayan Denklemler

Bukisimda, p=z,, q =z, olmak tizere

F(x,y,2,p,q)=0 (1.8)

Birinci basamaktan genel kismi tiirevli denklemini inceleyecegiz. Burada F nin p ve q

ya gore lineer olmas1 gerekmemektedir.



Tamm. 1.12
G(x,y,z,a,b)=0 (1.9)

Iki parametreli bir yiizey ailesi, birinci basamaktan (1.8) denklemini saglarsa bu yiizey ailesine

(1.8) in tam integrali denir.
Tamm 1.13 Her noktasinda, G(X,y, Z,a,b) =0 iki parametreli yiizey ailesindeki
her bir ylizeye teget olan diger bir yiizeye (1.9) ile verilen yiizey ailesinin bir zarfi denir.

Zarf ylizeyi, (1.9) ylizey ailesinin sagladig1 denklemi saglar. Dolayisiyla zarf ylizeyi
(1.8) denkleminin bir ¢oziimiidiir. Zarf yiizeyi, (1.9) denklemindeki a ve b parametrelerine 6zel

degerler verilerek elde edilemez.

Simdi a ve b parametreleri arasinda b= (p(a) seklinde bir fonksiyonel bagmtinin

oldugunu varsayalim. Bu durumda
G(x,y,z,a,0(a))=0 (1.10)

Bir parametreli yiizey ailesini elde ederiz. (1.10) ailesinin bir zarfin1 bulabilirsek bu da (1.8)

denklemini saglar. (1.10) ailesindeki ¢ fonksiyonu keyfi oldugundan (1.10) a, (1.8)’in genel

integrali denir. (1.10) ailesinin bir zarfi
G (X, Y, Z, a,(p(a)) =0

aG(x,y,z,a,(p(a))
0a

=0

denklemleri arasinda a parametresinin yok edilmesiyle bulunur. Iki parametreli (1.9) yiizey

ailesinin bir zarfin1 bulabilmek icin

G(x,y,z,a,b)=0

dG(x,y,z,a,b) 0
0a -
dG(x,y,z,a,b) 0

db



Denklemleri arasinda a ve b parametreleri yok edilir. Bu sekilde elde edilen zarfa verilen

denklem i¢in bir singiiler integral veya singiiler ¢6ziim ad1 verilir [2].
1.6. Lineer olmayan olusum denklemleri

Bagimsiz degiskenlerinden biri t zaman olan kismi tiirevli diferensiyel denklemlere

olusum denklemleri denilmektedir. Olusum denklemleri K[u]; « ve u’nun x degiskenine

gore tiirevlerinin tanimli fonksiyonu olmak iizere:
u, = Klu], (1.11)

formundadir. Eger K|[u]; uterimine gore lineer ise, bu tip denklemlere lineer olusum
denklemleri ve K [u]; u terimine gore lineer degil ise, bu tip denklemlere lineer olmayan olusum

denklemleri denilir.

Lineer dalga denklemi ve 1s1 iletimini tamimlayan denklemler lineer olusum
denklemlerine iki basit 6rnektir. Lineer olmayan olusum denklemleri ise mekanik, fizik, kimya,

biyoloji gibi bir ¢ok daldaki problemlerde gozlenmektedir.
Bu tip denklemlere birkag 6rnek verilmek istenirse:

Ju ou _

ou 9% _y 1.12
o o (1.12)

formundaki birinci mertebeden lineer olmayan olusum denklemi, bir boyutlu trafik
calismalarindan tiretilmistir. Bu durumda u(x,?),¢ zamaninda x konumundaki araglarin

yogunlugunu gostermektedir. (1.12) denklemi, korunum kanunlarina sahip olan gaz dinamigi

calismalari i¢in bir model denklem olarak ta kullanilmaktadir.

Ikinci mertebeden lineer olmayan olusum denklemleri ile de karsilasilabilir. Ornegin,
anlik sicakliga bagl olarak birim zamanda 1s1 iireten bir 1s1 kaynagiyla, bir cisimdeki 1s1

transferi incelenirse

0
a_L; = div(kVu) + f(u), (1.13)
ile verilen lineer olmayan 1s1 denklemine ulasilir. Yer degistirmeye bagli, lineer olmayan bir dig

kuvvet nedeniyle zorlamali titresimi gbz oniine alinirsa:



o’u o’u
e W 9

formundaki lineer olmayan dalga denklemine ulasilir.

Kuantum mekaniginde, asagidaki formlarda lineer olmayan olusum denklemleri ile

karsilagilabilir.
Sine-Gorden denklemi:
u,—Vu+sinu=0, (1.15)
Klein-Gorden denklemi:
u, —Au+mu+m’ =0, (1.16)
Kiibik Schrodinger denklemi:
iu,—Au+7|u|2u=0, (1.17)

Ikinci mertebeden denklemlere ilave olarak, yiiksek mertebeden lineer olmayan
olusum denklemleri ile de karsilagilabilir. Ornegin polimerler, camlar ve bunlar gibi ikili
alagimlarin faz gecisleri {izerinde yapilan c¢aligmalarda, asagida verilen Cahn-Hilliard

denklemine ulasilir:

u+e Nu=AP®u), (1.18)

Bu denklemde € belirli bir kiigik sabit ve genellikle ®(u)=u’—u olarak

almmaktadir. (1.1.8) denklemi dordiincii mertebeden bir olusum denklemidir. Yiiksek

mertebeden olusum denklemlerine diger bir 6rnek ise;

u, +6uu +u_ =0, (1.19)
seklindeki denklemidir [3].
1.7. Soliton Teorisine Fiziksel Bakis

Bir fizik terimi olarak dalga, bir ortamda veya bir boslukta yayilan ve genellikle
enerjinin tagmmasina yol acan titresime verilen isimdir. En bilindik olanlari, suda ilerleyen

yilizey dalgalaridir. Bununla birlikte ses, 151k ve atomun i¢indeki taneciklerin hareketleri de



dalga ozellikleri gosterirler. En basit dalgada bile titresimler, sabit bir frekans ve dalga boyu ile

periyodik olarak salinim yaparlar.

Ses dalgalar1 gibi mekaniksel dalgalar ilerleyebilecekleri bir ortama ihtiyag
duyarlarken, elektromanyetik dalgalar bir ortama gereksinim duymazlar ve boslukta bile

yayilabilirler. Bir ortamdaki bir dalganin yayilmasi ortamin 6zelliklerine de baglhdir.

Dalgalar, duran ve ilerleyen dalgalar olarak simiflandirilabilirler. Duran dalgalar,
pozisyonu sabit olarak kalan dalgalardir. Bu tip dalgalar, dalganin bulundugu ortam dalganin
hareket ettigi yoniin tersine hareket ettiginde veya duragan bir ortamda birbiri ile zit yonde
ilerleyen dalgalarin girigmesi sonucunda olusurlar. ilerleyen dalgalar ise, bir noktadan diger bir

noktaya madde tasimasi s6z konusu olmaksizin enerjinin yayilmasi ile olusan dalgalardir.

Solitonlar ise asagidaki iki temel Ozelligi saglayan lineer olmayan dalgalar olarak

tanimlanabilir:
1)Sekil, hiz gibi 6zellikleri degismeksizin yayilan yerlesik (lokalize) dalgalardir.

2)Karsilikli ¢arpismaya karsi kararlidirlar ve kendi 6zelliklerini ¢arpisma sonrasinda

koruyabilirler.

Ik &zellik, solitary dalga sartidir. Ikinci sart ise pargacik dzelligine sahip bir dalga
anlamina gelmektedir. Ayrica solitary dalgalarinin 6zellikleri hakkinda Russel adli bilim insam

tarafindan asagidaki 6nemli bilgilere ulagilmistir bunlar :

a) Solitary dalgalar1 hsech’(k(x—vt)) sekline sahiptir.

b) Yeterince biiyilk miktardaki su kiitlesi, iki veya daha fazla bagimsiz solitary

dalgasi tiretir.

c) Normal dalgalarin aksine solitary dalgalar asla birlesmezler. Bu sebeple kiigiik
genlige sahip bir solitary dalgas1 ile biiyiik genlige sahip bir solitary dalgas1 birbirleri ile
carpistiktan sonra, iki solitary dalgas1 birbirlerinden ayrilarak sekillerinde bir bozulma olmadan
yollarma devam edebilirler. Normal dalgalar, ya diizlesmeye baslar yada dikleserek sonecek
sekilde hareket ederlerken, solitary dalgalart kararlidir ve uzun mesafelerde yolculuk

yapabilirler.

d) g yergekimi ivmesi olmak tizere /4 yiiksekligine sahip olan ve d derinligindeki

bir kanalda hareket eden bir solitary dalgasi:



v=Jgdh), (1.20)

ile ifade edilen bir hiza sahiptir. Diger bir ifade ile dalganin hizi, yiiksekligine ve suyun

derinligine baglhdir.

Dolayisiyla biiyiik genlikli bir solitary dalgasi, kiiciik genlikli bir solitary dalgasina
gore daha hizli hareket eder. Bir solitary dalgasinin hizi genligi ile orantili oldugundan, bir
solitary dalga normal dalgalardan farklidir. Ornegin biri algak biri yiiksek iki ses ayni anda
olustugunda, kulak her iki sesi de ayn1 anda duyacaktir. Fakat bu iletim esnasinda solitary
dalgalar1 kullanilsayds, yiiksek sesin daha once duyulmasi gerekirdi. Insan viicudundaki sinirler
arasindaki iletisim ise normal dalgalarla yapilmazlar. Sicak bir ¢ay bardagi ele alindiginda
sicaklik kademeli olarak hissedilirken, kor halindeki sicak bir komiir pargasina veya sicak bir
firina el yaklastirildiginda, sicaklik hemen hissedilir ve el geriye ¢ekilir. Dolayisiyla sinirler bir
nevi solitary dalgas1 olusturarak beyine bilgiyi en kisa sekilde normal dalgalara gore daha hizli

olarak iletirler.

Onceki yillarda sonuglar deneysel olarak kalmis ve bir denklem ¢dziimii igin solitary
dalgalar1 elde edilememistir. Bununla birlikte bir denklemin ¢6ziimiinii veren solitary dalga

problemleri arastirma konusu olmustur. Unlii matematik¢i Kortoweg -de Vries tarafindan

ou(x,t) e ou(x,t) i e d’u(x,t) N

ou(x,t) _
ot ox ox’ ox

p(x,1) 0, (1.21)

formundaki s1g su dalgalariin hareketini modelleyen denklem iizerinde calismaya

baslamiglardir. Denklemde;

u(x,t), dalga genligine,

c= \/g_d , kiigiik genlikli dalganin hizina,

E= c(d2/6 —T/2pg), dagilma parametresine,
7, lineer olmayan parametreye,

T, yiizey gerilimine,

p, suyun yogunluguna

karsilik gelmektedir. (1.21) denkleminin
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u(x,t)=u(x—vt), (1.22)

formunda ve sekli degismeyen bir hareketli dalga ¢oziimiine sahip oldugu gosterilmistir.
Burada (1.22) ifadesi onceki kisimlarda belirtilen Russel’in solitary dalga tanimina uymaktadir.
Boylece solitary dalgalarin varligt Korteweg de Vries tarafindan kanitlanmustir.  Bununla
birlikte dalgalarin kararliliklar1 ve iki solitary dalganin ¢arpisma sonrasi sekillerinin degisip
degismeme konusu netlik kazanmamustir. Netlik kazanmayan konu ile ilgili ¢alismalar Kruskal
ve Zabusky isimli bilim insanlar1 tarafindan incelenmis, KdV denkleminin sonlu farklar metodu
ile ¢ozlimleri arastirilirken, solitary dalgalarin ¢arpisma sonrast sekillerini degistirmedikleri
goriilmiistiir. Bu 06zelligin pargaciklarin carpismasina benzedigi bulunarak bu tip dalgalara
soliton adi verilmistir. Sonraki yillarda konu ile ilgili Gardner, Grene, Kruskal ve Miura isimli
bilim insanlarn tarafindan ters sa¢ilma doniisiim (TSD) metodu gelistirilerek, KdV denkleminin

soliton ¢ozlimleri analitik olarak da verilmistir [4].

Soliton ¢6ziimleri, hem analitik hemde sayisal olarak elde edildikten sonra, soliton
tizerinde ¢alismalar hizlanmistir. Giiniimiizde ilk kez bir su kanalinda gozlenen solitary dalgasi
soliton olarak; akiskanlik mekanigi, temel pargaciklar fizigi, biyofizik gibi bir¢ok fizik alaninda
kullanilmaktadir. Solitonlar tarafindan uzun mesafelerde yol alinabildigi i¢in; teorik olarak bir
fiber optikte normal dalga yerine kullanilacak olan solitonlar sayesinde, tasinan sinyalde kayip
olmaksizin biiyiik miktarda bilgi binlerce kilometre boyunca tasinilabilecektir. Bu sebeple,
soliton elektronik ve telekomiinikasyon alanlarinda olduk¢a sik kullamilmaktadir. Yakin
gelecekte ilerleyen ¢alismalar neticesinde radar ve iletisim sektorii gibi birgok yerde solitonlarin

kullanilmas1 beklenmektedir [5].



2. BOLUM
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Bu béliimde tezimize temel teskil edecek olan Tanh-Coth metodu ile Riccati denklem

metotlar1 verilecek ve bu yontemlerin lineer olmayan olusum denklemlerine uygulamalar

yapilacaktir.

2.1. Tanh-Coth Metodu

Bu yontem ilk olarak Wazwaz [6] tarafindan bulunmus ¢esitli bilim insanlar1 tarafindan

gelistirilmistir [7,8]. Bu yontemin diger yontemlerle karsilastirilmasi Wazwaz tarafindan

yapilmistir [9,10].

pU,U,U_,U ,U_,..)=0

XX 2

seklinde lineer olmayan kismi tiirevli denklemi ele alalim.
&=(x—ct), U(xt)=U(§)
Seklinde hareketli dalga doniisiimii uygulanirsa,
G(U,U',U",U"',...) =0

seklinde adi diferensiyel denklem elde edilir. Bu diferensiyel denklemde,

U _oU & ;9%
ot 9§ ot ot
U _U & _ ;9%
ox 9§ ox ox
’U _ 9 ‘(an:U,,.a_za

ax x>

x> B ox

ox

tirevleri alinabilir.

2.1)

2.2)

(2.3)

Boylece Tanh-Coth metodu kullanilarak genisletilmis kismi tiirevli denklemin ¢6ziimii

U(H§)=S(Y)=§:ak-¢k+§:bk-q)‘k (m>0) (b, =0,1<k<M)  (2.4)

M parametresi, lineer olmayan en yiiksek mertebeden terim ile en yiiksek mertebeden

lineer terimin dengelenmesiyle bulunur.



¢ fonksiyonu, Riccati denklemine gore,

0'=A+B-¢+C- 0’

olup A,B ve C sabitleri
d
0'= ¢(é), E=x—At
di
dir.

2.2. Riccati Denklem Metodu

Riccati denklemi,

¢'=A+Bo+Co’

(2.5)

12

olmak tizere A ve C keyfi sabitleri ve B =0 i¢in asagidaki ¢ degerleri bulunur. KdV denklemi

i¢in degerleri,

1 1 11 3 3
A=—, C=——, ¢'=—-—0" = ¢, =tanh 2, coth2
2 2 ¢ 2 2¢ \ 2 2
A=l c=1 ¢'—l+l¢2:>¢ =tanh £sec&, ¢, =tan>—
2’ 2’ 2 2 2 ST 2
A=1, =-1, ¢'=1-¢° = 0, =tanh§, coth§
A=1, C=1, ¢'=1+0> = ¢,=tanh§, ¢, =—coth§
A=1, C=-4, ¢'=1-4¢ :>¢7=%tanh2§, %coch&
A=1, C=4, 0¢'=1+4¢’ :¢8:%tanh2§, —%coth2§

2.3. KdV Denkleminin Tanh-Coth Metodu ile Coziimii

KdV denklemi lineer olmayan terimi uu  ve dagilim terimi u

u, +ouu +u__ =0.
Dalga degiskeni & = x — ¢t ’ yi kullanarak (2.7) denklemini,
—cu' +6uu'+u” =0,

adi diferensiyel denklemine dondistiiriiriiz.

(2.6)

ile tanimlanir.

2.7)
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Bu denklemin bir kez integrali alinarak ve integral sabiti sifir kabul edilerek
—cu+3u’+u”=0, (2.8)
elde edilir.

” . 2 .
u" ile u” dengelenirse,

m+2=2m, (2.9)
oldugundan,
m = 2 bulunur. (2.10)

Tanh-Coth metoduna goére sonlu agilimi asagidaki gibi alabiliriz.

b b
u(f)=a0+a1Y+a2Y2+7l+Y—22. (2.11)

(2.11) sonlu agilimin (2.8) denkleminde yerine yazar ve Y’ nin artan kuvvetlerinin katsayilarini
toplarsak; a,,a,,a,,b,,b, ve p i¢in cebirsel denklemlerden olusan bir sistem ve bu sistemi

¢Ozerek alt1 tane durum elde ederiz:

(1) Birinci durum:

610:—%, a, =b, =b, =0, a2=—,,u=%v—c. (2.12)
(ii) Ikinci durum:
c c 1 —
ao—_g’ a1:b1:a2:()7 b2:5’ ﬂ:E —C. (213)
(iii) Uglincii durum:
c c 1
ay=>, @y =b=b=0, a,=——, u=—de. (2.14)

(iv) Doérdiincii durum:

Je. (2.15)

C
aO: ,a1:b1:a2:0, azz—E’ IL[:

<
2



(v) Besinci durum:

(vi) Altinct durum:

c c 1
aO:Z’ a1:b1:07 a2:b2:_§’ ﬂ:Z

c, serbest parametre olarak alinmigtir.

Birinci durum asagidaki ¢6ziimii verir;
1
u, (x,1)= —%(1 —3tanh’ [E«/— clx— ct)D,
ve periyodik ¢6ziim
c 1
uz(x,t): ——| I+3tan —\/E(x—ct) ,
6 2
Ikinci durum asagidaki soliton ¢oziimiinii verir;
1
u, (x,t)= —%(1 —3coth® [5«/— clx— ct)D,
ve periyodik ¢6ziim
c ) 1
u4(x,t): ——| 1+3cot —\/Z(x—ct) ,
6 2
Ucgiincii durum asagidaki soliton ¢oziimiinii verir;
c o 1
us(x,t)zasech E\/Z(x—ct) , ¢0

ve periyodik ¢6ziim

u()(x,t):%sec{l\/—_c(x—ct)} <0

2

c<0

c>0

c>0.
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(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)



Dordiincti durum asagidaki ¢ozimii verir;
c | 1
u,(x,t)=—=csch —\/Z(x—ct) , ¢0
2 2
ve periyodik ¢éziim

ug(x,t):%cscz[%\/—c(x—ct)} c<0

Besinci durum asagidaki ¢oziimii verir;

15

(2.24)

(2.25)

uy (x,1) = %{1 + %(tanhz B\/—_c (x— ct)} +coth? B\/—_c (x— ct)m, <0 (2.26)

ve periyodik ¢6ziim

ulo(x,t):i(l—é(tan{%\/;(x—ct)}+cot2[i\/z(x—ct)D} =0

12 2

Altine: durum asagndaki ¢oziimi verir;

u, (x, t) = %(2 - (tanh2 {% \/Z(x - ct)} +coth? {% \/E(x - ct)D} c>0
ve periyodik ¢oziim

Uy, (x,t)= %(2 + (tan2 [% J=c(x- ct)} —cot’ {% J=clx- ct)Dj, c>0

genellestirilmis Tanh metodunu kullanarak alti ¢ift ¢6ziim elde edilmistir [11].

2.4. KdV Denkleminin Riccati Denklem Metodu ile Coziimii

U, +6UU +U__ =0

KdV denklemini ele alalim. Bu denkleme & = x —At déniisiimii uygulanirsa,

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)



_9U & _ ,9U
bTOE ot JE
AU % _au
_d(dU) 29U
" ‘a_a[a_éj‘aéz

U =2V} U
()T

kismi tiirevleri bulunur.

Bu tiirevleri denklemde yerlerine yazarsak,

3
_}\Ia_U+6Ua_U+a U —

o€ o0& 08

U'= B_U olduguna gore

IS

—AU'+6UU'+U" =0 denkleminin § ye gore integralini alirsak,
—-AU+3U°+U"=0
—_ =~
N.L L
N.L ~ L dengelemesi yapilirsa,

U ~u"
UzﬂM U2 :ﬁZM

’ﬁ‘M+2
M(M+1)

M+1
Uv:ﬁ'3 , Uu:
M

U ~U's" =" =2M=M+2=>M=2
U(E)=a,+a,0+a,0’+b,0" +b¢~

Dolayistyla ¢ ve ¢~ 'in katsayilari sifir kabul edilirse,
U(E)=a,+a,0’+bo~

0'=A+Bo+Co’

(2.31)

(2.32)

16
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U'(§) =2a09'-2b 670"

=-\a, — A0’ —Ab, 0 +3a,’ +6a.a 0’ +3a’0* +6a b o +6ab, +3b 0"
+2a A +4a ABO +4a ABO+4a B*)” +4a BCY® +6a ACO* +6a BCY’

+4b B’0~ +4b BCo ™' +2b ACH > +2bBCoO™" +2b,C* =0

0" derecelerine gore her birini sifira esitlersek, (0 <n< 8) icin 8 tane sistem yazilir.
0*:3a’+6aC’ =0

¢’ :4a BC+6a_a +4a B’ +6a AC=0

0’ :—Aa, +6a,a, +4a B’ +6a AC=0

0:4a AB=0
¢’ :—Aa,+3a’+6ab +2a A+2bC’>=0 (2.33)
0 :6bBC=0

0 :—Ab, +6ab +8b AC+4bB* =0
¢~ :10b, AB=0
0*:3b’+6bA%=0

B =0 i¢in Maple yardimiyla 6 ¢oziimii vardir.

a, :—§AC a, =-2C* b =0 A=4AC

a, :—§AC a,=0 b =—2A> A=4AC

a,=—2ACa =-2C* b =0 A =—-4AC (2.34)

1

a,=—2ACa =0 b, =—2A A=-4AC
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a,=—4AC a, =—2C7 b =-2A A=-16AC
a, :%Ac a =-2C* b =-2A> AL=16AC

Yukaridaki degerler i¢in U(&) asagidaki sekilde yazilabilir.

Ul(x,t)z—gAC—2C2 (0(8)), A=4AC
Uu(x,t)z—%AC—ZAz (0(8))°, A=4AC
U, (x,t)=—2AC-2C*(0(8))’, A=—4AC (2.35)
U, (x,t)=—2AC-2A%(9(8)) ", A=—4AC

U, (x,t)=—4AC-2C(0(8)) —2A%(0(8)) ", A=-16AC

Uw(x,t)ngC—2C2(¢(§))2—2A2(¢(§))_2, A=16AC

A ve C keyfi sabitleri ve ¢ i¢in trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar elde edilir

Sirayla (2.35)’deki denklemlerle ve (2.6)’daki 6zel ¢6ziimleri uygularsak farkli

cozlimleri asagidaki gibi olur.
L DURUM: U (x,t) ele alalim.

aoz—gAC a,=—2C> b,=0 A=4AC

1

denklemi i¢in (2.6) degerlerini yerine yazarsak,

A=—ve C=—— ig¢in;



1 S
U, (§)=——=csch?| 2
(8 =-gesen’ (3]
olup ve A =—1 elde edilir.
1 1

A =— ve C=— igin;
2 2

U, (&)= —%(1+3(tan§$sec§)2)

U, (&)z—é(l+3tan2 ng}
U, (ﬁ)z—é(l+3cot2 GgD

olup ve A =1 elde edilir.

A=1ve C=-1 i¢in;

U, (&) :§(I—3tanh2 £)

U, (§)=§(1—3coth2§)

olup ve A =—4 elde edilir.

A=1ve C=1 igin;

U, (§)=—§(1+3tan2§)

U, (§)=—§(1+3cot2§)

olup ve A =4 elde edilir.

A =1ve C=—4 igin;

U, (&) =§(1+3tanh2 2¢)

19



U, (&) :g(l—3coth2 2¢)

olup ve A =-16 elde edilir

A=1ve C=4 igin;

U, (&)= —§(1+tan2 2¢)

U, (&)= —§(1+3c0t2 2¢)

olup ve A =16 elde edilir

IL DURUM: U, (x,t) ele alalim.

a, =—2AC a =0
3
b, =—2A" A=4AC

denklemi icin (2.6) degerlerini yerine yazarsak,

A=l VeC=—l icin;
2 2

U, (€)= %(1 3 anh? (%gn

)

N | —

U15(§)=%(1—3coth2(

olup ve A =16 elde edilir

1 :
Uy (€)= 6{1+ (tanﬁisecﬁ)zl

20
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U, (&)= —é(l+3tan2 GQD

Ulg(ﬁ):—é(l+3cot2 ng

olup ve A =1 elde edilir.
A=1veC=-1 igin; U, (&) ve U, (&) elde edilip A =—4 “tiir.
A=1veC=1 igin; Uy (&) ve U, (&) elde edilip A = 4 tiir.
A=1ve C=—4 i¢in,

U, (&) zg(l—3tanh2 28)

U,, (&) zg(l—3coth2 2¢)
olup A=—16"dur.

A=1ve C=4 igin;

U, (&) =—§(1+3tan2 28)

U, (&)= —%(1+3cot2 2¢)

olup ve A =16"dr.
III. DURUM: U, (x,t) ele alalim.
a, =—2AC,a, =-2C*, b, =0, A=—-4AC

denklemi icin (2.6) degerlerini yerine yazarsak,

A:% ve C:—% icin, U, (&) ve U, (&) elde edilip A =—1"dir.



U, (&)= —%(l+(tan§$sec{;)2)

U (&)= —%(1+tan2 ng
U, (&)= —%(l+cot2 GgD

olup ve A =—1"dr.

A=1ve C=-1 ig¢in,
Uy (&) =2sech’ (&)

U,, (&) =—2csch’ (&)
olup ve A =4 tiir.

A=1ve C=1 igin,
Uy (&) =—2sec’ §

U, (§)=—2csc’ &
olup ve A =—4 tiir.

A=1ve C=—4 i¢in,

U,, (§)=8sech’2&

U,, (&) =—8csch?2§
olup ve A =16"dr.

A=1ve C=4 i¢in,

U, (&) =—8sec’ 2&
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U, (&) =—8sec’ 2€
olup ve A =—16"dur.
IV. Durum U, (x,t) ele alalim
a,=-2ACa =0 b, =-2A* A=-4AC

denklemi icin (2.6) degerlerini yerine yazarsak,

A =% veC= —% icin, U, (&) ve U, (&) elde edilip A =1"dir
A=l ve C—l igin,
2

U0 __%{” (tan§¢1 secé)zJ
et
ot=Yoc(]

olup ve A =—1"dr.
A=1veC=-1 igin; U, (&) ve U,, (&) elde edilip A = 4 tiir.
A=1veC=1 igin; Uy (&) ve U,y (&) elde edilip A = —4 “tiir.
A=1veC=—4 igin; U,, (&) ve U,, (&) elde edilip A =16"dur.

A=1veC=4 igin; Uy, (&) ve Uy, (&) elde edilip A =—16"dur.
V. Durum

U, (X, t) ele alalim

ao :_4AC ,al :_2C2 s b1 :_2A23 ;\‘:_16AC



denklemi i¢in (2.6) degerlerini yerine yazarsak,

U, (£) =1—%tan2 ng—lcotz Ga

olup A =—4 ’tiir.

A =1ve C=-1 igin,

U, (§)=4-2tanh’>§—2coth® &
olup A =16"dur.

A=1ve C=1 igin,

U, (§)=—4-2tan*E—2cot’ &
olup A=—16"dur.

A =1ve C=—4 igin,

U,, (§) =16—8tanh® 2& —8coth’ 2§
olup A = 64 ’tiir.

A=1ve C=4 i¢in,

U, (§)=-16—8tan’ 2§ —8cot” 2§

J
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olup A =—64 tiir.
VI. Durum

U, (x,t) ele alahm
4 2 2
a, :§AC a,=—2C~ b, =-2A" A=16AC

denklemi i¢in (2.6) degerlerini yerine yazarsak,

AzlveCz—l icin,

2 2

1 1 1 1
U ————tanh’| =& |——coth’| —
(@)=~ k(38 Jeom’ 2]
olup A =—4 ’tiir.

A=1V6C=ligin,

2 2

Us(®) =%—%(tan§¢sec§)2 _%(tan§$sec§)_2

U, (8) =1L an? ng—lcotz (lgj

3 2 2
olup A =4 tiir.

A =1ve C=-1 igin,
4 2 2
U47(§)=—§—2tanh E—2coth*&

olup A =-16"dur.

A=1ve C=1 igin,
4 2 2
U4g(§)=§—2tan E—2cot’&

olup A=16"dur.
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A=1ve C=—4 i¢in,
16 2 2
U, (&)z—?—8tanh 2 —8coth” 2&

olup A =—64 tiir.

A=1ve C=4 igin,
16 2 2
Uso(é)z—?—Stan 2 —8cot” 2&

olup A = 64 ’tiir.
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Sonug olarak KdV denkleminin 50 tane trigonometrik ve hiperbolik ¢oziimleri elde

edilmis oldu. Bu ¢oziimler literatiirdeki diger ¢ozlimlerle karsilastirildiginda ¢oziimlerin bir

kismmin benzer bir kisminin da yeni oldugu sdylenebilir [12]. Yine bazi bilim insanlar

tarafindan bu metot farkli denklemlere uygulamalar1 yapilmistir [13].
2.5. (2+1) Boyutlu Soliton Breaking Denklem Sisteminin Coziimleri

(2+1)-boyutlu soliton breaking denklem sistemi

U, +9U,, + 4V, +49U V=0
U, =V,

seklinde tanimlanir [14]. Bu denkleme
E=x+y-—Pt

seklinde hareketli dalga doniigiimiinii uygulayalim.

. :d_Ud_gz_BU’
dg dt
U, :d_Ud_&:U’
d§ dx

d(U) dg _ U

XX d& d_X
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).

v dy
X:ﬂd_&:\/’
d§ dx

Buldugumuz ifadeleri (2+1)-boyutlu soliton breaking denklem sisteminde yerine

yazarsak denklemimiz,

—BU +yU” +4yUV’ + 49UV =0 (2.36)

U=V

U’ =V’ denkleminin her iki tarafini integrallersek ve integral sabitini sifir alirsak,

U=V (2.37)
bulunur. (2.37) denklemini (2.36) denkleminde yerine
—BU +YU” +4yU- U +4yU" U =0
bu ifadeyi de integralleyip integral sabitini sifir kabul edersek denklemimiz,
—BU+4yU> +yU" =0 (2.38)
elde edilir. Bu ifadeyi dengelersek,
U=v",U=mV"™, U'=m(m+1) V"2, U? = V"
U=U’=vr2=vr
=>m+2=2m (2.39)
(2.40)

>m=2
Tanh — Coth metodu i¢in genisletilmis denklem ¢oziimiini Y ve Y™ almayarak
asagidaki gibi kabul edelim.

U(&)zS(Y)zao+a1Y2+% (241)

(2.41) denklemini (2.38) denkleminde yerine yazip Yj( j=0, ...,8) ifadelerinin

katsayilarini sifira esitlersek asagidaki gibi dokuz denklem bulunur.



6va,C’ +4ya;

10ya,BC =0,

=0,

8va,a, +8ya,AC+4ya,B* —Ba, =0,

6ya,AB =0,
8ya,b, +4va,

6Yb,BC =0,

—Ba, +27b,C* +27a,A* =0, (2.42)

4vb B’ +8ya,b, +8yb,AC—Bb, =0,

10yb,AB =0,

4vb; +67b,A* =0,

B =0 i¢in Maple yardimiyla bu sistemin alt1 farkli ¢oztimii oldugunu kolayca gosterebiliriz.

1. Coziim

a, =0, b, = —%AZ, B =—-4ACy (2.43)

a,=0,b = —%Az, B =4ACy (2.44)

a, = —%Cz, b, =0, B=-4ACy (2.45)
3

a, = _ECZ’ b, =0, p=4ACy (2.46)
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5. Coziim

a, =AC, a, =—%c2, b, =—%A2, B=16ACy

6. Coziim

a,=-3AC, a, = —%Cz, b, :—%Az, B=-16ACy

(2.47)

(2.48)

Bu alt1 ¢6zlimii (2.41) denkleminde yerine yazarsak asagidaki genel ¢oziimleri elde ederiz.

U, = —%AC—%AZY‘Z (&), p=—4ACYy

U, = —%AC—%AzY‘Z (§), B=4ACy

1

U, = —%AC—%CzYz (€), B=—4ACy

1

U = —%AC—%CzYz (§), B=4ACy

v

U, = AC—%CZYz (&)—%AZY‘Z (§), B=16ACy

U, ==3AC-3CY () -3 A2 (&), B=-16ACYT

A ve C sabitlerdir. Bu denklemlerin her birine Riccati kosullarini uygulayalim.

I. Durum
1 1
A =— ve C=—— elealalim,
2 2
U, 3 coch? & ve 'V, =3 coch? &
8 2 8 2
ve

Uzzésech2 & ve V2=§sech2 &
8 2 8 2

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)
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olup B =1 dir.

A=l VeCz—l
2 2

U, = —%csc2 (&) ve V, = —%csc2 (&)

ve
U, =—=sec’(§) ve V, =—=sec’ (§)
U, = 3 1+ ! 5
8 (tanE Fseck)
olup B=—v dir.

A =1ve C=-1igin,

U, = —%csch2 (&) ve V, = —%csch2 (€)

U, =%sech2 (§) ve V, =%sech2 (€)

olup B =4y dir.

A=1ve C=1ig¢in,

U, = —%csc2 (§) ve V= —%csc2 (€)

U, = —%sec2 (&) ve V, = —%sec2 (€)

olup B =—4y dir.

A =1ve C=—4 ig¢in,

U, =§[16—coth2 (28)] ve v, =§[16—coth2 (28)]

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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U, :%[16—tanh2 (28)] ve v, =§[16—tanh2 (28)]

olup B =167 dr.

A=1ve C=4i¢in,

U, =—§[16+cot2 (2¢)] ve v, =—§[16+cot2 (28)]

U, = —%[16+tan2 (28)] ve v, = —%[16+tan2 (2¢)]

olup B=-16y dir.
I1. Durum

U, (x,t) ele alalim.

A=l VeC=—l icin,
2 2

UM:l 1—3coth? S Ve\/14=l 1—coth? 8
8| 2 8 2

U15=l 1—tanh? é VeVlS:l 1—3tanh’ §
8 2)] 8 2

U, = —é[l+3tan2 (&)] ve v, = —é[l+3tan2 (€)]

Uyg= ! 1+ 3 5 VeVlg:—l 1+ 3 >
8] (tan&Fsec&) 8] (tan&Fsec&)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

2.71)

(2.72)

31



olup B=7 dir.

A=1ve C=—l1igin,

U, =%[1 —3coth® (§) | ve V;, = %[1—3coth2 (€)] (2.73)

U,, = %[1 —3tanh’ (&) | ve V,, = %[1 —3tanh’ (§) | (2.74)

olup B =—4y dur.

A=1ve C=1igin,

U, = —%[1+3cot2 (&)} ve 'V, = —%[1+3cot2 (&)} (2.75)

U, = —%[1 +3tan’ (&)] veV, = —%[1+3‘[an2 (&)} (2.76)

olup B =4y dir.

A =1ve C=—4 i¢in,
3 a2 3
U, = 2—§coth (28) ve V,, = 2—§coth (28) (2.77)

U, =2 —%tanhz (28) ve V,, =2 —%tanhz (28) (2.78)

olup B =-16y dr.

A=1ve C=4i¢in,
3 2 3 2
U, :—2—§cot (28) ve V,, =—2—§cot (28) (2.79)

U, = —2—§t:«m2 (28) ve V,, =2 —%tanz (28) (2.80)

olup =167 dir.



II1. Durum

U, (x,t) ele alahm.

1 1. .
A :E ve C :_E i¢in, ¢oziimler U,, U, ve V,, V, dir.

A=l VeC=l i¢in,
2 2

B =—-v olup ¢dziimler U,, U,, U,, V,, V, ve V,dir.
A =1ve C=-1ig¢in,
B =4y olup ¢dziimler U,, U,, V, ve V, dir.
A=1ve C=1igin,
B =—4Y olup ¢dziimler Uy, U,, V; ve V, dir.
A =1ve C=—4 i¢in,
U,, =6sech’(2&) ve V,, =6sech’(2§) (2.81)
U,, =—6¢csch?(28) ve V,, =—6¢csch?(28) (2.82)
olup =167 dir.
A=1ve C=4i¢in,
U,, =—6sec’ (2§) ve V,, =—6sec’ (28) (2.83)
U,, =—6¢sc’ (28) ve V,, =—6csc’ (28) (2.84)
olup B=-16y dr.

IV. Durum

U, (x,t) ele alalim.



1 1. .
A =— ve C=—— i¢in, ¢oziimler U ,, U, V,, ve V4 dir.

2

A=— VeC=l icin,
2 2

B =17 olup ¢dziimler U, U, Uy, V., V,, ve V . dir.
A=1ve C=1ig¢in,
B =4y olup ¢dziimler U,,, U,,, V,, ve V,, dir.

A =1ve C=—4i¢in,

Uy, =2[1-3tanh’ (28) | ve V;, =2[1-3tanh’ (2€) |

Uy, =2[1-3coth® (2€) | ve Vi, =2 1-3coth’ (2§) |

olup =167 dir.
A=1ve C=4i¢in,

Uy, =—2[1+3tan’ (28)] ve V;; = 2| 1+3tan’ (2§) |

Uy, =—2[1+3co0t’ (28)] ve V,, =—2[ 1+3cot’ (2€) |

olup B=-16y dr.
V. Durum

U, (x,t) ele alalim.

A=l VGCZ—% i¢in,

Uy =V = —%{2 +3tan’ (%j +3coth? (%H

olup B =—4y dir.
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(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)



U=V = % 2—3tan’ (%j —3cot? (%j}

U, =V, :é 2-3(tan& Fsect)’ —3(tan§$sec§)_2}

olup B =4y dir.

A=1ve C=—l1igin,
U38 = V38 = —%[2+3tanh2 (&)+3C0t2 (&)}
olup B=-16y dr.
A =1ve C=1ig¢in,
1 2 2
U, =V, =5[2—3tan (&)-3cot’ (&) ]

olup =167 dir.

A =1ve C=—4 i¢in,

U,, =V,, =—4-6tanh’(28) —%coth2 (28)
olup B =-64y dr.

A=1ve C=4i¢in,

U, =V, =4-6tan’(2§) —%cot2 (28)

olup B =64y dir.
VI. Durum

U, (x,t) ele alalim.

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)
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A=l VeC=—l icin,
2 2

U,=V, = %{1 — tanh’ (%) —coth’ (%H

olup B =4y dir.

A=l VeC=l icin,
2 2

Uy=V,= —% 1+ tan’ (%j +cot’ (%ﬂ

U,=V, :-% 1+(tan§$sec§)2+(tan§$sec§)_2}

olup p=—4y dir.

A=1ve C=-l1igin,
U, =V, = %[2—tanh2 (&)—coth® (F,)]

olup B =167 dr.
A=1ve C=1igin,

3
U46 = V46 = —E[2+tan2 (g)'i'COtz (g):l
olup B=-16y dir.

A=1ve C=—4i¢in,
U, =V, =12—6tanh’ (2&)—§coth2 (28)

olup B =64y dir.

A=1ve C=4i¢in,

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)
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37

U,=V,,=-12—6tan’ (2&)—§c0t2 (28) (2.102)

olup B =-64y dr.

Boylece, (2+1)-boyutlu soliton breaking denklem sisteminin 48 tane

trigonometrik ve hiperbolik ¢ézlimleri elde edilmis olur [15].
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3. BOLUM

Bu boéliimde ise Tanh yonteminin gelistirilmisi olan ileri Tanh yontemi verilerek lineer

olmayan olusum denklemlerine uygulamalar1 yapilmstir.

3.1. Lineer Olmayan Denklem i¢in ileri Tanh Yontemi
Lineer olmayan kismi diferensiyel denklemi goz 6niine alalim [16].
N(u,u,u,u,,..)=0 (2.103)
Bu denklemin ¢6ziimiinii bulmak igin

E=k(x+wt) olmak iizere U(x,t)=U(&) doniisiimiinii uygulayalim. Burada k ve

w, sirasiyla dalga sayis1 ve dalga hizim gostermektedir.

O halde,

b =k (2)
R
u, =k’w’u’ (&)

seklindeki tiirevler bulunup (2.103) denkleminde yerlerine yazilirsa bu denklem

N(u,u’,u’,...)=0 (2.104)

adi diferensiyel denklemine doniismektedir.
N .
u(g)= Z:aiFl (§) seklinde tanimlayalim. (2.105)
i=0

Burada N, lineer olan en yiiksek mertebeli terim ile lineer olmayan en yiiksek
mertebeli terim arasindaki dengeleme sonucu bulunur ve F(é) in Riccati denklemine gore

¢Oziim parametreleri sunlardir;

F(§)=CF’+A (2.106)
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Burada A ve C ler sabitlerdir. A, C ve F(é) arasindaki bagint1 ise asagidaki tabloda

gosterilmektedir.
A c F(5)
1 1 .

1 5 -3 coth§+csché, tanh Tisech§
2 1 1 secE+tan§, & —cot§

2 2
3 1 1 secE—tan&, &+ cotE

2 2

4 1 -1 tanh &, coth &
5 -1 -1 cot§
6 1 1 tan&

3.2. Tleri Tanh Yonteminin Uygulamalar:

Modifiye dispersive water wave denklem sistemini ele alalim [17-18].

1 1
ut :__Vxx +_(qu +Vux)’
4 2 (2.107)
3
v, =-u_ —2uu, +EVVX

Bu denklem sisteminin ¢dziimiini bulmak i¢in

E=(x+wt) olmak iizere, u(x,t)=u(§), v(x,t)=v(§) donisimlerini ele

alalim.

u, =u,,

u =wu,,
U = Uges
V, = Ve,

Vix = Veeo

vV, =WV,



tiirevleri denklemde yerlerine yazarsak,

’ 1 4 1 ’ ’ ’ ” ’ 3 /’
wu'=—=v +=(uv'+w’), wv'=—u"-2uu’+=wv
4 2 2

olur.
N
u(g)= Z:aiFi (§) ve F'=cF’+A olmak iizere,
i=0
N, v” ile uv” arasindaki dengeleme N+2=N+N+1=>N=1,
M, u” ile vv" arasindaki dengeleme M+2=N+N+1=>M=1
olarak bulunur.

O halde,
a(E)= Yk (&) (&)= b (@)

u(€)=a, +a,F (&), v(E)=b, +bFE olur.

Tirevleri alinirsa;

u'=aF=a (cF+A), V=bF =b (cF’ +A)

u”=a,F" =a, (2cFF) =a, (2F (cF* +A)),

v'=b,F" =b, (2cFF') =b, (2¢F(cF* +A))

bulunur. Denklemde yerlerine yazarsak.

40

—%(2c2b,F3 +2cb1AF)+%((a0 +a,F)(b,cF* +b,A)+(b, +bF)(a,cF’ +a1A))

—w(ca,F’ +a,A)=0,

—(2a,c°F’ +2a'cAF)-2(a, +a,F)(a,cF’ +a,A)+=(b, +bF)(bcF +bA)

3
2

—w(cb,F* +b,A)=0



bulunur.
Gerekli diizenlemeler yapilarak;
1 1
—Awa, +—Aab,+—Aa b, =0,
2 2
1 1
—Cwa, +—Cab, +—=Ca,b, =0,
2 2
—lACb1 +Aab, =0
2
1,
_EC b, +cab, =0
3
—2Aaa, — Awb, +5Ab0bl =0,
3
—2Caja, —Cwb, +5Cb0b1 =0,
—2ACa, —2Aa; +%Abf =0
2 2 3 2
—2¢’b, —2ca,; +ECbl =0
oldugu goriliir.
a,,a,,b,,b, ve w ler bulunur, tablo yardim ile de ¢6ziime ulasilir.
O halde,
E=(x+ wt) olmak iizere denklemin ¢oziimii;
1 1.
Duruml; A=—, C=——1se
2 2 F(&)=coth&+cschg

F(&)=tanh&+tisech§

(coth&F cschg)

w1 1
u, zi?—z(cothﬁicsch?;), Vi =WES

(tanh & Fisech§)

w1 1
u,, =F———(tanh&Fisechf), v, =wF—
2=+t ) 4( EF é) 12 +2
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Durum 2; AZCZ% ise

(sec&Ftank)

N | —

w1
u,, =$?+Z(sec§$tan§), V, =WTF

u,, wF—(csc§—coté)

N | —

w1
$E+Z(csc§—cot§), V,,
1.
Durum 3; A:C:_E ise

(sec&+tan&)

N |~

1
u,, =$%—Z(sec§+tan§), Vi, =WTF

(csc&—cot&)

N |~

w1
u32=13—z(csc§—cot§),v32 wF

Durum4; A=1, C=-11ise

1
u,, =$%—Etanh§, v, =wFtanh§

1
u, =$%—Ecoth§, v, =wFcoth§

Durum 5; A=C=-11ise

w 1 _
us, :+E+Etan§, vy, =WFtang

Durum 6; A=C=1ise

w1 -
u,, :+E—Ecot§, vV, =WFcoté

olarak bulunur.

Simdi ise Abrahams-Tsuneto reaksiyon difiizyon sistemini [19-20] ele alalim.
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u =u_ +(1-u’—v)u, (2.108)
v, =v, +(—u’ =) (2.109)

Bu denklemlerin hareketli dalga ¢6ziimlerini bulabilmek i¢in asagidaki doniisiimleri

ele alalim.

u(x,0)=U(), v(xn=V(E), &=k(x+ar). (2.110)
(2.110) denklemlerini (2.108) ve (2.109) denklemlerinde uygularsak,

1 ” 1 ’ ’ ’
— V" +=-UV +VU)-awU" =0,

4 2
(2.111)

—U”—2UU’+%VV'—&)V'= 0,

seklinde lineer olmayan adi diferensiyel denklemler elde edilir. (2.111) denklemlerinde lineer
olmayan en yiiksek mertebeden terim ile en yiliksek mertebeden lineer terimin

dengelenmesinden yani V" ~ UV’ ve U” ~VV’ dengelenerek n =1 bulunur.
U(f) =a,+ alF(é:)’ V(f) =b,+ blF(é:)- (2.112)

Burada F’'=CF>+ A olmak iizere (2.112) denklemini gerekli tiirevler alinarak
(2.111) denkleminde yerine yazip gerekli diizenlemeleri yapip F’ in kuvvetlerine gére F/ nin

sirastyla katsayilarini sifira esitlersek ao’al,bo,bl,a),k dan olusan asagida verilen denklem

sistemi bulunur.
—a, +a,’ + wka, +ab,’ =0,
—a,—2k’a, +3a,a, + ab,” +2a,b,b, =0,
wka, +3aya,” +2abb, +a,b’ =0,
-2k*a,+a’ +ab’ =0,
—b, +a,’b, +b,” +kab, =0,

—2a,a,b, —2k’b, +a,’b, +3b,’b, =0,



a’b, + kab, +2a,a,b, +3b’b, =0,
—2k’b, +a’b +b> =0.

A, C ve F(&) durumlarma gore 6 farkli ¢dziimler ailesi bulunur.

l.durum: A Z%,C Z%igin F(&)=coth&+csché
u“:iﬁi 1+c0th(l(3t—\/§xj ,
2 4
3t x 3t x
v, =x|1+coth| ————= |+csch| ——— ||,
! [ (2 ﬁj (2 ﬁﬂ
uu:iﬁi 1+c0th(l(3t+\/§x)j ,
2 4
3t x 3t x
v, =%x|1+coth| —+— |+csch| —+—||.
: { (2 ﬁj (2 ﬁﬂ
1 |
2.durum: AZE’C:E icin F(&)=cscé—coté

ly, =i?{1+tanh&(3t—x/§x)ﬂ,
v, = i{l+tanh(%(3t—x/§x)ﬂ,
.

un:ig{lﬂanh( (3t+\/§x)ﬂ,

v,y = 4_{1+tanh (l3t+x/§xﬂ.
4
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3.durum: Az—%,Cz—% igin F(&)=csc&+coté
Uy, :iﬁ{l+coth(l(3t—\/§x)ﬂ,
2 4
vy =i{1+coth(l(3t—x/§x)ﬂ,
4
Uy, = iﬁ{l+coth(l(3t+x/§x)ﬂ,
2 4

Vi =i{l+c0th(i(3t+\/§x)ﬂ,

4.durum: A=1,C=-1 igin F(&)=tanh&
Uy = iﬁ{—l +tanh (l(—?n‘ + \/Ex)ﬂ ,
2 4
v, = {il+tanh(%(i‘3t$x/§x)ﬂ,
U, :iﬁ{l+tanh(l(3t+\/§x)ﬂ,
2 4
Vy =i{l+tanh(l(3t+\/§x)ﬂ.
4

5. durum: 4=-1,C=-1 i¢in

Uy, = i?{—l +coth G(—& + \/Ex)ﬂ

v, = {J_rl +coth G(ﬁt T \/Ex)ﬂ,

sy i?{l +coth G(—y + \/Ex)ﬂ
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v, = [ilmmh&(miﬁx)ﬂ,

6.durum: 4A=1,C=1 igin

U, =ig{—l+tanh(%(—3t+\/§x)ﬂ,
Ve :[J_r1+tanh(i(i3t¢ﬁx)ﬂ,
:

Ugy = i?{l+tanh( (3t+\/§x)ﬂ,

v, = {ilitanh (%(3t+\/§x)1|-
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