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OZET

Miihendislik ve fizik problemlerinde karsilasilan integral denklemlerin ve integral
denklem sistemlerinin olduk¢a fazla ¢esidine ve varyasyonuna rastlamak miimkiindiir. Bu

denklemlerin ¢6ziimii i¢in bir ¢ok yontem gelistirilmistir.

Bu tezde bazi integral denklem cesitlerinin ¢6ziimii i¢in, kullanigh ve pratik bir yontem
olan Homotopi Perturbasyon Metodunun ve Modifiye Homotopi Perturbasyon Metodunun
uygulamasi incelenecektir. Ayrica matematik programi Maple ile de bazi 6rneklerin ¢oziimleri

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Integral Denklem, Homotopi Perturbasyon Metodu, Modifiye Homotopi
Perturbasyon Metodunu
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SUMMARY

Integral equations encountered in engineering and physics problems and integral
equations rather than on the kind of system to coincide with and variations are possible. This

equation was developed to solve a lot of ways.

This thesis for the solution of some kind integral equations, which are useful and
practical method and the modified Homotopi Perturbasyon Methods of application will be
reviewed Homotopi Perturbasyon Methods. Moreover, some examples of the mathematics

program, solutions are given by Maple.

Key Words: Integral Equation, Homotopy Perturbation Method, Modified Homotopy
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1. GIRIS

Integral denklemler i¢in genel bir tanim vermek miimkiin olmamakla birlikte kabaca
bilinmeyen fonksiyonun integral isareti altinda bulundugu denklemler olarak tanimlanabilir. Bu
tanim integral denklemlerin tiim ¢esitlerini kapsar nitelikte bir teori olusturmamizi

saglamamaktadir. Bu nedenle integral denklemler ayri ayri gesitler olarak incelenmektedir.

Integral denklemlerle ilgili ¢alismalar ilk olarak 19.yiizyilda baslamistir. ilk olarak
1823 yilinda ABEL ‘in mekanik problemlerini inceledigi siralarda integral denklemlere
rastkadigi bilinmektedir. Fakat integral denklem deyimi Du Bois REYMOND ‘un (1888) ‘de
yayinladig1 makalesinde kullandig1 anlasilmaktadir[1].

Integral denklemler konusu diferensiyel denklemler, operatorler teorisi gibi matematik
konulariyla i¢ i¢e incelenmektedir. Bir ¢ok denklem adi ve kismi diferensiyel denklem olarak
ifade edilebilir. Ayrica matematiksel fizik ve uygulamali matematikte bir ¢ok alanda integral
denklemler rol oynamaktadir. Integral denklemlerin incelenmesi sirasinda lineer cebir ve
fonksiyonel analiz konularmin da yer aldigi goze carpmaktadir. Ornegin lineer integral
denklemlerin konusu igerisinde goriilen 6zvektor,6z fonksiyon ve vektdr uzaylari kavramlari

ayni zamanda lineer cebirin de temel kavramlarindandir|2].

Integral denklemlere cok cesitli sekillerde rastlamak miimkiindiir. Ornegin, hem
bilinmeyen fonksiyonun tiirevi, hem de integral isareti altinda bulundugu denklemlere integro-
diferensiyel denklem ad1 verilmektedir. Bu ¢esitlilik integral denklemlerin ¢6ziimiinde genel bir
¢Oziimiin bulunmasii zorlastirmaktadir. Bu nedenle arastirmalar her bir tiir integral denklem

icin ayr1 ayri ¢oziim yontemleri gelistirme seklinde yiiriitilmektedir.

Bu tezde integral denklemlerin homotopi perturbaston metodu ile ¢oziimii
arastirilmaktadir. Integral denklemlerin ¢oziimiinii oldukg¢a kolaylastiran bu yontem Ji-Huan
HE tarafindan gelistirilmistir.  Ayrica yontemi bir basamak daha gelistirerek modifiye
homotopi perturbasyon metodu ile de ¢oziimler arastirilmistir. Metodun integral denklemlere

uygulanmasinda Maple matematik yazilimi kullanilmistir.



2. INTEGRAL DENKLEMLER

2.1. integral Denklemlerin Simiflandirilmasi

2.1.1. Fredholm Integral Denklemleri

M bir parametre, i} ve K{#,t} bilinen fonksiyonlar 4t} bilinmeyen fonksiyon olmak

lizere,
. o
Fix) = | EOn e ruf)de (2.1
o o o1~ 2
Fla) = uwla) — [ Bx, hulthar 2.2)

seklindeki denklemlere Fredholm integral denklemleri denir. Sirasiyla (2.1) ve (2.2)

denklemlerine birinci ve ikinci tip Fredholm integral denklemleri adi verilir. x ve freel
degiskenler olup {@, &) araliginda degerler alirlar. &6} ‘ye denklemin cekirdegi adi verilir.
Fixtl cekirdegi (x 1t} diizleminin bir A ={a=x=ba=t=d] karesi iizerinde
tanimlanmig olup karesi ile integrallenebilir bir fonksiyondur, yani

|.1 &

[7 [ B Sdndt = BY @ 1 (2.3)

saglanacak sekilde bir B sayist mevcuttur [2].
Ornegin,
L
sin (x) = J gvE it
¥

denklemi birinci tip Fredholm integral denklemidir ve
wix) = cosi2x) + 'I stnxcostulfde

)
denklemi de ikinci tip bir Fredholm integral denklemidir.
2.1.2. Volterra integral Denklemleri

A bir parametre, fix} ve Kix 7} bilinen fonksiyonlar 1€} bilinmeyen fonksiyon olmak iizere,

a

Fix) = [7 B Ouit)de 2.4)



£y = wlxd — [T R Sultde (2.5)

seklindeki denklemlere Volterra integral denklemleri denir.  Sirasiyla (2.4) ve (2.5)
denklemlerine sirastyla birinci ve ikinci tip Volterra integral denklemleri adi verilir. Volterra
integral denklemlerinin Fredholm integral denklemlerinden tek farki integral iist sinirinin
degisken olmasidir[2].
Ornegin,
L

B e T
gt =1 = J i fx — el i
K

i

denklemi birinci tip Volterra integral denklemidir ve
" " ’.];
ubx) = cozilx) + 'I sinxcostul£)dt
B
denklemi de ikinci tip bir Volterra integral denklemidir.

2.1.3. Homojen ve Homojen Olmayan Integral Denklemler

Integral denklemlerde homojen ve homojen olmayan denklemleri birbirinden ayirmak

icin su 2.tip Fredholm integral denklemini g6z 6niinde bulunduralim,
Fit = wle)— [C B Oultde (2.6)

Fixl bilinen fonksiyonunun fx} = 0 (veya hemen hemen %% € @& & icin flx) = 0) olmasi
denklemin homojen integral denklem olarak siniflandirilmasmm saglar[3]. f{x) =0 ise bu

durumda denkleme homojen olmayan integral denklem adi verilir.
2.1.4. Lineer ve Lineer olmayan integral Denklemler

Integral denklemlerde lineerlik denklemde bulunan bilinmeyen %} ‘in derecesinin bir

olup olmamasi ile ilgilidir.

Ikinci tip homojen lineer Fredholm integral denklemi £ {x} = © olmak iizere,
wix) = fix) - [ Eix Ohulthar (2.9)

seklindedir. Ornegin,

wix) = J g1 §x — Oufe)dr
&



denklemi ikinci tip homojen lineer Fredholm integral denklemidir.

Homojen olmayan ikinci tip Fredholm integral denklemi f4x) = 0 i¢in,
w(x) = £+ [ RGs Oult)ar (2.10)

seklindedir. Ornegin,

uix} = cogx + j ain {x — ul)de
1]

seklindedir.

Ikinci tip homojen lineer Volterra integral denklemi f{x} = @ olmak iizere,
wlx) = F0) + [ Bk, Suis)de (2.11)

seklindedir. Ornegin,

o
O — ':,'-_:- Fat 2.
wixl= | ¢ Tult)de
[

denklemi ikinci tip homojen lineer Volterra integral denklemidir.

Homojen olmayan ikinci tip Volterra integral denklemi f{x) = 0 igin,
wix) = Fix) + [T K Suidde 2.12)

seklindedir. Ornegin,

ok

ulx) = e + 'I e tut)dt
[+

seklindedir.

Birinci tip lineer Fredholm integral denklemi ,
Fix) = ,lfﬁ' (6 Chefe)de (2.13)

seklindedir. Ornegin,

e
g =J‘ e
o]



denklemi birinci tip homojen lineer Fredholm integral denklemidir.
Birinci tip lineer Volterra integral denklemi,
Fix) = [} Bfxonuie)de (2.14)

seklindedir. Ornegin,

.-.J"
Biny = I e T o
H

denklemi birinci tip homojen lineer Volterra integral denklemidir.

Diger yandan lineer olmayan Fredholm integral denklemi genel olarak,
PO = [ B swlsds (2.15)
seklinde gosterilebilir. p sayis1 g = @ ve # = L olmak {izere,
flad = [2 B, D)o
seklindeki integral denklemler lineer olmayan denklemlerdir[3].

Ayrica lineer olmayan Volterra integral denklemi genel olarak,
e ]
F) = | Kl su(ae
o
seklinde gosterilebilir.
R

fix) = J i1, fhaln (udsds
&

seklindeki denklem lineer olmayan Volterra integral denklemidir [3].
2.2. Iintegral .Denklemlerle ilgili Temel Tamim ve Teoremler

Tamm 2.2.1: F cismi iizerinde tanimli lineer uzay X olsun. X iizerinde +:& % X — X toplama
ve .:F ®#& — & skalerle carpma iglemleri tanimli olsun, bu durumda X uzay1 su ozellikleri

saglar,

1) X toplama islemine gore degigmeli bir gruptur.

g 1 € X olmak iizere,



(a) ¥, g & Xigin [ + g €& (kapalilik 6zelligi).
(b) ¥Ff.g. h& Xicin {f + gk +h=f+ {g -+ h) (birlesme 6zelligi).
(¢c) ¥f € X igin f =T = T + [ olacak sekilde @ € & vardir (birim eleman).
(d) YFeX icin f+{—f)={(—fl+F=0 olacak sekilde {=f)&X vardir (ters
eleman).
() ¥f.g e Xicin 7+ g = g -+ f dir (degisme Ozelligi).
2) Skalerle ¢arpma islemine gore kapalidir.
() FreXignl.f=f
b) ¥WeXrveVae Ficingf= X
(c) ¥F € X ve Ve, § € Ficin alFf) = {xf)f
3) Dagilma 6zelligi saglanir.
(a) ¥rg € XveVYa e Figin alf +g) = af +ag
(b) ¥f & X ve Ve, § € Figin (o + FIf = af + §F
Tamm 2.2.2: Eger X lineer uzayi lizerinde bir i¢ ¢arpim tanimli ise, bu uzaya i¢ ¢arpim uzay1
ad1 verilir. f ve g, X de birer kompleks say1 olmak iizere {f, @7} olarak belirtilsin. Bu durumda
i¢ carpim su ozellikleri saglar,
1) (fgd=4gr)
2) faf +Fa.h) = alf, )+ Fg. k)
3) if.fr = Qve {f,f) =0 ancak ve ancak F = Digin
Not: ©f, flreel ise 1.6zellikden {f,F)} = {f, £} dir. {f,f)** = ||f|| ifadesine f in normu adi
verilir[2].
Tamim 2.2.3: X bir K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun.
| 1]:% = By = [l

doniisimii ¥x, v € X ve ¥er € K i¢in,

D) llxll=0=x=0;
(2) Ilexll = | e[|l

3) llx+ 2l = llxll + ll»l (Fegen eptisizlift)



ozelliklerini sagliyorsa X iizerinde norm adi verilir ve bu durumda {X, ||, ||J ikilisine bir normlu

lineer uzay adi verilir.

Tamm 2.2.4 (Cauchy Dizisi): (X, [|. ||} bir normlu uzay ve X in iginde bir dizi {f;1 olsun.
Yo = @ i¢in m, 1 ¥ 11z oldugunda ||f; — Bl = & olacak sekilde £ a bagl bir 1z = IV sayisi

varsa {f;} dizisine X de bir Cauchy dizisi ad1 verilir.

Bu tanim1 daha kisa olarak soyle yaza biliriz,
YerQan, SN2 Ymun = nelein || f—Full 5= (5
dizisi X de bir Cauchy dizisidir
Tamm 2.2.5 : H bir i¢ carpim uzay1 ve {f;,] de H da bir Cauchy dizisi olsun. Her & = 0 icin
asagidaki 6zelligi saglayan bir N{g} varsa,

£ — Bull = & igin m,m > N{s)
baska bir ifadeyle
Jm I - fll =0

yani, eger H icerisindeki her Cauchy dizisi i da bir elemana yakinsiyorsa # ya Hilbert uzayi

ad1 verilir.

Boyle bir Cauchy dizisi yakinsak ise tek bir elemana yakinsamalidir. Varsayalim ki,
Jm fi =g

Mm f. =h

Mg
olacak sekilde {f£, } in iki alt dizisini alalim ve her biri farkli elemanlara yakinsasin, sonra

g —&ll = ”-5 = Lo T Fan = B T B — 'b‘|

= o = fuell# e = )+ e = 3

yeterince biliyiik #; v 1 icin,

=
Ty

g = £

LEL] R



.=
iy, -
3

&
s = 52
buradan
llg—hll = &
o ve lh, keyfi 1,111, ve £ dan bagimsiz oldugundan, goriiliir ki,
llg =kl =0
buradan da g = & elde edilir[2].

2.2.1. Fredholm Alternatifi

Fredholm alternatifi bazi tip integral denklemlerin ¢oziilebilirligine karar vermek igin

kullanilan temel bir aragtir. Sonlu boyutlu i¢ ¢arpim uzay1r X ve boyutu da 1 olsun. L de &
tizerinde tanimli operatdr olsun ve 7 * # boyutlu bir matris ve L nin adjoint matriside L*olarak

verilsin.

i, 1), X uzayinda tanimh bir i¢ ¢arpim olsun, burada @ ve ¥ X de keyfi vektorlerdir.

L ve L* arasinda su sekilde bir iliski vardir,

(L ) = (@, Lp)

L nin sifir uzay1 W{L} su sekilde tanimlanir,

N{L) = {¢|Lep = 0]

kolayca goriilebilir ki N{L} ashinda X in bir alt uzayidir. #{L} ile N{L? nin boyutu gosterilsin.
FiL) ile de L nin derecesi belirtilsin,

R{E)} = {@|¢ = Lip, herhangt € X}

olarak gosterilebilir, R{LY nin de X in bir alt uzay1 oldugu agiktir, boyutu da @{L) ile
gosterilsin[2].

Lemma 2.2.1: w{L} + @fL) = 1 = bovX



ispat: X in bir bazt @y @1, @g e, By olsun. @y, @a, @3, 00, @, de WL} nin bir bazi olsun.

Herhangi bir # £ X i¢in

dir, ¢iinkli 1 = ¢ = (L} icin L@; = 0 olur. O halde L@ , H{L) nin genel bir elemani ve en fazla

1 —w{L} lineer bagimsiz vektoriin lineer kombinasyonu seklindedir, bu nedenle
PEL) & n—e(L)

olur[2].

Lemma 2.2.2: #fL) + gL} m 1t

Ispat: £{L"} n ortagonal tiimleyeni & {L)= ile gosterilsin. Ilk olarak N{L} = &{L")~ oldugunu

gosterelim. @ £ NEL) olsun,
0=(Lp) = (@ L) heriicin
& her L™ ile ortagonal oldugundan
@ € R{L)~

dir. ¢, N{L} de keyfi bir eleman oldugundan
WEL) S HELT)=
bulunur.

Simdi de tersini gosterelim ¢ £ R{L")- olsun,
0 =g L'y} ={Le &) hericin
yukaridaki esitlikten goriiliir ki kesinlikle ¢ & N{L} dir, buradan

R{E)- = NiL)



10

bu sekilde L) = F{L"}= sonucuna varilir. Bu sonugtan N{L} ve F{L™} nin X in tiimleyen alt

uzaylari oldugu sonucuna varilabilir, yani
X =N(L) QR
olur, bu sekilde X in elemaninin N{l) nin bir eleman1 ve E{L} nin bir eleman: seklinde
ayristirilabilecegi anlamina gelmektedir. Buradan
wlL) + (L) m
oldugu gorulir[2].
Lemma 2.2.3; wiL) = ¢:{L")

Ispat: Sonlu boyutlu uzayn iki kere adjointi {L} = L seklinde olsun, Lemma 2.2.1 ve Lemma

2.2.2 den,

-
I
b4
o

pil) = n — @il
buradan

vL) = v{l) = (L) = v{L)

olur, o halde #{L} = w{L"} dir[2].
Sonug 2.2.1: viL) + gfLll=n

Ispat: Lemma 2.2.2 ve Lemma 2.2.3 den
n =w{l) + ol L) = piL]l + (L)

bu da gosterir ki Lemma 2.2.1 deki esitsizlik aslinda esitliktir. Bununla birlikte /{L} ve R{L)
LVEL) ve HEL™) gibi tiimleyen alt uzaylar degildirler. Bu durumda L nin self-adjoint yani L = L°

oldugu sdylenebilir[2].
Teorem 2.2.1 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi): {¥. {... )} bir i¢ carpim uzay1 ise ¥x, v € X igin,
20312 = Cax) iy v)

esitsizligi vardir.
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Ispat:. x=8& veya v =& ise esitsizlik dogru oldugundan, ¥ = & ve ¥ = & oldugunu kabul
edelim. ¥ € & igin i¢ garpimin 6zellikleri kullanilarak,
0= O +apx+a) = (o ad+ &x o)+ aly ) + al* (s

bulunur. Burada ¥z € C i¢in =zZ = |z|? ve 3 = # oldugu goz oniine almarak x = — L alimirsa

i
h T o

. LX), |G b ® |26, 222
t:[ﬁ ,leJ X} +_2:__‘5li-'5‘}+:__‘= r-.'x-.' X}_i_‘
Lt Lt Lt

yazilabilir. Buradan |{x,v}|= = {x,47{v, 1) esitsizliginin dogru oldugu ispatlanir.
(X,£.,.J) bir i¢ garpim uzay1 ve & € X olsun. x vektriiniin normu
]l = € 342

olarak tanimlanir. (2.2.3) tamimdan normun (1) ve (2) 6zelliklerini sagladig1 goriiliir, iiggen

esitsizliginin saglandig1 ise Cauchy-Schwarz esitsizliginden goriiliir. Boylece {X,1,,.)J bir ig
carpim uzay1 ||#]| = {x; £} normu ile bir normlu vektdr uzay1 olur ve bu durumda Cauchy-

Schwarz esitsizligi de

|G| = [l 1l
bigimini alir.

Cauchy-Bunyakovsky esitsizligi

L S 142
:{I |x§'?}|9d?J |1‘:;'E"}|E|:TEE"]~
(4 (4

Teorem 2.2.2: (Fredholm Alternatifi)

i
J x{ehle)de
=

Lp=f

denklemi ancak ve ancak #{L} = O ise, her f icin tek bir ¢oziime sahiptir. Eger L} = Tise,

yukaridaki denklem sadece L") sifir uzayina ortagonal [ ler igin ¢dziime sahiptir[2].

Ispat: Eger #{L} = @ ise Sonug 2.2.1 den g%L} = 1 oldugu goriiliir, buradan R{L} nin boyu tiim

uzay kadardir. Bu durumda kesinlikle f, %L} ye aittir ve herhangi bir @ i¢in Lg ile temsil
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edilebilir. Eger @ ve @, gibi iki ¢oziim olsaydi, L{@, —@:) =0 olurdu, buna karsilik

v{L) = 0 oldugindan @y = ¢ oldugu goriiliir.

Eger wfL} > 0 ise, Lemma 2.2.2 den Lg = f denkleminin sadece f € R{L} = N={L)
i¢in ¢Oziimii olacaktir. Bu yiizden sadece N{L™) a ortagonal f ler i¢in ¢6ziim mevcuttur[2].
Tamm 2.2.6 : (integral Operatorii)

Eger bir & operatorii asagidaki 6zellige sahip ise, bu durumdaki operatore lineer

operatdr ad1 verilir.

K¥af + fg) = alf+ fKg

lineer operator, f € L[0,1]) ve E{x17), X,V i¢in siirekli olmak iizere,
S

Kf= JG R (x, 3 F(vidy

seklinde ise bu operatdre, lineer operatore integral operatorii adi verilir[2].

Not: Integral operatorleri tipki sonlu boyutlu uzaylardaki matrislerde oldugu gibi adjointlere

sahiptir. Bu sekildeki adjointlerin temel 6zelligi su baginti ile tanimlanir. Bu uzaydaki her [, g
i¢in,
LH.F:.IQ} = EI.' H-Q:l
dir.
.

®fg) = |

=4

ol

J K{x I (ldygix)dx

o

ve integral kuralin1 degistirerek

_ i b

(Kfg)= j F E;?‘}I Kt ylgixidxay
o &

buluruz. Eger

Krg=| Rlonglodx
“ T
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olarak tamimlanirsa (K F. gl = (f. K"g) bagintis1 saglanms olur. K°g = ,F; Eix,yigixidx

ifadesinden goriiliir ki bir integral operatoriin adjointide yine bir integral operatoriidiir. Bu

durum basitge K ¢ekirdegi ile de iliskilendirilebilir. Agikga,
(%) = K x)

oldugunda, & = E* elde ederiz ya da esdeger olarak,
{Ef.g) = (f.Eg)

dir. Ve bu ozellige sahip integral operatoriine self-adjoint adi verilir. Sinirh self-adjoint bir

integral operatorii Kf¢x 31 = & {3 x) seklide ¢ekirdege sahiptir[2].
Tanim 2.2.7 : Eger bir K operatorii herhangibir M sabiti ve ¥f € H igin,
EFI = Ml £1]

ozelligini saglhyorsa sinirlidir denir. Tiim M lerin en biiyiik alt sinirma & nin normu adi verilir

ve [|E|| ile gosterilir. Yani,

(L]
£l

|| = sup
I = U geklindedir[2].
Teorem 2.2.3 : Eger K; ve & her ikiside sinirli operatorler ise, bunlarin ¢arpimi da sinirlidir.
Ispat :
&Ll = Myl 7l
IE2Fl = Mol £l
buradan
[Ey B fl| = My [|EoF|| = My M7
olur[2].
Teorem 2.2.4 : fix} EL;[a b) ve Bix ) € C[a= xy = b]igin,
b

Kf= I E{g, ¥ F(hidy

5]
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seklinde tanimlanan operator sinirlidir[2].

Ispat: K{x,3) kapali ve smirli bir kiimede siirekli oldugundan, sinirli olmalidir. Buradan, eger
| x| = M ise,

=

Kfl - j ECn ) (r)dy
=

-3

5 | 18 )1 |R0 ey
i

-
= srfj FO)ay
{ v

-4

= :'rf'I 1] £ ) dy
g

Caucyh- Bunyakovsky esitsizliginden

-iT
=] U 12-:3_1;]
(=

'..".: - '1.".:
([ 1703130y
O

= My e —a)r?llfl

= M(b— a)lF

ve buradan

S 152
j |fff|2c:s:r1 = M(b - a)l£|

@

|EF

sonug olarak

K] = bl =ul

elde edilir. O halde K operatorii sinirlidir.

Teorem 2.2.5: fix) & Lo[@ &) ve Eix, ) € Lo[& = x5 = &) olmak iizere,

-

Kf= J K5 ¥If (vidy
]

olarak tanimlanan operatorii sinirlidir[2].
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Ispat:
b ol
j j | () 2y = M 5 o0
o o

olsun, Cauchy- Bunyakovsky esitsizliginden

dx‘]
pa-4

[ =i
'f |-F-f=::r,r}|:=irj |Fee)I2ae
L& -

I
b 152

£ = L[

i
j K(x, Df¢ar
[

- w142

142
) ax

e it

-1_{

[ =]

([ T

S

i

.- 1'1
={J ([ e e Jaxii 12
& SE N

. . fm
=il IHa.m#}l-dtdr} 11
a va

M £
dolayisiyla
&L = M[I7]

olur ki bu sekilde teorem ispatlanmis olur.

Tamm 2.2.8 : H bir Hilbert uzay1 ve T , H da sinirhi bir operator olsun. (T lineer operator

olmayabilir). ¥ i, /= € H olmak {izere,
ITA—TFl = ealfh — £l

olacak sekilde pozitif bir ¢ = 1 sabiti varsa, T ye daralma operatoriidiir denir [2].
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Teorem 2.2.6 : T, H da bir daralma operatorii olsun,
1f=f
denkleminin H da bir tek ¢6ziimii vardir. Bu ¢oéziime T nin sabit noktasi ad1 verilir.

Ispat : Varsayalim ki f ve g gibi iki sabit nokta bulunsun,

Tfmf

Tg=g

buradan,

If - gll= | Tf - Tgll sallf gl

L-alf-yl=0

olur, || = gl negatif olmadigindan ||f —g|l = @ dir. Buradan f = g oldugu goriiliir. Bu
durumda denklemin ¢dziimii varsa bir tek olmalidir.

Denklemin ¢6ziimiiniin oldugunu gostermek icin iterasyon kurali olusturacagiz.

Herhangi bir f; segelim ve {f,} dizisini su sekilde tanimlayalim,
Ferr=TE, n=0:L2 ..
[lk olarak bu dizinin Cauchy dizisi oldugunu ve limitinin de aslinda denklemin ¢oziimii

oldugunu gostermeliyiz. Aslinda bir Cauchy dizisinin Hilbert uzayinda bir tek limitinin olmasi

gerektiginden limit vardir. Bu limit [; 1 se¢giminden bagimsiz olacagindan, limit denkleminin

tek ¢6ziimi olmalidir.

| Fss = Ball = 1T — Thamall = @l fs = foma ll

yukaridaki iglen arka arkaya yapilirsa

I Fear — Full = el e — famall = @@l framy — fromoll = - = @™ f1 — fill
elde edilir.

-

Daha genel olarak, # = i ise,

”f“ - ﬁ" ” = ” tf“ - .ﬁ*&-'l} + EI'&-'l - .if:'.t-f } et éf‘."’!""l - .ﬂ“:‘”
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% ” -f“ - f‘.‘-'l }” + ”f:*r-'l - f‘:-: ” ot ”f""'l - f"”
2 (@ 4+ @ ek ™| — ol

™

o
l-@

%5 {&™ + @™ 4 ) = fll =

I = foll

buradan,

M5 =l = 0

elde edilir. Bu sekilde {f.} in Cauchy dizisi oldugu goriiliir ve bu dizinin limiti f olarak

gosterilir.

Simdi f limitinin denklemin ¢o6ziimii oldugunu gdsterelim. T operatorii siirekli

oldugundan,

Tf=T{imf | =ImTf, = lmfsy = F

ve buradan T = f oldugu goriliir[2].

Teorem 2.2.7 : T , H da bir operatér ve T nin 7. dereceden kuvveti T™ bir daralma operatorii

olsun.
r=7
denkleminin H da tek ¢6ziimii f dir.

Ispat: 2.2.6 teoreminden
g =j
denkleminin tek ¢oziimii oldugunu gosterebiliriz. Aslinda keyfi baslangic fonksiyonu igin

M TR%fp = F

s

oldugunu bularak ¢6ziimii elde edebiliriz. fiz = TF alinarak,

U TRETf = f

o s

fakat T"f = f oldugundan, ayni zamanda T*® £ = § olur, buradan
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Im T*Tf = Hm TT** = lim T f =Tf

-
buradan T = f bulunur.

Bu sonucun tek oldugunu gostermek igin,
Tfr=rTg=g
alalim, ayn1 zamanda,
Trf=f,T%g = g

olacagindan ve T" de daralma operatorii oldugundan bu tek ¢oziim f = g sabit nokta

olacaktir[2].

2.2.2. Temel Varhk Teoremleri

¢—Akg=Ff

seklindeki denklemi g6z 6niinde bulunduralim. Burada § ,H Hilbert uzayinda bir eleman ve i

asagidaki ozelligi saglayan sinirlt bir operatordiir,

&gy — Kol = M|l@y — @2l
uygulamalarda ilgilenilen K operatorii integral operatorii olarak diigtiniilecektir.

@ — Al@ = J ifadesini su sekilde yeniden yazabiliriz,

To=¢
burada
Tg=7+ ARkg

eger [ = @ ise, T lineer olmayan bir operatordiir, fakat £ lineerdir[2].

Teorem 2.2.8: & —AK@& = f denkleminin her f i¢in bir tek ¢oziimii vardir ve K operatorii

yeterince kiiciik |4/ icin sinirhidir.

Ispat: T¢ = f + AR @ olarak tammlanan T igin, ||Ké¢y — K@ = M ||@, — &:|| sartma uygun

olarak,
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1Ty —Tpoll = |A][|Epy — Bpg| = [A| M|y — @2l

bulunur. |4[# = 1 i¢in T daralma operatdriidiir. Buradan T = @ ve buna esdeger olarak

@ —AK@=F her f i¢in tek ¢dzlime sahiptir[2].

Agiklama 2.2.1: Bu teorem Fredholm integral denklemine uygulanabilir. f{x) , L:[a, #] de ve

integral operatoriide sinirli ise,
" [ Iﬁr "
o)~ 4 | EGuy)e0)dy = F(x)
o

sonra, K integral operatdriiniin sinirli oldugu durumlar i¢in &{x,37)nin kosullarmi ele alalim

sabit noktanin varligi teoremi geregince,

@lx) = Nm T fo{x)

L=t
sonucu elde edilir, burada f§x) keyfi bir baslangi¢ fonksiyonudur.
Tha=r+ ikfy

Tif=TIF + AXRl= F + AKF + 2%K° R,

Thfy=f +AKf+ A2K2F+ ook AFTLE™1 4 JRER f

ve sonucta,

@ =F FARSf +ARKEF + ook APTLENTLE 4 ARERf o

bulunur. Bu prosediir, T nin yeterince kiigiik || i¢in daralma operatorii olmasi sonucu igin de

gecerlidir. A" in anlamini agiklamak gerekirse, £ integral operatorii igin,

P
EFix) = j K%y FOr)dy
o

]

Kifixi=K “ Kix, ¥)f 5'.1‘.1':1*.1‘]
("

B b
= f iz, :’.#f R z,07) Fihdyds
2 a



A
=J U Kix, z1IK(z ¥) az| f{y)dy
[ o

buradan, K? integral operatoriiniin ¢ekirdegi,
ol

'I Kix .z} iz, ¥} dz
i}

seklinde elde edilir. Daha genel olarak gostermek gerekirse,
a i LT a
R o) = j K )00 d

g
olarak gosterilebilir, burada &, {x, 37} ardisik cekirdekleri su sekildedir,
&

K. lxy)l= 'I Kixz)KEeqfzvldz n=23..
o

Hy{x ) = E(xy)
benzer bigcimde,
ol

Kyamixy) = J Kwix 2} Eulz ) dz
vy

seklinde oldugu da soylenebilir[2].

Teorem 2.2.9:

B ol
ar i ML .
| WL, 0 | * gy = = oo
ey (i

olmak tizere

= M gl

Py
J Kix, v o) dy
o

Ve
|Kx202 ) — KO yz0) = Nixy)z —2p

oldugunu varsayalim,

eger flx) & Ly[a b] ise,

20
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W) =4 [ERCx 37 00 Dby = flx) 2.17)
lineer olmayan integral denkleminin &z [& #] de |4|p # L i¢in tek ¢6ziimii vardir.

ispat:

Tgg=F+ AR@

operatoriinii g6z oniinde bulunduralim. Burada & operatorii (2.17) de tanimlanan gibidir,

1Ty — Tzl = |A]

A
j [B06 7 &y ) — KO3 g )dy
[

a 152
| B . N
2 142|218 81) Bl d2)] o)

= 14l Bl oy — el ay] ax

P PR T
=|A|{j [j NG ) @y = 8 ldy| dx
o & 4

2 '1.';2

-

- [

a

B
| IWgx R ay

%3

Liip &
U @y — @z [*dy

LB ook 142

=l [ [ ivtepPavar] g - gl
A Y@
= |1l ¢y = ¢l

buradan |Alg % 1 icin T daralma operatoriidiir, dolayisiyla sabit noktasi vardir. Bu sabit

noktada (2.17) denkleminin ¢6ziimii olur|[2].

Teorem 2.2.10 : fix) & i[a b] olsun. ([0,1] sonlu arahigmi, genelligi kaybetmeden goz
oniinde bulunduralim.) ve &¢x3) nin x4, °€ [§1] icin siirekli oldugunu ve buradan

|K x| = M seklinde sinirli oldugunu varsayalim,
olx) — 4[5 K{x e 0)dr = Fix) (2.18)

denklemi %fix), A € Ly[a, b] icin #€x seklinde bir tek ¢oziime sahiptir.
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Ispat :
.-.)" )

T = fix) -~ F‘.I Eix, ) oiv)dy
&

operatoriinii géz ontinde bulunduralim. Eger T nin sabit noktasi varsa, bu sabit nokta (2.18)
denkleminin ¢oziimiidiir. Sabit noktanmn varligimi gostermek i¢in, herhangi # i¢in T * in daralma

operatorii oldugunu gostermeliyiz. Teorem 2.2.6 dan T nin bir tek sabit noktasi vardir. O halde,

TR = f -+ AKF + ASK2f -+ ok AFLERLE 4 ARER g

dir, burada

.-_Fl"
Kmg = j K fx ) ¢y} dy
4]

buradan,

Ak

[Ty — FRug|| = |A4]® "f Kb, 70 @y O) — @0 ) )y
&

-

bulunur. %121 yi belirtmek icin &y (x,v) = ‘l'; Kixz)Ke-1tzv)idz n =23 . ifadesini
Volterra ¢ekirdegi igin 6zellestirirsek,
Ky {200 = Kix.y)

£ ) el L T n
Byt m L Eixaligqtarids n=2,3..

seklinde bulunur. |&yix, 37| = M hipotezinden, tiimevarim yontemini kullanarak,

MRy 1J‘}.'fe-'l
E— lmrmy
=11

| Kaf 27}

n = 1i¢in yukaridaki ifade dogrudur, eger 7 i¢in dogruysa,

.
|ECxzH | Eufz ) dz

| a1 '.2',. _1':1

ML R

2 —r |
{n— L)1

ML = y)n

ENET

19}

z— ¥y ldz
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olur, buradan

- Al || %
1Ty = Trggl s ool | (@0 = a0y

_ A=

m”?ﬁﬁ‘} = gl

olur. Yeterince biiyiik 1 i¢in

AlmMn
.!l_uiil
(=1}

oldugundan T™ daralma operatoriidiir ve (2.18) denklemi tek ¢dziime sahiptir[2].
Teorem 2.2.11 : fix} € L;[@1] icin, K{x,27) € L;[0 = x,% = 1] olsun,yani,
1 -1

|| et ¥ Paxdy < oo
o 4

bu burumda
Py — A [ Bim )@ (r)dy = Fix) (2.19)
denklemi her 4 i¢in tek ¢ozlime sahiptir.

Ispat :

1

-
Azéjr}=j | & {x 2 %y, 33211‘}=J |E{x ) 2dx
5 i

olarak alalim, hipotezden her ikisi de integrallenebilirdir,
1 -1

T = nw T A ) o
'I A{x)dx = N ,'I Baiydy = N
o o

olacak sekilde IV igin, #{x7 i su sekilde tanimlayalim,
ik

o) = J Aady =N
K]

teorem 2.2.10 dan (2.19) denkleminin yerine esdeger olarak,

@lx) = flx) + AKF + APE*f 4 ooe b APTIERTLE 4 ABE (2.20)



denklemini yazalim, burada,

ah

Kvg = j K. () o0y) dy
4]

dir. ||[K™|l i hesaplamak icin I, {x, ¥} incelenirse,

o

Eafxy) = J Etxz) Kz ) dz

ve Cauchy-Schwarz esitsizliginden,

Lt Lt

|Ko(x2)% = ,f |Kx, z)lzﬁzj |K¢z. ) *dz = A (x)B2 ()

bulunur. Benzer olarak,

(e
Ezfxvl = 'I Kt 2 K bz v) dy
buradan,

e e

|ffg:::r,_r}|f:rj |ff=:;r,z:1|%szj |Ka(z, ) Pdz

Er‘B:Ejr}rf Ar(z)dz = AR)E= () [ptx) — 2]

ardindan tiimevarimsal olarak gdsterilebilir ki,

12 e azemaey B =@
| Bt )| = A2 (x)B 5y} =2

dir.(2.20) ifadesi yeniden su sekilde yazilabilir,

g=T"p  buwracaTed=F+iKg

ve sonra yeterince biiyiik 1 i¢in T™ in daralma operatorii oldugu goriiliir.
Ty =Ty = | Kl )Y 0) = @2 0))eiy]|”

- lur.-t'.r 3EE e (= gt

o (a2
LE—a

A. o IR L

(rm—2%
at =l

l B (g g — d]|®

dy» 519100} — g2 () 1%ady

24
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ifadeleri birlestirerek,

v ng 1  JOEOP fo I n
1Ty — T, || "'W”ﬁ'“ - oll* = m||¢1 = ol

""I;_, % 1 oldugundan T nin bir daralma operatdrii olacagi goriilmektedir. Yeterince

e
L I

buradan

biiytik 1 igin (2.20) dolayisiyla (2.19) denklemlerinin Lz [Q,1] de bir tek ¢oziimii vardir[2].

2.2.3. Integral Denklemlerde Dejenere Cekirdek

Ikinci tip Fredholm integral denklemini goz &niinde bulunduralim. &¢x 1) cekirdek,

Fix7} bilinen fonksiyon, 4 parametre olmak iizere,
a [ Iﬁr a a
@) =4 | EGay)etr)dy =)
@
denklemi

KEix,r) = Z e Ea)by{y)

=1

seklinde bir ¢ekirdege sahip ise, bu ¢ekirdege dejenere gekirdek adi verilir. Burada a:fx) ve
befr) nin Lz[a ] nin elemam oldugu ve A€x)°} nin karesi integrallenebilir oldugu
varsayillmaktadir. Ayrica {ﬂft::.r}} fonsiyonlarmin kiimesininde lineer bagimsiz oldugu kabul

edilecektir.Yani,

Z wa =0

=

ancak ve ancak & = @ i¢in miimkiindiir. Eger bu durum olmasaydi, herhangi bir a,{x) diger

terimlerin  lineer bir  kombinasyonu olarak  yazilabilirdi ve sonug¢  olarak

K&xy) = Bizgar{x)b;{y) ifadesinin terimlerinin sayis1 n den n—1 e indirgenmis olurdu.

Benzer diisiince {b,(7)} kiimesi i¢inde gegerlidir.

@ = X)) %D aralf lizerinde siirekli ve lineer bagimsiz olan ay {x) ve EJJ:E'_!.‘}
(f = 1.2, ...,n} fonksiyonlar igin K{x, )} = T, ala)be{)) dejenere gekirdegine sahip

i) — 4 [ Ehy agladb )] edrday = £ix) (2.21)
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seklindeki integral denklemi su sekilde ¢oziiliir. {2.21) denklemini,
¢(x) = Flx) + AT, @00 [ b 00ed)ay (2.22)

seklinde yazalim.

¥
J biyigpladdy=¢C  {(F=12, )
z

notasyonu ile verilsin. Bu durumda (2.22)
Pix) = flx) + A Ty Gagin) (2.23)
seklinde olacaktir. ¢{¥} bilinmeyen fonsiyon oldugundan C; ler de bilinmeyen sabitlerdir.
Sonug olarak dejenere c¢ekirdekli bir integral denklemi ¢ozme problemi
, C; i/ =1,2,...n) sabitlerini bulma problemine indirgenmis oldu. (2.23) ifadesini (2.21)
denkleminde yerine yazarsak,

o

ol

E F('5::‘ J By | F) + R.E Cragy) n::.f_r:[ a:(x) =10
I . = J{

i=1

bulunur. @;fx} {{ = 1,2, .., 1) fonksiyonlarmnin lineer bagimsiz olmasi nedeniyle buradan da

e

L

C; ,I Bafyd | Flasd | AZ Ceapfy) |Gy m 0
[ ._.=,1
o
veya
o b ok
Cf-?-Z f:;j cr:;iix"}bfé_r}d.r=j hroddy G=12,..n)
fm = e

bulunur. Kisaligi saglamak i¢in
b =k

i "\ & ‘\ A — 2 i ‘\ i ‘\ 2.
G = "f @yt iyidnf = ,‘f Batifietdy
(=3

o

olarak gosterilsin.
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iy
1

G—Apapl=F

.
o

veya acik ifadeyle,

(1 —Aay )0 —Aay Gy — o —Aag G = 1

=A@ G — {1l —day )G — = Al =1

—AGya () — AR Ky — oo — =l - fj-"-r‘-‘nn:-“:.'.l =f
buluruz.

Bilinmeyen L sabitlerini bulmak igin elimizde n bilinmeyenli 1 adet lineer denklem

mevcuttur. Bu denklem sisteminin determinanti,

(l-Aayy —Adzyg o —day,
agay = | ~Mar 1= den v —dan,

_rjhﬂn.'l _:liﬂn._ = l_ r-'li'ﬂn;n

dir. 44} = 0 ise denklem sisteminin Cy,Cz, .., Cy i tek tiirlii belirleyen bir ¢dziimii vardir ve bu

¢Oziim asagidaki Cramer formiillerinden elde edilebilir.

(l=Aayy = —d8p-y i —ABggey 0 —d8,

1 ~A@yy vt Algg-fy—Afgger v —ddn

= AA

Cx

|

—Ag e Alug-ife — AGpraa e 1= Al

burada €% = 1,2, ..,71} dir. Sonug olarak integral denklemin ¢dziimii olan @i} foksiyonu
Bix) = FLx) + Z Crasx)

ile tanimlanir ve burada C; if =1,2,..,7) katsayilar1 yukaridaki Cramer formiiliinden elde

edilebilir[3].
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3. HOMOTOPIi PERTURBAYON METODUILE iNTEGRAL DENKLEMLERIN

CcOZUMU

Yontemin temel diisiincesini ifade etmek i¢in, lineer olmayan denklemi su sekilde alalim,

AW -Ffr) =0, ren (3.1)

burada A integral opereatdrii, B smirl opereatdr, f{7) bilinen analitik fonksiyon ve I', 1 de

sinirh bir alandir.

Aintegral opereatdrii L ve IV seklinde iki pargaya ayrilabilir, burada L lineer, IV lineer

olmayan operatordiir.(3.1) denklemi yeniden yazilirsa,

LG+ Nl —firi=u

Homotopi teknigini kullanarak #47°3}: {1 % [@,1] = K& olmak iizere homotopiyi olusturalim,
Hiv,p) = (1 —pd L) — Liug)] +plat) — Firl =0 pe[0l)ren (3.2)

veya esdeger olarak

Hiw, p) = L{x)} — Liug) + phiug) + p[Wie) — Fr)] =0 (3.3)
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burada % [%1] bir gémiilme parametresi, iy ,(3.1) denkleminin smir sartina uygun olan

baslangi¢ degeridir. Agikea, (3.2) ve (3.3) den

Hiw, @) =0

[

Liw) = Efug

' ")
Hig 1)

Ael=-flri=0

p degeri 0 dan 1 e degisirken vir g} de , wug{*} den u{r) ye degisim gecirir. Buna topolojide
homotopi adi verilir. Homotopi perturbasyon metoduna gore (3.3) ve (3.4) denklemleri p
gdmiilme parametresinin kuvvet serisine gore yeniden yazilabilir,

R T

# =1 oldugunda, sonugta (3.1) denkleminin yaklasik ¢6ziimii,

W=y ¥ =t o gt (3.4)
olarak edilir. (3.4) de verilen serinin yakinsakligi ayrica incelenebilir. Bununla birlikte,lineer
olmayan operatoriin yakinsakligi He’ nin [5] 6nerdigi sekilde,

(1) Nt} nin ikinci tiirevi v den kii¢iik olmalidir ¢iinkii parametre nispeten biiyiik olabilir,
ornegin @ = 1

(2) L4 % nin normu serinin yakinsadig1 degerden kiiciik olmalidir.

sartlarint saglamalidir[20].

Teorem 3.1.1: X ve ¥ birer Banach uzayi olsun ve Nz & =+ ¥ lineer olmayan daralma haritast

olsun soyle ki,bu operator
Vi f €X: (WG - N mplle— @@=yl

sartint saglamuis olsun. Sabit nokta teoremi geregi bu operatdriin bir sabit noktas1 olacaktir,yani

IN¥ie) = w olacak sekilde u sabit noktas1 vardir.

Homotopi perturbasyon metodu yardimiyla asagidaki ozellikli dizi tiiretilmis olsun,

p=1

Ve = Nilgag )y Voo = Dl upn = 1,2,3 .,

Bl = {167 € X|||lw® = wl| = v} olmak iizere Vi, = wy = sy € Buf3e) oldugunu varsayalim bu

durumda asagidakiler dogrudur,
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Q) ¥ —wll & F*lvg—wll
(i) ¥ € Byla,

(ii1) Hntgeeee Mo =
Ispat: (i) Tiimevarim metodunu kullanarak, 71 = 1 igin,
1V — ] = || W) — W) = 9l wg — el
yazilabilir, it = & — 1 igin
IWymg —aell 2 %722 —

oldugunu kabul edelim, 7t = & durumuna bakalim,

Wi = wll = (1 EFms X = NG B ]| Viemwn — aell 8 ™ llwg — el = 15[l — wll
elde edilir.
(i1) (1) yi kullanarak

1 = well = ¢ llog—all = p@r < r=1 & B}
elde edilir.

(1) |V = 2| 37| wg — || ve Himlymee ™ = @ olmasi nedeniyle, Mity—cl|B —ul| = O

oldugunu sdyleyebiliriz, buradan da,

M U, =
Mmoo
elde edilir[20].

3.1. lkinci Tip Fredholm integral Denklemleri

[lk olarak ikinci tip Fredholm integral denklemini géz dniinde bulunduralim,
Bt — [ K n )y = Fixd) (3.5)
ve
) mufx)  Fl) 2[5 E O ulddy (3.6)

burada @ = x = b ve ufx) = @ix) ¢oziimii ile verilsin. Bu durumda H{is,2) homotopisi su

sekilde tanimlanuir,
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Fiw, o) = M), w1} = L{w)
burada F{i) fonksiyonel operatdrdiir. Konveks homotopi su sekilde segilebilir,

Hiwp) = {1 — p)Pi) + pll) =0 (3.7)
ve tam olarak tanimlanmus egri boyunca, baslangi¢ noktas1 H{11g, 0) den H€, 1) bitis noktasina
kadar siirekli bir yol izler. H(u,p) konveks homotopisinin i¢erdigi p parametresi 0 dan 1 e
monoton olarak artarken, F{u) = 0 asikar problemi de siirekli olarak L{w) =0 orijinal

problemine doniigiir. € [[,1] parametresine gdmiilme parametresi adi verilir. p ye gore agilim

su sekildedir,
W= g+ Wiy Pt e (3.8)

(3.8) ifadesi (3.7) de yerine yazilir ve ¥ nin aynmi kuvvetlerinin katsayilar1 elde edilen

bagmtilardan &g, ik, 45, 0 degerleri bulunur. 7 = 1 iken,
@ = U w0 = g+ 1wy -+ ug -+ e 3.9

ifadesi (3.6) denkleminin c¢oziimiine yakinsar. (3.9) serisinin yakinsaklik durumu ayrica
incelenmelidir, yakinsama oram1 {1t} ya baghdir. Fii)} =ufx} — F{x7 alinrsa, (3.8) ve (3.6)

yerine yazilirsa,
#ohugin) — Fixt =0 = uy = Flzl,

- - - = PR - = ]
g (x) - Lo Eleyiugtyldy= 0= = |, Bix phugtyldy

ve genel olarak,
ughx) = Fix),

T - B
Wpa1 () = | KOG ¥, Ody

sonug olarak (3.9) ifadesinden istenilen sonuca ulasilabilir[9].
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Ornek 3.1.1:

[
Tk

wix) = cog2x + 'I sln x cogyuly)dy
o

Fredholm integral denkleminin (%} = ¢022% ¢oziimiine sahip oldugu bilinmektedir. Buna

gore homotopi pertubasyon metodunu uygulasak, konveks homotopi su sekilde olur,
Hiwp) = (1—pdFle) +pliw) = 0

Fial =ulx) = f{x) , L) =wlx) — Flx) — [ eln xcozyuiyldy ve fixl = coalr olarak
almirsa konveks homotopi su sekilde olur,

ukx) — flx) — ,I
o

Hiwp) = (1— piiulx) — Fix)) +p

#n x‘c‘os_ruﬂl‘}d}‘] =0

= fulx) = Fx)) —p bl = £ +p ulx) = Fix)) —p [J sln xcogyiely) l::.‘_r] =0
o

= wix) — fix} —p U gl x cns_ru{_r}d_r] =0
a

olur, daha sonra i = ifg -+ @i + P=i, + = yukaridaki ifadede yerine yazilirsa,

gl + s () +efug a4 -
= fix)+ ;t}“ ain x cosy {ugl)y) + pagg ) + plug (o) + - Jdy
[+

elde edilir. @ nin aynm1 kuvvetlerine gore katsayilari esitlenerek asagidaki denklemler takimi
elde edilebilir,

2% (%) — coz2x = 0 = uy = c022x,

P & P s P T ) s
plag i) = I3 elnxcospuglylydy = 0= wix) = |, snxcosycoslydy
Wy ) m @

pliugia) = [ Anxcosyiy Olvdy =0 =wixl=0
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burada, i = i, = == = T elde edilir. wix} = g -+ 15y + 1o 4+ ifadesi istenen ¢6ziim
oldugundan

wx) = coedx+ 04 0+ = cosly
elde edilir[3].

Ornek 3.1.2:
o 1 i L A
uLx) = cogx -+ ;J #n xulyidy
=g

Ikinci tip lineer Fredholm integral denkleminin wf{x) = coz{x) -+ sinfx) seklinde analitik
¢Oziime sahip oldugu bilinmektedir. Buna goére homotopi pertubasyon metodunu uygulasak,
konveks homotopi su sekilde olur,

Hiwp) = (1 —pFGe) +pliu) =0

Iy P s £ o £ 1 pmid g fa — - "
riw) =ulxd=Fix) L L{w =wlx) —flx)—= [ " snxulyldy ve flx)} =cosxr olarak
almirsa konveks homotopi su sekilde olur,

e
Tkl -

Rtwp) = (1 —priutx) — fix)) +p (wbx) — fix)— ;'I gin mm‘m_r] ={
&4

e
TR

P~ P ) - Lt P~ P ) - - & P ) P ) l - P ™ .
= (ulx) — fix)) —piulx)— Fix) +ptulx)—F E,x‘;) —-p [;I zin m?.,rm_r] ={
=g

— .

o . 1 . a
= ufx) — flxl —p [g ,[;- gl xu E\_}‘,}i‘.‘?‘_}‘] =0

olur, daha sonra u = g + @iy + p=us + - yukaridaki ifadede yerine yazilirsa,

- - a aom
g b e b)) ot b e =

— fix)+ p*“ gl x (gl -+ s O) + phugfy) 4+ e ddy
elde edilir. g nin ayni kuvvetlerine gore katsayilari esitlenerek asagidaki denklemler takimi
elde edilebilir,

o

tugfn) —vors = U = wg = cosy;

¥
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prig () — [ T enxup)dy = 0= wix) = [ "Anxcozydy

Y 1 .-
Wbyl ==gln &x)

1

~ g nTTL 3 1 Ao g LY
piug i) — |y sinxcen{)dy = 0= ubx) =>sln (x)
bulunur. Buradan #£x) = &g -+ + 16 + = ifadesi istenen ¢6ziim oldugundan
ulx) — coax + ;adnﬁ:?e'} + %sinﬁ:r} e wun ﬂlﬁs!dn!::r} + e — gox -+ 2in (x) elde edilir[17].

Denklemin Maple ile ¢6ziim programi ek 1 de verilmistir.

3.2.  Birinci Tip Fredholm integral Denklemi
iz - m o . 4 m
1 B eady)dy = fix) (3.10)

birinci tip integral denklemini g6z Oniinde bulunduralim. Bu durumda konveks homotopi su

sekilde olacaktir,
Hiwp) = (1 —piPhe) +plisn) =0
. s . o R
Fiw) = wixl, Lw) = flx) — [ Kl )u)dy alinrsa,
Hiwp) = (1 = pldx) + o) - ;t:-,l':f':’ (rylut)dr =0 (3.11)

ve tam olarak tanimlanmis egri boyunca, baslangic noktas1 #{UU} den Hig, 1} bitis noktasina

kadar siirekli bir yol izler.
U= U Py ety e (3.12)

ifadesi tanimlanarak (3.10) de yerine yazilir ve @ nin kuvvetlerine gore denklem tekrar yazilirsa,

fpiﬂq () - hg%,;:"} I _}"E,x‘} plL, Eix, _3‘}%& Eg‘}q}‘ - () == Fixh

. . . . .
R ) = wy ) — [ Efx 0wy fyddy
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B bgay G = g Gl = | B x, 0w, O ely

veya

sy = 0F = Ky, = 0F — )"y
burada K operatorii su sekildedir[14],

P-4 ,

K= J Kix 104 )dy

@
{1y} fonksiyonlar dizisinin yakinsakligi igin |[f—E[ <1 olmahdir. Céziimde yine
g u = ug + 1y +ug + - seklinde elde edilecektir. Eger ¢oziilen denklemin gekirdegi
dejenere ise, yani K {x, ) = A{x} = B{#) seklinde ise, yakinsaklik i¢in,

i
@ 1

1 —'I KL, et
Q

esitsizligini saglamalidir[9].

Ornek 3.2.1 :

2
j FTupldy = sefle—1) 0=y =
K] 4

1
2
Birinci tip Fredholm integral denkleminin wix) = &¥ seklinde ¢oziime sahip oldugu
bilinmektedir. Burada |1 — }1';' & E{yv, »)dy| =014l = 1 dir. Burada konveks homotopi su
sekilde yazilabilir,
Hiwp) = (1 —pFhe) +pliu) =0
i m o - o A T S .
veya £} = WiE} ve L) = l-le-* w=11= 1" e ¥uiyldy olmak tzere,

N

2 ) & ) o l o ) e T
gl = (1 = piulx) +p l:e*‘ = 1) J g vidy| =0
= o

seklindedir. 4 = g+ gy + p=ug + -+~ ifadesi elde edilen konveks homotopi de yerine
yazilirsa ve p nin ayni kuvvetlerine gore katsayilari esitlenerek asagidaki denklemler takimi

elde edilebilir,
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pHugin) =1,

Ao £ 1l - A nlf2 . o oo 1 . o
'Frl:m_ ) = ughed +-e¥le— 1) — |77 e uglyldy = g lx) = -e¥ie — 1)

o o o 18 e s , . 1 . n1£3 ancl o )
plrug () = wyfad — 77 e (ldy = wglx) = Se¥{e — 1) — |77 ¥ - e — 1)dy
1 A n B
— ==l = 1l—,

£ g nlf2 e g
Py = u i) = I e iy lyldy

o 1 I n E=8 ndf2 s  —— " E=T L
= upfx) = —=g¥{g—1)= ol - S S U L=—dy

1 i =\ --g':
= _:Q'j'--'?_ l-"(v J '

i

buradan w{x} = Iiz,i, den sonug olarak,

R S,
.1 . g—3 je—3 ‘g—23
u*..rf—;'s”..'s—lf[l— —+{— 1[ -t 1[ L

¢Oziimi elde edilir[9,15].

Denklemin Maple ile ¢6ziim programi ek 2 de verilmistir.

Ornek 3.2.2 :

—
Tk -

[

birinci tip Fredholm integral denkleminin (%} = slnx ¢oziimiine sahip oldugu bilinmektedir,
burada |l - |,;T- Koy v dy| = 0.292 = 1 dir. Burada konveks homotopi su sekilde yazilabilir,
Hiup) = (1 — phFle) + pliau) =0

veya Fii) = wix) ve L) = x — .l}f"' xvuividy,

olmak tizere,
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£
—
Tinlm

Hu,p) = (1 — pluix) +p|x - I r.m%;r}d}:] =0
L

seklindedir. & = g+ @iy + p=u, + - ifadesi elde edilen konveks homotopi de yerine
yazilirsa ve p nin ayni kuvvetlerine gore katsayilari esitlenerek asagidaki denklemler takimi

elde edilebilir,

)

Lo @40 £ ["T'}: foa Fon
Frel A = Wptxd + 5 —- H APtV ay, = Wi = X

n I s "ife P g TE=34
prrug ) = w el — L o pddr = wlx) = —x—,

"

. £ g l‘-T-';: g g
FUI Mg LA S ULAL Ty AVMZIVMR)Y = Ui =X T

=%

':EE:\=EE:\_1.-|..‘- EE-_\,_ éIE:\=_ mas
*rughx) = uglx) — [ xpuglyddy = wixd = —x |

"

buradan wix) = EF_sik, den sonug olarak,

d

Ti-24 (mP-24Y (mi-24
uxl=x l—X‘T'f' X‘[T] —r[T] + aun

buradan fx) = E‘_i seklinde denklemin diger bir ¢oziimii elde edilir[9].



38

1.0+ °o°°°°¢°°°
0,2 o &%
0,6 - ®

0,4 4 *

0,24 B

1} T T T
0 0,3 L0 L3
X

[ ¢ ftam) (yallagl) |

Sekil 3.1 Ornek 3.2.2 in tam ¢dziim ve yaklasik ¢oziim karsilastirmasi

Sekil 3.1 de goriilmektedir ki denklemin tam ¢6zlimii ile homotopi perturbasyon metodu

uygulanarak bulunan sonug arasinda kiigiik x ler i¢in uyumluluk s6z konusudur.

3.3. Ikinci Tip Volterra integral Denklemi

Ikinci tip integral denklemini su sekilde géz 6niinde bulunduralim,

@x) = 4 [ BElx ) {)dy = Fix) (3.13)
L) = wlx) = fix) = A [ Kix )el)dy =0 (3.14)

wiyl = & {x] tam ¢Oziimii ile verilsin. Homotopi su sekilde tanimlanir,
Hiw, ) = ), Hiw 1) = L{w)
burada F{it) fonksiyonel operatdrdiir. Konveks homotopi su sekilde segilebilir,
Hiwp) = {1 — p)FG) +plin) =0 (3.15)

ve tam olarak tanimlanmus egri boyunca, baslangi¢ noktast H{11g, 0) den H{, 1} bitis noktasimna
kadar siirekli bir yol izler. Konveks homotopiye yerlestirilmis olan § parametresi 0 dan 1 e
monoton olarak artarken, F{u) = 0 asikar problemi de siirekli olarak L{w) =0 orijinal
problemine doniisiir. # & [0,1] parametresine homotopi parametresi adi verilir. P ye gore

acilim su sekildedir,
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=gt o TP iug e (3.16)
(3.16) ifadesi (3.15) de yerine yazilir ve ¢ nin aym kuvvetlerine gore yazilarak
Witk 3, 0 degerleri bulunur. g — 1 iken,

@ = UMy U= Ug -+ Uy + Uy -+ 3.17)

ifadesi (3.14) denkleminin ¢dziimiine yakinsar. (3.17) serisi ¢ogu durumda yakinsaktir ve
yakinsama oram1 L{i} ya baghdir. Fiw)} =u(x) — fix} almrsa, (3.16) ve (3.14) yerine

yazilirsa,
pup— Flx) =0 = = fix),

= . - - e - n -
plag — Ly K Ody = 0=y = [ Kix adugfyddy

ve genel olarak,
uglx) = pix),

il 2 % Ao
Unay = lg KO0y ()dy

sonu¢ olarak (3.13) serisinden istenilen sonuca ulasilabilir. Goriildiigii gibi Volterra ve

Fredholm integral denklemleri arasinda metodun uygulanmasi agisindan higbir fark yoktur.

Ornek 3.3.1 :
o

ulx) =% + 'J 7= Tufy)dy
|:_

ikinci tip lineer Volterra integral denkleminin w{x} = =¥ ¢Oziimiine sahip oldugu
bilinmektedir. Homotopi perturbasyon metodunu uygulamak icin, konveks homotopiyi su

sekilde tanimlayalim,
Hia,p) =41 —p)Fd +pliu) =0
(3.18)

. . o . . . 3 . .
Flu) = ulx) — ¢, Ll = wix) — &% — || #¥=Vuly)dy olarak alinirsa ifade su sekilde olur,
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e

wix) — g% — -I
o

Héwp) = (1 — phulx) — ) +p

g% '-'"1&}‘}1::.’_1“ =0

W =g+ Py + @i, -+ - ifadesi elde edilen konveks homotopi (3.14) de yerine yazilirsa ve

» nin ayn1 kuvvetlerine gore katsayilar esitlenerek asagidaki denklemler takimi elde edilebilir,
¥ ugia) = Fix) = uaix) = %,

1 oo s = Ex oo niC Y oon +
plagivl = | e Vugivldr =0 = wivl = | ¥ Vel dyr = wix) = xe,

2 o i — s P i - , g &

=sugla) — lp e g lpdy = 0 = wgln) = |, e T xe¥dy = uglx) = SeF

- L= - & , - &5
pRrug () — [y ¥V ug(pddy = 0 = wix) = [ e Te¥dy = ugix) = —e

buradan wi{x} = EZ-sik, den sonug olarak,

z g 3
. X X ¥ X -
iyl =¥ + xet +—,jl€x+—3i€-’f +"'=€x[l+""+-;—;+'3; +,,_]=€_x

ve wlx) = &% ¢oziimii elde edilir[3].

Ornek 3.3.2 :

(T

wix) =11 +x) + J {x = vhulddy
[+

ikinci tip lineer Volterra integral denkleminin #{x} = ¥ ¢oziimiine sahip oldugu bilinmektedir.
homotopi perturbasyon metodunu  uygulamak i¢in, konveks homotopiyi su sekilde
tanimlayalim,
Hup) =11 - p)FQ) +pliu) =0
(3.19)

Flw) =uwfx) — (1 + 20 L) = wix) — (L +x) = J}:fir — viuivlgy olarak alinirsa ifade su
sekilde olur,

s

Higpl={1—prulx) — 1+ +plulx) — 1+ x)— 'I (x — yruly)dy
[+

=0




41

= Wg+ Py -+ @ uo + - ifadesi elde edilen konveks homotopi (3.15) de yerine yazilirsa ve

p nin ayn1 kuvvetlerine gore katsayilar esitlenerek asagidaki denklemler takimi elde edilebilir,
v faa ) i # "
gt o ok e g ot o L oo

P . P . N R \ ., 1 1 .
plag i) — [t —vglldy = 0 = g bx) = [J{x — {1 4+ )dy =y {x) = Era += x4,

= g e a s g iy ~ il S 1 - 1 z
praug i) — I tr—yhig Ody = 0= uyixl = [Jix -3 [E_rﬁ+;_1'-]|::.l_r=1ﬂ—_r"-+ﬂ—_r7
By () = [Ty =1l Oldy = 0= i fa) = [ iy — 1) [L RS L SR S
pRua ) — [g e — g (ddy = 0= wlx) = [[le - ) |08 + 50 Jdy = ——=x" +
L E
—x
T

buradan wix} = L¥_ 1, den sonug olarak,

wix) = {1 +x} + El_x‘a-i-%r:j]-h [’l_'l'ﬂri-f-%x*j]-f- E'E.;;[l;mr? +%rﬁ'j]+---= et

ve wix) = ¥ ¢oziimi elde edilir[17].
Denklemin Maple ile ¢6ziim programi ek 3 de verilmistir.
3.4. integral Denklem Sistemleri

Integral denklem sistemini genel olarak su sekilde ifade edelim,
Fixl = ¢ix) — ‘l':ff {6 Flyidy (3.20)
burada,
K¥x, ) = kdxd)
Fix) = [Afxh falad, v Al
Gl = [gatad, g28x) s @ ()]

K v# & bilinen fonksiyonlar, F ¢oziimiine ulagilmak istenen fonksiyondur. (3.20) denklem

sisteminin i. denklemini su sekilde gdsterelim,
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b "1,
_}ﬂ::f} = E::r} + 'f Z -“-.":_;EIX".. _r}f_.f f;}‘}t’f}‘ t=12,..n

II:=,1

homotopi pertubasyon metodunu uygulamak i¢in, konveks homotopiyi tanimlarsak,
HAF,g) = (1 — p)B(F) + pLAF) = 0 (3.21)
seklindedir, burada
H{F, 0) = fi(x) - gy () B, 1) = lx) = gyad = 3 By sl fy () iy dir.

@ € [0,1] homotopi parametresi igin, #, 0 dan 1 e monoton olarak artarken, F{F) de siirekli

olarak L; {F) e doniisiir. p ye gore agilim

fi=Fatefatpifa- - (3.22)
seklinde ifade edilir. Daha sonra (3.22) agilimi1 (3.21) de yerine yazilirsa,
Hy(F g} = (1 — p)ficlx) + pfinx) + 02 falxd + - — ge(x))
+p[Folx) + 2 () + 2 Falx) + oo = g, 063

na

i
- | D ko) (Bol) +pAal) + B2A0) 4 ) dym 0
o

=

seklinde elde edilir, sonra P nin ayni kuvvetlerine gore katsayilar1 esitlenerek asagidaki

denklemler takimi elde edilebilir,

'Ff‘E' Frafe) = golx),
'1 P & T [ & 74 F T o
plafule) = |o B ki y W fn ) ) dy

~ oo Fooypn 4 Sl T S A
peifiatxl = | E;rp"-t;'..fa Y Fn 1)

g W 4 A i PR .
P figf) m | By Reploa y M i ()} dy

genel olarak

Frofx) = g4ix)
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oo B T 0 PR T
fomtd = Jg Dimg kit Y fm-n © }) @)

olarak yazilabilir. Sonugta,
Al =EEcfi=fo + Ay +fz 4+

B =SEfn=fotfut it

seklinde denklem sisteminin ¢éziimleri bulunur[14].

Ornek 3.4.1 :
-1

P |
A2 =gy () + j (=) ER0)dy + j (=12 H0)dy
%] 1]

1 1
Falx) = gota) + ,f fx =) A vidy + .‘f (= ¥Ry )dy
) ¥

p 1,11 2 a1 p 1 1% 1F o 11 1
gq_r.,x"}=—ﬂ—c_+—r——r-+Er3veg:r.,.x‘}=———x" —xt ——=xi—=

- Ea) — a2
T a3 &3 28 12 3t Ve faiw) =2

ve f;ix) = —x +x°+ x? ¢oziimine sahip oldugu bilinmektedir. Buradan konveks homotopi
yazilirsa,
Hy (F,p) = (1 — pl{f{x) — g 0)) + p{ A — ge{x))
—plytr— 32ROy —p [ir =) 006y = 0 (3.23)
HofF, @) = {1 — ) fofx) — gofxd) + plfafx) — ga2fx))
-ply =) A0dy —p [y =) 2ROy =0 (3.24)
olarak ifade edilebilir. & € [0.1] homotopi parametresi i¢in 7 = fig + @ fyy + 7=z + == ifadesi

(3.19) ve (3.20) denklemlerinde yerine yazilir ve ¥ nin ayni kuvvetlerine gore katsayilari

esitlenerek asagidaki denklemler takimi elde edilebilir,

. . . 1 11 2 .
Boixlt = gefxl = fofx = -t -5 +=xE
% 17 o 11 5 1 .
i TEY Y Y

&,
' { i 5 1
Frofvl = golxd = fglvl = ==
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Ao Ll - O s n L 3 L T
Rt = [t — R felyddy + [t — 002 folidd)

’ 8% 11 18l ., 6 g

= ] = — b — - — i —

1. halX) 1ac:c:-+ TR + T
'P " £ l"li' " i f ™ "1[' ‘13 [l T
abe) = lgte — ) felpldy + gt — ) 3 faglo)dy
= fyfy) o ZE_1SOL 81 1385 L,
W = seee e 144 180

oo "li' "\ Ao ‘.li' . Ao

fatxd = [g6e =03 a8, (eddy + [5 e — 0% fog (e
‘n 1 1 188 ., 1 g
= v _— — - —
Fua x‘: Teoe | To1et ageuc—r T
Faabx) = [g e = w34 A1 0ddy + [ x — 202 f, (hdy
E3 11 101 - E71 1
-+ X = : B —y®

28200 2MEE 2ol

| ]
[

= fablxl = - X
Faal) 1ooean 200

sonucta,

A = Z fi=flo+Ffy+Ra+

=0
Falad =Ef:: = fag + fon + oz + o
=

serileri hesaplanarak sonuglara ulasilir[14].

Ornek 3.4.2 :

i

“2
Aix) = —xd = Sxf o afal) + zj xf () + Faloledy
1]
¥ 2 1. 1. I N
nhx) =x— E+ Era + Er‘ - Eé,r-f- X< X+ E,I.- LA = Rie)dy

Volterra tipi integral denklem sistemi fi{x) =x*, fal{x) =x ¢Ozimine sahip oldugu

bilinmektedir.

# ' # &* Z L .
i) {x) = =x2 —EPE""',.EQE,.’F}= x—- f'i"E.X‘E'f' =x" olmak iizere,
- i

& P
L) = AW — 00— (~a7200 2 [ %R0+ BOIEr| =0
&
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) . ) A N S )
Litfufa) = flx) = goix) - [—E O+ 02 (x+ EIC_ () — 5 ag}d_r] =0

R{A fdd = Alx) — g.(x)
Fylfy fo) = falx) — g )
almirsa, konveks homotopiler su sekilde segilebilir,
Hitf for) = (1 - R{A ) +phif )
Hotfy foip) = (1 — p)EAA, o) + pla(fL £2)
yada
By (fi fop) = Ax) — ) —pl—xf ) + 2 [[xA0) + £0ddy) =0 (3.25)
Hy(ffa) = Al - gald — pl =2 e+ #0A0) + 2 [[IAD) — a0Yr] = 0.(3.26)

elde edilir, @ & [1] homotopi parametresi i¢in f} = figp4- @ fig -I- = fig 4 - ifadesi (3.25) ve
(3.24) denklemlerinde yerine yazilir ve p nin ayni kuvvetlerine gdre katsayilari esitlenerek

asagidaki denklemler takimi elde edilebilir,

oo £ g o 2 F

o fela =g ) = i) == —xt -

o . P 02 51,

frofa = gola) = fgla) =a -+ 2af +2a”
= i

s oo . 1.ri. P P LT
Futx) = xfa g W+ 2 |G g—a S0 + Fop—a(ph)dd)

: Ao 1: nn £ 1 opE, P FoA e
Fantx)l = =% + %0 a6 + 2 L €A =180 — Fan-1 006

sonugta,

A = 2 fu=Ro+Ffe+hs+

i

far = fag + Faq + oz oo

t

-

i

Il
LI_I‘[\-/_I =

serileri hesaplanarak sonuglara ulasilir. Fakat pratikte bu serilerin sonuglarmi elde etmek

oldukca zordur bu nedenle homotopiyi su sekilde ifade edelim,

Hy (i far i) = f0x) = g G — £2 [FT6 = p)ap® + 09 + plap O3 + 00]ay) = 1 (3.27)
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H (L FE = R - @@+ CRU-B0* —» + @) -nOhlkr =0 (.28

@ & [0,1) homotopi parametresi igin fi = fig+ @fiy + @iz + o ifadesi (3.27) ve (3.28)
denklemlerinde yerine yazilir ve g nin ayni kuvvetlerine gore katsayilari esitlenerek asagidaki
denklemler takimi elde edilebilir,
2o & P St 'y ‘_.‘ ‘\ i -
o Aol = gyfa) + 2{15. far? + pldy = x*
H . a P S "
faoli) = galx) =2 g 0* —2ddy =%
fu ) =2 [f{-n® =y + 270000 + fa0))dy =0
e £on 1 paxy a g Aoy
Fralid = =2 (=07 +p + o) — falo) )iy =10

a - g I T
A2 =2 [ 0) + ) )dy=10

e g 1 pay g L
fazlx) = —g,l ) —.f:ﬂ.f-.‘-‘}Jﬂ.‘-'= 0

bu sekilde isleme devam edersek  figfa) = flefx) = feix) = =10 ve
fogial = phgla) = figixl = »- =1 olarak elde edilir. Bu durumda ¢oziimler f{x) = x° ve

F2tx) = x olarak bulunabilir[13].
3.5. Integro-diferensiyel Denklemler

Birinci dereceden Fredholm tipi integro-diferensiyel denklemi gz 6niinde bulunduralim,
@ (x) = glx)elx) + FOx) + [ Elx, Yoldy (3.29)
@il = & baslangic sarti ile verilsin.
L) = wx) — gla)edx) — Fix) - ,l',:ﬁ’ (6 uddy =0 (3.30)

@ix) = uwi{x} tam ¢oziimii ile birlikte ele alalim. Bu durumda H{u, %) homotopisi su sekilde

tanimlanir,
Hiw, 0 = Fll, Hiw 1) = Liw)

burada F{it) fonksiyonel operatdrdiir. Konveks homotopi su sekilde secilebilir,
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Hiwp) = {1 — p)Fiw) +pliu) =0
(3.31)

ve tam olarak tanimlanmis egri boyunca, baslangic noktast H{izg, 0 den F{g, 1) bitis noktasina
kadar siirekli bir yol izler. Konveks homotopiye yerlestirilmis olan p parametresi 0 dan 1 e
monoton olarak artarken, Fiu)= 0 asikar problemi de siirekli olarak L{w) =0 orijinal
problemine doniigiir. & € |{,1] parametresine homotopi parametresi ad1 verilir. p ye gore agilim

su sekildedir,
W= g+ P Py e (3.32)

(3.32) ifadesi (3.31) de yerine yazilir ve ¥ nin aym kuvvetlerine gore yazilarak

W sk, Mo, e degerleri bulunur. g — 1 iken,
@ =Hnly_q = ug+uy + g+ (3.33)

ifadesi (3.29) denkleminin ¢oziimiine yakinsar. (3.33) serisi ¢ogu durumda yakinsaktir ve
yakinsama orani ifie} ya baghidir. Fiu) m wix)— gladwix) — £ix) ahnr |, (3.32) ifadesi
(3.31) de yerine yazilir ve denklem g nin ayni kuvvetlerine gére yeniden yazilirsa ,

'F}I:-= “[;-E:r} - q tr}“ctr} -F (=14 (@) = 4,

praig () = g () = [ K YDughdr=0=wi0) =0

ve genel olarak,

ugbx) = glxdugle) + fix) = Qg =4

B U ) — gne, () — ‘lf.&'i?ﬂ et OJdr = 0=, (0} =0
sonug olarak (3.33) ifadesinden istenilen sonuca ulasilabilir[18].

Ornek 3.5.1 :

W ix) = 3% — 3 (2e® + 1lx -+ J 3xyuiyidy, will =1
|':_
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Fredholm integro-diferensiyel denkleminin 4ix] = ¥ ¢oziimiine sahip oldugu bilinmektedir.

Homotopi perturbasyon metodunu  uygulamak i¢in, konveks homotopiyi su sekilde

tanimlayalim,
Hiu,p) ={1 - p)F) +pliu) =0
(3.34)

(262 + L — [ 3pnely)dy

o =

' [T F 1 il i [T F
Fiuw) = u¥x) — 3% — S (2% + 1)x, L) = w¥x) — 3% —

olarak almirsa ifade su sekilde olur,

Htwpl = {1 —pk [u‘#.,r,t -3 = 3 (2¢% + l,t]

- L, o f
W) — 3¢ —— (28 + Lx — 'I
3 a

1w

3.’:’}‘1%5}‘}:2‘_3‘] ={

W = g+ Pigy -+ @ u, + - ifadesi elde edilen konveks homotopi (3.34) de yerine yazilirsa ve

P nin ayn1 kuvvetlerine gore katsayilar esitlenerek asagidaki denklemler takimi elde edilebilir,
P 60 — FEX) = 1, (¥ — 308 — %52293 + Ll gt — 1

. 1 . 1 .
ughe) = % — —xle? — 2y

- 1 e .
prag fx) = |5 3 (dy, w (0) = 0

. 1 - 1 .
up (o) = 8% —Zaled — =i

- . 1, - . -
Faug b} = | Bag (g f0) = 0

wplx) = %x‘: 2%+ 1)+1

buradan wi{x} = EZ-ik, den sonug olarak,

3 ) ) ) 1. 1. 1. 1 .
wha) = ughx) + g fa) Fugfa) e = 0% = =l — =yt g — =yt = — i

3 6 B 16

C

&5
-+ 228 + 1) =g
384 - /
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ve ®ix) = % tam ¢oziimii elde edilir[18].

Ornek 3.5.2:
_ -1
wix) =i{x+ e —x+ )f xui)dy, wil)l =0
]

Fredholm integro-diferensiyel denkleminin u{x) = x&* ¢oziimiine sahip oldugu bilinmektedir.
Homotopi perturbasyon metodunu  uygulamak i¢in, konveks homotopiyi su sekilde
tanimlayalim,
Hiw.p) = (1 - p)Fiu) +pliu) =0
(3.39)
Flul=uix) = (x+ 1% +x,L00 = w i) = {x+ 1) +x - rl}: x56{37)dr olarak alinirsa
ifade su sekilde olur,

1

Hiep) = 1= pdu ()= (o + e + x) +p |wix) = e+ e +x- 'f

AT e !.'] = {
[

W = g+ Pigy -+ @7, -+ - ifadesi elde edilen konveks homotopi (3.35) de yerine yazilirsa ve
¥ nin ayn1 kuvvetlerine gore katsayilar esitlenerek asagidaki denklemler takimi elde edilebilir,
phugfa) = Flx) = wpla) = G+ De¥ ugl@l = 0

. v 1 g
Hphd) = aet — =5

- 1 e P
plag x) = | xughdr, wm il =0

g E s
Ty A =F x=

. o a1 e p
P fa) = |g o Gddy, w il =0

i ! - b
wgfx) = = ¢

buradan ui{x} = T¥_.u, den sonug olarak,
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, , , , 5
- - - - _ -
whx) = ughx) +ugtxl + bl + o = xe = F;r-
seklinde yaklasik ¢6zlim elde edilir[18].
@
b -
2,54 IS
0‘0
20 o
4 £
] o
&
7 <&
1,54 @
4 <&
k
A @
4 -
4 a7
1,0 o »°
4 000
0°¢
4 0¢
0,5 - P
0 ] T T T T 1
1] 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
X
[ o (am) (yaklagis)|

Sekil 3.2 Ornek 3.5.2 in tam ¢dziim ve yaklasik ¢dziim karsilastirmasi

Sekil 3.2 den goriilmektedir ki denklemin tam ¢oziimi ile homotopi perturbasyon

metodu uygulanarak bulunan sonug arasinda kii¢iik x ler i¢in uyumluluk s6z konusudur.
Denklemin Maple ile ¢6ziim programi ek 4 de verilmistir.
3.6. Lineer Olmayan Integral Denklemler

Homotopi perturbasyon metodunun lineer olmayan denklemler iginde uygulamalari
mevcuttur. Bunun i¢in ikinci tip Fredholm ve Volterra intgeral denklemlerini g6z oOniinde

bulunduralim.
Ikinci tip lineer olmayan Fredholm integral denklemi,
wx) = fix) + lr? Kix, R0 + N{d}dy (3.36)
Ikinci tip lineer olmayan Volterra integral denklemi,
wbx)l = flx)+ fl';ff (xR + N dy (3.37)

olarak gosterilsin. Burada @6} bilinmeyen fonksiyon, €t! ve N{i) u nun lineer veya lineer

olmayan fonksiyonlari, K¢x,37) cekirdek olarak verilmistir. Homotopi perturbasyon metodunu
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uygulamak igin,

Ll = wlx) = i) = [ K ) {RGe) + N(u)ldy=0 (3.38)

ikinci tip lineer olmayan Fredholm integral denklemini géz 6niinde bulunduralim. Bu durumda
Hiw, @)su sekildedir,
Hi0) = Fag),  HO1) = Liw)

burada Ffi) fonksiyonel operatordiir. Konveks homotopi su sekilde segilebilir,
Hiwp) = {1 — p)F ) +pliu) =0
(3.39)

ve tam olarak tanimlanmus egri boyunca, baslangi¢ noktas1 H{11g, 0) den F{E, 1} bitis noktasina
kadar siirekli bir yol izler. Konveks homotopiye yerlestirilmis olan p parametresi 0 dan 1 e
monoton olarak artarken, F{u) = 0 asikar problemi de siirekli olarak L{w) =0 orijinal
problemine doniigiir. & & [{,1] parametresine homotopi parametresi ad1 verilir. p ye gore agilim

su sekildedir,
€ = Ug+ Py + P g + e (3.40)

(3.40) ifadesi (3.39) de yerine yazilir ve P nin aym kuvvetlerine gore yazilarak

g sy Mo, o degerleri bulunur. g — 1 iken,
U=lmyogu=up+uy + ug -+ (3.41)

ifadesi (3.38) denkleminin ¢dziimiine yakinsar. (3.41) serisi ¢ogu durumda yakinsaktir ve

yakmsama orani Lfw} ya baghdir. Ffu)} =u{x) — f{x) alimrsa ve (3.40) ve (3.38) konveks

homotopi (3.39) da yerine yazilirsa ve  nin ayn1 kuvvetlerine gore denklem yeniden yazilirsa,
pugfa) = Fix)

- 11 ] ) A e s e .
plag x) = Iy Bx ) {RGug) + Nug) Jdy

ve genel olarak,

1#!’_"-::.?;1 = .f':..lf.'};
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HaaiX) = I,; 0 R, ) + N, )y
sonug olarak (3.41) ifadesinden istenilen sonuca ulasilabilir[19].

Ornek 3.6.1:

-1
wix) =dnhix) -1+ 'I tcogh ()2 +w(e)*)dy
@

ikinci tip lineer olmayan Fredholm integral denklemi wgfx} = sinh{x} baslangic ¢oziimii ile
birlikte verilsin. Homotopi perturbasyon metodunu uygulamak i¢in, konveks homotopiyi su

sekilde tanimlayalim,
H{uwp) =11 — p)F) +pliu) =0
(3.42)
Ffu) = ufx) — sinhix), L) = wlx) —sinh(x) + 1 - lr.l {cosh (€)% 4+ wit)%)dy olarak
almirsa ifade su sekilde olur,

B o . Mg a m PR PR Y nl, om0 LN L
Hiwp) = (1 —priuta) —elnhixh) + p|uwi) — elinhix) 4+ 1 = [Sleogh (£)= 4+ wit)e }E}‘] -
il

veya
" " " —-'1 "
= {ufx) —snhix)) +p—p “ {cogh ()2 + u:j}'}:}d_r] =0
&

W = g+ Puy +p=u, -+ - ifadesi elde edilen konveks homotopi (3.39) de yerine yazilirsa ve

» nin ayni kuvvetlerine gore katsayilari esitlenerek agagidaki denklemler takimi elde edilebilir,
2% ugix) = slnhix),

plagix) = -1+ lr? {cogh (£)% + uglt)f ddy = wy ix) = 0,

g ix) = l; 2ugithg (Eldy = wix) =0

3 et Iy g F ey g I3
paug () = |5 2ugithefe)l +w e dr= 1w x) = 0

buradan sonug olarak,
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F(x) w y_rfli‘“r: Ll TRl U I T
FEx) = slnhfx) + 0 + 0+ - = gnh{x)
ve Fix) = sinhix) tam ¢oziimii elde edilir[19].

Ornek 3.6.2:

) 1 | R
P F_7 " L
whx) = st | oaget — 1) — I xud i dh
]

ikinci tip lineer olmayan Fredholm integral denklemi wg¥x) = &* baslangi¢ ¢oziimii ile birlikte

verilsin. Homotopi perturbasyon metodunu uygulamak i¢in, konveks homotopiyi su sekilde

tanimlayalim,
H{wp) = {1 — p)FG) +plw) =0
(3.43)
Flw) = wix) — %, Liw) = wix) — e = Zx(e® — 1) + 1;‘ ¥ {12y olarak alimirsa ifade su

sekilde olur,

Hiwp) = (1 — piuix) —e¥ ) +p =10

. 1 .., S
whx)—e* — = e — 1)+ 'I Xy ) dy
< @

veya

s . 1 ., . S
= tutx) — ﬁ‘”f—ﬁ}[;xi,ﬁ--“ - l)] + F}U ma_r,t-l:::_r] ={
< i)

W = g+ Pk + @ u, + - ifadesi elde edilen konveks homotopi (3.43) de yerine yazilirsa ve

P nin ayn1 kuvvetlerine gore katsayilan esitlenerek asagidaki denklemler takimi elde edilebilir,
pugisl =%,

1 LI 1 e & i T T Ao
Pk ix) = -xte™ — 1) — | xugh*dy = wixl= 0

- FEEY T, P am P

“rugix) = |5 2wy (dy = uaix) =0

R "l p . e L p
pPiug () = |5 x{2up{the e} +ig () )dy = wix) =0
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buradan sonug olarak,

i) = gj_rfliitr..x“,. =Ugtify + st
D) ma® 4 Qb Qb g
ve Ux) = @¥ ¢coziimii elde edilir[19].

4. MODIFIiYE HOMOTOPi PERTURBASYON METODU iLE iINTEGRAL
DENKLEMLERIN COZUMU

4.1. ikinci Tip Fredholm integral Denklemi

Homotopi pertubasyon metodunun yakinsama oranini hizlandirmak i¢in modifiye
homotopi perturbasyon metodunu gelistirelim. Ikinci tip lineer Fredholm integral denklemi su

sekilde olsun,
o(x) - [ K(x e 0)dr = Fix) (1)

denklemin gekirdegi Kix 1} = Tic, g:fx)h, {1} seklinde yazilabiliyorsa bu gekirdege dejenere

ad1 verilir. Modifiye homotopi perturbasyon metodunun denkleme uygulanabilmesi i¢in g6z

oniinde bulundurdugumuz denklemin de dejenere sahip olmasi gerekir.
Konveks homotopi su sekilde tanimlansin,
W

Hiwpm) = {1 — )P + plie) + pl — @) [Z gy {4}

=1

=0

burada 1 = [m;).£¢ = L2, .., hizlandiric1 parametre olarak adlandirilir ve

m,=01=12 .., Nigin,
K p, 0} = Hi,p)

seklinde oldugu goriiliir ki, bu da aslinda standart homotopidir. (4.1) denklemini ¢ekirdegini

[{x ) = giaridy)seklinde oldugunu varsayalim. Konveks homotopi
Hiuw,z,m) = {1 — p)F ) + plie) + p{l —pllmgix)] =0

. - .- o - - - 5 R
seklinde olsun, burada Fiw} = wixf — fix) ve Liw) = ulx) — Mx) — |5 gladhiy)u)dy

buradan
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1
Hiwpm) = {1 — piutx) — fFix)) +p [%*Lr} — il - f 3*&:"}?#;1‘}%{1‘}@‘]
il
+pAl —Ei[mgia] =@
veya
= (ulx) — ) +pg () [ AODul)dy + mpglx) +mpigix) = @ (4.2)

yazilir. # €[0.1] homotopi parametresi i¢in, & = ity pigy + poug + - ifadesi (4.2) de

yerine yazilir ve denklem @ nin ayn1 kuvvetlerine gore yeniden yazilirsa,
pPiuatz) — Flal = U = uola) = Fix),

plugix) +mgix) — gix) ,11; Ry gty

. tx) = (¢ —m)gix) burada ¢ = I; Ry ) dy

PR () - mglx) — glx) [ iy Oddy = 0

uz(x) = [m+ (e = mlado(x] burada & = [ ROy} g0y

pRiua(a) = [ AONua(y)dy

genel olarak
Unsr () = Jy hOD 0y m= 23
buradan #70x} = @ yapan m degerini bulursak, 1} = @ i¢in w5 = wz = = = 0 olacagindan
tam ¢oziime sadece, uix) = wglx) + 1 4x) islemiyle ulasabiliriz. Bu durumda tim x
degerleri i¢in
m+ e —mia =10

veya

o |JgrOIFOIar] (I3 ridetdey]
@1 [Tty -1

m =
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bulunur.

Simdi genel durumu goéz 6niinde bulunduralim,

A

Bix, )= 2 gladhgy)

buradan konveks homotopi su sekilde segilebilir,

s
Hiw,m) = {1 — @)F () + plie) + p{l — @) [Z ;%)

=1

=0

sonra benzer islemler yapilarak p nin aym kuvvetlerine gore denklem su sekilde yeniden

yazilabilir,
2% gl = Fix).

r h & A - a iF o PR
prrg () = - D= Mg ) 1 Bamg et ) ,lg P ugledds,

N oo
= Z “ h:AE) flEde — m;
=1 -

- . - R - . e, P
praug b} = Tiny my g () + Ty gl | Ry ehaeg (e de

g:6x)

lr'l'- -k
=% || hfein (e + | b
2 [,L 6y G w.]a. x)

genel olarak
P 5 P n & F PP oy
U b} = Binygotd | Rfthu, (0dde m= 23, ..

seklinde ifade edilebilir. Bundan sonra %z =Wz =i === yapan ™I =12, .., N
degerini bulmamiz gerekir, bunun i¢in 4z =0 saglayan mi = 1.2, ...V degerini bulmamiz
gerekir

s
'I hithw (thde+m,,  ¥re[a bl
o
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sonra iy 1 yerine yazarsak,

S ol
M+ z J R fE) U helt) Fle)de — '.*H_;] gitldr =0
Tl ("o ("4

4

burada

ey i
= Bt PEE i b, = Bt ok e
Ly L .tfe.,uf WL Dy JG Ryt iy ,I-b}n:.--:r

olarak alirsak,
My + X byl —me) =0, t=12,.., 1 (4.3)

bu durumda ;¢ = 12,..,/N degerlerini (4.3) lineer denklem sisteminden elde edebiliriz,

bunun i¢in E matris, 1 ve ¢ vektorler olmak iizere,
B=b) m=|ml c=|g]

olarak alinirsa,(4.3)

(B —Itm=0c

seklinde yazilabilir ve eger (B — I} singiiler degilse,
m={(B—-I"18c

buradan da ;. = 1.2..... i degerleri bulunur[15].

Ornek 4.1.1 :

md

wix) = 3% —=1{26% + Lix + I vy dy
Jo

ol

ikinci tip Fredholm integral denkleminin w{x) = * ¢oziimiine sahip oldugu bilinmektedir.

Modifiye homotopi perturbasyon metodunu uygulamak i¢in, konveks homotopi su sekilde

tanimlansin,
Hiw,p,m) = €1 — p)F Q) + phi) + p{l —p)lmeix)] =0

burada

o » i 1 e - - . 1 - nd - -
Fia) = wix) — 3% — 5 (26 + 1hx L) = wix) — ¥ — . (26 + 1)x — [ xyu(y)dy ve
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Elanyt = gladhiy) = 5 gtx) = x k{y) = v olarak verilsin. Yukarida anlatilan metod
geregince,
uglx) = fix)
o . " . ad BTy e
wy {) = (e = mig{x) burada ¢ = [ hiy) Fly ey
Icin wix) = wghal -+ 15y (¥ ifadesini hesaplamaliyiz.
ughe) = % — —{2e* + 1x
wy () = [ [Ty (o2 — 20262 + 1)y} dy—m]| x
tlr" b= Wil gr""' fl- L o
buradan sonuca ulasilmak igin 1 hesaplanmalidir,

[l; REYE :j'_r}l::.f_r] [l; hiy)g :j'_r}l::.f_x] [ e —% (26% + 1)y .ss_r] [l; 32 .::.f_r]
= )

1[5
e = R
Jo hiylgdy—1 Jpredyr—1
& 2l
ety 2, 1
I_, 27 27
buradan

o Tf 4 2y ¢ 2 1 ‘6 3 1 )
i =|(F e ) - (-5 -l r= (et ) r= gt 1

ve sonug olarak,

whr) = uglx) + g fx) = ¢ — aé,'.?rs-a + 1)x + g (26 +1jx = ¥

elde edilir[9,15].
4.2. Birinci Tip Fredholm integral Denklemi

L2 B Py i)y = Fia) (4.4)
birinci tip Fredholm integral denklemini géz oOniinde bulunduralim, Kf{x, ¥} = gix)}hit)
seklinde dejenere ¢ekirdek olsun. Konveks homotopi su sekilde segilebilir,

Hiwpm) = {1 — P} + plie) + @il - plmaix)] =0



[y P . -1 N T R o = - -
burada Fii) = wtx) ve Lw) = [ g GIhduly)dy — Flx) ve £lx) = cglx) buradan,

(4.1) de anlatilan yonteme benzer iglemler uygulanirsa,

p%upix) =0,

pragfx) = (e —mlgix),

-4

72 £ g oo £ £ E
=LY =S + morit—g E,X}J .‘ktr.w_l‘}'lbl AR,
=
ol ol
= [c — (e —mlalgix), bwradac = J rEyigiyidy = J KiE, t)de
"3 [

B4, () = 10,040 — g€ [7 Ry, 99y
FErUg A = Wl = g |y SRR ]

genel olarak
P P 2o e Faiiy I W oy
Uga L 6] = g ) — o) | A, (dy ,n—2,3,..
o = Uz = kg == = [ yapan m degerini bulmak i¢in 1> den,
c—fle—mla =10, v € [a b]
ve buradan da,
e .
Mm=c==, =
il

elde edilir. Sonug olarak wufx) = ugix) + w1(x) istenen ¢dziimii bulunur.
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4.5)

imdi genel durum igin varsayalm ki K{x,2) = Xit; gla)hA2) seklinde olsun ve
g Y : i=1.81 £

fixl= Lf'=,1 ¢:g:{x} olarak alinirsa, (4.1) de anlatilan yonteme benzer islemler uygulanirsa

Hinpm) = {1 —glulx) +p ,I:FE;:‘;q_ g:{x)h, :jjzr}.::.fr] +pll — [T, m )] =0 4.6)

@ € [0,1) homotopi parametresi igin, i = g + Pify + =1z + = ifadesi (4.6) de yerine yazilir

ve denklem p nin ayni kuvvetlerine gore yeniden yazilirsa,

pEugix) =0
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B 1 sy *x‘} - E';":f':: g }'9# é:x}-'

o - . - ¥ S
pPaug ) = DI [6; — B, (e — my ) byg) g Cdowrada by = [ R €)g 00y

genel olarak

ot .

ey ) = 1w fx) — z g:{r}j R O0dy ,n=2,3,..

=1 s

tEo = Gip = iz m .- m I yapan M degerini bulmak igin 142 den elde edilen su lineer denklem

sistemini ¢6zmeliyiz,

E'.:‘::q_[r:; - E;};.lt:qe - fmf) b;f] =0 t=12 .. .N¥x€ [ab] 4.7
veya matris seklinde ifade edersek,, bunun i¢in B matris, m ve ¢ vektorler olmak tizere,
B=bg) m=|m c=le} s=L2..N
olarak alinirsa,

Binwm (B —Ic (4.8)
seklinde yazilabilir ve eger (B — I} singiiler degilse,
mwm (BY-HE I

buradan da m; ¢ = 1,2,..., degerleri bulunur[15].

Ornek 4.2.1:
w173
B L . 1
'r .g-*"".'-'-]ﬁh}‘:.ld W= ;l?"" LE - l:'-l.. Jay = =
0 2 2

birinci tip integral denkleminin w{x) = & ¢oziimiine sahip oldugu bilinmektedir, burada
172 L, \ . . .
|l - g KE{ny)dy| =014l = 1 dir. Denkleme modifiye homotopi perturbasyon metodunu

uygulamak igin,

o - " am l ] &
gtxl = &%, Ryl =g, =3 ig—1)



61

olarak alinirsa,(4.5) den,

c fak 1,
=70

buradan m = Ii—lrs* - % ve sonug olarak

N O S R
Myl = :r‘@'—llll—:g-_;g = g

buradan da denklemin ¢dziimii 1£6x]) = (¥} -+ 1y 5} = &% olarak elde edilir[15].

Ornek 4.2.2:

-1

R . 1 1
J et + Lulyldy=ce’ -5
o 3" 72

birinci tip Fredholm integral denkleminin wi{x) =x ¢oziimiine sahip oldugu bilinmektedir.

Denkleme modifiye homotopi perturbasyon metodunu uygulamak igin,

1 1
=—,¢n=—§1_ (x) =¥ 2t x)k=1, Ry § u—x ‘}n-u—l

3] 3

olmak tizere, (4.8) kuralin1 kullanirsak,

e[ -1, 1

Ve

L -]

g=1

buradan my ve m; degerleri,

i-iip-1) Le—1)
g = I—r_ . = ——e
PTi-He-1) T 1-He-1)

sonug olarak,

I:' ) I:' ) I:' ) I:' " I:' )
W X)) = e — oy gy R - e — s Ao b
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Ve

1 o, G-HE-1)
1I—6ls—1)  12—-6le—1)

£ Faipis Fai |
WL = Ugi¥t -+ W R¥h =

sonucu elde edilir, fakat tam sonuca ulasilamamistir[15].
4.3. Integro-diferensiyel Denklemler
¢ (x) = qlx)@(x) + F{x) + [ ki plddar, amr=m (4.9)

@40} = 4 baslangi¢ sart1 ile birinci dereceden integro-diferensiyel denklemi goz oOniinde

bulunduralim.

Liae) = uw {x) — gladulx) -+ FEx) + ;l:: ki thefe)de (4.10)
@ix) = wfx) tam ¢oziimii ile birlikte ele alalim. Bu durumda H{is, ) homotopisi su sekilde
tanimlanir,
Hiw 0} = Fae), Hiw 1} = L{w)
burada Ffu) fonksiyonel operatordiir. Konveks homotopi su sekilde segilebilir,

Hup) ={1=p)F) +pliu) =0
(4.11)

ve tam olarak tanimlanmis egri boyunca, baslangi¢ noktas: H{ug,0) den Hig.1l! sonug
noktasina kadar siirekli bir yol izler. Konveks homotopiye yerlestirilmis olan § parametresi 0
dan 1 e monoton olarak artarken, F{it} = @ agikar problemi de siirekli olarak L{i} = @ orijinal
problemine doniisiir. & & [[.1] parametresine homotopi parametresi ad1 verilir.  ye gore agilim

su sekildedir,
W= g+ gy + gl + oo (4.12)
# =1 iken,

@ = Uil gmq W = gt Uy + Uyt (4.13)
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ifadesi (4.10) denkleminin ¢oziimiine yakinsar. (4.13) serisi ¢ogu durumda yakinsaktir ve
yakimsama orani E{i} ya baghdir. F{u) = wix) — guix) — F¥) almr |, (4.12) acilmu
(4.11) de yerine yazilir ve denklem  nin ayni kuvvetlerine gore yeniden yazilirsa ,

PR x) = gihugix) = Fla) =0, w(d=4,

plisg (x)  gladue fa) Jo Rl Elugle)cit m 0w o () =@

ve genel olarak,
ugta) = gladugba) + flx) = Qugll) = 4

b . . . e — .
P} — glahi, () — 1 i, Bl i8de — 0 = 1w, {0 — @

sonug olarak (4.13) ifadesinden istenilen sonuca ulasilabilir.

Simdi modifiye homotopi perturbasyon metodunu lineer Fredholm integral denklemine

S

uygulayalim. Denklemin c¢ekirdeginin  Aix, ) = E;l g%k, r)  formunda oldugunu
varsayalim. Bu durumda yani konveks homotopi su sekilde ifade edilebilir,

Hiw, o, me) = {1 — p)Fw) + phis) +p{l — p)[ZE; mgixd] =0 (4.14)
burada mt = [m;] ,1z,d = 1,2,.., ¥ olmak iizere, hizlandiric1 parametre ad1 verilir.
e = 0 =12 ... Nigin
Hiw,p, 0) = Hiw,p)
dir, ki bu standart homotopidir. Varsayalim ki ~ &{x,%) = g{x)#{f) olsun, bu durumda (4.9)
denklemi,

) — gl pla) + £l + ‘lfgi:r} B pde)de
(4.15)

seklinde yazilabilir. £4.14 deklemini

Higpm) = €1 — pIFGe) + plie) + p{l —pimgixi =0 (4.16)
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olarak gosterelim, burada F{i; = % 1x) — glaluix) — a7 ve
L) = wdy) = gly) iy = Fiy) = _J}: pLx)l{EufF)ds = (1 dir. Buradan (4.16) i yeniden

yazarsak,

Hisp,m) = (1 - phu(n) - q0dule) - £ +p [u () - g o) - 7l -
.11: ghethlht)d E‘] + il —pimglxl =0

veya
w (%) — giajulx) — f{x) —pgix) [ _,11:' h{?}u{?}d?] +mpgix) — mipgix) =0 4.17)

seklinde olur. & =g+ pigy + @, + -+ agillimi (4.17) da yerine yazilir ve p nin ayni

kuvvetlerine gore denklem yeniden yazilirsa,

pPuplad — gladuglx) - FO) =0, w0l =4

¢Ozimii de,

o) = exp ([ qlsas) | [ wpl~ [ alsdas) £ie) ae]

;rr’-:ﬂ..g fx) — gt (x) — gfx) _J“: Bt ug(tlde+ molyl =M= 1wl =0

veya

1 ) — gl ) = e — mlglx), 1w (0 =0

burada €= _l: hitlugiE)at dir. Sonug olarak da,

wy fx) = (e — m)exp 'E.l; fg:{s}:is) [.1; sxp [:— ..l; :3{5}:?5)3{?} :iz:']

p2a () — @) — glx) [- Rt (fdr—maly) =0, (00 =0

veya

g b — gladugla) = [m + (e — mdadgixl, ugldl =10
burada & = [ a(f)exp (J; :;e{s}::.is;[ [,1; axpl = I g{s)ds)gly) ::E}‘] dt

sonug¢ olarak da,
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uzfx) = [m+ (e — m)adexp ([ g(as) [l:f ey [— L atsas) gle) l::.fa'l

'l" W A g g “fT A P T st
?}Eﬂ;a;,r} — rg;,r)'l..taq,x‘)—_g;,ch hiflugiildit= ugifll =1

ve genel olarak,
B (x) = g O, () = g0) [T ANy (Ddt =0, w0 =0n=34..

¢Oziimii de,

- ook i ¢ oE
Uyl = J Rt gy ()l dtexp [I ﬂf;s}d&] I E—K'FF[—I ﬂf;s}dﬁ]ﬁf;?} l::.fz"j
(" R (" % ("

seklindedir. Simdi 1z = wz = ®g = === = { yapan m degerini bulmaliy1z bdylece denklemin
¢oziimii wix = ughx) + 1wy Lx) esitliginde elde edilebilir. Bunun igin i; = @ igin,
[+ fe —mlal =0

ifadesinden m degerini hesaplamamiz gerekir,

e |f MOugkRar] | 17 hidexp ([T e(as) | [Tap(=~ [ ¢ls)as)glr) dy| dr|

a1 [l‘v.?ei'?}a-xp Efrc}i's}ds\'l[ ¥ supd - l1:'_&5'5}d5J§5'1‘}d1‘] de| —1
siE b g Flre g T e f
burada
aly . = . R
F.0 P N | e W | F oo . .
U Rit)exp U c}:.sg&s] J E-KEF[—J cg:,s;&s]gcg‘m_r c}z‘]xl
4 W @ % [

dir.

Simdi de genel durumu g6z 6niinde bulunduralim,
il

k(o) = ) g:(x0he (o)
=

olsun, konveks homotopiyi su sekilde segelim,

&
Hiw,pom) = {1 — p)Fiw) + pliw) + pil —p) [Z m g (x)
=1

=
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buradan, daha dnce kullandigimiz yontemdeki islemleri benzer sekilde kullanarak, g nin ayni

kuvvetlerine gore denklemi yeniden yazarsak,

PPl — gluglx) - Fld =0 w0l =4

¢Oziimii de,

o) = exp ([ qlsdas) | [ ewp(— ] alsdas) £ie) ae]

gt (6) — gl (x) = — T meg ) + Ty 000 [ Ry (ol Ohdt = 0 = 1 (0) = 0
veya

fu.l. fx) — gl fx) = E.":'_ . [J:r hdtuginide— ?}1;]3;{.\:‘}, w bl =0

sonug olarak da,

w6 = T, [ 12 g iar— m;] awpd [7 g(shas) [-1.: exp(— I q{s}dsj}g;{r}dr]
P21 () = gz () = T meg ) + T, 0,00 [0 hfthn(Dde =0, w(0)=0
veya

wp () — gl ) = B[ [ hlha (Ot +my] (), w0} =0

sonug olarak da,

.
1

wa) = Sy [ [0 e de + o awp ([ olsdds) [ [T ewp( - [ qlslas) gile) at]

ve genel olarak,
poaat(x) — g (e, () = T 0, () [Oh (B, (dr, (@0 =0n=34..

¢Ozimi de,

iy fa) = i ( f bh:*.'ﬁ'}un-ﬁt}dﬁ'] sy ( f x:a{s}cis) [ f ) ﬁxp(— f r@*ls}:i-*f)g{#} :ﬁ']
g a 2 2
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olarak bulunur. Simdi #;{¥} =@ yapan m degerini bulmaliyiz boylece g = ity ===
olacagindan denklemin ¢oziimii wixl = 1£|;.::.1£“}'|'1£1 {x) esitliginde elde edilebilir. Buradan

Yx £ [a ] igin,
i [[2h O iOar+m] = 0 (4.18)
olmalidir. 14; ifadesi (4.18) da yerine yazilirsa,

Iy l; Rt et -+ m;] l': B At exp [ ,l::::éls}l:;'s:j [,l:q-zépﬂ— ,ljméls Jis)afvid v dtt

=10
burada
k b £ b iz ¢ ¥
¢ = J R theolelde, by = J e (8} E—KFU '.?t',s}l::.‘s) J E-KF[ - J q&s}ds] E;:’g‘.‘nﬁ.‘.v] 13
@ & Wi “ v
olarak alinirsa,
E"T='1 E':;E,'{r— m{,;l oy — i = 1,4 N (4.19)

yazilabilir. Bu sekilde ;¢ = 1,2,.. N degerleri, (4.19) de ki lineer denklem sisteminden elde

edilebilir. B matris 1 ve ¢ vektorler olarak tanimlansin, buradan
B =|byl m=|my), c= e
alinirsa, (4.19)
{B —IJm= Bc
olarak yazilabilir. Eger (B — I} singiiler degilse
m=(F=I"*Bc
den m¢ = 1.2, ...V degerleri bulunabilir[18].

Ornek 4.3.1 :
-1

- 1. . . .
LX) = 3% — 3 (2e® -+ Llx— J 3xtult)de, Wil =1
0

Fredholm integro diferensiyel denkleminin w{x} = ¥ ¢6ziimiine sahip oldugu bilinmektedir.



Denkleme modifiye homotopi peturbasyon metodunu uygularsak,

ug () =My, uwl=1
.
' x) = (e — m)gtx) u (0 = Qbwradac = 'I R heglEX
v

ve sonug olarak da,
wbx) = ughx) + wy fx)

bulunmalidir. Bunun i¢in denklemden
FO¥) =367 = 2(26% + 1wigfx) = Qa=0.b = LA = 1, glx) = Bxve hit) = ¢ olarak
elde edilir. Bu degerleri kullanarak,
uglx) = Jf’gf (F)dt = e — [l g -+ éj] x*
a \

&

j g :J#}drj
(4

£y Iy g
L =50 —He)

dir. Buradan

™
3

R A - a1 - .

' il 1 2 3

= ol o3 — [ 2 eB 282 | e = i : Forous| Fo— =
€ -I-:- E‘[\E‘ [ﬂae- +5][E' ][c:.lz' 79 356- o1 .I.;. E‘[JEE}‘-:?}]&F 7

ve sonug¢ olarak da,

o 1 1

n = = ——— gt

a—1 24 12

bulunur, o halde

cn _3fL 2 v,
L :,x‘)=;_a+§€ ][x‘-

ve ¢0zim,
R

#oom & o
what = wptattaglat =@

olarak bulunur[18].

68



69

Ornek 4.3.2
wixl=ix+1le —x+ 'f xult)de, W) =0
H

Fredholm integro-diferensiyel denkleminin #{x) = x¢* ¢oziimiine sahip oldugu bilinmektedir.
durumda

Bu
Fxl=txr+lle —xngix)=0a=00=14=10g{x) = xvehit) =1 olarak elde edilir.

Modifiye homotopi perturbasyon yontemini denklemi uygularsak,
Wy (x)} = f?k‘},. will =1

e m . - & m PRy . T & o
) = e — mlglx)ag0) = Oduradac = | REhiit)

ve sonug¢ olarak da,

wix) = wgbx) + gy £x]

sonucu bulmaliyiz. O halde,

wg (x) = x + 1)e¥ — ¥ igin ugle) = [[({r+ 16" — g)de= xe® — 257
e fz‘ef la""c:.fa" : & fl frrc:.fr dt -
g 2 G W B
buradan da
ce 1
N =———
=1 9

olarak bulunur, o halde

[y

L]

1 JE":l =i

ve ¢oziim,

wxl = ety + 1w {x) = xe*

olarak bulunur[18].
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EKLER
Ek 1:

Ornek 3.1.2 de verilen denklemin Maple ile ¢6ziim programi su sekildedir,

> restart;
> k:=(x,t)->1/2*sin(x);

ko= () — % sin(x)

>
> g:=(xX)->cos(X);

g =x—cos(x)
> for 1 from O to 5 do
h[i]:=expand(p*int(k(x,t)*u[i](t)*p™i,t=0..Pi/2));
od;

h, :=%p sin(x) [J u(t) dt

L
1 2
hy == sin(x) p? j u, (1) de
2 0
L
1 3 2
h, == sin(x) p JO u,(t) dt
L
1 4 2
hy = sinx) p JO us (1) de
L
1 5 2
h, == sin(x) p JO u,(t) dt
L
1 6 2"
h == sin(x) p J() us(t) dr

> aa:=-sum(h[r],r=0..5)+expand((1-p)*(sum(u[z] (X)*p”~z,z=0..5)-
g(x)))+expand(p*(sum(ulgq] (x)*p"q,9=0-.5)-g(x)));



1. 1.
2 2
aa = —% sin(x)p2 J u (1)de| — % sin(x)p3 [J u, (1) dt
0 0
1. 1.
— L Gingo) p? r ui(£) dt | — < p sin(x) [Jz u () di
2 0 3 2 0 0
1. 1.
L st L el ?
- sin(x) p J u,(t)de| — > sin(x) p j ug(t) dt
0 0

oy (x) p+ uy(x) PP+ ug(x) p° + uy(x) p* + ug(x) p

— cos(x) +uy(x)

> for 1 from O to 5 do
a[l]:=coeff(aa,p,l);

od;
a, = —cos(x) + uy(x)
La
1 2
a) == sinlx) JO (1) de | + u, (x)
1
1 27
ay ==~ sinlx) L uy (1) de | + u,(x)
in
1 2
ay =~ sinlx) JO uy (1) de | + uy(x)
in
1 2
ay =~ sinx) JO uy (1) de | + 1 (x)
in
1 2
ag =~ sinlx) JO uy (1) de | + ug(x)

> for j from O to 5 do
ulj1(x):=solve(alj1=0,ulj1(x)):
ul31(t) :=subs(x=t,ul§J1(x));

od;

73



> for ¢ from O to 5 do
factor(uc](x)):;
od;

> restart;
>

> cos(xX)+sum(((DM)*L/(2™n)*sin(X) ,n=1..infinity);
cos(x) + sin(x)
Ek 2:
Ornek 3.2.1 de verilen denklemin Maple ile ¢dziim programi su sekildedir,
> ki=(X,t)->exp(x+t);
k=(x,t)—e" !
> F:=(X)->1/2*exp(xX)*(e-1);
f:=x—>% e (e—1)
> for 1 from O to 5 do

gli]:=expand(p*int(k(x,t)*u[i]J(t)*pNi,t=0..1/2));
od;

0

1
2
gy =P J exetuo(t)dt



g2:=p3 J exetuz(t)dt

g3::p4 J " el uy(r) de

g4::p5 J e elu, (1) dt

2
g5::p6 J " el ug(r) de

0
> aa:=sum(g[r],r=0..5)+expand((1-p)*sum(u[z] (xX)*p~z,z=0
pP*F();
1 1
2 2
aa =p [J exetuo(t)dt + p? [J exetul(t)dt +p
0 0
1 1 L
2
J exetuz(t)dt +pt [J exetu3(t)dt +p° J exetu4(t)
0 0 0
L
2
dt —I—p6 [J exetus(t)dt +u0(x)+u1(x)p+u2(x)p2
0

+uy(x) pP + uy(x) p* A+ ug(x) p° = puy(x) — u,(x) p*

> for 1 from O to 5 do

a[l]:=coeff(aa,p,l);
od;

--5))-
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B
ay=| e uy(0)d+ () = wy ()

B
ay=| e ug(0)d+ uy(x) = uylo)

> for j from O to 5 do
ulJ10) :=solve(alj1=0,ufj1C¢));
ulJ]1(t) :=subs(x=t,uj1(x));

od;
uy(x) =0
uy(t) =0
_1 « 1 x
u,(x) —yee— e
_1 s 1y
u, (1) yee— e
uy(x) =iexe—%e:)c—ie:)chle—i-—e:)CJrl
_3 t (+1 41
uz(t)—fee——e——e e+ —e
u3(x) =%exe_%ex_jex+le+jex+l+ ex-i-2
_%ex-i-Z
(1) =%ete—%et—%et+le+%et+l+%et+2
_%et+2
_ﬂx _2 x_ﬁ x+ 1 ﬂx—i—l
u () =g e 16 T g LT3
9 x+2 9 x4+2 1 x43 1 43
T 16 © T
27 ¢ 27 27 1+1 27 1+1 9
t:— —_— — R ———
() =g e~ 76~ 6 HETIARENT:
9 u+2 1 i+3 +Let+3
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77

%&)F%%&e—g%é—ugw“*e+%}&+l
+?_Zeﬁze_?_Zex+2_%ex+3e+iex+3
Jrgewr4e_§ex+4

us(t) :% te—%e’—%e““l +%et+l+%et+2
_% t+2_%et+3 +%et+3+ 312 A,
_%et+4

> for ¢ from O to 5 do

factor(uc](x)):;
od;
0
%ex(e—l)
%(e—l) (3eXr—e* 1)
%(e— ) (9er—6e"T! +e°12)
%6 (e—1)(27¢"—27¢" T 496" T2 — ¥ 13)

% (e—1) (81" — 108" T 454672 — 12513 4514

> restart;
> sum((1/(2"(n+1)))*exp(x)*((3-exp(1))"n)*(exp(1)-
1),n=0..infinity);

ex

Ek 3:
Ornek 3.3.2 de verilen denklemin Maple ile ¢dziim programi su sekildedir,
> ki=(X,t)->x-t;
k=(xt)—=x—1t
>
> g:=(X)->x+1;
g =x—x+1
> for i from O to 5 do
h[i]:=expand(p*int(k(x, O)*u[1]J()*p™i,t=0..%x));
od;

X

hy:=p [Jo(uo(t) x — uy(t) t) dr




hy =p’ J:(uz(t) x = uy(0) 1) di
hy =p* j:(%(z) x = uy(0) 1) di
hy=p° j:(u4(z) x = (1) 1) di
hy =p° J:(us(t) x = ug(t) 1) di

> aa:=-sum(h[r],r=0..5)+expand((1-p)*(sumu[z] (X)*p”z,z=0..5)-

g()))+expand(p*(sum(ug] (x)*p"q,9=0-.5)-g(x)));
aa =-1 —p4 [J (u3(t) x — uy(2) t) dt] —Xx —p5 [J (u4(t) X

0
6
_p[

X

— (1) 1) dtJ —p U (1,(1) x — (1) 1)

0

X

J (1, (1) ¥ — (1) 1) i

0

t+uy(x) p o+ uy(x) pP o+ uy(x) p

+ 144(x)p4 + 145()c)p5 + uo(x)

> for 1 from 0 to 5 do
a[l]:=coeff(aa,p,l);
od;

a,=- J (gl1) x — up(1) 1) de | + u, (x)

ay==| [ (0 x =, (0) 1)t | + 1y (x)

a,=- J(u3(t)x—u3(t) ) de | + uy(x)

a == [ (w0 x = uy0) 1y dt | + ug(x)

> for j from O to 5 do
ulj1(x):=solve(alj1=0,ulj1(x)):
ul31(t) :=subs(x=t,ulj1(x));
od;
ug(x) =x +1
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uy(t) =t +1
ul(x) :%x3 + %xz
u, (1) =% £+ % 7
,(x) =%20 X+ ix“
1, (2) :=%20 £+ i i
u3(x) = 50140 X+ %xé
u5(1) :=ﬁ {+ % £
uy(x) = 3621880 7+ 40;20 i
)~ S T

u(x) = — L x!! S - x10
370739916800 3628800

— 1 11 1 10
us(t) = 35016800 ¢ T 3628800 "
> for ¢ from 0 to 5 do

factor(uc](x)):;

od;

x+1

%xz(x-i-S)

1 4
12Ox (x+5)

6
5040x (x+7)

|
362880

]
39916800

8 (x+9)

0 +11)

> restart;
>

> sum((x+((2*n)-1))*(x*(2*(n-1)))*(1/(((2*n)-
DYH),n=1..infinity);

sinh(x) =+ cosh(x)
> convert(%,exp);

Ek 4:

Ornek 3.5.2 de verilen denklemin Maple ile ¢dziim program su sekildedir,
> ki=(X,t)->X;



k=(x1)—x
> Fr=(X)->(X+1)*exp(X)-X;
f=x—>(x+1)e"—x
> for i from O to 5 do
g[i]:=expand(p*int(k(x,)*u[i](t)*pNi,t=0..1));

od;
1
gy =D X [J uy(1) dtJ

0
1

g :=p2x J,ul(t) de

(=)

g, :=p3x JuZ(t) dr
_ 4
gy =p x Ju3(t)dl

g4 :=p5x J, u,(t) dt

g5 :=p6x J us(t) dt

> aa:=expand((1-p)*(diff(sum(u[z] (xX)*p"z,z=0..5),%x)-
T(x)))+expand(p*(difF(sum(u[s] () *p"s,s=0..5),x)-F(xX)))-
sum(g[r],r=0..5);

1

aa =x + 4 uy(x) —psx {J u, (1) dt

o . +(%u1(x))p—px[

1
—p3x (J u,(1) dt] —p4x[

0

1
—pzx [J u, (1) dt

0

1
—p6x [J us(t) dr

0

+ (gm0 ) r?

Harm® )+ (g o+ (] o
—e¢'x—¢"

> for 1 from O to 5 do
a[l] :=coeff(aa,p,l);
od;
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1

d
ag:=-x J0u4(t)dt + Eus(x)

j T 0O to 5 do ) )

ZS]C:CI)\r/eJ({aE?%Lo -ul31(0)=0},uli1C));
j z=op(2,%); _
3B%gigzzggbs(x:t,un](x)),

Od; 1 > X
uo(x):—?x +e x
1 > X
uy(x) =Y +e'x
1 2 t
uy (1) =—7t +e't
S 2
ul(x)=ﬁx
5 2
u,(x) o
5 2
ul(t) Et
5 2
uz(x)=%x
5 2
Uy (x) =X
5 2
uz(t) ZHt
5 2
u(¥) =755
5 2
TS
5 2
uy(t) = FED) t
5 2
440 = 505
S5 2
4) =555 ¥
5 2
a0 =550 !
__3 2
us(x) = 15552
-5 2
us(x) = 5553



t

us(t) =

15552
>
> for ¢ from O to 5 do
factor(u[c](x));
od;
——x(x—2¢Y
S 2
12
S 2
72
5 xz
432
S 2
2592
5 x2
15552

> restart;
> —1/2*x"2+exp(X)*x+sum((57(12*6™n))*x"2,n=1. . infinity);
—ix2 +e'x
12



