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LINEER OLMAYAN DENKLEMLERIN COZUMLERI
Fikret TATAR

Matematik Anabilim Dalinda, Yiiksek Lisans Tezi, 2009
Tez Danmismant: Yrd. Dog. Dr. Ahmet BEKIR

OZET

Lineer olmayan denklemler fizik, kimya, biyoloji gibi bir ¢ok alanda kullanilan
denklemlerdir. Uygulamali matematik ise bu denklemlerin ¢oziimleri ve yeni ¢6ziim yollart
gelistirmekle ilgilenir. Bu calismada da lineer olmayan denklemlerin tam ¢6zliim yollarindan
istel fonksiyon yontemi ve bu yontemin g¢esitli denklemlere uygulamalar1 yapilmistir.
Calismanin birinci boliimiinde kismi tiirevli diferensiyel denklemlere iliskin genel bilgiler
verilmistir. Ikinci boliimde ise iistel fonksiyon ydénteminin tanitimi yapilnustir. Ugiincii boliimde
istel fonksiyon yonteminin gesitli boyutlardaki, lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel
denklemler, denklem sistemleri ve lineer olmayan diferensiyel fark denklemlerine uygulamasi

yapilmistir. Dordiincii boliimde ise ¢alismadan elde edilen sonuglar verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Diferensiyel denklem, Diferensiyel fark denklemi, Kismi tiirevli denklem,

Tam ¢oziimler,Ustel fonksiyon ydntemi.



SOLUTION OF NONLINEAR EQUATIONS
Fikret TATAR
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SUMMARY

Nonlinear equations are equations that can be used many areas such as chemistry,
physics and biology. Application mathematics is interested in with exact solution of this
equations and improving new solution methods. In this study, solutions of exponential
functions method that are nonlinear equations and application of this methods to other equations
are done. In first part of study, general informations about partical differantial equations are
given. In the second part of the study, exponential function method is introduced. In third part
of the study, applications of exponential function method is done to nonlinear partial
differential equations, equation systems and nonlinear difference-differential equations. In the

last part of the study results of this study are given.

Keywords: Differential equations, Differential-difference equations, Partial derivative

equations, Exact solutions, Exp-Function method.
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1. KISMi TUREVLiI DENKLEMLERIN TANITIMI

1.1. Genel kavramlar
Bu kesimde kismi tiirevli denklemlere iligkin bazi tanim ve kavramlar1 verilecektir.

Tamm: Iginde en az iki bagimsiz ve en az bir bagimh degisken ile bagimsiz
degiskenlere gore cesitli basamaktan kismi tiirevlerini kapsayan esitliklere (6zdeslik degil) bir

kismi tirevli denklem denir.

Z bagimli, * ve Y bagimsiz degiskenler olmak iizere bir kismi tiirevli denklem genel

olarak;
F(x,y,z,2,,2,,2,,,2,,,2,,..) =0 (11.1)
seklindedir. Burada
0z
z . =—,
ox (1.1.2)
oz
Zy —a—,
Y (1.1.3)
9’z
Zxx :_2’
ox (1.1.4)
9’z
" oxdy
y (1.1.5)
. - 9’z
w320
dy (1.1.6)

sekillerinde ifade edilebilir. 7 bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip kismi tiirevli

denklemlerin genel sekli:
X = (X, ., ) (1.1.7)
ve

z=2(x) (1.1.8)



olmak tizere

F(X)3Xy 500y X, 2,2, s 2, 52, 52, ) =0

(1.1.9)

seklindedir.Burada (5, %,) bagimsiz degiskenleri, (2) ise bagiml degiskeni gdstermekte, Gte

yandan (G, j=12,..n) ise:
0z
Zx[ :a—
Y (1.1.10)
0’z
T
XYy, (1.1.11)

olarak ifade edilir.

Tammm: Bir kismi tlirevli denklemde goriilen en yiiksek basamaktan kismi tlirevin
basamagina denir.

2
u,+au, =cu_ (1.1.12)

(a,c) sabit sonlimlii dalga denklemi ikinci basamaktan bir kismi tiirevli denklemdir.

Adi tiirevli diferensiyel denklemlerin genel ¢6ziimleri, denklemin basamagi kadar keyfi

sabit kapsayan ve her noktasindan teget dogrularin ¢izilebildigi egri aileleridir. Bu egri aileleri

YV~ diizlemindedir. Kismi tiirevli denklemlerin genel ¢coziimleri ise denklemin basamagi kadar
keyfi fonksiyon kapsayan ve her noktasindan teget diizlemlerin ¢izilebildigi yiizey aileleridir.

Adi tiirevli denklemlerde onceden verilen bir noktadan gegen ¢oziimii arastirirken bir
baslangi¢ veya sinir deger problemi ile karsilagilir. Buna karsilik kismi tiirevli denklemlerde ise

onceden verilen bir egriden gecen ¢oziimiin arastirilmasi cauchy problemi olarak ortaya cikar.

Tanim: Bir kismi tiirevli denklemi 6zdes olarak saglayan ve keyfi fonksiyon veya keyfi
parametre kapsamayan bir fonksiyona bu kismi tiirevli denklemin basamagi kadar ( stirekli
tiiretilebilir ) keyfi fonksiyon kapsayan ve denklemi 6zdes olarak saglayan bir yiizey ailesine bu
kismi tiirevli denklemin genel ¢dziimii denir. Iki bagimsiz degisken kapsayan kismi tiirevli

denklemler i¢in:



p=%
ox (1.1.13)
q=%
W (1.1.14)
9%z
r=-7
ox” (1.1.15)
2’z
S:
dxdy , (1.1.16)
9’z
I=——
dy (1.1.17)

gosterimleri kullanilir.
1.2. Kismi tiirevli denklemlerin genel bir simflandirmasi

Burada kismi tiirevli denklemlerin genel bir simiflandirilmasini yapilacaktir. Daha sonra,
hemen hemen lineer denilen kismi tiirevli denklem tipi kendi aralarinda tekrar

smiflandirilacaktir.

Tanim: Bir kismi tiirevli denklemdeki bagimli degisken ( birden fazla bagimli degisken
olmasi halinde degiskenler ) ve bunlarin denklemdeki biitiin kismi tiirevleri birinci dereceden ve
denklemi, bagimli degisken ile onun tiirevleri parantezinde yazildiginda katsayilar yalnizca
bagimsiz degiskenlerin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineerdir denir. Aksi halde lineer

olmayan denklem adini alir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan lineer kismi

tiirevli denklemlerin genel formlari sirasiyla asagidaki gibidir:
S(x,y) = P(x,y)z, +O(x,y)z, + R(x, p)z (1.2.1)
ve

G(x, y) : = A(x7 y)Z)rx + B(x’ y)Z)ry + C(x7 y)Zyy + D(x7 y)Zx

+E(x,y)z, + F(x,y)z (1.2.2)



yukaridaki denklemlerde Y bagimsiz, Z bagimh degiskendir.

Tamim: Bir kismi tiirevli denklem, denklemde bulunan en yiiksek basamaktan kismi
tiirevlere gore (denklemdeki diisiik basamakli tiirevlerin ve bagimhi degiskenin bulunus

seklinden bagimsiz olarak) lineer ise bu denklem yari lineer (kuasi lineer) adin1 alir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip birinci ve ikinci basamaktan yari lineer

denklemin genel sekilleri sirasi ile;
P(x7y72)Zx +Q(x’y’Z)Zy = R(x7y7z) (1‘2‘3)

A(x,y,z,2,,2,)z, + B(x,y,2,2,,2 )z, + C(x,),2,2,,2, )zyy)

+D(x,»,2,2,,2,)=0 (1.2.4)

Her lineer denklem aym1 zamanda yar lineerdir, fakat yan lineer bir denklem lineer

olmayabilir.

Tammm: Bir kismi tiirevli denklem yari lineer ve denklemde goriilen en yiiksek
basamaktan tiirevlerin katsayilar1 yalnizca bagimsiz degiskenlerin fonksiyonlari ise bu

denkleme hemen hemen lineerdir denir.

Iki bagimsiz ve bir bagimli degiskene sahip ikinci basamaktan hemen hemen lineer bir

denklemin genel sekli;

+D(x,y,z,z

A(xﬂy)zxx+B(x7y)zxy+c(xﬂy)z x’Zy):O

yy

(1.2.5)
formundadir.
1.3. Kismi tiirevli denklemlerin elde edilmesi

Kismi tiirevli denklemlerin gogu fiziksel olaylarn analizinden ortaya ¢ikmugtir. Ornek
olarak belli bir ortamda kararli 1s1 denilen zamandan bagimsiz 1s1 dagilimi, zamana bagl 1s1
yayilmasi, degisik tipteki dalga yayilmalarn gibi fiziksel olaylar kismi tiirevli denklemler
yardimiyla kolayca incelenebilmektedir. Fiziksel bir olayr matematiksel ifadelerle
modelleyerek bir kismi tiirevli denklem elde etmek miimkiin olabilir. Kismi tiirevli denklemin
elde edilis yollarindan birisi budur. Ancak bu tip denklemlerin elde edilis sekli degil ¢oziimleri

tzerinde durulacaktir.



Bu kesimde verilen bir yiizey ailesinin sagladigi en kiigiik basamaktan kismi tiirevli
denklemin nasil elde edildigi goriilecektir. Bunun i¢in verilen yiizey ailesindeki bagiml
degisken, bagimsiz degiskenlere gore yeterince tiiretilip verilen ylizey ile hesaplanan tiirevler
arasinda keyfi fonksiyonlar ve bunlarin tiirevleri yok edilir. Verilen ylizey ailesi, bu denklemin
genel ¢cozlimii olabilecegi gibi, genel ¢ozlimiin parametrelere bagli bir alt sinifi da olabilir. Bu

durumda verilen yiizeyle tlirevler arasinda keyfi parametreler yok edilir.
a) Keyfi sabitlerin yok edilmesi
b) Keyfi fonksiyonlarin yok edilmesi
c¢) Geometrik problemler

1.4. Birinci basamaktan lineer olmayan denklemler

Bu kisimda;
P=Ze (1.4.1)
=2 (1.4.2)

olmak tizere:
F(x,y,2,p,4) =0 (1.4.3)

birinci basamaktan genel kismi tiirevli denklem incelenecektir. Burada £ ’in Pye 9, gore

lineer olmasi gerekmemektedir.
Tamim: Asagidaki gibi:

G(x,y,z,a,b) =0 (1.4.4)

seklindeki iki parametreli bir yiizey ailesi, birinci basamaktan (1.4.3) denklemini sagliyorsa bu

yiizey ailesine (1.4.3)’{in tam integrali denir.

G(x,y,z,a,b)=0

Tamim: Her noktasinda, iki parametreli yiizey ailesindeki her bir

yiizeye teget olan diger bir yiizeye (1.4.4) ylizey ailesini bir zarfi denir.
Zarf ylizeyi, (1.4.4) yiizey ailesini sagladigi denklemi saglar. Dolayisiyla zarf yiizeyi

(1.4.3) denkleminin bir ¢dziimiidiir. Zarf yiizeyi, (1.4.4)denklemindeki ¢ ve b parametrelerine

0zel degerler verilerek elde edilmez.



Simdi 4 ve b parametreleri arasinda:

b=¢(a) (1.4.5)
seklinde bir fonksiyonel bagintinin oldugu varsayilirsa:

G(x,y,z,a,¢(a))=0 (1.4.6)

Bir parametreli yiizey ailesi elde edilir. (1.4.6) ailesinin bir zarfi bulunursa, bulunan bu

deger (1.4.3) denklemini saglar. (1.4.5) ailesindeki 4 fonksiyonu keyfi oldugundan (1.4.5)’e

(1.4.3)’lin genel integrali denir.(1.4.5) ailesinin bir zarfi;

G(x,y,2,a,9(a)) =0

IG(x,y,2,a,9(a)) _
- ’ (1.4.7)

denklemleri arasinda @ parametresinin yok edilmesi ile bulunur. iki parametreli (1.4.4) yiizey

ailesinin zarfin1 bulabilmek i¢in

G(x,y,2z,a,b) =0

0G(x,y,z,a,b) _ 0
da ,

aG(xayazaaab) =0
ob

b

denklemleri arasinda 4> b parametreleri yok edilir. Bu sekilde elde edilen zarfa verilen denklem

i¢in bir singiiler integral veya singiiler ¢6ziim denir [1].
1.5. Lineer olmayan olusum denklemleri
Bagimsiz degiskenlerinde biri t zaman olan kismi tlirevli diferensiyel denklemlere

olusum denklemleri denilmektedir. Olusum denklemleri, K [u],“ ve U un X degiskenine gore
tiirevlerinin tanimli fonksiyonu olmak {izere:

u, :K[u]

b

(1.5.1)



K[u

formundadir.  Eger ];”terimine gore lineer ise, bu tip denklemlere lineer olusum

denklemleri ve K[u] ; U terimine gore lineer degil ise, bu tip denklemlere lineer olmayan olugum

denklemleri denilir.

Lineer dalga denklemi veya bir teldeki titresimi, 1s1 iletimini tanimlayan denklemler
linecer olusum denklemlerine iki basit Ornektir. Lineer olmayan olusum denklemleri ise

mekanik, fizik, kimya, biyoloji gibi bir cok daldaki problemlerde gozlenmektedir.
Bu tip denklemlere birkag drnek verilmek istenirse:

ou ou _

—+u—=0
ot ox

: (1.5.2)

formundaki birinci mertebeden lineer olmayan olusum denklemi, bir boyutlu trafik

calismalarindan tiiretilmigtir. Bu durumda u(x,1), ¢ zamaninda * konumundaki araglarin
yogunlugunu gostermektedir. (1.5.2) denklemi, korunum kanunlarina sahip olan gaz dinamigi

caligmalari i¢in bir model denklem olarak ta kullanilmaktadir.

Ikinci mertebeden lineer olmayan olusum denklemleri ile de karsilagilabilir. Ornegin,
anlik sicakliga bagli olarak birim zamanda 1s1 iireten bir 1s1 kaynagiyla, bir cisimdeki 1s1

transferi incelenirse

a_u =div(kVu)+ f(u)
ot , (1.5.3)

ile verilen lineer olmayan 1s1 denklemine ulasilir. Yer degistirmeye bagli, lineer olmayan bir dis

kuvvet nedeniyle zorlamali titresimi gbz Oniine alinirsa:

du  ,0u _
o _f(u), (1.5.4)

formundaki lineer olmayan dalga denklemine ulasilir.

Kuantum mekaniginde, asagidaki formlarda lineer olmayan olusum denklemleri ile

karsilasilabilir.

Sine-Gorden denklemi:

uﬂ—Au+smu:0’ (1.5.5)



Klein-Gorden denklemi:

u, —Au+mu+m’ =0 (1.5.6)

Kiibik Schrodinger denklemi:

. 2
lut—Au+7|u| u—O’ (1.5.7)

Ikinci mertebeden denklemlere ilave olarak, yiiksek mertebeden lineer olmayan olusum
denklemleri ilede karsilasilabilir. Ornegin polimerler, camlar ve bunlar gibi ikili alagimlarin faz
gegisleri izerinde yapilan ¢alismalarda, asagida verilen Cahn-Hilliard denklemine ulagilir:

2
u,+e Au—AqD(u), (1.5.8)
— 3 _

Bu denklemde € belifli bir kiigiik sabit ve genellikle P = ~U glara

almmaktadir. (1.5.8) denklemi dordiincii mertebeden bir olusum denklemidir .  Yiksek

mertebeden olusum denklemlerine diger bir 6rnek ise;

u, +6buu +u_ = 0’ (1.5.9)

seklindeki denklemdir.
1.6. Soliton teorisine fiziksel bakis

Bir fizik terimi olarak dalga, bir ortamda veya bir boslukta yayilan ve genellikle enerjini
taginmasima yol acan titresime verilen isimdir. En bilindik olanlari, suda ilerleyen yiizey
dalgalaridir. Bununla birlikte ses, 1s1k ve atomun igindeki taneciklerin hareketleri de dalga
Ozellikleri gosterirler. En basit dalgada bile titresimler, sabit bir frekans ve dalga boyu ile

peryodik olarak salinim yaparlar.

Ses dalgalar1 gibi mekaniksel dalgalar ilerleyebilecekleri bir ortama ihtiya¢ duyarlarken,
elektromanyetik dalgalar bir ortama gereksinim duymazlar ve boslukta bile yayilabilirler. Bir

ortamdaki bir dalganin yayilmasi ortamin 6zelliklerine de baglidur.

Dalgalar, duran ve ilerleyen dalgalar olarak siniflandirilabilirler. Duran dalgalar,
pozisyonu sabit olarak kalan dalgalardir. Bu tip dalgalar, dalganin bulundugu ortam dalganin
hareket ettigi yoniin tersine hareket ettiginde veya duragan bir ortamda birbiri ile zit yonde
ilerleyen dalgalarin girismesi sonucunda olusurlar. flerleyen dalgalar ise, bir noktadan diger bir

noktaya madde tagimasi s6z konusu olmaksizin enerjinin yayilmasi ile olusan dalgalardir.



Solitonlar ise asagidaki iki temel oOzelligi saglayan lineer olmayan dalgalar olarak

tanimlanabilir:
1) Sekil, hiz gibi 6zellikleri degismeksizin yayilan yerlesik (lokalize) dalgalardir.

2) Karsilikli carpigsmaya karsi kararhidirlar ve kendi 6zelliklerini g¢arpisma sonrasinda

koruyabilirler.

Ik 6zellik, solitary dalga sartidir. Ikinci sart ise parcacik 6zelligine sahip bir dalga
anlamia gelmektedir. Ayrica solitary dalgalarinin 6zellikleri hakkinda Russel adli bilim insani

tarafindan asagidaki 6nemli bilgilere ulagilmigtir bunlar :

hsech® (k(x —vt))

a) Solitary dalgalar sekline sahiptir.

b) Yeterince biiyiik miktardaki su kiitlesi, iki veya daha fazla bagimsiz solitary dalgasi

uretir.

¢) Normal dalgalarin aksine solitary dalgalar1 asla birlesmezler. Bu sebeple kiiciik
genlige sahip bir solitary dalgas1 ile biiyiik genlige sahip bir solitary dalgas1 birbirleri ile
carpistiktan sonra, iki solitary dalgas1 birbirlerinden ayrilarak sekillerinde bir bozulma olmadan
yollarina devam edebilirler. Normal dalgalar, ya diizlesmeye baslar yada dikleserek sonecek
sekilde hareket ederlerken, solitary dalgalarnn kararlidir ve uzun mesafelerde yolculuk

yapabilirler.

d) g yer¢ekimi ivmesi olmak iizere h yiiksekligine sahip olan ve d derinligindeki bir
kanalda hareket eden bir solitary dalgasi:

v=ygld+h) (1.6.1)

b

ile ifade edilen bir hiza sahiptir. Diger bir ifade ile dalganin hizi, yiiksekligine ve suyun
derinligine baghdir.

Dolayisiyla biiyiik genlikli bir solitary dalgasi, kiigiik genlikli bir solitary dalgasina gore
daha hizli hareket eder. Bir solitary dalgasinin hizi genligi ile orantili oldugundan, bir solitary
dalga normal dalgalardan farklidir.  Ornegin biri algak biri yiiksek iki ses aym anda
olustugunda, kulak her iki sesi de ayni anda duyacaktir. Fakat bu iletim esnasinda solitary
dalgalar1 kullanilsayds, yiiksek sesin daha dnce duyulmasi gerekirdi. Insan viicudundaki sinirler
arasindaki iletisim ise normal dalgalarla yapilmazlar. Sicak bir ¢ay bardagi ele alindiginda

sicaklik kademeli olarak hissedilirken, kor halindeki sicak bir komiir pargasina veya sicak bir
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firina el yaklastirildiginda, sicaklik hemen hissedilir ve el geriye ¢ekilir. Dolayisiyla sinirler bir
nevi solitary dalgas1 olusturarak beyine bilgiyi en kisa sekilde normal dalgalara gore daha hizli

olarak iletirler.

Onceki yillarda sonuglar deneysel olarak kalmis ve bir denklem ¢oziimii i¢in solitary
dalgalar1 elde edilememistir. Bununla birlikte bir denklemin ¢6ziimiinii veren solitary dalga

problemleri arastirma konusu olmustur. Unlii matematik¢i Kortoveg ve Vries tarafindan

ou(x,t) _
ox

ou(x,t) te ou(x,1) te d’u(x,t)

0
ot ox ox*

: (1.6.2)

+ m(x,t)

formundaki s1g su dalgalariin  hareketini modelleyen denklem iizerinde calismaya

baslanilmistir.denklemde;

u(x,1) , dalga genligin,

c=+gd , kiiclik genlikli dalganin hizina,

_ 2
e=c(d’[6-T/2pg), Dagilma parametresine,

?> lineer olmayan parametreye,

T

> yiizey gerilimine,
p, suyun yogunluguna
karsilik gelmektedir. (1.6.2) denkleminin

u(x,t)=L7(x—Vt)’ (1.6.3)

formunda ve sekli degismeyen bir hareketli dalga ¢oziimiine sahip oldugu gosterilmistir.
Burada (1.6.3) ifadesi oOnceki kisimlarda belirtilen Russel’in solitary dalga tanimina
uymaktadir. Boylece solitary dalgalarin varligi Korteweg ve Vries tarafindan kanitlanmstur.
Bununla birlikte dalgalarin kararliliklar1 ve iki solitary dalganin ¢arpigma sonrasi sekillerinin
degisip degismeme konusu netlik kazanmamistir. Netlik kazanmayan konu ile ilgili ¢aligmalar
Kruskal ve Zabusky isimli bilim insanlar1 tarafindan incelenmis, KdV denkleminin sonlu farklar
metodu ile c¢oziimleri aragtirilirken, solitary dalgalarin ¢arpisma sonrasi sekillerini
degistirmedikleri goriilmiistiir. Bu 6zelligin pargaciklarin ¢arpigsmasina benzedigi bulunarak bu

tip dalgalara soliton adi verilmistir. Sonraki yillarda konu ile ilgili Gardner,Grene,Kruskal ve
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Miura isimli bilim insanlar tarafindan ters sagilma doniisiim (TSD) metodu gelistirilerek, KdV

denkleminin soliton ¢oziimleri analitik olarakta verilmistir.

Soliton ¢oziimleri, hem analitik hemde sayisal olarak elde edildikten sonra, soliton
tizerinde ¢alismalar hizlanmistir. Giinliimiizde ilk kez bir su kanalinda gézlenen solitary dalgasi
soliton olarak; akiskanlik mekanigi, temel pargaciklar fizigi, biyofizik gibi bir ¢ok fizik alaninda
kullanilmaktadir. Solitonlar tarafindan uzun mesafelerde yol alinabildigi i¢in ; teorik olarak bir
fiber optikte normal dalga yerine kullanilacak olan solitonlar sayesinde, tasinan sinyalde kayip
olmaksizin biiyiilk miktarda bilgi binlerce kilometre boyunca tasinilabilecektir. Bu sebeple,
soliton elektronik ve telekominikasyon alanlarinda olduk¢a sik kullanilmaktadir. Yakin
gelecekte ilerleyen caligsmalar neticesinderadar ve iletisim sektorii gibi bir ¢ok yerde solitonlarin

kullanilmas1 beklenmektedir [2].
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2. USTEL FONKSiYON YONTEMIi

2.1. Yontemin genel tanitimi

Bu bolimde linecer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemlerin tam ¢6ziim
yontemlerinden iistel fonksiyon yontemi anlatilacaktir. Oncelikle kismi tiirevli diferensiyel
denklem adi diferensiyel denkleme c¢evrilecektir, iistel fonksiyon yontemin genelinden
bahsedilip, riccati denklemi verilecek ve linecer olmayan diferensiyel fark denklemlerine

deginilecektir.

Bu yontem ilk olarak He isimli bilim insani tarafindan tanimlanmig ve birgok bilim

insani tarafindan ¢esitli uygulamalar verilmistir 3, 4].

a, veb

Ustel fonksiyon ydnteminde, ¢.d,pveq pozitif tamsayilar, m  daha sonra

belirlenecek katsayilar olmak iizere:

d
(n&)
Zn:—c a,c

u($) =
q (m&)
2, bne @2.1.1)

seklinde ¢6ziim aranir. Lineer olmayan en yiiksek mertebeden terim ile en yiiksek mertebeden

lineer terimin dengelenmesinden € ile Poyed jle q dengelendigi goriilebilir. c.d,pveq in

1

durumlarma gére tam ¢oziimler elde edilebilir. Ornegin, c=d=p=gq= alinirsa ¢oziim:

a_le_5 +a,+ al‘f

-5 4
b.e” +b,+be ’

u($) =
(2.1.2)

u(x,t)

seklinde bulunur. ifadesi indirgenmis denklemde yerine yazilarak, € ) in kuvvetlerine

gore diizenlenirse, cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden a, veb,

degerleri bulunarak hareketli dalga c¢oziimleri elde edilebilir. Yontemle ilgili verilen 6n

bilgilerden sonra yontem daha genis sekilde asagidaki gibi ifade edilebilir.

Genel olarak lineer olmayan denklem

Feu, M Mollay — (2.1.3)

seklinde verilen lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklem ele alinur.



E=kx+wt

k,w
yapilir. Ifadenin S ’ye gore tiirevi alinirsa

H(u,u',u”,u”’,...) =0

b

olarak adi diferensiyel denkleme doniisiir.

2 —
u,+uu, +u_ =0

b

mKdv denklemini ele alindiginda

u Ouof _ du_ .,
u_of 9E o aE "

qu _Oudg _, du

- =ku’
u,_gx of ox o& !

= ox dE A& Ox

y =i o’u
XXX 853

=k*u”

bdylece basta verilen kismi tiirevli diferensiyel denklem olan mKdv denklemi:

wu+ulku' +k3u”=0

seklindeki adi diferensiyel denkleme doniisiir.

2 2
:[Ehtj :(kauJ :ka u%k:kza_u:

&

k*u”
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(2.1.4)

sabitler olmak {izere verilen benzerlik doniistimiinii (hareketli dalga doniigiimiinii)

(2.1.5)

(2.1.6)

2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.9)

(2.1.10)

2.1.11)

Doniisiimiin  ¢6ziilebilir olmast i¢in adi diferensiyel denklemin lineer kisminin en

yiikksek mertebelisi ile lineer olmayan kisminin en yiiksek mertebelisinin dengelenmesine

bakilir.

U (En yiiksek mertebeden lineer terim),

2 s
U U (En yiiksek mertebeden lineer olmayan terim),

2.1.12)

(2.1.13)



u=r17
b
2 2
u- =1t"
9
u =mt"!

u” =m(m-1)r">

b

u” =m(m-1)(m-2)c"">

mT2m+m—l = Tm—3
3m—1=m—3’
m=-1

14

(2.1.14)

(2.1.15)

(2.1.16)

(2.1.17)

(2.1.18)

(2.1.19)

(2.1.20)

(2.1.21)

burada bulunan sonucun negatif ¢ikmasi dengelenmenin saglandigini gosterir. Onceden de

ifade edildigi gibi Ustel fonksiyon yonteminde ¢dziim aranirken asagidaki verilen (2.1.1) deki

genel ifadeden faydalanilir.

d
(né)
Zn:_c a,.e
q (m&)
zm:_p b,.e

b

u(g) =

daha sonra bu genel ifade acilarak

ae“ +..+a_je

u(g) =
ape”é +...+a_qe_q‘f

b

buradan hareketle

&) ce +.. ¢+ eI 4
u = = =
c,e’ +.. e e 4
b
cye o @ 4 et

u(e)= c4e”‘§ +

c, e+ e+,

b

(2.1.22)

(2.1.23)

(2.1.24)

r_r__m . 2 3
fonksiyonun 6zelliginden dolayr ¥ =% =U olur. Daha sonraise ¥ ve Y yazlir.
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u2 _cse (26)5 s .6(26+p)§ 2 .e(26+2p)§
- 3 3 4
Cq e pé c, e P cq e p)é ’ (2.125)
u3 _ce (30)5 e 'e(3C+P)§
N apé ~ T “4p)é
cg.€ Cg.e , (2.1.26)
olarak bulunur [5, 6].
2.2. Riccati denkleminin iistel fonksiyon yontemi ile ¢oziimii
Asagidaki sekilde verilen benzerlik dontisiimii:
n=ks+g, (2.2.1)
ve
k¢ =1, -7 =0 (2.2.2)
seklindeki ifade yardim ile asagidaki genel ifade yazilir.
zq a, e(lﬂ)
o(7) = —
Zm b,e™" (2.2.3)

daha sonra ifadedeki dengelenmeye bakilir. Sonuglarin kontrolleri yapildiginda f=q ve
€= P olarak bulunur. Islem kolaylig1 agisindan f=q= 1Ve €e=prP= 1seklinde kabul edilir

ve ifade acilir.

e™ +a,+a_ e( &
(77) -n ’
+b,+b_je (2.2.4)

o) =

ve bunun neticesinde

_ [ e 4, e(—ﬁog’—gm
0™1 -

2 >
ble(H§+§°)+ / l a_le< —J-loé-&)
0 (2.2.5)

b

olarak bulunur. Sonraki adimda -1 ile “1 keyfi sabitler olmak iizere:
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- \/Zble(i\m&go) ta, e(—iﬁof—g’o)

®, = I
ble(zﬁmﬁo) _ /la_le(—zﬁoﬁ—g’())
0

(2.2.6)
olarak bulunur. Keyfi sabitler 41 ve b ile birlikte P=-1 olmak iizere;
_ [_1 b (2y-10&+E)) +a — /_1 b (-2-10E-8&9)
¢3 — - 0 lez aO 0 *le (2.2'7)
a, +1,b, 6(2H§+§o) +b, +b,1e(7zﬁé7§°)
4l,b_,

= = / = +
Bazi 6zel esitliklerde So=0.b =ia, _\/Z oldugu zaman (2.2.5) :

Q= —H tan(Hf), (2.2.8)

ve
= = ] = +
Sayet (2.2.6) da So=0.b =ia, _\/Z olarak yerine konulursa esitlik:
ve

@ =\l coth(/I,&) 2.2.11)

olarak bulunur [7].
2.3. Lineer olmayan diferensiyel fark denklemleri
Ustel fonksiyon metodu i¢in

};‘(urwp1 (x)’un+p2 (')‘/‘)7"'71’111-*—;7,c (x)’un+pl (X), Mn-*—p2 (X),...,

' (r) (r) (r) —
un+p,c (x)"“’un+p1 (x)’un+p2 (x)""’u"ﬂ’k (x)) =0 (23 1)

seklinde lineer olmayan diferensiyel fark denklemi ele alinirsa. k, ’ﬂf Ve sabitler

olmak lzere:
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s h
u,(x)= U(fn) =U,, fn = Zkz’ni +Z/1ixi +c,
i=1 =

(2.3.2)
fn =D k(n,+p)+ /in +c,
Uy p (x)= U(fn+p) = Un+pa r i=1 j=1 (2.3.3)
seklinde hareketli dalga doniisiimii uygulanirsa
' ' (r) )\ —
G(Unﬂ,1 sees Ui s Unipsees Upip 5o Uy 50 UL )=0 ‘ (2.3.4)

seklinde adi diferensiyel fark denklemi elde edilir.

Bu yontemde, e.f,pveq homojenlestirilmis denge prensibinden belirlenecek pozitif

tamsayilar, a, veb, daha sonra belirlenecek katsayilar olmak iizere, (2.3.4) denkleminin

¢Ozimii;

S 4, exp(né)
u, (n,3,0) = U, (&) ==L

> b, exp(mé)
g (23.5)

seklinde aranir. Bu durumda

Z ”e(n(f—id))
un—i (n’ xﬂ t) = Un—i (é:) = ot

p b
Zb e(fﬂ(ﬁ—id))
m=—g (2.3.6)

i q e
n=—f
ui’l+i (n’ x’ t) = U}’l+i (5) = p—7
z b emErid)
m==q 2.3.7)

U,(6).U,.(e) ve U,..(9) ifadeleri indirgenmis (2.3.4) denklemde yerine

yazilabilir.
(j$) . . .. .. . . . . . .
yazilarak, € ""in kuvvetlerine gore diizenlenirse, cebirsel bir denklem sistemi elde edilir. Bu

denklem sisteminden % V¢ b, degerleri bulunarak hareketli dalga ¢6ziimleri elde edilebilir [8].
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3. YONTEMIN UYGULAMALARI

3.1. Ustel fonksiyon yonteminin (1+1)boyutlu denklemine uygulamasi

Ustel fonksiyon ydnteminin uygulanmasinin yapilacag: atom alt1 fizikte kendi ekseni
etrafinda donemeyen parcaciklarin tanimlanmasinda kullanilan Klein Gordon denklemi ele

alinir.

3
u,—u,_—u+u =0

(3.1.1)
benzerlik doniisiimii ise:
G =k +wi (3.1.2)
olarak ifade edilir. Gerekli doniisiim gerceklestirildiginde, ifade:
W =k —u+u’ =0 (3.1.3)

haline doniisiir. Bundan sonra ifadenin lineer olmayan kisminin en yiiksek mertebelisi ile lineer

olmayan kismin en yiliksek mertebelisinin dengelenmesine bakilir. Lineer kismin en yiiksek

mertebelisi ¥ 6zel olarak:

, cle(3p+")‘§ +..+ dle"“‘”")‘f
cze(‘”’)‘f +...+dze_(4")§

(3.1.4)
3
olarak agilir. Lineer olmayan kismin en yiiksek mertebelisi ¥ ise 6zel olarak;
, @R d e CDs
u =
“4p)é —-(49)¢
c,e +...+d,e (3.1.5)

olarak agilir. Bu ifadelerin ilk ve son terimlerinin dengelenmesine bakilir, sayet dengelenme

saglantyorsa, ifadelerin geneli hakkinda dengelenme saglantyordur sonucu ¢ikarilabilir.
3p+c=3c+p, (3.1.6)

p=c, (3.1.7)

benzer sekilde
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3g+d=3d+q, (3.1.8)

q=d (3.1.9)

b

olarak bulunur. C6ziim aranirken iglem kolaylig1 i¢in p=c=q=d=1 olarak ¢6ziim aranir.

ale‘f +a,+ a_le_‘f

u =
©) be® +b,+b e (3.1.10)

” 3
seklinde ¢oziim aranir. ¥ ve! hesaplanarak denklemde gerekli yerlere yazildiginda;

%[E@f + B¢ +Eef +Ey+ E e +E e ¥ +E e ¥]=0

(3.1.11)

ifadenin katsayilar1 0’a esitlendiginde
A=(be” +e* +b,)’ (.1.12)
Ey=a(a =) (3.1.13)
E, =W —k*>-1)a, +3a’.a, + (k> —w’* —2)a, b, (3.1.14)

E, =3ala_, —4k’a_ +w'a,b; —w’ayb, —k’ab; +k*a,b, —ab, —2a,b,

+3a,a; +4w’a_ —4w’a,b_ +4k’ab_ —a_ —2ab_, (3.1.15)
E, =-3k’a_b, +3w’a,b_b, +3w’a_b, —6w’a,b_, +6k’*a,b_,

—2a,b_ +6a,a_a,—2a_ b, —3k>a,b_b, +a, —a,b; (3.1.16)
E = -3a’a, —a,b’, —2a,b,b_, +w'a_b; —k’a_b; —a_b;
—w?a,b_b, +k’a,b_b, +3aja_, +4w’a,b’, —4w’a_b_, —4k’a,b’,
4k*a_b_ —2a_b._,, (3.1.17)
E,= 3a’a, +w'a,b’, —2a_ b b, —k*a,b’ —a,b’, +k’a_b_b,

—wia,b.by, (3.1.18)
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_ 3 2
E,=a -a b,

_ (3.1.19)
Buradan da katsayilar;
1
a,=——b;
4 (3.1.20)
=0 (3.1.21)
a =1 (3.1.22)
1
b, = —bo2
4 (3.1.23)
_ 2
w=Nk"+2 (3.1.24)
by ~ keyfi sabit (3.1.25)
olarak bulunur. Béylece ¢6ziim:
el _ lbOZe(—(kx+Wt))
u=
e(k:x+wt) + bo + lbge(—(k‘x-%—wt))
4 (3.1.26)
seklinde olur.
— 12 12
Eger by =2 LW (k" +2) olarak almir ve (3.1.26) da yerine yazilirsa ifade:
u(x,t) = i(csclhx + (k2 +2)" 1) — tan(kx + (k> +2)"21)) (3.127)

seklini alir [9].
3.2.Ustel fonksiyon yonteminin (2+1) boyutlu denkleme uygulamasi

Ustel fonksiyon yonteminin uygulamasinin yapilacagi akiskanlar mekanigi, kati hal
fizigi, kimyasal kinematik benzeri bir ¢ok alanda kullanilan Calogero ve Degasperis denklemi

ele alinir [10].
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uxxxy - 2uyuXX - 4uxuxy + Uy = 0 (321)
benzerlik doniistimii ise
E=kx+1ly+wrt (322)

seklinde olur. Gerekli doniisiim islemi gerceklestirildikten sonra integrasyon sabiti sifir kabul

edilip denklemin yeni hali:

k*lu” —6lk*uu”+wu” =0 (3.2.3)
olur. Denklemin integrali alindiginda yeni hali:

K*lu” =3lk* (')’ +wu' =0 (3.2.4)

seklinde olur. Bu denklemin lineer kisminin en yiiksek mertebelisi ile lineer olmayan kisminin

en yiiksek mertebelisinin dengelenmesine bakilir. Lineer kismin en yiiksek mertebelisi ¥  6zel

olarak:
, e’ 4 d et
u =
cze(g”)f +...+dze_(8q)§ (3.2.5)
. .. .. (u/)z . o C .
Lineer olmayan kismin en yiiksek mertebelisi ise Ozel olarak asagidaki gibi
acilabilir.

P8 4 4 d3e_(2d+6‘1)5

c4e(8”)§ +..+ d4e_(8‘”5

Cs

W) =
(3.2.6)

bu ifadelerin ilk ve son terimler dengelenmesine bakilir, dengelenme varsa geneli de

dengeleniyor denilebilir.
Tp+c=6p+2c (3.2.7)
p=c (3.2.8)

benzer sekilde

—(7g+d)=—(2d +6q) (3.2.9)
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q=d (3.2.10)

p:c:q:d:l

¢Oziimdeki islem kolaylig1 agisindan olarak alinirsa:

aef +a, + a_fi

e +b, +b e

u(é) =
(3.2.11)

¢Oziimdeki islemler matematiksel programlar yardimi ile yapildiginda katsayilar hesaplanabilir

ve bu katsayilar

1. Durum:
a,=0 (3.2.12)
a,=ab, +2b, (3.2.13)
% = keyfi sabit (3.2.14)
b,=0 (3.2.15)
by ~ keyfi sabit (3.2.16)
w=—k’l (3.2.17)
bulunan katsayilar1 yerine yazildiginda:
2b
u(x,0)=a,+———
e +b, (3.2.18)
olarak bulunur. Daha sonra (3.2.17) den hareketle:
2b
u,(x,0) = a, + TP p
cosh(kx + Iy —4k~lt) +isin(kx + Iy —4k"lt) + b, (3.2.19)
ve son olarak:
2b
us(x,0)=a, + TR ;
cos(kx +1ly —4k~lt)+isin(kx + Iy —4k~It) + b, (3.2.20)

elde edilir.
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2. Durum:

a_ =4b,, (3.2.21)

a, =0 (3.2.22)

a, =0 (3.2.23)

by =yeyfi sabit (3.2.24)

w=—4k’] (3.2.25)
bulunan katsayilar yerine yazilirsa:

u,(x,t)= ;lb;e":

e"+b,e (3.2.26)

olarak bulunur. b,=1 ve W=—4k"1 qlarak kabul edilirse:

us(x,t) =2 —2tanh(kx + Iy — 4k*’lt) ’ (3227)
ve son olarak

ug(x,t) =2 2itan(kx +ly — 4k’1It) ’ (3.2.28)

seklinde bulunur [11]. Bu sonuglar Fan’in sonuglari ile karsilastirilabilir [12].
3.3 Ustel fonksiyon yonteminin (3+1) boyutlu denkleme uygulamasi

Ustel fonksiyon yonteminin uygulamasimin yapilacagi miihendislik alani, kimyasal
fizik, jeokimya, biyoloji gibi alanlarda kullanilan Kadomstev-Petviashvili denklemi [13, 14] ele

alinir.

uy, —6u; +6uu, —u, —u, —u_ =0 (3.3.1)

benzerlik doniisiimii ise:

E=kx+1ly+mz+wt (332)

seklinde olur. Gerekli doniistimler yapildiginda denklemin yeni hali:
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(kw—1> —=m*Yu” = 6k> (u')? + 6k *uu” —ku” = 0 (3.3.3)

sekline doniisiir. Bundan sonra denklemin lineer kismmin en yiiksek mertebelisi ile lineer

olmayan kismin en yiliksek mertebelisinin dengelenmesine bakilir. Lineer kismin en yiiksek

mertebelisi u” 0zel olarak asagidaki gibi agilabilir.

m cle(ls”“)f +...+ dle_(15q+d)§

cze(lﬁpﬁ +...+dze_(16")5 (33.4)

2
lineer olmayan kismin en yiiksek mertebelisi @) ise Ozel olarak asagidaki gibi acilabilir.

c3ez(“+7”>5 +...+ d3e_2(d+7‘”5

c4e(16p)§ +...+d4e_(16")§ (33.5)

) =

Ozel olarak agilimlar1 verilen bu ifadelerin ilk ve son terimlerinde dengelenme

gerceklesiyorsa ifadelerin genelinde dengelenme gergeklesir.

15p+e=2(ci9p), (3.3.6)
15p+c=2c+14p’ (3.3.7)
p=c, (3.3.8)

benzer sekilde

15q+d =2(d+7q) (3.3.9)

d=q (3.3.10)

Dengelenenin  gerceklestigi  goriildiikten sonra islem  kolayligi  agisindan

p=c=q=d=1 olarak kabul edilip ¢6ziim aranirsa:

ale‘f +a,+ a_le_‘f

u =
©) et +b, +b_1e_§ (3.3.11)

katsayilar ise:
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a, =ib_1(8m2 +21° +m+2)

12 , (3.3.12)
a,=0 (3.3.13)
a, :i(gm2 +20* +m—22)

12 , (3.3.14)
b_i =yeyfi sabit, (3.3.15)
by =0 (3.3.16)
A

2, (3.3.17)
w=—él2 +—m

2 , (3.3.18)
Buradan u(x,1) cOziimleri,

112(8m2 + 212 +m— 22)e(kx+ly+mz+wt) + llzb_l (8m2 + 212 +m+ 2)6—(/oc+ly+mz+wt)

e(kx+ly+mz+wt) +b_le—(kx+ly+mz+wt)

(3.3.19)
w=—§lz+—m b =1
daha sonra 4 ve Y171 olarak kabul edilirse:
2 2 X 3., 1
u,(x,t)=8m" +2I" +m—-10—12tanh| ——+ly + mz + (—=1" + —m)t
2 2 4 (3.3.20)
2 2 . X 3 2 1
u;(x,t)=8m-+21"+m-10—-12itan| ——+ly+ mz+(—=1" +—m)t
2 2 (3.3.21)

=c=2 ,g=d=1

bunlarin disinda p olarak kabul edilirse:

%+ ale‘fao + a_le_5

a,e
u =
©) e* +bef +b,+b e (3.3.22)
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olarak bulunur. Buradan da katsayilar:

a =0 (3.3.23)
a, =— llcz b, (m*b, —6k>a, — kwb, +1°b, + k“bl)’ a2t
% = keyfi sabit, (3.3.25)
a, = 12 (k* +1° —kw+m?)

6k , (3.3.26)
b,=0 (3.3.27)
by =0 (33.28)
bi = keyfi sabit, (3.3.29)

buradan da sonug olarak u(g) =

%(k“ +17 —kw+m*)e* +a, e L
6k 6k

6(25) +b1.e(§)

(3.3.30)
olarak bulunur [15].

Bulunan bu sonugla iistel fonksiyon yonteminin, lineer olmayan kismi tlirevli
diferensiyel denklemin farkli boyutlardaki denklemlerine uygulamasi yapilmis olmaktadir.
Bundan sonra fistel fonksiyon yontemin farkli boyutlardaki lineer olmayan kismi tlirevli

denklem sistemlerine uygulamasi yapilacaktir.
3.4 Ustel fonksiyon yonteminin (1+1) boyutlu denklem sistemine uygulamasi

Ustel fonksiyon ydnteminin uygulamasmin yapilacagi akigkanlar dinamigi, bilgi
tagimas1 medya ve haberlesme alninda kullanilan fiber optik kablolarda bilginin tagmabilmesi

i¢in kullanilan Drinfeld-Sokolov denklem sistemi [16, 17] ele alinir.



u, +(v2)x =0

v,—v, . +3vu_+uv =0

denklemleri i¢in:

n=rkx+wt

seklindeki benzerlik doniisiimii sayesinde doniisiim yapilirsa, denklemler:

- wu'+k(v2), =0

Ve

—wV =V + 3kvu’ + 3kuv' =0

haline doniisiir. Buradan da denklemlerin integrali alinir.

wv+ikiwy=3k%* =0
ve

wu = kv?
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(3.4.1)

(3.4.2)

(3.4.3)

(3.4.4)

(3.4.5)

(3.4.6)

(3.4.7)

olarak bulunur. (3.4.7) denkleminin lineer kisminin en yiiksek mertebelisi ile lineer olmayan

kisminin en yliksek mertebelisi:

. cle[(3+p)”]+...
vV =———7—
cze[(4”)"]+...

»
\S

c3e[(”+3”)’7] +...

c4e[<4p>n] +

b

Vv =

olarak agilabilir. Dengelenmeye bakilirsa:

3c+p=c+3p

p=c

(3.4.8)

(3.4.9)

(3.4.10)

(3.4.11)
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Ve

q=d (3.4.12)

:c:q:d:]

olarak bulunur. Buradan 7 olarak kabul edildiginde agilim:

_ae” +a,+ae™

e’ +b,+ b_le(_”)

v77
(3.4.13)

ifade edilen a¢ilim baslangi¢ denkleminde yerine yazildiginda ve gerekli hesaplamalar

yapildiginda katsayilar

_(k'by —12a3 3

B 24k’ : (3.4.14)
do = 4o, (3.4.15)
. k*b; —12a;

-1

4k* (3.4.16)
w= lk3
2" (3.4.17)

olarak bulunur. Buradan da;

1 4 ) (—kx+lk3t)
(ke k1) (k"by —12a,)N3e 2
2 4ay+ 5
24k

a,.e

1.3
(—hkx+=kt)
(ke ') (k* —=12a)e 2

k e +b, + >
u(x,t)y=— 4k
w

(3.4.18)
sonucu baska bir formatta:

2
[2611 cos(Kx — ;K%) + ao}

u(x,t)=—
w

2
{2cos(Kx—1K3t)+bo}
2 (3.4.19)
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seklinde ifade edilir.(3.1.19) daha 6nce verilen (3.4.6) da yerine yazilirsa:

2 2 3
w'a, —3k"a; =0 (3.4.20)

2w’a,b, — 4k’ wa,b_, —9k*aja, + w'ab; —9k*a_a, —k’wyb, + 4k’ wa_,

+2w?a,b +wa_ +k’wab; = O’ (3.421)
2wa,byb_, —k’wa_b; —k’a,b_b, + 4k’ wa,b’ — 4k’ wa_b_ +w’a_b;
—-9%*aja_, +2w’a_ b, —9k*a,a’ +w'a_ b’ = 0’ (3.4.22)
—k*wa_b,b_, +2w’bya_b_, +k*wa,b’ + w?a,b’ —9k*wa,a’, =0 ’ (3.4.23)
—3k*a’ +w?a b =0 (3.4.24)
esitlikleri yardimi ile
do = 4o (3.4.25)
1
w=—k’
2" (3.4.26)
_(k'by —12a3 3
1 =
24k* , (3.4.27)
by - (k*bs —12a;)
-1
4k* (3.4.28)
by, a, keyfi sabitler olmak {izere bulunan degerler yerlerine yazilirsa
crelin T’
=kt
(kx—%k3t) (k*b; —12a; W3e
ae +a,+ >
‘ 24k
u(x,t)=— 5
w - 42 ) (kx+%k3t)
e(kx—;k 0 +b + (k'b, —12a3 )e
4k
(3.4.29)

olarak bulunur. Bulunan ifade bagka bir formatta ise
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2
{2611 cos[Kx - 1K3t} + ao}
k 2

u(x,t) = ” 1 5
{2COS|:KX—K3{| +bo}
2 (3.4.30)

olur [18].
3.5. Ustel fonksiyon yonteminin (2+1) boyutlu denklem sistemine uygulamasi
Ustel fonksiyon ydnteminin uygulamasinin yapilacagi fiber optikler, plasma fizigi ve

yine benzeri alanlarda kullanilan Konopelchenko-Dubrovsky [19] denklem sistemi ele alinir.

3
—u_ —6buu_ Eazuzux -v, +3au,v=0

u,
(3.5.1)
Uy =l (3.5.2)
denklemleri
u(x,t) =u($) (3.5.3)
ve
§=hkx+ly+wt (3.5.4)
seklindeki ifade yardimu ile:
wu’ — k*u” — 6bkuu’ + iazkuzu' =3 +3aku’v=0
(3.5.5)
' =k (3.5.6)
olarak bulunur ve daha sonra:
lu=kv (3.5.7)

olur ki bulunan ifadeler yardimi ile denklem:

2
(w—%)u + 3 (al —bk)u® +%azku3 —k*u"=0

2 (3.5.8)
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haline doniisiir. Bundan sonra lineer kismin en yliksek mertebelisi ile lineer olmayan kismin en

yiiksek mertebelisinin dengelenmesi incelenir. Lineer kismin en yiiksek mertebelisi:

cle[(3p+c>§] ++ dle[—(3q+d>§]

u = —
026[4‘”5] +...+dze[ 4a] (3.5.9)
lineer olmayan kismin en yiliksek mertebelisi:
e c3e[(3°+p)§] +...+d3e[‘(3‘“‘”5]
- [4p¢] [-44¢]
c,e’ 4. +d,e (3.5.10)
olur. Buradan da ilk ve son terimlerin:
3p+c=3c+p’ (3.5.11)
p=c (3.5.12)
ayrica
ve
q=d (3.5.14)
bulunarak dengelenmenin saglandigi goriiliir. Daha sonra ¢6ziim igin p=c=q=d=1 olarak
kabul edilir ve katsayilar hesaplanir.
a, =0 (3.5.15)
% = keyfi sabit, (3.5.16)
a,=0 (3.5.17)
1 ag (a’k*> +b°1> —k’b* —2akbl)
-1 — 5 -
16 k* , (3.5.18)

_ La,(bl—ak)

b
2k (3.5.19)
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Kk’ 4317
koo, (3.5.20)

katsayilar yerlerine yazilirsa;

4
u (x,t)=
(1) ¢ , 1 a(bl—ak) as(a’k* +b°1> —k’b* —2akbl) )
e’ +— 5 + 2 e
2k k . (3521
k430
sayet k konulursa, esitlik:
(1) = —16a,k’
2 b .
(agM —16k*)sinh(&) — (a; M +16k™) cosh(&) —8a,k* (bl — ak) (3.5.22)
ve
-1 4
i, (1) = 6a,k

(aeM —16k")isin(&) — (a; M +16k*) cos(E) —8ayk* (bl — ak) (3.5.23)
ayrica burada ,
M =a*k* +b’1* —k’b* —2akbl (3.5.24)
ve
3 2
(3.5.25)
olarak ifade edilir [20].

3.6. Ustel fonksiyon yonteminin (1+1) boyutlu lineer olmayan diferensiyel fark denklemine

uygulamasi

Ustel fonksiyon yonteminin uygulamasinin yapilacagi ozellikle fizik, dna molekiil
zinciri, biyolojik makro molekiiller gibi bir ¢ok alanda kullanilan lineer olmayan diferensiyel
fark denklem ele alinir [21].

du, (1)

T = (a+ ,Bun + W,,z)(un_1 (t) —U,, (t))’
t (3.6.1)
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denklemi ele alinir ve a,p ve V= Oolarak disiiniiliirse lineer olmayan kismi diferensiyel

denklem:

2
u, +60omuu_+6fuu, +u_ =0

(3.6.2)
olur.
§,=dn+ct+{ (3.6.3)
seklindeki benzerlik donlisiimii yardimu ile ifade:
cu; =(a+ :Bun + 7’“;2, Y,y =) (3.6.4)
halini alir. Dengelenme isleminin rehberliginde =1 ve P=Colur. P~ f=p=e=1
olarak kabul edilirse (3.6.4) de bulunan
a_le(_f”) +a,+ ale(f”)
Un = &) @)
b,e " +by,+e* (3.6.5)
y B a_le(—fn—d) +a, +ale(§n+d)
n+l b_le(—fn—d) +b0 +e(§n+d) ’ (3.6.6)
y _ a_le(—fﬁd) +a, +ale(§n—d)
n-1 "~ —& 4 -
b_le( Satd) +b0 +e(§n d) ’ (3.67)

seklinde agilir. Bu ifadeler indirgenmis denklemde yerine yazilir. Bu esitlikte e ’li ifadeler

,0y,a,,b

sifira esitlenerek a ve Csabitleri elde edilir.

1. Durum:

2 p—
a, =b, {—g T wt nh(d)},

/4 /4 (3.6.8)
a, =0 (3.6.9)
2

—4

a, = —ﬁi—’g ik tanh(d) |,
2y 2y

(3.6.10)
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by =yeyfi sabit, (3.6.11)

by =0 (3.6.12)

2
c= w tanh(d)
2y

, (3.6.13)
d =kevyfi sabit (3.6.14)
katsayilar yerine yazildiginda:
VB -4
B [eu;) b e ]J_r B /4 tanh(d)[e(‘f“) = b_le(_‘f”)]
Y 2y
n b_le(—fn) + e(fn) (3.6.15)
P-4
& =dn+ [% tanh(d)}t +{
olur. Bununla birlikte Y ve V-1 T -1 olarak alinirsa:
VB -4«
u, = _B + u tanh(d) tanh(&)),
2y 2y (3.6.16)
sayet b, =1 olarak kabul edilip yerine yazilirsa
VB —da
u =B AP A b dycoth(€),
2y 2y (3.6.17)
olarak bulunur.
2. Durum:
a,=0 (3.6.18)
B _NB -4y  d
=b,| ——F tanh(—) |,
ay =0y ) + 5 an (2)
(3.6.19)
VB -4
A V. e 7 APNLL
2y 2y 2

(3.6.20)



b, =0

b

by :keyﬁ sabit,

2

d= keyfi sabit

katsayilar yerine yazilirsa:

2 J—
_fy[b‘) _e(ém]i VB 2746’7 tanh(;i)[bo - e(@)]

u =

n

n

beraberinde

3.Durum:

4 = keyfi sabit,

:87 cosh(d) a?
B —day

-1

b

A
2y

a, =

_ 2y* cosh(d) 2
B> —day "

-1

by :keyﬁ sabit,

2 —_—
c= Msinh(d)
2y

d= keyfi sabit

b

bo + e(fn)

E =dn+ {’62;—7@/ tanh(g)}

t+¢

dir.
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(3.6.21)

(3.6.22)

(3.6.23)

(3.6.24)

(3.6.25)

(3.6.26)

(3.6.27)

(3.6.28)

(3.6.29)

(3.6.30)

(3.6.31)

(3.6.32)
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katsayilar yerine yazilirsa:

i;cojl(d) e +q, _fe(m
_ —aay
n 2
27200211(0') e 1 lé)
B —4ay (3.6.33)

E =dn+ {M sinh(d)} e
2y

beraberinde
seklindedir [22].

3.7. Ustel fonksiyon yonteminin (2+1) boyutlu lineer olmayan diferensiyel fark denklem

sistemine uygulamasi

Ustel fonksiyon yénteminin uygulamasinin yapilacagi fizik, mekanik miihendisligi gibi

alanlarda kullanilan Toda lattice denklemi ele alinr.

9%y,

— =) (Vn=Vns1)
—L =e —e
oxot (3.7.1)
denklem:
du, — o)
ot (3.7.2)

seklinde ifade edilebilir ve daha sonra

0’ du
= (2 +1)(u,, —2
axat ( at + )(un—l un+un+1) (373)

haline doniisiir.

u, =u,(S,) (3.7.4)
ve

& =d, +ex+e,t+é, (3.7.5)

yardimu ile benzerlik doniisiimii yapilirsa ifade asagidaki gibi olur.



Clczu: = (Czu; +D(u, , —2u, +u,,)
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(3.7.6)

Dengelenme isleminin rehberliginde q=f ve P = €olur. Buradan gikartilan netice

itibari ile dengelenmenin saglandig anlagilir. 7~ f=p=e=1l olarak kabul edilirse (3.7.6)

da bulunan:

B ale(fn) +a, +a_1e(_§”)

n ble(fn) +b0 +e(—§n)

u

b

ale(fn—d) +a0 +a_le(—§n+d)
U, = Z -
n ble(ffn d) +b0 +€( &, +d)
ale(fn"'d) +a0 +a_le(—§n—d)
u =

1~ _E
n+ ble(§”+d) +b0 +e( &,—d)

bundan sonra yapilan iglemler neticesinde katsayilar bulunur.

1. Durum:

al (e(Zd) _ 1)2
a,=————"
b, 2c,e® ’

b, =0
b ~ keyfi sabit,
(2d) 2
e -1
€= ( (2d))
4c,e

b

€ ~ keyfi sabit

olarak bulunur ve bulunan katsayilar gerekli yerlere yazildiginda:

(3.7.7)

(3.7.8)

(3.7.9)

(3.7.10)

(3.7.11)

(3.7.12)

(3.7.13)

(3.7.14)

(3.7.15)

(3.7.16)
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(@D 1y (D _py?
(nd+ 1000 x+eyt+&y) a, (e(Zd) _ 1)2 (—nd—mx—czt—gﬂ))
6‘26 _ 6‘26
a.e + (b— e )e
— 1 2
un - (e _1y? (P _1)?
b (nd+ 4026(”) x+cyt+&y) (—nd—mx—czt—fo)
€ te (3.7.17)
2. Durum:
-1 ~ keyfi sabit, .
%1 Tkeyfi sab 3.7.18
- eyfi sabit, .
% Zieyfi sab 3.7.19
by(a, —a_by)— age,e” ac,(ay - a—lbo)[(bo +c,)e” +bo]
Yol -1%0 (d) _1\2 @ _1\4
a, = (e =1) (e =1) . (3.7.20)
by ~ keyfi sabit, (3.7.21)
2
1
b2 {Cz (a by —ay)+ Ebo (e~ 1)2}
-0 _
— d) _1\4
b=4 (e =1) , (3.7.22)
(e -1’
— (d)
g c,€ , (3.7.23)
€2 T keyfi sabit (3.7.24)
olarak bulunur ve katsayilar uygun yerlere yazilirsa sonug asagidaki gibi olur [23].
(”d+(e(d)(_zzl>)2)‘+czf+§o) (—”d_(e(d);}))zx_czf—fo)
4 = ae +a,+a_e e
n 2
1
b2 [cz (a_by —a,)+ Ebo (e(d) - 1)2} ((e(dbl))z x+est+Ey) (—nd—%x—czt—fo)
(ZO B (e -1)* Je = +tbyte

(3.7.25)
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4. SONUC

Bu caligmada lineer olmayan kismi tiirevli denklemler, denklem sistemleri ile
diferensiyel fark denklemlerinin, iistel fonksiyon yontemleriyle soliton ve periyodik ¢oziimleri
bulunmustur. Benzer sekilde bu yontemler diger lineer olmayan kismi tiirevli denklemlere,
denklem sistemlerine ve diferensiyel fark denklemlerine de uygulanabilir. Elde edilen sonuglar
literatlirdeki sonuglarla karsilastirilabilir. Bu makaledeki hesaplamalar Maple paket programi

ile yapilmistir.

Bu yontem ile elde edilen ¢oziimlerin, tanh ve genisletilmis tanh yontemi ile siniis-
cosiniis yontemlerinden daha genis ¢ozlimlere sahip oldugu sdylenebilir. Buna dayanak olarak
tanh ve genisletilmis tanh yontemiriccati yardimc1 denklemlerine dayali yontemler iken {istel
fonksiyon yontemi daha geneldir. Riccati denkleminin daha genis ¢ozlimlerine sahiptir. Benzer
sekilde Klein-Gordon denkleminin {iistel fonksiyon yontemi ile ¢ozlimii ile elde edilen sonuglar
ile aym1 denklemin tanh ve siniis-cosiniis yontemi ile ¢dziimlerinin sonuglar kiyaslandiginda,
diger yontemlerin ¢6ziim sonuglan {istel fonksiyon yonteminin ¢oziimlerinden ancak alt bir

¢oziimiinii ifade eder. Ustel fonksiyon ydénteminin ¢dziimleri daha kapsamlidir.
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