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OZET

Bu tez alti bolimden olugmaktadir. Birinci boliimde spline ve B-spline fonksiyonlar,
solitary dalgalar ile ilgili temel bilgiler verilmis, sonlu elemanlar metodu yardimiyla
uygulanacak yontemler tanitilmigtir. Ayrica tez boyunca galisilmig olan EW denklemi hakkinda

kisa bilgiler verilmistir.

Ikinci, boliimde EW denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢in Kuadratik B-Spline Galerkin

metodu uygulanmis ve ii¢ test problemi ¢aligilmistir.

Ugiincii boliimde EW denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢in En kiiciik kareler metodu ifade

edilerek metodun uygulamasi gergeklestirilmistir. Ayrica iki test problemi galigilmistir.

Dordiincii boliimde EW denkleminin niimerik ¢6ziimii icin Kiibik B-spline kolokyesin
metodu ifade edilerek metodun uygulanmasi gergeklestirilmistir. Metodun etkinligini goster-
mek i¢in ii¢ test problemi incelenmistir. Sonraki boliimde Kiibik Spline kolokeysin metoduyla
EW denkleminin niimerik ¢6ziimii incelenmistir. Solitary dalgalarin hareketini igeren test prob-
lemleri ¢aligilarak metodun etkinligi gosterilmistir. Son b6éliimde EW denkleminin niimerik

¢Oziimii i¢in kullanilan metodlarin karsilagtirilmasi yapilmustir.

Anahtar kelimeler : B-spline , EW denklemi , Galerkin metodu , Kolokeysin metodu.
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SUMMARY

This dissertation consists of six chapters. In the first chapter, principals of spline and B-
spline functions, Solitary waves is given and techniques to be implemented by the method of
finite elements is introduced. Moreover, several brief information given about the EW-equation
practised throughout the dissertation.

In the second chapter, method of Quadratic B-spline Galerkin was carried out for the

numerical solution of EW-equation and three sample problems were studied.

In the third chapter, after being stated, method of least squares implemented for the

numerical solution of EW-equation. Besides, two sample problems were studied.

In the fourth chapter, after being stated, method of cubic B-spline collocation
implemented for the numerical solution of EW-equation. three sample problems were studied in
order to point out the trenchancy of this method. The numerical solution of EW-equation using
the method of cubic spline collocation examined in the next section. The impression of the
method is expressed by studying sample problems including the motion of solitary waves. In the

last section, a collation of the methods used to numerically solve the EW-equation is carried out.

Keywords : B-spline functions, EW equation, Galerkin method, Collocation method
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1. GIRIS

1.1 Spline Fonksiyonlar:

Cok sayidaki veri noktalarina bir tek egri ile yaklagmak biiyiik kolayliklar saglasa da bazi
durumlarda biiylik hatalara neden olabilir. Ayrica bu amag i¢in kullanilan Newton ve Lagrange
interpolasyon polinomlarinin dereceleri, nokta sayisi ¢ogaldikca artacagindan bu tiir polinom-
larla yapilacak iglemler zorlagir. Bu gibi durumlarda ard ardina gelen iki veri arasinda birinci,
ikinci, tligiincli yada daha yiiksek dereceden fonksiyonlarla yaklagimin yapildigi spline inter-
polasyon yontemi Onerilmektedir. Spline interpolasyonu; tanimlanan aralik tizerinde, birbirlerini

ortmeyen alt araliklarda, daha kiigiik dereceden polinom bulma esasina dayanmaktadir.

Spline fonksiyonlar, asagidaki 6zellikleri saglayan parcali polinom fonksiyonlardir:

e Spline fonksiyonlar, diizgiin fonksiyonlardir.

e Spline fonksiyonlar, uygun baza sahip olan sonlu boyutlu lineer uzaylardir.

e Spline fonksiyonlarin elle hesaplanmasi ve bilgisayar programlarinin yapilmasi
kolaydir.

e Spline fonksiyonlarin tiirevleri ve integralleri de spline fonksiyonlardir.

e Kiigiik dereceden spline fonksiyonlar ¢ok esnektir ve polinomlar da ki gibi salimim

sergilemezler.

1.2.  B-Spline Fonksiyonlar

Spline fonksiyonlarin bir 6zel hali B-spline fonksiyonlardir. Farkli dereceden B-spline

fonksiyonlar vardir. Ornegin 0. dereceden B-spline fonksiyonu

B0 _ 1 X S X< Xy
' 0, digerdurumlar
formunda tanimlanir. Burada
e <X, <Xy <Xy <X <X, <. V& lIMX =00 =—liMX,
11— 1—0

dir.
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d, negatif olmayan bir tamsay1 ve X = (X, ), en az d+2 uzunlugunda,azalmayan,bir reel
say1 dizisi olsun. X = (X,,), dizisine diigiim vektorii yada diigiim dizisi denir. Bu durumda X
diigiimlerine sahip, d. dereceden, m. B-spline fonksiyonu @, , in bazi 6zellikleri asagidaki

sekilde verilebilir.

e m. B-spline fonksiyonu ¢, ;, ,sadece X, X,,q-eeee s Xogsy  diigtimlerine bagldir
o Eger X& (X, Xp.qs1) i€ @, 4(X)>0 dir. Burada [X, X, 4,,] kapali araligi
$,q indestegi olarak adlandirilir.

e Her bir ¢r';d (x),d. dereceden bir polinom olmak iizere ¢, , B-spline fonksiyonu,

m+d

P (x) = Z ¢ni:d (X)¢k,o(x)

seklinde yazilabilir.
e Eger Z=X,=...=X=X,q <Xpgs 1€ &y (2)=1 veizmicing ,(z)=0 dur.
e Eger z sayisi Koo +Xmid+1 araginda t defa goriinliyorsa ¢, , in0,1,...... ,d-t inci

mertebeden tiirevlerinin hepsi z noktasinda siireklidir.

1.2.1. Kuadratik B-spline fonksiyonlar

[a,b] arahgini & = X, < X, <...< Xy =D, noktalarinda esit uzunluklu alt araliklara
bolelim. Bu alt araliklar {izerinde olusturulan kuadratik B-spline fonksiyonlart m=-1,0,.....N ve

h=X,,, —X, olmak iizere ,

(Xm+2 - X)2 _3(Xm+1 - X)2 +3(Xm - X) Xe [Xm—1’ Xm]’

1| (K2 =) =3(X, = %) X € Xy Xy 11
¢m,2 (X) =17 2 2 ! !
h (Xm+2 - X) Xe [Xm+1’ Xm+2]'
0 diger.

seklinde tammlanir. [X, X ;] araligindaki kuadratik B-spline sekil fonksiyonlar1 Sekil 1.1 ile

verilmistir.
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¢m +1

m+1

Sekil 1.1 Kuadratik B-spline sekil fonksiyonu

#n (X) kuadratik B-spline fonksiyonlardan olugan Xy =L by by buad kiimesi ,

[a,b] aralig iizerinde tamml1 fonksiyonlarin bir tabanidir [3]. Sekil 1.2 de ¢(x]|0,1,2,3)

Kuadratik B-spline fonksiyonu, kendisine olusturan polinom pargalari ile birlikte goriilmektedir.

Sekilde ti¢ polinom ¢(x|0,1,2,3) Kuadratik B-spline fonksiyonunu olustururken,

fonksiyonun 1. mertebeden tiirevinin siirekli olabilmesi i¢in birbirlerine nasil baglandiklarina

dikkat edilmelidir.

0.8

0.6

0.4

0.2

Sekil 1.2 Kuadratik B-spline fonksiyonu
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Kuadratik B-spline fonksiyonu ¢, ,(X) ve onun tiirevi, [X,;,X,,,] araligimin disinda sifirdur.
Diigiim noktalarinin esit aralikli olmasi durumunda ¢, ,(X) Kuadratik B-spline fonksiyonun ve
onun tirev @, ,(X) in, [X, 4, X,,,] araliginda, diigiim noktalarindaki degerleri Cizelge 1.1 de

verilmektedir. Burada h iki diiglim noktasi arasindaki uzakliktir.

Cizelge 1.1 [X, ,,X,,,] arahginda, diigiim noktalarindaki degerler

X Xm—l Xm Xm+1 Xm+2
P2 (X) 0 1 1 0
P2 (X) 0 E £ 0

h h

1.2.2. Kiibik B-spline fonksiyonlar

[a,b] araligini & = X, < X, <...< Xy =D, noktalarinda esit uzunluklu alt araliklara
bolelim. Bu alt araliklar {izerinde olusturulan kiibik B-fonksiyonlar1 m= -1,0,.....N ve

h=X,,—X, olmak iizere,

(Xm - Xm—2)3' Xe [Xm—Z’ Xm—l]’

1 h?+3h% (X=X, 1) =3h(X =X, 1)* =3(X=%,4)* X € [Xys X, ],
00 = 5+ X =X+ 3006, =0 =306, —0° X E DXy K]
(X2 = %)’ X € [Xpags Xz,
0, diger.

seklinde tamimlanir. [X,, X,,,;] araligindaki kiibik B-spline sekil fonksiyonlar1 Sekil 1.3 ile

verilmistir.
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¢m ¢m +1

1 ¢m—2 ¢m+2

m+1

Sekil 1.3 Kiibik B-spline fonksiyonu

¢#.,(X) kiibik B-spline fonksiyonlardan olusan X = L{4,,d,........ 4y, &y ..} kiimesi, [a,b]
aralig1 tizerinde tanimli fonksiyonlarin bir tabamdir [3]. Kiibik B-spline fonksiyonu ¢, ,(X)
ve onun tiirevi, [X, ,,X.,,] araliginin disinda sifirdir. Diigiim noktalarinin esit aralikli olmasi
durumunda @, ,(X) kiibik B-spline fonksiyonun ve onun tiirev ¢, ;(X) in ve onun ikinci
tirevi @) 5(X) in [X, ,,X,.,] arahiginda, diigiim noktalarindaki degerleri Cizelge 1.2 de

verilmektedir. Burada h iki diigiim noktasi arasindaki uzakliktir.

Cizelge 1.2 [X, ,,X,,,] digim noktalarindaki degerleri

X Xm—2 Xm—l Xm Xm+1 Xm+2
Ba(X) 0 1 1 0
Pna(X) 0 0 0 3 0

h
dr (%) 0 6 12 6 0
he | h | n
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1.3 Solitary Dalgalar:

Solitary dalgalar: soliton dalgalarina benzeyen dalgalar olarak ta tanimlanmaktadir, yani
carpisma sonrasi 6zelliklerini korumaya calisan dalgalardir. Bu sebeple solitonumsu dalgalar

olarak ta adlandirilabilirler. Solitary dalgalarini kesfeden Russel (1844) dir.

Bu kesfinden sonra Russel, solitary dalgalarinin 6zellikleri hakkinda asagidaki 6nemli

bilgilere ulagmustir.

e Yeterince biiyiik miktardaki su kiitlesi, iki veya daha fazla solitary dalgasi iiretir.

e Normal dalgalarin aksine solitary dalgalar1 asla birlesmezler. Bu sebeple kiigiik genlige
sahip bir solitary dalgasi ile biiyiik genlige sahip bir solitary dalgasi birbirleri ile
carpistiktan sonra, iki solitary dalgasi birbirlerinden ayrilarak, sekillerinde bir bozulma
olmadan yollarina devam edebilirler. Normal dalgalar, ya diizlesmeye baslar yada
dikleserek sonecek sekilde hareket ederlerken, solitary dalgalari kararlidir ve uzun
mesafelerde yolculuk yapabilirler.

e ( yercekimi ivmesi olmak iizere, h yiiksekligine sahip olan ve d derinligindeki

bir kanalda hareket eden bir solitary dalgasi

v=\Jg(+h)

ile ifade edilen bir hiza sahiptir. Diger bir ifade ile dalganin hizi, yiiksekligine ve suyun
derinligine baghdir.

Dolayisiyla biiyiik genlikli bir solitary dalgasi, kiigiik genlikli bir solitary dalgasina gore
daha hizli hareket eder. Bir solitary dalgasinin hizi genligi ile orantili oldugundan, bir solitary
dalga normal dalgalardan farklidir.[21]

1.4.  En Kiiciik kareler yontemi: Gercek yasamin cesitli alanlarinda herhangi bir uygulama
ile toplanan veriler tablo sekline getirilerek incelenir ve toplanan veriyi modelleyen bir
fonksiyon bulunmaya c¢aligilir. Cogu zaman bu veri tablosuna tam olarak uyan bir fonksiyon

bulmak miimkiin olmaz; veri tablosuna en iyi uyan fonksiyon belirlenmeye ¢alisilir. Bir veri
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tablosuna en iyi uyan fonksiyonu bulma siirecine Regresyon analizi denir. Regresyon analizi
yaparken en ¢ok kullanilan yontemlerden biri en kiigiik kareler yontemidir. Biiyiik
matematik¢i C. F. Gauss’un 18 yagindayken (1795) gelistirdigi bu yontem, ilk kez 1801 de Cres
astroidinin yoriingesinin belirlenmesinde kullanilmis ve ilk kez Gauss’un toplu eserlerinin
yayinlandig ciltlerden ikincisinde 1809 yilinda yayinlanmistir. Fransiz matematikg¢i A.
Legendre 1805 ve Amerikali matematik¢i R. Adrain de 1808 yillarinda ayn1 yontemi Gauss’dan
habersiz ve bagimsiz olarak kesfetmislerdir. En kiiciik kareler yontemi, tip, finans,
miihendislik, ziraat, biyoloji ve sosyoloji gibi ¢esitli bilim dallarinda gesitli degiskenler

arasindaki iliskiler belirlenirken kullanilan en 6nemli araglar arasindadir.

Belli 6l¢timler sonucundai=1, 2,...,nicin (X, Y,) verileri elde edilmis olsun.

sye

Burada, her bir y, in X; ye bagl olarak degistigi varsayilmaktadir. (X;, Y;) diizlemde noktalar
olarak diisiiniildliglinde, pratikte bu noktalar diizgiin bir egri iizerinde, bagka bir deyimle,
bilinen bir fonksiyonun grafigi iizerinde bulunmazlar. Hatta bazi durumlarda, (X;, Y,) ler
arasinda ne tiir bir bagint1 bulundugu dahi bilinmeyebilir. Ancak, yapilan 6l¢iimlerin dogasi
geregi, heri=1,2,...,nigin Y,=f(X;) olacak bicimde bir fonksiyonun var oldugu,
Olclimlerde yapilan hata nedeniyle bu esitliklerin bazilar1 veya hepsinin saglanmadigi kabul
edilebilir. Bu diisiinceyle, ol¢iilen Y, degeri f (X; ) i¢in yaklasik deger kabul edilerek bu
yaklagimdaki hatanin minimum oldugu f fonksiyonu belirlenmeye ¢alisilir. Bu amac1
gerceklestirmek icin f fonksiyonunun bir takim parametrelere bagli bir ifadesi bulundugu
varsayilip eldeki veriler yardimiyla bu parametreler belirlenmeye c¢alisilir. Ornegin, f

fonksiyonu

y=f(X)=mx+Db

ifadesinde oldugu gibi bir dogrusal fonksiyon veya

y=f(x)=ax> +bx+c
ifadesinde oldugu gibi bir karesel fonksiyon olabilir ki bu durumda belirlenmesi gereken

parametrelera, b, c, mdir.
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y, degeri f (X, ) i¢in yaklasik deger, f (X;) = Y, , kabul edilince yapilan hata

Yi- f(X%)

dir ve amag, bu hatalar minimum olacak sekilde bir f fonksiyonu bulmaktir.

15 Sonlu Elemanlar Metodu

Sonlu Elemanlar Metodu’nun amaci, verilen diferansiyel denklemi ve sinir deger
kosullarim yaklasik olarak saglayan ayni1 zamanda da bilinen basit fonksiyonlar aracilig ile
ifade edilebilen ¢6ziim fonksiyonlar1 bulmaktir. Sonlu Farklar Metodu, siirekli bir sistem olarak
tanimlanan sinir deger problemini, diigiim noktasi olarak adlandirilan N tane noktaya bolerek
kesikli bir sistem haline doniistiiriir. Boylelikle diferansiyel denklem esitligi olarak tanimlanan

sinir deger problemi bir grup ¢oziilmesi gereken cebirsel esitlik haline gelir.

Sonlu elemanlar ve sonlu farklar metotlar: arasinda bir takim farkliliklar vardir. Bu

farklhiliklar asagida kisaca 6zetlenmistir:

e Sonlu farklar metodunda, diferansiyel denklemdeki tiirev degerleri i¢in bir yaklagim
yapilirken, sonlu elemanlar metodunda ise diferansiyel denklemin ¢oziimii i¢in bir
yaklagim yapilir.

e Cogu fiziksel problem, tiirevler ve diizensiz sinirlar igeren sinir kosullarina

sahiptir. Bu tip problemlerin sonlu farklar metodu ile ¢6ziilmeleri zordur. Ayrica sonlu farklar
metodu, problemin ¢dziim bolgesinin diizgiin geometrik, sekiller olmasi durumunda iyi sonug
vermesine karsilik, sonlu elemanlar metodu hem diizgiin, hem de diizgiin olmayan karmasik
geometrik bolgelerdeki ¢oziimlerde iyi sonuglar vermektedir.

e Sonlu farklar metodunun en 6nemli 6zelligi uygulanmasinin kolay olmasidir.

e Boliinme noktalari arasindaki bir deger icin, sonlu farklar metodu ile bir yaklagim
yapilamazken, sonlu elemanlar metodunda her bir alt araliga karsilik interpolasyon

polinomu tanimlandigindan, b6liinme noktalar arasindaki degerler i¢in de bir yaklasim
yapilabilir.

e Sonlu elemanlar yaklasimi, genelde sonlu farklar yaklasimindan daha iyidir.
Fakat bu durum probleme baghdir ve aksi 6rnekler bulunabilir.

e Sonlu farklar metotlarini elde etmek i¢in Taylor serileri yeterli olurken, sonlu
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elemanlar metotlarini elde etmek daha zor islemler ve daha fazla bilgi gerektirir. [3]

1.5.1 Galerkin Metodu:

Wi agirlik fonksiyonunu Wi= A(g;), ¢, yaklasim fonksiyonuna esit alinirsa bu

Galerkin metodu olarak bilinir. Galerkin yaklagiminin cebirsel denklemleri

Z Ajc;=F; (18)

olup burada Aij = L¢_A(¢j)dxdy veF, = L F - A(g,) dxdy dir. [A] simetrik degildir.

1.5.2 En Kiiciik Kareler Metodu:

Bu ydntemde, ¢; parametrelerini kalaninin (R) karesinin integralinin minimizasyonuyla

belirlenmesi halinde buna en kiiciik kareler yontemi denir.

0 2

~ LR (X,y,¢;)dxdy=0

" (19)

veya
oR
La— Rdxdy =0
" (20)

Goriildiigii gibi esas denklemde Wi = 0R/dc; seklinde bir degisiklik meydana gelmistir. Eger

A lineer bir operatdrse, Vi = A (¢; ) olacagindan

\ B _
> LA(¢i)A(¢j)dX_Cj = ng(¢i)[ — Aldy) dx
a (21)

elde edilir. Bu da,

D A =F
= 22)



21

yazilabilir. Burada [A] simetriktir.

1.5.3 Kolokeysin Metodu:

Kolokeysin metodunda, ¢6ziim bolgesi ilizerinde se¢ilmis N adet X, = (X;,Y,)
noktasinda kalan sifirlanmasi istenir.
R(X;,Y;,¢)=0 (i=1.2,..... ,N) (23)
X; noktalarinin se¢imi iyi bir yaklasik ¢6ziim elde etmek i¢in dnemlidir. Kolokeysin metodu

Wi=6(x- X; ) ile seklinde bir doniisiim ile genel ¢6ziim denklemine benzetilebilir. Burada 5(X)

Dirac delta fonksiyonu olarak adlandirilir ve

[, f005(x=&)dndy = £(£) o

seklinde verilir. Agirlik fonksiyonlarin bu sekilde secilmesi halinde agirlikli kalan ifadesi,

L&(X—X)R(x,cj)dxdyzo veya R(x',c;)=0 (25)

olur.

1.6 EW Denklemi:

EW denklemi matematikte ¢ok fazla ilgi gekmemistir, ancak Dogrusal Olmayan
yayilma dalgalarinda 6nemli bir rol oynamaktadir. EW denklemi 6nemli fiziksel olaylardan
oldukea fazla sayida olayr modeller. Bunlarin arasinda s1§ su dalgalar1 ve iyon akustik plazma
dalgalar1 vardir. ([1],[2]) Morrison [6] bir boyutlu EW denklemini, dogrusal olmayan yayilma
dalgalarindan daha genel olan Diizenlenmis Uzun Dalga (RLW) denklemine alternatif bir
aciklama olarak sunmuglardir. EW denklemi sinir1 olmayan bélgede analitik olarak ¢oziilebilir
olma avantajina sahiptir, ancak bazi sinir kosullar1 i¢in ¢6ziimlemeyebilir. Boylece EW

denkleminin niimerik ¢6ziimleri bazi baslangi¢ ve sinir kosullarinda gergeklesir.

EW denkleminin sonlu elemanlar metoduna dayanan niimerik ¢oztimleri
([9,13,14,15,16,17]) tarafindan ¢alisilmistir. Ornegin [9] ¢alismasinda EW denkleminin
Kiibik B-spline Galerkin metodu ile ¢6ziimiinii elde etmistir. Bu ¢aligmada solitary dalgalarin

yayilmasi ve etkilesimi gosterilmistir.
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Ayni zamanda, literatiirde; kuadratik B-spline fonksiyonlarini sekil fonksiyonu olarak
kullanan Petrov-Galerkin metodu; lineer konum-zaman sekil fonksiyonlarini kullanan en kiigiik
kareler yontemi ve kiibik B-spline Kolokeysin yontemi problemde belirtilen bolge iizerinde
EW denkleminin niimerik ¢ézlimiinii elde etmek i¢in uygulanan sayisal yontemler olarak
kullanilmigtir. ([1314,15]) Boylece solitary dalgalarin hareketi ve dalga olusumlari

aciklanmustir.

Diger bir ¢alismada; ([16,17]) kiibik spline Kolokeysin metodu ve kiibik B-spline
Kolokeysin metodunu 6nermislerdir. Bu ¢alismalarda [4] ¢calismasinda verilen yontem ile lineer
olmayan terim lineerlestirilmistir. Daha 6nce, dalga olusumu, KdV ve RLW olarak bilinen

olusum denklemleri igin arastirilmigtir ([10,11]).

Calismalar gostermistir ki diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimlerini elde etmek
icin B-spline fonksiyonlarin kullanilmas1 daha gecerli niimerik ¢6ztimler olusturmaktadir.
([7,9,13,14,15,16,17]) Bu ¢oziimlerde kullanilan B-spline yaklasim fonksiyonlari diigiim
noktasindaki B-spline fonksiyonlarinin derecesinden bir derece daha diisiik seviyede siirekli

tiirevlere sahip olmalidir.

Boylece , bagimli degiskenlerin tlirevlerin daha dogru hesaplanmasi saglanir. Bu
calismada, Galerkin metodu kuadratik B-spline sekil fonksiyonlart kullanilarak EW denkle-
minin sayisal ¢6ziimil i¢in yapilandirilmistir. Adi diferansiyel denklemlerin global matris
sistemi, Global parametreler i¢in tekrarlama bagintisina sahip sonlu farklar yaklagimi

yardimiyla ayristirilir. Bu hesaplamalarda Thomas algoritmasi kullanilir.
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2. EW DALGA DENKLEMININ KUADRATIK B-SPLINE SONLU ELEMANLAR
METODUYLA COZUMU

Bu ¢alismada EW denklemi i¢in Kuadratik B-spline sonlu elemanlar metodu verilmistir
Uygulanan metot igin solitary dalgalarin hareketi ve dalgalarin gelisimi gosterilmistir. EW
denklemi i¢in sinir kosullar1 yardimiyla modellenen solitary dalgalarin olugumu
gosterilmistir.Sonuglarin benzer algoritmalarla kiyaslanmasi yapilarak kuadratik B-spline

Galerkin metodunun etkinligi gosterilmistir.

2.1. EW Denkleminin Sayisal Céziimii i¢cin Kuadratik B-Spline Galerkin Metodu

EW denklemi, pozitif X-yoniinde yayilan uzun dalgalar i¢in ortaya ¢ikmistir. EW denkleminin

genel formu,

2.1
Uy +UUy—aU 5 =0, 21)

[6] seklindedir. Burada a pozitif parametreyi, x vet ise tiirevi gosterir. Bu ¢caligmada (2.1)
EW denkleminin

U(a,t)=4,Ub,t)=4, veU (a,t)=U,(b,t)=0
sinir kosullart ve @ < X <D, bolgesi i¢in daha sonra tanimlanacak U(x,0) baslangi¢c kosulu

yardimiyla niimerik ¢oziimleri elde edilecektir.

W(x) agirlik fonksiyonu olmak {izere Galerkin yontemini uygulayalim .
b
WU, +UU, -aU,)dx =0
a

Interpolasyon (ara deger) fonksiyonu ve bunun birinci tiirevi , & < X <b, araliginda

integrandin ikinci tlireve sahip olabilmesi i¢in siirekli se¢ilmelidir. Kismi integrasyon

uygulandiginda
b
WU, +UU,)+aW,U,Jdx =0 (2.2)

integral denklemi elde edilir.
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2.2. Metodun Uygulanmasi

[a,b] araliginm

o =X, <X <..<Xy =D,

olacak sekilde esit araliklara bolelim. Burada

h=(b-a)/N
dir.

Bu calismada asagidaki kuadratik B-spline fonksiyon kullanilacaktir.
(X|+2_X)2_3(X| +1_X)2 +3(%, —X) [x, -1x]1,

1| (X,, = X)>=3(x, +1-Xx)? X, % +1],
B| (X) =F ( 1+2 )2 ( { ) [ | 1 ] (31)
(X, —X) (X0 %21,
0 diger.
a<X<Db bolgesi iistiinde tanimli X, diigiim noktalarindaki Q,(X), | =—1,....., N Kuadratik
B-Spline fonksiyonlar1 (Prenter,1975) tarafindan tanimlanmustir. U yaklasik ¢oziimii
kuadratik B-spline fonksiyonu olarak asagidaki gibi yazilabilir
N
Uy (0= 36,08, (%), (32)

=1

Burada o, (2.1) Galerkin formundan hesaplanmasi gereken zamana bagli parametrelerdir. Her
kuadratik B-spline 3 eleman tarafindan kaplandigi igin [X,, X,,,] araligindaki her eleman 3

spline tarafindan kaplanir . (3.1) de £ =X—X,, 0< & <h doniisiimii yapildiginda

Q|_1 (h_é:)z
Q = (h*+2n5-2¢%), 0sé<h (33)
QI+1 52
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elde edilir. Burada Q,,,m=1-1,1,1+1 bilinen B-spline sekil fonksiyonlaridir.
Yapilan doniisiimden sonra yaklasik ¢oziim
U= 3 5,(0Q;(&) (3.4)
j=1-1
Seklinde yazilabilir.

(3.2,3.4) yaklagimlar1 ve (3.3) kuadratik b-spline fonksiyonlar1 kullanilarak, U (x,t) nin diigiim

noktasindaki degerleri ve X, diigiim noktalarindaki birinci tiirevleri eleman parametreleri

tiirlinden asagidaki sekilde verilebilir

G 2 (3.5)
Burada “ ' “ X e gore tiirevi belirtir .(2.2) integral denklemi
X4
[ W Uy +UUy) + aWyU , Jdx = 0 (3.6)
X

I
seklinde yeniden yazilabilir.
Q, (&) Quadratik B-spline sekil fonksiyonlart ile W (x) agirlik fonksiyonunun alinmasi ve
(3.4) ifadesinin (3.6) integral denkleminde yerine yazilmasi ile
€
Y {IQ,Q d(:}o"w > {IQ, Q; dé}éwzz{ch@ko d«f} 55 =0
denklemi elde edilir. Bu ayn1 zamanda matris formunda agagidaki gibi yazilabilir
T
[A® +aDf1s®% +6% 156% =0

[

Burada &° = (,_1,9,,9,,,)" eleman parametreleridir, zamana gore tiirevi belirtir. Eleman

matrisleri integral yardimiyla ile

=

n h
|
Aj = QQj0¢ . Dff = [QQjd< ve L = 1 Qi< (3.7)

J

o

Seklinde yazilabilir.

Buradai,j,k [x,X,,] araliginda sadece | —1,1,1 +1degerlerini alir. A°ve D® matrisleri 3x3

boyutunda ve L° 3x3x3 boyutundadir . 3x3 matrisle baglantili olarak
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1+1
€ e <€

seklinde yazilabilir. Boylece niimerik algoritma 5ke ye bagli olarak uygulanir .

A®,D°veB® Eleman matrisleri cebirsel olarak REDUCE [7] yazilimi kullanilarak

hesaplanmistir. Bu hesaplamalar sonucunda

) 6 13 1 4 -2 -2
A®=_—|13 54 13 ,De=3ih 2 4 =21,
1 13 6 2 2 4
By =i(—1o -19,-1)5° B/ =i(8 12,0)6°
173 7 L2 g
1 1
BE - —(2,7,1)5°% , BE. — _— (-19,-54,-7)s% ,
13 =5 27D 21~ 35 )

BS i(lz,o,—12)5e, BS
30

1 e
S, - 23 =55 (1:5419)5°

e 1 e e 1 e
B3 =g (L 7-20% B =~ -(0,-12,-8)5°

B

e 1 e
53 =35 119.10)5°

elde edilir. Tiim elemanlarin katkilarin birlestirilmesi ile asagidaki denklem sistemini olusur .

(A+aD)6+Bs5 =0, (3.9

Burada

8 =(8_1,8gsmn By

ve AB,veD , A°,D°?, B?, eleman matrislerden elde edilecektir.

(3.9) denkleminde & zaman gore tiirev igin sonlu fark yaklagimi ve delta igin Crank-Nicolson

formiilii kullanildiginda ,
1 1
5:_(5n+1+5n),5:_(5n+1_5n),
2 At

t zaman aralig1 ve 8" , NAt zaman araliginda parametreler olmak iizere asagidaki tekrarlama

bagintisi elde edilir.
At At
[A+aD+?B]5n+1:[A+aD—?B]5n, (3.10)

Burada
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dir. Elde edilen denklem sistemi N+2 denklem ve N+2 bilinmeyen parametreden olusur. Her
iki ugta

U(a!t) :ﬂlv U(b1t) zﬁz
sinir kosullar1 uygulandiginda

1=K~ ON=Fo—N1

elde edilir. Yukaridaki denklem sisteminden &_,,5, parametreleri elimine edilirse besgensel

N x N matris sistemi elde edilir. Bu sistem Thomas algoritmasi yardimryla ¢6ziiliir. (3.10)
sisteminin dogrulugunu artirmak i¢in asagidaki iglem her adimda iki veya {i¢ kez uygulanir .
1
(5*)n+1 _gsN +E(5n+1_5n)
(3.2) yaklasimi baglangi¢ kosulu kullanilarak yeniden yazilabilir
Uy (0)= 5 59
N (%.0) = j:Z_lQ j(X)3;

0

Burada 51

hesaplanacak parametrelerdir .
UN(X,0)=U(X,O),Xi,i= 0,...,N t ve Uy(x,,0)=0

tiirev kosulu ile birlikte kullanildiginda & 0 baslangi¢ vektorii asagidaki matris denkleminin

¢Oziimiinden hesaplanir.

_ r -0 — -0
101 0_q 0

11 5n—1
i 1 1__ S | _U(XN’O)_

2.3 Test Problemleri

EW denklemi i¢in ¢6ziimleri elde etmek amaci ile bir bilgisayar programi yazilmistir.

Metodun dogrulugu L, hata normu ile dl¢tilmustiir.

tam 2 N
U ‘UNk:hz

Ut U .
j=o| J

2
i

Ve L, hata normu
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Ui -Up HOO = max

tam n\n
ut —(UN)J-‘.

Onerilen algoritmanin korunum kanunlar1 Olver [5] tarafindan gésterilmis olan

degiskenlerin hesaplanmasi ile incelenmistir. Burada

b b 2 2 b 3
C, =JUdx,C, = [ (U +a(Uy)")dx ve C, = [U dx
1 a 2 a X 3 a
sunulan niimerik algoritmanin gecerliligini gostermek icin ¢ drnek ustiinde ¢aligilmistir.

2.3.1 Solitary dalgamin hareketi : Bu problem, EW denkleminin Solitary dalga

¢Oziimlerinden olugmaktadir.

U (1) = 3csech? (K[x - xo —vt]), (5.1)
Burada
k= 1L , V=¢C
2\Na
dir .

Bu denklem, ¢ sabit hizda 3c biiyiikliigiinde Baslangi¢ merkezi *0- olan tek bir solitary
dalgay1 temsil etmektedir. Baslangi¢c kosulu

U (x,0) =3csec h2(k(x - xo)) :
burada ¢=0.1, a=1.0, X0 =10 ve sir kosullari 'Bl = O,ﬂz =0 alimustir.

Problem [a,b]=[0,30] araliginda , t=0,t, =0’ zamanlar1 igin ¢6ziilmiistiir. Hesaplamada adim
araligii H=0,03 ve zaman araligin1 t=0,05 olarak aliriz. Degerler ([9,13,14,16,17],)

calismada kullanilan verilerle ile aynidir.

Cizelge 2.1” de secilen zamanlar i¢in L, ve L, hata normlari verilmistir. L, ve

L., hata normlarindan agik¢a goriilmektedir ki, 6nerilen metot solitary dalganin hareketini

yerine getirmektedir, boylece saga dogru korunmus bir biiyiikliik ve sekil ile hareket

etmektedir.

T=0,40 ve 80 zamani olan solitary dalgalara ait hareketler Sekil 1°de grafik olarak
verilmistir. Bu grafikte hem sayisal hem de analitik ¢6ziimlerin hareketleri de verilmistir . Bu

cozlimlerin profil ¢izimleri ayirt edilmez sekildedir. Zaman t=80’de hatanin dagilimi 0,3
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biiyiikliiglindeki solitary dalgalar i¢in sekil 2’de gosterilmistir.. Maksimum hata dalga

biiyiikliigliniin zirve yaptig1 noktanin yakininda gézlemlenmistir.Hata normlarinin kiyaslanmast,

yakin zamandaki ¢aligmalar ile géstermektedir ki, kuadratik B-spline sonlu elemanlar metodu

kullanildiginda en kiigiik hatalar bile fark edilebilir. C, ve C, degiskenlerindeki degisimlerde

ayn1 zamanda bilgisayar hesaplamasi yapilirken ¢ok kiiciiktiir ve sirasiyla

%3.25x1077,%1.25x10"" *den kiigiiktiir, C, sabit kalir, boylece sayisal semanin sonuglari

cizelge 2.1 “de verilen en yliksek dogrulugu isaret etmektedir.

Cizelge 2.1 : Solitary dalga biiyiikliigii 0-3. @p = 10.0, h = 0.03, At = 0.05,0 < = < 30.

C, C, C, L, x10° L, x10°
Zaman
0 1.19995 | 0.28800 0.05760 0.0 0.0
5 1.19992 | 0.28800 0.05759 0.026 0.033
10 1.19991 | 0.28798 0.05759 0.026 0.020
20 1.19997 | 0.28799 0.05760 0.017 0.012
40 1.19995 | 0.28798 0.05759 0.032 0.021
80 1.19998 | 0.28800 0.05759 0.040 0.024
80 Gardner 1997 1.1910 | 0.2855 0.05582 3.849 2.646
80 Daet 2004 1.19998 | 0.28798 0.05759 0.056 0.053
80 Saka 2003 1.19994 | 0.28800 0.05756 0.049 0.034
80 Irk 2003 1.20008 | 0.28800 0.05760 0.062 0.053
03 .l’\,I I= enlf". .'ﬂ'
. an 1
02 | 1‘ ] ‘ll H ‘lll -
| 0z / | I | ‘I IIII
015 \Il If |
T
iR} .I .'“ |'IH
/ | 4
008 [ J A/ \ |
! FERY Y
S X NN

Sekil 2.1 : t=0,40-80 zamanlarinda Solitary dalga profili
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Sekil 2.2 : Hata = (analitik-niimerik) aninda, t=80 iken

2.3.2 Dalga Titresimi : Baslangic kosulu

U (x,0) = 0.5U, (1 - tanh(X=22)) (5.2)

U(a,t)=Ugy,U(b.t) =0,

sinir kosullari ile beraber gelisiminin modellenmesi igin kullanilmistir. Burada U (X,0) T=0
zamaninda denge yiizeyinin Ustiinde suyun yiikselmesini belirtir. Eq (5.2)’de d durgun su ve

daha derin su arasindaki egimi temsil eder ve U biiyiikliigii su seviyesindeki degisimin

miktarini verir. Degiskenlerin Cl C2 ve C3 degisimleri formiiller ile ¢aligilabilir ([13]):

1

dt

=—U 2=5x1073,

2 4 U2)dx = 2U° = 6666710,
dt 3"

I
1

4ty
dt
97
dt
_d

j U3dx = —7.5x10°,

—o0

—20<x <50 araligi, adim araligi1 h=0,05 ve At =0.05, zaman aralig1 alindiginda
o =0.1666667, X, =0.0 ve d =5 kullanilarak, daha 6nceki ¢aligmalar ile kiyaslama

yapilabilir .([13,15,16,17]). Cizelge 2.2 ’de sabit degerler, C,C,,C,, pozisyon ve genlikleri

¢esitli zaman adimlarinda gosterilmistir. T=800.028 zamanindaki titresimin genligi 0.184
olarak dl¢tilmistiir. ([13,15,16,17]). T=200,400,600 ve 800 zamanlarindaki titresimleri
baslangic profili ile beraber Sekil 2.3’de gosterilmistir. Simiilasyon ilerledikge, titresim artan
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oran ve bilylime ile gelismektedir. Titresimlerin sekilleri referanslardaki diger zaman dilimleri

ile tutarhilik gostermektedir. ( Sekil 2.3, [13,15]). C,,C,,C; teki degisiklik orani, Cizelge 2.2

den asagida gosterildigi sekilde, zaman t=800.028 calisilan zaman dikkate alindiginda,
dC dC dC
d_tl =5x107 ’d_tz =6.6693x10™* 'd_tg =7.5x10"° bunlarda neredeyse degiskenlerin

kuramsal degisiklikleri ile aynidir .

Cizelge 2.2 : d =5,U, =0.1Dalga Titresimin geligimi

Zaman C, C, C, X U
0 2.002579 | 0.175378 | 0.016278
100.002 2.502576 | 0.242044 | 0.023778
200.008 3.002570 | 0.308721 | 0.031277 8.800 0.16053
300.000 3.502566 | 0.375408 | 0.038777 14.500 0.17511
400.026 4,002813 | 0.442128 | 0.046281 20.400 0.17928
500.001 4.502808 | 0.508813 | 0.053780 26.450 0.18147
600.027 5.003036 | 0.575534 | 0.061284 32.500 0.18269
700.003 5.503035 | 0.642223 | 0.068784 38.600 0.18347
800.028 6.003291 | 0.708944 | 0.076287 44.750 0.18409
800 ([13]) 6.027221 | 0.713333 | 0.07700 447 0.18376
800.028([15]) 6.003096 | 0.708689 | 0.076281 44.75 0.18397
800( ref. ([16]) 6.002359 | 0.708598 | 0.076271 44.750 0.18390
800 (ref. ([16]) 6.002374 | 0.7086017 | 0.076271 44.75 0.18390

0z == 0z =

N6 0163

016 k1=

IRE: 014
013 01

01 ﬂ 013 f]
e 0.063 ;
e 0.06] h
0.04 0.0,
. \ 0.0 k
i: o]
[T

@ do o ERRE R T [T TR

i 40 o
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Sekil 2.3 : gesitli zamanlarda genislik d=5 Ilk profiller ve Ondiilasyon Profilleri

2.3.3 Dalga olusumu : Dalgalar s1g bir su kanalinda, siv1 yogunlugunun olusmasiyla veya bir
uctan dalga olusturucu gibi bir mekanik cihazin hareketi ile olusturulabilir. Takip
edilecek olan niimerik test probleminde, serbest yiizeye ilk olarak miidahale
edilmemistir ve uzun yiizey dalgasinin gelisimi EW denklemi ile sinir kosullar1 dikkate

alinarak modellendirilmistir.

U, <, 0<t<r,
U,, T<t<t,—-7
U@t =9 t
U, >, t—7<t<t,,
T
0, diger.

Baslangi¢ durumu dogrusal olarak 0’dan U ’ya 7 periyodunda gelisir, t — 27 siiresince sabit

kalmaya devam eder, ardindan 7 siiresi iginde 0’a geri doner. Sinir kogulunun etkisi EW
denklemi i¢in pozitif dalgalar olusturmak {izere arastirilacaktir. Solitary dalgalarin genligi smur
degerinin etkisi ile belirlenecektir ve solitary dalgalarin sayis1 hem biiyiikliige hem de sinir
kosulunun periyoduna bagli olarak bulunacaktir. a=0’dan uzaktaki daha ileri bir sinir durumu

b=0 olarak problem bolgesinin [a,b] sag u¢ noktasina konulacaktir.

Algoritmanin ilk hesaplanmasinda, 0 < X <260 araligindan h=0.4,t, =20,

7=0.1veU, = 2 parametreleri alinmigtir. T=20 zamaninda, kuvvet kesildiginde ; ii¢ solitary

dalga olusturulmus olur.

Kiiciik dalga gelisirken, etki bitmistir, bdylece dalga kuvvet veren fonksiyonun biiyiikliigiine
ulasamaz. Bu yapilirken, kiiciik dalganin kiigiik bir gelisme gostererek saga kaydigi
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gbzlemlenmistir. Devaminda kuvvet uygulanmaksizin, higbir solitary dalga olusmamuistir ve
sonuglar tablo 3’te ve sekil 4’te gosterilmistir. Problem de ¢esitli genislikler
degerlendirilmistir. Genisliklerin olusumu sabit degildir, aslinda dalgadan dalgaya degisiklik
gostermektedir. Solitary dalganin maksimum genisligi 3.648’¢ ulagsmaktadir. t=100 ve 200

zamaninda U (X, Y) ’nin tipik ¢oziimleri ve Sekil 4’te tarif edilmistir. Ayn1 parametre ile ilk

durum, RLW denklemi kullanarak solitary dalga olusturmak i¢in kullanilmistir .([11]) Dalga
genisliklerinin kiyaslanmasi Cizelge 2.3 *de t=100 zamaninda yapilabilir. EW denkleminin
RLW denkleminden daha az dalga olusturdugu gézlemlenmistir.

Cizelge 2.3 : U, =2, ile solitary dalga genislikleri kuvvet uygulama periyodu
0<t<20,h=0.4,At=0.1,0<x<260

Zaman 1 2 3 4 5
2.5
5 2.684
7.5 3.152
10 3.349
15 3.491 3.015
20 3.543 3.253 2.654
40 3.631 3.315 2.546 0.212
60 3.614 3.298 2.555 0.213
80 3.636 3.292 2.534 0.215
100 3.648 3.286 2.555 0.217
100 ([11]) 3.76 3.52 3.06 2.33 1.07
150 3.648 3.305 2.541 0.220
200.003 3.647 3.293 2.555 0.222

3 3

U2 b2
1 1
o AR
1] 20 40 =] a0 100 120 140 u] 50 100 150 200 250

Kuvvet uygulanarak olusturulan solitary dalgalar arasindaki iliski bir ¢ok bilgisayar programu ile

gosterilmistir. Boylece program cesitli kuvvet uygulama siireleri ve sabit sinir durumu genisligi
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U, =2 ile isletilmistir. Olusturulan solitary dalgalarin zirve an1 ve genislikleri Cizelge 2.4’te

gosterilmistir. Sinir durumu daha uzun siire devam ettikge daha fazla dalga olusmustur.
Genisliklere gore, kuvvet uygulama siiresi 50 oldugunda, zaman t=100 ile t=200 arasinda
genisliklerin ortalama ivmeleri hesaplanmistir. O genislikteki serbest dalga ivmeleri

Ve genlik

formiiliin den hesaplanmistir. Hem serbest dalga hem de ortalama ivmeler

neredeyse Cizelge 2.5 ‘teki degerler ile aynm1 degerleri teyit etmektedir.

Cizelge 2. 4 : sinir deger darbelerinin gesitli siireleri igin serbest dalgalar t; = 20

Siire Zaman 1 2 3 4 5 6 7 8
50 200 1.3868 2.5990 | 2.9464 | 3.2227 | 3.4209 | 3.5615 | 3.6595 | 3.7234
Poz. 71.2 138.8 | 162.4 | 182.4 | 198.8 | 213.6 | 226.8 240
100 1.3859 2.5929 | 2.9749 | 3.2505 | 3.4403 | 3.5787 | 3.6476 | 3.7073
Poz. 24.8 51.2 63.6 74.7 84.4 94 104.4 | 116116
40 200 2.3905 2.8995 | 3.2438 | 3.4693 | 3.6319 | 3.7070
Poz. 52 68.8 82 93.6 104.4 116
100 2.3934 2.9012 | 3.2354 | 3.4788 | 3.6318 | 3.6987
Poz. 132.4 165.6 190 209.6 | 225.6 240
30 200 1.3296 2.8137 | 3.2634 | 3.5425 | 3.6914
Poz. 77.2 166.8 | 198.8 222 239.2
100 1.3348 2.8177 | 3.2527 | 3.5489 | 3.6981
Poz. 32.8 72.8 90 103.6 116
20 200 2.5550 3.2927 | 3.6470 | 0.2218
Poz. 156.8 206.4 | 236.8 14.4
100 3.6482 3.2857 | 2.5545 | 0.2170

Cizelge 2.5 : Solitary dalgalarin gézlemi, U, = 2

1 2 3 4 5 6 7 8
Serbest dalga ivmesi 0.46 | 0.87 0.98 1.07 | 1.14 1.19 1.22 1.24
Ortalama ivme 0.464 | 0.876 | 0.988 | 1.077 | 1.144 | 1.196 1.224 1.24

Siir kuvvetinin egiminin etkisinin arastirilmasi i¢in niimerik deneyler devam etmektedir.
Kuvvetin siiresinin sabit tutuldugu bir kuvvet uygulanarak ve kuvvet fonksiyonun genisliginin
degisken oldugu durumda, solitary dalgalar harekete geger. Bunlar Cizelge 2.6 da
gosterilmistir. Olusturulmus olan dalgalarin genislikleri ¢ogunlukla kuvvetin genisliginden

etkilenir.
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Cizelge 2.6 : A, =20 ile 6: Sinir deger etkisinin gesitli genislikleri i¢in solitary dalgalar .

Smir genigligi | zaman 1 2 3 4 5 6
4.0 100 4.6262 5.7537 | 6.4446 | 6.9488 | 7.2368 | 7.4041
3.0 100 1.7103 4.2137 | 4.8958 | 5.3258 | 5.5059

1.0 100 0.7154 1.7103

Son simiilasyonda, sinir durumu problem siiresince siirer, boylece t, — oo olur. T=100 zaman1

ile on bes tane solitary dalga olusturulmustur. Bu problem, solitary dalgalarin sabit bir oranda

olustugunu fakat problem boyunca biiyiimeye devam ettigini gostermistir.

Sekil 2.4 - U,=2,t=100,h=0.4,At=0.1

almarak elde edilen serbest dalgalar

2.3.4 Sonug
Sunulan metodun , kuadratik B-spline etkisi sebebiyle daha iyi yaklagimlarini
gerceklestirdigini gormiistilk. L, ve L hata normlar: kabul edilebilir diizeyde kiigiiktiir ve

degismez miktarlar C ,C,veC, iyi korunmustur. Baglangi¢ durumundan 6ncii dalga gelisimi

simiile edilmistir.

Simiilasyon daha uzun siire devam ederken , ondiilasyon yavasg¢a ve bir dizi bagimsiz

solitary dalgaya dogru monoton olarak gelismeye devam etmistir. Dolayisiyla, sonlu elemanlar
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metodunda kuadratik B-Spline’larin kullanimi, problem olugturmadaki kolayligi ve daha diisiik

bilgisayar maliyetinden dolay1 uygundur.
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3.  EW DENKLEMININ EN KUCUK KARELER METODUYLA COZUMU

3.1. EW Denkleminin Sayisal Coziimii icin En Kiiciik Kareler Metodu.

Esit EW denklemi dogrusal uzay-zaman sonlu elemanlarinin kullanimu ile en kiiciik kare
teknigiyle ¢oziilmektedir. Tek bir solitary dalganin hareketine iliskin simiilasyonlarinda bu
algoritmanin iyi dogrulugu gosterilmistir. Keyfiyete tabi ile durumdan solitary bir dalganin

gelisimi EW ortaminda incelenmistir.

(RLW) denklemi

Ui +Uy +eUUy —pJ o4 =0, Q
Burada &, i pozitif parametrelerdir ve x ve t tiirevi ifade etmektedir; s1g su dalgalari ve iyon
akustik plazma dalgalari [1,2] gibi ¢ok sayida fiziksel olay1 tarif ettigi i¢cin dogrusal olmayan

dagilan dalgalarin incelenmesinde baslica rol oynar. [3] alternatif bir ¢alisma sunmuslardir, EW

denklemi

Ut+€UUX—/,[UXXt:0, (2)

s1g su kanalinda olusturulmus dalgalart modellemek i¢in kullanildiginda degiskenler

normallestirilir, bdylece mesafe x ve su seviyesi U su derinligi h > yi 6lgeklendirilir ve zaman t
w,h/ g ’ye olgeklendirilir ki burada g yer ¢cekimi ivmesidir. Fiziksel sinir sartlar
U —>0 [X]—>o seklindedir. Herhangi bir dalganin genligi 0.28’i [1] astiginda her iki

taniminda gegerliligini kaybeder .

EW denklemi kiibik B-spline sonlu elemanlar yardimiyla Galerkin metodu kullanilarak
[4,5] calisilmustir. Kuadratik B-spline sonlu elemanlar yardimiyla Petrov-Galerkin metodu
kullanilarak [6] ¢alisilmistir. Biz burada sayisal bir ¢6ziim olusturmak igin en kiigiik kare
teknigini konum-zaman dogrusal elemanlar1 [7,8] ile beraber kullanmaktayiz. Bu modelin
ozelliklerini ve avantajlarini tartismakta ve [5,6] da tarif edilmis olan sayisal algoritmalar ile
solitary dalga modellemesindeki dogrulugunu kiyaslamaktayiz. Sonug olarak , keyfi baslangig

sartlarinin gelisiminin simiilasyonlar1 gosterilmistir.
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3.2 Metodun Uygulanmasi

Konum-zaman sonlu elemanlar kullanildiginda ve EW denklemine en kiigiik kare

yaklagimimi uygulandiginda (2) varyasyonel prensipleri [7,8] dikkate almaktay1z.
-1L 2
5[ [[Up+eUUy — Uy ]7dxdt =0 3
00

Dogrusal sonlu elemanlarin diizenli sonlu par¢alanmast 0= X, <X, <....<Xy =L olsun.
Boyutu At =(X,,,,X,) olan tipik bir sonlu eleman yerel koordinatlar ile s, At

dontstirilmistir. Burada X=X, +7AX,t =7At  0<7 <1 integral (3)’e, katki yapmaktadir

11
eAt - 7] 2
o||lU,+—UU, ——U,  ]°dndr, (4)
6'.0..‘ AX n AXZ 7

A

Integral i basitlestirmek i¢in U nun bir eleman iizerinde bir sabit olarak kabul ediliyor. Bu

ise,

15[V, +vU, —bU,, Jdndr )

nmr nt

1jlj[u,wu,,—bu
0

0
olmasina sebebiyet verir. Burada b = 1/ Ax? ve v=gUAt/AX her eleman iizerinde alinan

yerel sabitlerdir. [X, X,..,] aralig1 iizerinde U’nun degisimi asagidaki sekildedir .
1
U®=> N,(u, +7Au,), (6)
i1

Burada N;, N, konuma bagli lineer baz fonksiyonlaridir. Diigiim parametreleri U,,U, zaman
At’deki Au;, Au, artislar ile degisir. Yukarida tanimlanan 1 yerel koordinat sistemi ile temel

fonksiyonlar [9] N, =1-7,N, =7 seklindedir.

2
5[UT +VU77—bU77771-]: JE]_WJUJ , (7)
ve (6)’nin kullanilmasi ile

2
5UE=Z;NJ.TAUJ. (8)

j=

[

Wj = Nj +2'VNJ- 9

i

elde edilir. Burada n ‘ye gore tiirevi ifade eder, boylece (5) denklemi
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11
[]

OO[UT+VU,7—bU,7,7,][Nj +rij]d77dz', (20)

haline gelir. Kismi integrasyon alinarak

11
H[(UT+VU77)(NJ- +z'VNJ-)+bU,NNj]d77dr, (11)
00

elde edilir . (6) Denklemindeki U’ degeri yerine yazilirsa

P S

2 1
24

k=1

[(N,Au, +VN, (U, +7AU,))(N; +7VN ;) +bN N Au, Jdrdz , (12)

elde edilir . (12)’ ifadesi 7 ’ye gore integre edilip matris formunda yazilirsa
e 1 e eT 1 e e e e 1 e e
[A +§(C +C )+§B +bD®JAuU® +[C +§B Ju®, (13)

olusur .Burada
u® = (ul’ uz)T

Diigiim parametreleri ile baglantilidir. Eleman matrisleri

2 1 1 -1 -11 1 -1
pe=t ,Bf =V? ,Ce=1v ,Df = (14)
6|1 2 -1 1 2 (-11 -1 1

Ve

seklinde olusur. Biitlin elemanlarin birlestirilmesi ile
[A+%(C+CT)+%B+bD]Au+[C+%B]u=O, (16)

matris denklemini elde edilir.

Burada U= (Uy,U,,.....,U,)" biitiin diigiim parametrelerini icerir. Bu sekilde U =U" ve

n+l

Au =Uu"" —u""in tanimlanir. Burada iist simgeler zaman etiketleridir, denklem (16) yi su

sekilde yazabiliriz.

[A+2(C+CT)+3B+bDI™ =[A+(CT~C)-TB4BDI" (17
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u" ’nin zaman seviyesi t = (N +1)At ’ye giincellenmesi i¢in sema. (17)’in yazilim sudur

1 1 2 1 1 1 1
-2V UM+ (Z+20+ = [V, v ]S [VE VDU (Z —b - =2 )ul
(6 3 m—l) m+1 (3 2[ m-1 m] 3[ m-1 m]) m (6 3 m) m+1
1 1 1 2 1 1 1 1
=(E-b+=v_ V2 U +(E+20-Z[V: +VEPUR +(E-b-Zv_ +=vA)ul
(6 2 m-1 6 m—l) m-1 (3 6[ m-1 m]) m (6 2 m 3 m) m+1
(18)
Burada V,, asagidaki ile verilmistir.
eAt , o,
m :m(um +um+1) (19)

U(O,t) ve U(L,t) =0 simur kosullari, u, =0veu, =0 olmasini gerektirir. Yukaridaki yar

lineer denklemler bir matrisi olusturur . Ortaya ¢ikan iiggensel matris formu Thomas algoritmast

kullanilarak dogrudan iterasyon gerektirmeden ¢oziilebilir.

3.3 Test Problemleri

3.3.1 Tek Solitary Dalgamin Hareketi

U — 0 X — Foo sinir kosullarina sahip EW denkleminin [3] solitary dalga ¢oziimii
U (x,1) =3csech?(k[x —vt —x,1), (20)
seklindedir .

Burada k®=1/(4u)vev = ec dalganin hizidir. Beklenen bu ¢ziimiin yeterince genis sonlu

alanlar iginde gecerli olmasidir. EW denklemi igin, RLW denkleminde oldugu gibi, sadece ii¢

tane korunum kanunu vardir. [3,10]
= [Udx, 1, = [(U?+u(U,))dx, 1= [Udx (1)

I,, 1, vel; degiskenlerini takip eden solitary dalga hareketi simiilasyonlarinda, sayisal

1/2
} | (22)

algoritmanin korunum kanunu takip edilmistir. L, ve L_ hata normlari

Utam _Un

L, =

N
, {h;\u?’” -U

:max,‘Uﬁam—U}‘
J

Utam _Un

0

L]
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seklindedir. Bu hata normlar1 sayisal ve analitik ¢éziimler arasindaki ortalama ve maksimum
farklar1 6lcerler ve hareket devam ederken sayisal algoritmanin solitary dalganin pozisyonunu

ve profilini ne kadar iyi tahmin ettigini gdstermek i¢in kullanilir. Ilk olarak 0.3 genlige sahip
tek solitary dalganin denklemini (20) 0 < X <30 alami boyunca X, =10 ile t=80 zamani i¢in
inceliyoruz. Bu solitary dalga hareketinde & = g =1. alinmistir.Cesitli konum-zaman adimi
kombinasyonlar1 kullanilmistir. Bakiniz Cizelge 3.1 Metodun uygulanmasiyla ortaya cikan en
yiiksek dogruluk (L, =4.37x107°) konum-zaman adimi kombinasyonu 0,03/0,03 alindiginda

elde edilmistir.

En dogru simiilasyon i¢in Cizelge 3.1’de L, ve L, hata normlarindaki degisimler ve
analitik degerleri asagidaki gibi bulunabilecek olan degiskenler 1, 1,, 1,
I,=6c/k=1.2, 1,=12c*/k —48kc*/5, I, =144¢°/5k =0.0576 (23)

test problemi boyunca kaydedilmistir, test probleminin uygulanmasi siiresince * h, sadece %0,3

degismistir, 12 %0,8’den az degismistir ve |; %1,2” kadar degismistir.

En kiiciik genlik 0.09 olan ve 0<x<20t araligini kullanan tek bir solitary
dalganin hareketini i¢eren ikinci bir simiilasyonda Cizelge 3.3 ve Cizelge 3.4’te verilmis olan
sonuclar elde edilmistir. Bu test probleminde en kii¢iik hata konum-zaman adimi kombinasyonu
0.05-0.05 ile elde edilmistir. Degiskenlerin analitik degerleri

l, =0.3600,1, =0.02592, 1, = 0.001555 . Genligi 0.09 olan solitary dalganin bu hareketi ,
bir hata normuna 0.16x10°° ’in t=80’inde, en kiiglik kare algoritmasi ile gitmekteyken; l

%0.2’den az degigmektedir, 2. 14 miktarlar1 dordiincii ondalikta 1’e kadar degismektedir.

Cizelge 3.1 T=80de genligi 0.3,0 <X <30 olan tek solitary dalga hata normlar1

Ax Ai Ly = 108 Ly x 1P

0.025 0,015 105.8 59.34
0.03 0.03 744 4.37
LX) 0.02 20.83 12.81
0.05 0.03 10,70 6.77
0,06 0.04 10.75 6.9
0.1 0.06 19.92 12.80




Cizelge 3.2 Genligi 0.3 Ax=0.03,At =0.03, 0<x <30 olan tek solitary dalga
degiskenleri ve hata normlari.

Method Time I I I L2 = 10° Lo = 10°
Least-squares (1] 1,2000 0.2880 0.0576 1,000 0.0001
5 1.1990 0.2875 0.057 1,501 0,393
10 1.1985 02873 00573 0. 900 0.618
20 1,1981 0.2868 0.0572 1,573 0,927
40 1.1967 0.2860 0.0570 3.475 2,136
80 1.1964 0.2858 0.0569 7.444 4.373
Petrov-Galerkin 80 1.1910 02855 0.0558 3,849 2,646

quadratic [6]

Cizelge 3.3 =80, genligi 0.3,0 < x <20 tek solitary dalganin hata normlari

Ax At Ly = 107 Lo % 107
0.025 0.02 219 124
0.03 0,03 2,69 1.80
0.05 0,05 0217 0.156
0.1 0.1 0.371 0.2

0.2 0.2 0.77 0.553

Cizelge 3.4 Genligi 0.09 Ax=0.1,At =0.05, 0<x <20 olan tek solitary dalganin
degiskenleri ve hata normlari

Method Time Iy Iy I Ly 10# L x 10°
Least-squares [i] 03600 0.0259 000156 (XL} 0.02

1 0.3599 0.0259 0.00156 0.02 0.02

20 0, 3599 0.0259 000155 (XIS 0.03

A (.3597 0.0259 0.00155 009 0.07

B0 0.3593 0.0259 000155 0.22 0.16

Cizelge 3.5 t=80"de genligi =0.3,0 < X < 20 tek solitary dalganin hata normlart

Ax At Iz » 107 Loo x 107
0.05 0.05 0.259 0.166
0.1 0.1 0.0177 00127
0.15 0.15 0.0300 0.0254
0.2 02 0.0460 0.0383
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Cizelge 3.6 Genligi 0.03 Ax=0.1,At=0.1, 0<x <20 tek solitary dalganin degiskenleri ve
hata normlar1

Method Time iy b I Ly s 107 Loy % 107

Least-squares 0 0.1200 000288 0.000058 0.0017 0.0055
40 0.1200 000288 0.000058 0.0084 0.0063
A0 0.1200 000288 0.000058 00177 0.0127

Genligi 0.03 olan tek bir solitary dalganin iigiincii bir hareketinde zaman t=80’de en kiiglik
hatalar L, =0.018x107° ve L =0.013x10° konum-zaman adimi kombinasyonu 0.1/0.1

ile elde edilmistir, bakiniz Cizelge 3.5

3.3.2 Solitary Dalganin Gelisimi

Baglangi¢ durumu [11]’den

U (x,0) =0.5U0[1—tanh{X;X°}], (24)

olarak alinmustir. Burada U (X,0) , t=0.0 zamaninda denge yiizeyinin iistiinde suyun
ylikselmesini ifade eder. Mevcut en kiigiik kareler algoritmas1 U (0,t) =U(L,t) = 0.0 sinir
kosullarim1 gerektirmektedir. Asagidaki baglangi¢ kosulunu

U(x,0) = o.5uo[1—tanh{M ] (25)

yardimiyla solitary dalganin gelisimini modellemek i¢in kullanmaktayiz, —60 < X <60 araligi,
konum adimi AX=0.12 ve zaman adimi1 At =0.1 olarak se¢ildiginde
1 =0.16666667, x, =20ved =5.0 i¢in. Cizelge 3.7 de gosterildigi gibi dalga hareketi

stiresince korunum iyidir. T=200 zamaninda 0.167 genlige sahip dalga 0.056 hiz1 ile hareket

etmektedir.
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Cizelge 3.7 Dalga hareketinin AXx=0.12,At =0.1, —60 < x <60 degiskenleri, pozisyonu ve
genligi

Time Iy Jx FE Amplitude Position
[i] EXiCii 0.3806 0.0370
50 3.9996 0.3805 0.0370 0.1129 21.00
1040 39077 03798 L0360 0.1538 23.64
150 3.9928 0.3778 00366 0.1658 26.28
200 3.9851 0.03746 0.0361 0.1671 29.04
0.2 0.12 -
— .
5 \
\
068 7 I 0.08 o |
I|
] ] 1|: J ] |
] \ ] |
] | ] |
00 - II 0,04 - |
I| 1
I\I |I
\ 1
\. \
000 o e r— - T ) 0.00 ...”-,.-\‘ .
1000 2000 3000 4000 5000 60.00 0.00 20.00 40,00 0.00
(A) Zaman=50 (B) Zaman =100
0,15 7 u1n 1
; i
| ] )
I : f
019 - -.«’\I | | ol [4] "j". |
|
\ | V|
U U
|
0.0 1 l 005 ‘I |
: | 1 I
] \ 1
l 1 |
| 1 i)
I\M '.“-
0.0 i TTerTTT T T LA TTTTTT T TTTTT TF TErTTTT ‘_:I 1
O o 900 3000 | 4000 | 5000 60.00 000 20,00 30.00  4RGD SBOO 60.00

(C) Zaman =150 (C) Zaman =150

Sekil 3.1 ¢oziim vektortiniin her bir 500- zaman adiminda alinmus resimleri, d=5

3.3.3 Sonug

Ikinci boliimde diizenlenmis olan lineer sonlu elemanlar ile konum-zaman en kiiciik
kareler yaklagimi, genisletilmis bir zaman skalas listiinde giivenilir bir sekilde tek bir solitary

dalganin genligini, pozisyonunu ve ivmesini modellendiren algoritmaya gotiirmektedir.
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Keyfi baglangi¢ kosulu ile solitary dalga gelisimi modellendirilmistir. Dalga
hareketleri profilin sag tarafinda hafifce gelismektedir. Test problemi sirasinda, d=5 i¢in dalga
hareketi beklenen karakteristige sahiptir. Dalga hareketi daha uzun siireler ile isletildiginde
ondiilasyon yavag¢a ve monoton bir sekilde , bagimsiz solitary dalgalar dizisine dogru
gelismeye devam eder. T=400 zamaninda dalga hareketi , 0.172 genlikte olan ve ivmesi 0.0576
olan solitary dalga haline gelmistir, buda bu genlikteki EW solitary dalgasi i¢in teorik ivme
0.0573 ile kiyaslanmaktadir. d besten asagiya dogru diistiigiinde, dalga hareketi profilinde

gelisen solitary dalgalarin sayisinin arttig1 gézlemlenmistir.
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4 EW DENKLEMININ KUBIK B-SPLINE SONLU ELEMANLAR METODUYLA
CcOzZzUMU

4.1. EW Denkleminin Sayisal Céziimii I¢in Kiibik B-Spline Kolokeysin Metodu

EW denkleminin Kiibik b-spline ile Kolokeysin metoduna dayanan sayisal ¢oziimii

arastirilmistir. Sunulan metodun dogrulugu sayisal olarak korunum kanunlar1 hesaplanarak

gosterilmistir, L, ve L normlar tek bir solitary dalganin hareketi tizerine ¢alistlmistir. EW

denklemlerinin ¢6ziimii i¢cin Kolokeysin semasi daha az hata elde edilmesine neden olmustur ve

uygulanmasi oldukc¢a kolaydir. EW denklemi igin dalgalarin olusumu ¢aligilmustir.

Dogrusal olmayan daginik dalga denklemleri, solitary dalgalar gibi ¢6ziimler
gostermektedir. Bu gibi ¢oziimlerin varligi yogun bir ilginin kaynagi olmustur. Bu denklemler
genel olarak analitik ¢ozlime sahip degildir. Bu nedenle bu denklemlerin niimerik ¢oziimleri
lineer olmayan olusumlar hakkinda bir fikir elde etmek igin gereklidir. Bu tiirdeki denklemler
i¢in birgok farkli 6rnekler vardir, her biri farkl: fiziksel problemi modellemektedir. Soliton
¢Oziimii gibi ¢éziimler sunan EW denklemini ele alalim. Bu ¢dziimlerin temel 6zellikleri su
sekilde ifade edilebilir. Solitary dalgalar sabit hizda tek bir yonde seklini degistirmeden
cogalmaktadir, bir birinin i¢inden ge¢mektedir ve sekilleri benzersiz olmaktadir. Mevcut
calisma, Morisson ve ¢alisma arkadaglari tarafindan 6nerilmis olan EW denkleminin niimerik

¢Oziimiine odaklanmistir ve agagidaki formdadir.

Ut+UUX—,UUXXt:0 (1)
EW denklemini (1) simir kosullari ile beraber
U@ t)=¢ ,UDt)=c, veU, (a,t)=U, (b,t)=0 a<x<bbslgesine almaktayiz ve

baslangic sart1 u(x,0). Bazi kismi tiirevli denklemlerin niimerik ¢éziimiinde B-spline’
fonksiyonlarin ¢esitli derecelerinin kullanim kolay algoritmalar elde etmek i¢in gosterilmistir.
B-spline sonlu elemanlar metodunun gesitli formlari, dogru ¢6ziimler vermesi igin sekil
fonksiyonlar1 kullanilarak gosterilmistir ve bu fonksiyonlar B-spline fonksiyonlarin bir alt
derecesine kadar diigiim noktalarinda benzer fonksiyonlarin devamini gosterir. Kiibik B-spline
Galerkin sonlu elemanlar metodu, solitary dalgalar ile etkilesimi modellemek i¢in EW denklemi
ile kullanilmustir. Kuadratik B-spline sonlu elemanlar yardimiyla Petrov-Galerkin metodunun

kullanilmasi ile, solitary dalgalarin hareketi incelenmistir. EW denklemi i¢in keyfi baslangic



47

kosulu ile solitary dalgalarin gelisimi lineer konum sonlu elemanlar1 kullanan en kiigiik kare ler
tekniginin kullanimi ile incelenmistir. Sinir kuvveti ile etkilenmis bir dizi EW solitary
dalgasinin olusumu, Petrov-Galerkin sonlu elemanlar metodunun kuadratik B-spline olarak

alman sekil fonksiyonuyla beraber uygulanmasi ile gosterilmistir.

4.2. Metodun Uygulanmasi

[a,b] X X yeeee X noktalari ile ayrilmis olsun, sdyle ki

a=Xy <X <o <XN_1<Xn=b h:xi+1—xi,i:0,...,N—1 2

Kiibik B-spline fonksiyonlar (1) denkleminin U(x,t) yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in
kullanilacaktir. x; duran dalga profilinde . ¢;, j=-1....,N +1 “deki Kiibik B-splinelar

aralig1 [a,b] izerinde temel olusturacak sekilde tanimlanmistir. Bu nedenle, Un yaklagik ¢6ziim

U tam ¢6ziim i¢in kiibik B-splinelar seklinde ifade edilecektir; sdyle ki
U N+1 s
N (1) = sz_1 j(02;(x) ®3)

Bunda, o ; "ler sinir kosullarindan belirlenecek olan zamana bagh parametrelerdir ve

diferansiyel denkleminin Kolokeysin formudur. Bir kiibik B-spline dort elemani kapsar.

(X_Xj—2)3 [X;2, X4l
h®+3h*(x—x;_) +3h(x—x;,)* =3(x=x,,)°  [X;1, %]

1
¢j(x):F h? +3h?(x,, = X) +3h(X},; = X)* =3(X},1,)° [X;,X;.4] 4

j+1 ]
(Xj+2 - X)3 [Xj+1’ Xj+2]

0 diger

Boylece dort kiibik b-spline ¢j—1’ ¢j N ¢j+2’ her bir elemanda bulunur. Tipik eleman

j+L

listiinden LXJ- , X j+1J yaklagik U, asagidaki ile verilmistir.

j+2
Uy =2 50400 ©)

Burada ¢ (x) elemani 0, (t) eleman parametresi ile eleman sekil fonksiyonu gibi rol

almaktadir. (5) formu tek bir eleman {istiinde katki saglayan tiim kiibik b-splinelarin
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varyasyonunu gostermektedir .U’nun diigiim noktalarindaki degerleri ve U',U" tiirevleri & i
eleman parametrelerine bagl olarak asagidaki sekilde gosterilebilir.

U(x;)=0,,+45,+9,

j+L hu ’(Xj) = 3(5j+1 _51‘71) ,h*U ”(Xj) = 6(51'71 - 25j + 5j+1) (6)

"M d =(04,00eey Oy Oy ,y) Vektoriinin tiim eleman parametrelerini tanimladigini

varsayalim. Crank-Nicholson yaklasimu ile, d lineer olarak Iki zaman seviyesi n ve n+1’in
- . .. dd .
arasina eklenmistir ve zamana gore tiirev m standart sonlu farklarin kullanimi ile korunmustur

boylece

1 dd 1
d:— dn+dn+1 -~ _ = dn+l_dn 7
2( ) ™ At( ) 0

Burada d" nAt zamanindaki parametrelerdir ve At zaman adimudir.

Kolokeysin noktalar1 (2) deki diigiim noktalarina denk gelecek sekilde se¢ilmistir. (3)
ifadesinin (1) denkleminde yerine yazilmasiyla ve (6) ve(7) denklemlerinin kullanilmasiyla

asagidaki sistem elde edilir.

n+1 n+l n+l _ n n n .
A0, a;,0;  + Q305 =0, a0 tayd,, 1=01..,N

(8)

burada
a, =1-R Rz, @, =4+R, , aj; =1-R +R,z,
6 3At

Rizlup, RZ ZE, Zj :5j—1+45j +5j+1

Yukaridaki N+1 denklem N+3 bilinmeyenden olusur

n_,<n <N n
d —(5_1,50, ...... 'ON ’§N+1)
Sistemin tek ¢6ziimiinii elde edebilmek i¢in ilave iki sinir kosulan ihtiya¢ vardir.

U(a,t)=U(b,t) =0

Bu sinir kogullarmin kullanimu ile 5E1, éﬂ "] parametreleri sistemden elimine edilmistir.
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d" vektorleri kullanilarak (8) sisteminden tekrarlama bagintis1 matris formunda asagidaki gibi

yazilabilir.
A(d)d" =B(d)d" +r 9)

Burada A (d) ve B(d), liggensel matrislerdir ve r sinir kosullarindan elde edilmis olan bir
vektordiir. 1 (d™™* +d") ‘ifadesine bagli A ve B matrisleri i¢in asagidaki iterasyon adimlari,
A(d) ve B(d) matrisleri den lineer olmayan terimi yok etmede kullanilir.

* Yaklasik A ve B, A* ve B¥dan d°=d" + % (d™* +d") ile tiiretilmistir.

* gt yaklagimini tekrar tanimlamak i¢in iki veya daha ¢ok iterasyon uygulanir.

(9)’ sisteminde d" ’in zaman gelisimini degerlendirmek i¢in, d 0 baslangi¢ kosulunun , [a,b]
bolgesi tizerindeki kiibik b-spline fonksiyonlar yardimiyla, U(x,0)’ baslangi¢ kosulu dan

hesaplanmasi gerekir.
N+2
U (60)= 3 506,00,

burada &; bilinmeyen parametrelerdir.

0 0 0 0 0
d- = (5_1,50, ...... ' ON ’5N+1)
parametrelerini belirlemek i¢in, asagidakileri kargilayan U N (x,0) ’e ihtiyacimiz vardir,
Up (%0)=U(%,0), 0<i<N , (Up)(@0)=0, (Uy)(b,0)=0
Yukaridaki sartlar Thomas algoritmasinin bir varyasyonunun kullanimi ile ¢oziilen

Ad® = Db matris denklemine gdtiirmektedir.

4.3 Test Problemleri

Bu bdliimde, onerilen metodun gegerliligini gdstermek i¢in 3 test problemi galigilmstir.

Metodun gegerliligi L, ve L, hata normlarmnin kullanimu ile 6l¢tilmistiir, tanim,

ool 2 fv-0;)
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Giivenilir saglam c¢oziimler elde etmek i¢in, ayrik korunum kanunlar1t EW denkleminin diizgiin

cOziimlerinin hesaplanmasinda 6nemlidir. Etkili bir niimerik algoritma i¢in, olusum
denklemlerinin sabitlerinin korunum 6zelliklerini korumasi gerekir. Sirasi ile asagidaki
integraller ile verilmis olan, kiitlenin korunmasi, momentum ve enerjiye iliskin niimerik

coOziimlerin ii¢ degiskenini calisacagiz:

b N b N
C,= [udx=hY U], C,= [Uldx=h) (U])’,

z:) j=1 Z =1 (11)
C, = JUP +uU,))dx=hY (U] + u(U)])

a j=1

(11) toplamlari ile gosterilen integrallar quadretiirler i¢in yamuklar kuralinin uygulamasi ile
ifade edilebilir. UT,(U")} ve(U")] degerleri, sistem (8)’den & parametrelerinin

bulunmasindan sonra denklem (6)’dan hesaplanmustir.

4.3.1. Solitary dalganin hareketi
(1)’ denkleminin solitary dalga ¢ziimii agagidaki gibi verilmistir.

U (x,0) = 3esech? (k(x - x, —vt))

burada k=1/2\1/u, v=c

Bu ¢6zlim 3¢ biytikliigiine sahip ve k dalganin genisligini karsilik gelen solitary dalga ile

ilgilidir, baslangic X,’dadir ve saga dogru sekil degistirmeden sabit bir hiz ile yayilmaktadir.

Bu denklem, solitary dalgalarin her birinin ayn1 genislikte olmasiyla EW adin1 almaktadir.

Baslangig sart1 sdyledir,

U (x,0) = 3csech? (k(x - Xy)) (13)

Daha 6nceki ¢alisma [9] ile karsilagtirmak amaciyla, parametreler
c=01,4=1,%x,=10, =0,, =0 olarak secilmistir. [0,30] aralig1 esit boyda h=0.03

alinarak 400 elemana boliinmistiir ve zaman artimi ise At =0.05 kullanilmistir. T=80
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zamanina kadar olan zamanlar i¢in Tablo 1’de EW denklemi i¢in L, ve L hata normlari ve iig

degisken kaydedilmistir. Solitary dalganin baslangic kosulu ve grafik ¢éztimii Sekil 1°de

gosterilmistir.

Bu grafikten, saga hareket eden solitary dalga, ilk dalga ve t=80 zamaninda ki ¢6zlim ile
karsilastirildiginda orijinal formuna yakin hareket elde edilmistir. T=80 zamaninda diigiim
noktalarinda hatalarin dagilimi grafik olarak sekil 4.2°de 0,3 genligine sahip tek solitary dalga

icin gosterilmistir, Burada ¢dziim bolgesi iizerinde en biiyiik hata sol sinir tizerinde

yogunlasmistir. ve -4.8 x10° ve 2.1 x 10° arasinda salmim gergeklesmistir. C,,C,,C,
hareket sabitleri analitik olarak asagidaki sekilde hesaplanmstir.
C,=6c/k=12,C,=12c*/k+48kc’*u/5=0.288 , C, =144c*/5=0.0576

Bu galismada C,,C,,C, degerlerinin maksimum degisimi analitik degerlerinden yiizde
1.25x107°, 2.5x10° ,1.25x10™° daha azdir. Oysa Gardner’in ¢calismasinda bu degerler
yiizde 1.11x107 , 3.13x107°% , 2.23x10°°" geklindedir. Aym tabloda en kiigiik kareler

metodu kullanilarak tek solitary dalga ¢6ziimii zaman adimi At = 0.03 iken sunulmustur.

Referansin sonuglari ile kiyaslama yapilarak [9,10] Kiibik Kolokeysin metodu kullanildiginda

L, ve L, hata normlarinda iyilesme elde edilmistir.

Cizelge 4.1 Solitary dalga genligi 0.3, x, =10,h =0.03, At =0.05, 0<x <30

Zaman C, C, C, L, x10° L, x10°

0 1.19995 0.28800 0.05760 0.0 0.0

5 1.19999 0.28800 0.05760 0.021 0.033
10 1.20010 0.28804 0.05761 0.048 0.033
20 1.20015 0.28805 0.05761 0.064 0.046
40 1.20005 0.28800 0.05760 0.049 0.052
80 1.19998 0.28798 0.05769 0.056 0.053
80 () 1.20010 0.28802 0.05761 0.132 0.078
80 (ref.[9]) | 1.1910 0.2855 0.05582 3.849 2.646
80 (ref. [10] ) | 1.1964 0.2858 0.0569 7.444 4.373




Sekil 4.1 t=0 ve t=80 ‘de solitary dalga
profilleri
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Sekil 4.2 t=80’de hata= (analitik-niimerik)

Daha fazla karsilagtirma yapmak igin genligi 3.0 olan solitary dalganin hareketi modellenmistir

ve referans [6,9]’da verilen t=40 zamaninda 0 = X = 80. alanindaki sonuglarla karsilastiril-

migtir. Bakimz ¢izelge 4.2. Bu tabloda ti¢ korunmug C,,C,,C, sabitleri L,vel, hata

normlari gesitli konum-zaman kombinasyonlarinda kaydedilmistir. Sunulan metodun kullanimi

ile, Petrov-Galerkin semasindan Kuadratik B-splinelar ve en diisiik kareler semasindakinden

daha dogru sonuglar elde edildigi goriilmiistiir. Ancak h=0.2 ve At =0.1 segimi ile

L, normundaki Kiibik B-Spline Galerkin semasindan biraz daha biiyiik hata vermistir. Daha

kiigiik genlik istersek ve [6,9] calismasinin tablosundaki kiyaslamayi farkli bir zaman ve t=80

zamaninda konum adimlari ile yaparsak, sonuglar Cizelge 4.3te listelenmistir ve sunulan

semanin basarisi ¢esitli konum-zaman kombinasyonlari ile dogrulanmustir.
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Cizelge 4.2 Solitary dalga genligi 0.3, X, =15, 0<x <80, t =40 ‘ta simiilasyon sonuglari

Cesitli konum-zaman kombinasyonlari

h A, C, C, C, L, x10° L, x10°
0.2 0.2 12.00060 28.80230 57.60610 252.869 138.0913
0.1 0.2 12.00050 28.80165 57.60463 222.500 119.8813
0.2 0.1 12.00010 28.80053 57.60130 95.670 53.9152
0.1 0.1 12.00023 27.80085 57.60250 63.380 34.6775
0.06667 0.05 12.00021 28.80143 57.60430 16.136 9.0130
0.05 0.05 11.99997 28.79944 57.59833 17.189 9.3597
0.04 0.04 12.00137 28.80644 57.61935 6.65184 3.9033
0.2 [6] 0.1 11.9999 28.7998 57.5995 54.2
0.2[9] 0.1 12.0001 28.7895 57.6018 123.8

Cizelge 4.3 Solitary dalga genligi 0.3, X, =10, 0<x <30, t=80"de simiilasyon sonuglari

Cesitli konum-zaman kombinasyonlari

h A, C, C, C, L, x10° L, x10°
0.025 0.015 1.19994 0.28796 0.05759 0.06699 0.05310
0.03 0.03 1.2001 0.28802 0.05761 0.13175 0.07749
0.04 0.02 1.19991 0.28794 0.05758 0.10591 0.06746
0.05 0.03 1.19997 0.28796 0.05759 0.17186 0.09125
0.0.06 0.04 1.20001 0.28799 0.05760 0.21388 0.13128
0.1 0.06 1.20003 0.28800 0.05760 0.44739 0.28253
0.03 [10] 0.03 7.44

4.3.2. Dalga Olusumu

uzun yatay bir kanalda durgun suyun alanina derin bir su akintisi akarsa, bir delik olusur. Daha

once bu konuda yazan kisiyi takip ederek oncii deligin gelisimini incelemek igin, asagidaki

baslangi¢ kosulu yardimiyla
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U (x,0) = 0.5U, (1 tanh((x - x.)/d)) (14)

U(x,0), t=0.0 zamaninda denge ylizeyinin {istiinde su seviyesinin ylikselmesini ifade eder; d
durgun su ve daha derin su arasindaki egimi temsil eder ve U, biiyiikligii su seviyesindeki
degisikligin miktarini verir ve * = % ’de merkezlendirilmistir. [a,b] araliginda niimerik ¢dziimii

hesaplamak i¢in, sinir kosulunu U -0 , Xx—>oveU —->U, X — —wolarak kabul etmek
i¢in, U(a,t)=U,,U(b,t) =0 olarak kabul edilmistir. Ilk algoritma t=800 zamanina kadar

tasginmustir. 12 =0.16666667 ,X, ve d =5 iled = —20=x<b=50 aralig1 h=0.05 konum
adim1 ve zaman adimi At =0.05 olarak alinmustir; bunlar referans [9] un sonuglari ile
karsilagtirmak i¢in almmustir. Cizelge 4.4 C;,C,,C; degerlerini ve sunulan Kolokeysin metodu

i¢cin dncii dalga pozisyonunu ve genligini icermektedir. Oncii dalga genligi zaman t=800 i¢in
0.184 olarak olgtilmiistiir; buda Gardner’in test problemine uygundur. Sekil 3 hem baglangi¢ hem
de salinim profillerini t=0.0,200,400,600,800 zamanlarinda géstermektedir. Zaman t=400’de

sunulan semanin profili sekil 3’te referans [9]’un profiline uymaktadir. C,,C,,C, degerlerinin

varyasyonlari [9] formiiller ile calisilabilir;

96 _d tygx=tuzom,, %zijusdxiug:Ma,
dt  dt ) 2 dt  dt J 4
dC, d 7 2 2 3
=— |U+uU,))dx==-Us=M,,
= dti( (U, )= UG =M,

Formiillere gére, dnceden tahmin edilen teorik degerler
M, =5.03x10"°, M, =6.66667x10"* , M, =7.5x10"° olarak hesaplanmustir.
Degiskenlerdeki niimerik degisim oran1 Tablo 4 deki degerler kullanilarak
M, =5.00065x107°, M, =6.66669x10" , M, = 7.5005x10~° hesaplanr.
Bu degerler referans [9]°da verilmis, M, =5.03x10°, M, =6.72x10™* , M, =7.59x107°

degerlere oldukg¢a yakindir.
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Cizelge 4.4 Oncii dalga gelisimi d=5, U,=0.1 gelisimi

Zaman C, C, C, X U

0 2.002579 0.175378 0.016277

100 2.502395 0.242008 0.023772

200 3.002354 0.308289 0.030866 8.80 0.16047
300 3.502342 0.375315 0.038440 14.50 0.17504
400 4.002584 0.442003 0.046274 20.40 0.17923
500 4.502592 0.508658 0.053774 26.05 0.18137
600 5.002832 0.575343 0.061277 32.50 0.18262
700 5.502838 0.641999 0.068777 38.60 0.18341
800 6.003096 0.708689 0.076281 44,75 0.18397
800 [9] 6.027221 0.713333 0.07700 44.7 0.18376

Yukaridaki baslangi¢ kosulu (14) ile algoritma, d=2 dalga parametresi kullanilarak, ti¢ degiskeni

elde etmek ve salinim profillerinin perspektif goriiniimiinii elde etmek i¢in yeniden c¢alistirtlmistir;

sonuglar Tablo 5’te gosterilmistir.
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Sekil 4.3 d=5 ile gesitli zamanlarda baglangi¢ profilleri ve dalga profilleri
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Sekil 4.4 t=0,0, 200, 400, 600 ve 800 zamanlarinda daha dik bir ilk dalga ile 6ncii dalga gelisimini

gostermektedir, Oncii dalga daha erken belirmistir ve daha dik bir egim se¢ildiginde dalga sayisi en

az iki dalga daha fazla olacak sekilde artmistir. C,,C,,C, miktarlarinda artigin orani, d=2"nin

M, =5.00087x10"°, M, =6.66674x10™* , M, =7.5011x10"° secimi ile hesaplanmustir.

Cizelge 4.5 d=2, U,=0.1 Oncii dalga gelisimi

Zaman C, C, C, X U
0 2.002479 0.190258 0.018525
100 2.502497 0.257189 0.026025 3.7 0.15724
200 3.002508 0.323846 0.033525 9.40 0.17597
300 3.502391 0.390499 0.041025 15.30 0.18007
400 4.002724 0.457183 0.048528 21.35 0.18201
500 4.502702 0.523833 0.056027 27.45 0.18314
600 5.002946 0.590522 0.063530 33.55 0.18367
700 5.502954 0.657177 0.071030 39.70 0.18428
800 6.003194 0.723867 0.078534 45.85 0.18460
800 [9] 5.944366 0.712677 0.076876 45.7 0.18392
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Sekil 4.4 d=2 cesitli zamanlarda baslangi¢ profili ve dalga profilleri

O.1@ =1 400 . E E0n 1oo0a
Sekil 4.5 Oncii dalgalarin d=5 ve d=2 deki genlik gelisimi.

Hem yumusak hem de dik baslangi¢ profilleri i¢in 6ncii dalganin biiyiimesi t=1000 zamanina
kadar —20 < x <1000 alaninda sekil 4.5’te gosterilmistir; bundan sinirlayict bir deger
gozlemlenmistir. Daha 6nceki simiilasyonlardaki [9] ile ayn1 olan sinirlayan deger 0.184

kaydedilmistir.

4.3.3. Yar1 Sonsuz alanda dalga olusumu

yari-sonsuz bir alanda dalgalarin olusumu sinir kosulunun x=0 olarak kullanilmasi ile

modellendirilmistir.

t
U<  o<t<
U(x,0)=1 °7 4

U, . diger

Burada U(x,t) yiizeyin denge seviyesinin iistiinde ylikselmesini ifade etmektedir ve kisa bir zaman

dilimi i¢in 7 sabit kuvveti, U, ‘in olusturulmasi i¢in U t/7 sabit kuvveti uygulanmistir. Sag
ugtaki sinir kosulu U — 0, X — o0 olarak kullanilmistir. Hesaplamada,
#=1,h=0.2,At=0.05,U, = 2 parametreleri 0 <x <120 araligindan alinmistir. [11] ile

karsilastirma yapabilmek i¢in bu degerler secilmistir. Niimerik problem de t=400 zamanina kadar
calistirtlmistir ve olusturulmus solitary dalgalarin genlik degerleri tablo 6°da gesitli zamanlarda
kaydedilmistir. Ayni tabloda dalga pozisyonlari ve bu dalgalarin olustugu zaman verilmistir.

Oncii dalga yaklasik olarak t=19 zamaninda belirmeye baglamisken, [11]’de &ncii dalganin
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oluslugu zamani t=27’de belirtmistir. Dalga olusumunun erken doneminde [11]’de kaydedilmis
olan dalgalardan daha yiiksek genlige sahip dalgalar kaydedilmistir. Ornegin t=0 zamaninda, éncii
dalganin maksimum dalga yiiksekligi 1.384 iken, [11] deki Tablo 2°de bu 1.11°dir. Buna ragmen,
t=200 zamaninda, ayn1 sayida solitary dalga olusturuldu ve sunulan metotta solitary dalgalarin
biiyiikliikleri [11]’dekinden gogunlukla 3. basamakta; biraz daha biiyiik oldu. T=400 zamaninda
grafik ¢oziimii gostermektedir ki, sekil 4.7°de goriildiigii gibi yirmi dokuz dalga yayilmistir. Sekil
4.6’da, olusturulmus dalgalarin genliginin zamana gore gelisimi t=200 zamaninda
grafiklendirilmistir. Bu sekilden, olusturulma zamanindan sonra dalga genliklerinin yiiksekliginin
1.5 ayiikseldigini ve istikrarli bir sekilde biiylimeye devam ettigini gézlemlemekteyiz. Yeni
dalgalar, ilk dort dalganin olusma zamanindan sonra, 13.25 ‘lik zaman periyotlarinda

olusturulmaktadirlar.

Cizelge 4.6 Dalga genlikleri U, =1,h=0.2, At=0.05 , 0<x<120

Zaman 1 2 3 4 5 6 7
30| 1.384

40 | 1.512 | 1.362

50 | 1.593 | 1.500 1.265

60 | 1.652 | 1.548 1.487 | 1.121

70| 1.695 | 1.592 1.525 | 1.452 | 1.011

80| 1.721 | 1.630 1.553 | 1.520 | 1.381

100 | 1.764 | 1.691 1.616 | 1.552 | 1.529 1.489 1.122

120 | 1.790 | 1.726 1.663 | 1.603 | 1.550 1.531 1.514

140 | 1.806 | 1.751 1.698 | 1.646 | 1.593 1.551 1.531

200 | 1.832 | 1.793 1.765 | 1.724 | 1.687 1.652 1.617

200 [11] 181 | 177 1.74| 170| 1.67 1.63 1.59
400 | 1.852 | 1.838 1.821 | 1.803 | 1.787 1.770 1.754
Dalga poz. | 104.32 | 93.6 842 | 752 | 66.8 69.0 51.4

Olugma zamani 19.25 30.8 43.25 | 56.049 69.2 82.45 95.70

Olusma t. [11] 27.00 38.30 50.75 63.55 76.5 89.65 | 102.90
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Zaman 8 9 10 11 12 13 14
120 1.375

140 1.522 1.482 1.128

200 1.581 1.553 1.536 1.52 1.517 1.506 1.381
200 [11] 1.54 1.51 1.51 1.51 1.51 1.48 1.12
400 1.736 1.721 1.703 1.684 1.669 1.653 1.637
Dalga poz. 44.2 37.2 30.4 23.8 17.0 10.6 4.2
Olusma zamani 108.952 | 122.253 | 135.504 | 148.754 | 162.005 | 175.256 | 188.507
Olusma t. [11] 116.15 | 129.40 | 142.70 | 155.95 | 169.20 | 182.50 | 195.75
4.3.4 Sonug

Kiibik B-spline Kolokeysin metodu EW denklemi igin niimerik ¢oziimler elde etmek iizere
diizenlenmistir. Hesaplamalarin karsilastirilmasi, sunulan metodun, [10,11] semalarindakinden
daha iyi sonuglar iiretebilecegini gostermistir, Ancak bu sonu¢ Galerkin sonlu eleman metodu
karsisinda daha bagarili olamamustir. Tek solitary dalga ¢6ziimiiniin simiilasyonu ¢aligma siiresince

giivenilir oldugu seklen de gosterilmistir.

l||

W\l ‘II Il VJ UI”W “ [ \ \

Sekil 4.6 Dalgalarin genliginin zamansal Sekil 4.7 t=400 zamaninda ¢6ziim profili
gelisimi

Bu sonuglar mevcut ¢alismanin dogrulugunu gostermistir. Sonuglar, sunulan metodun; sonlu
eleman metodu gibi diger pek ¢ok niimerik semadan daha kolay uygulanabilir oldugunu, fourier

spektral metodunun bu tiirdeki dogrusal olmayan problemlerde basari ile uygulanabilecegini

gostermistir.
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5. EW DENKLEMININ KUBIK SPLINE KOLOKEYSIN METODUYLA COZUMU

5.1.EW Denkleminin Kiibik Spline Kolokeysin Metoduyla Coziimii

EW denkleminin niimerik ¢oztiimleri igin kiibik spline Kolokeysin metodu
tanimlanmistir. Metodu dogrulamak i¢in solitary dalgalarin gocii ve hareketinin olusumu

incelenmistir. Benzer algoritma ile sonuglar karsilastirilmastir.

seklindeki EW denklemin ele alalim .

Burada, t ve x alt simgeleri tiirevi ifade eder ve # pozitif bir parametredir ve Morrison
ve ¢aligma arkadaslari tarafindan lineer olmayan yayilan dalgalarin [6] tanimlanmasi igin
model denklem olarak tanitilmistir. Bu denklem lineer olmayan yayilan dalgalar i¢in, daha iyi
bilinen RLW ve KdV denklemine bir alternatiftir. Bu denklemlerde solitary dalgalar vardir. Bu
dalgalar lineer olmayan ortamda dalga formlarini ve hizlarini etkilesimden sonra bile koruyarak
¢ogalmaktadirlar. Cok az analitik ¢6ziim bilinmektedir. Bu nedenle niimerik metotlar EW
denkleminin arastirilmasi i¢in faydali bir aragtir. Denklemin niimerik ¢alismalari sunulmustur:
kiibik b-splinelar1 kullanan Galerkin metodu bir deneme olmustur ve text fonksiyonlar1t EW
denklemini ¢6zmek tizere Gardner ve ¢alisma arkadaslari tarafindan diizenlenmistir [23,24].
Kuadratik b-spline lar ile beraber Petrov- Galerkin metodu [26,27] ¢aligsmalarinda verilmistir.
Zaki, kareler metodunu kullanarak EW denklemlerine niimerik ¢oziim elde etmistir [11].
Denklemin spektral ¢oziimii [20] tarafindan sunulmustur. B-splinelar ile birlestirilmis
Kolokeysin metoduna dayanan bir ¢6ziim Dag ve ¢alisma arkadaslarinca arastirtlmstir [15].
Biz, EW denkleminin ¢6zlimiinii elde etmek icin kiibik spline es dizim teknigini kullandik. Bu
teknik kismi tiirev denklemlerinin [4,25,22] niimerik ¢6ziimii i¢in gelistirilmistir. Bu prosediir
EW denklemlerinin niimerik ¢ézliimiinii alabilmek i¢in yeniden formiile edilmistir. Metodun
uygulanmasi liggen matris sistemi sonucunu vermistir. Sistemi ¢6zmek i¢cin Thomas algoritmasi

kullanilmastir.

5.2. Metodun Uygulanmasi
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X; *de bir ayrilma olsun ve  h =X, —X_; >0 olsun. Fonksiyon U, birinci tiirevi U" ve ikinci
tirevi U" [a,b] araliginda sirastyla X; diigiim noktasinda asagidaki ile tammlanmis olsun:
U (Xi) :Ui , U ’(Xi) =Ui’ ) U”(Xi) =Ui”

Kiibik spline bir fonksiyondur S, (U, X) =S (X), bu fonksiyon [a,b] iistiindeki birinci ve ikinci
tiirevi ile beraber siireklidir ve asagidakini karsilar

Sp0§)=Yj , SpO)=m; . Sp0)=M; )
Kiibik spline fonksiyonunun formiilii sdyledir:

3 3
S (0= (X =X) Mi—l;(x_xi—l) M; N
(Xi - x)U s (x— Xi—l)Ui B
h

%((Xi —X)IM;_; +(X=X_1)M;)

@)

Burada integral sabiti fonksiyonun siirekliligi geregince ve ilk tiirev degerleri
Diigiim noktalarinda degerlendirilmistir. Asagidaki kiibik spline iligkileri [1] EW denkleminin

niimerik prosediirii i¢in kullanilacaktir:

6
4 _3u..-u 5
Mg +4m; +m g =+ Uiy ~Uiy) ®)
_h M. +M 6
Mg =M =5 (M + M) ©)
h h U -uU
m :§Mi+EMi—1+ITH veya (7
h h Ui+ _Ui
mlngi_'—gMi-i—l_'_—lh (8)
2m. . 4m.  U. -U.
4m.  2m. u.,-U
M, =— hl r:*“1+6 '*1h2 ' (10)

Bu iligkilerle alakali detaylar [19] tarafindan yazilmis olan kitapta bulunabilir. EW denklemi ,
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Ut —/.[UXXt Z—UUX (11)
dir . U, i¢in yaklasik bir ¢6ziim,
(Ut)i _/U(Mt) i=-Um,
coziimii seklinde diisiinerek yapilandirilabilir.

Zaman tiirev terimleri (Uy ), ve (M t ); siradan sonlu fark prosediiriinde saklanmistir ve

dogrusal olmayan terim U;m;, bitisik zaman seviyeleri n ve n+1 arasina yerlestirilmistir:

UM U = M =MD = (- DA m)" - gaump)™ - (@2)

Denklemde [12] ¢ =0 ise; sema kesindir, ¢ =1 ortiik semay verir ve Crank-Nicholson semast

¢=1/2 ile elde edilmistir.

Denklem (12)’deki dogrusal olmayan terim asagidaki terimin Rubin ve Graves’de [4] oldugu
gibi, kullanilmasrtyla dogrusallastirilabilir

Um)™=u"'m" +U'm™ U 'm’ (13)
Boylece, EW denklemi igin fark denklemini elde ederiz
UM @ gatmy =ul + M - - patuMm o y
min —Uin_lmin_l)—¢At(Uinmin+1—Uinmin) -
(14) denkleminin yeniden diizenlenmesi ile, asagidaki formiille yazilir
oM =k +omM s M (15)

Burada

Ul — M - - pyatUPmM L oMt —u Mty L gaumd

! 1+ gAtm;

NOH
'L+ gatm!

Y
' 1+ gatm

(15) denklemi, U, ,m, ve M, igin iligkilerin kullanilmasi (4-109 vasitasiyla, li¢ ayr1 iiggen

denkleme indirilebilir. (7-8) formiiliinii kullanarak, (15) denklemi, U;_,,U; ve U, , arasinda

skala denklem setlerine doniistiiriilebilir.
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n+1 n+1 n-+1

Burada

2
A =725; 4S;S;,1 +12h“G; ,G;S; ; —36hG; ,S;S;,{ +3h
2

2

3
Gi_1GiGj 1

S. .G;G:

4
Gi_15iGj,q +h 'GiG; 1 —24hS; 4G;S; 1 —6h"S; 1GiG; 4

I-17171+1 =1+l i—17171+1

3 2 3
+24hS; (S;G; ; +4h°G;S, | —12h“S;S; | —4h°S,G. 4

—-12h

2 2
ip1+24h°G;_415iGj 1 +6h°Gi 41G;S; g

3 3

2 2

_ 4
Bj =60hG; 5;S; 4 +4h'G, |G

-1

PTRS 3 4 3

2

Gj_4Gj —3n"G;_1Gj 1

2
G_15iGj 1 —24h $;4GjS; g —120"S;_1GiGy,q —725; 4SS 4

2 2

—-12h

3 3 2 3
Si—1FiGiq + 407K _4GjS; g —48n"S;_1FS; 1 +4h7G;_4SiF 4
h4

3 4 2
+14h7G;_1FS; 4 + 407Gy 1 RG; —12h7F, 4§;S; 1 "R _41GiGi 4

z 4h

D; =-14h

S. .S:F. ,—4h%S. G.F 4

4
+h'G;_4GiF i_15iFia i_1GiFii1

i—1GiFjq —12h

Fi_1SiGi1

diigiim noktalarindaki yaklasik degerler U i » denklem sisteminin (16) kullanilmast ile
hesaplanabilir . ilk tiirev m; ve ikinci tiirev M; igin hesaplama sirasiyla (4-5) sistemlerinin
calistirimast ile elde edilebilir. U (X,,t) =¢; , U(Xy,t) =@, Ug siirlarindaki sartlar
sisteme (16) uygulanmustir. Sistem (16) U;,m; ve M; *nin, daha dnceki iki zaman adimindan

hesaplanmasini gerektirdiginden, ilk zaman adimindaki ¢6ziim, sistemde ¢ =1 ’nin yerinin
almmasi ile hesaplanir. Bunun anlami, formiil i¢in, daha d6nceki zaman adimindan sadece

U;,m; ve M; ’nin gerekli olmasidir. Sonraki zaman adimlari igin, 0 ve 1 arasinda ¢ ’nin

herhangi bir degeri kullanilabilir. Hesaplamamizda 6rtiik semanin tamamini kullandik. Bu hata

asagidaki gibi hesaplanmustir.
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ku? E(Utt)in U] Uy +¢5(Ux)in(ut)in}+ hu? E(Uxxt)in +%(Ux)in
Uy )1’;‘ +%(U)P(Uxxx)in}+kh2/u2 EMUt)in(Uxxx)in +PUXN Uy )+ (A7)

%¢(U w00 Ui —%¢(Ux)i”(ut)i” —%¢(UX)P((UX)P)2} N

Yukaridakinde daha yiiksek sira terimleri dikkate alinmamistir. Bu nedenle (17) denklemi
kesinlik hatasini ¢ €[0,1] i¢in O(k +h* +kh?®) olarak verir. U degiskeni UU_ lineer

olmayan terimde (1) denklemde Von Neuman kararlilik analizini uygulayarak, fark semasi

(16)'nin ¢ €[1/2,1] igin kosulsuz olarak kararli oldugu bulunabilir.

5.3. Test Problemleri

EW denkleminin niimerik ¢ézlimiinii iki standart problem i¢in elde etmekteyiz. Diigiim

noktalarinda, belirlenen zaman adimlarindan sonra L, ve L, hata normlarinin sirasiyla

hesaplanmasi ile Analitik ve niimerik metotlarin arasinda ki farkin hesaplanmasiyla dogruluk

Olglilmiistiir.
H(U tam)n —y" zz h%‘(u ;am)n _UT 2 1
[(CASREVA w:m?x\(ujam)" ~u’

EW denklemi icin, sadece ii¢ tane ¢ok terimli degisken [4] vardir. Giivenilir bir ¢6ziim elde

etmek i¢in korunum kanunlarinin soyutlanmasi
b N |
b 2 2 N - n2 n 2
C, = g(U +uUy)")dx = hmi_l[(Um) +#(Ux)m)7],
b N
Cy=Ustx=h 3y UM,
a m=1

Zaman i¢inde degismez olarak kalmalidir. Solitary dalga ¢6ziimiinde bu degiskenler sayisal

algoritmanin korunumunu kontrol etmek i¢in arastirilmistir.
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5.3.1. Solitary Dalgalarin Hareketi

(1) denkleminin solitary dalga ¢6ziimiine bakalim

U(x,t):3csech2(k[x—x0—Vt]) , k= ,V=C¢C

Lt
Nau
Bu denklem 3c biiyiikliigiinde ilk olarak X, ’da merkezlendirilmis ve sabit hizda v.

saga dogru hareket eden tek bir solitary dalgayi temsil etmektedir.

{1k durumu
U (x,0) = 3csech? (k(x— X))
c=0.1,4=1,vex, =10 sabitleri ve sinir durumu
U(a,t)=0,U(b,t)=0

Daha 6nceki parametre ¢alismalarina [10,11,12,13] denk diismesi i¢in kullanilmigtir. Tek bir

solitary dalganin simiilasyonu olan ilk problem esit uzunluk h=0,03’{in 1000 eleman1 ve zaman
adimi t=0,05 kullanilarak incelenmistir. L, ve L hata normlari ve degiskenler segilen
zamanlarda t=80’e kadar gosterilmistir. Tablo 5.1 ‘den goriildiigii gibi, solitary dalganin saga

dogru neredeyse formunu hi¢ degistirmeden hareket edebilecegi kadar, L, ve L hatasi kiigiik

bulunmugtur. C,,C,,C, *teki miktarlar, bilgisayardaki ¢caligma siiresince sabit kalmustir. T=80

zamaninda solitary dalga ¢6ziimii , t=0 zamaninda ilk ¢6ziim ile karsilagtirilmasi i¢in sekil ‘de
gorsellestirilmistir, burada, ¢6ziim profilinin formiiliinii korumaktadir. T=80 zamaninda hatanin
dagilimi, genligi 0.3 olan solitary dalgalar i¢in sekil 5.2°de tarif edilmistir. Maksimum hata

alanin sag ucuna yakin kisimda olusmustur.

Sekil 5.1 t=0,80 zamaninda solitary dalga profili



Sekil 5.2 t=80 zamaninda hata dagilimi
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Cizelge 5.1 genligi 0.3 olan solitary dalga, X, =10.0,h =0.03,At=0.05, 0<x<30

5.3.2.

Zaman C, C, C, L, x10° L, x10°
0 1.199953 | 0.288002 0.057601 0.0 0.0

5 1.199996 | 0.288000 0.057600 0.017 0.033
10 1.200022 | 0.288000 0.057600 0.027 0.033
20 1.200047 | 0.288000 0.057600 0.038 0.046
40 1.200060 | 0.288000 0.057600 0.047 0.052
80 1.200047 | 0.288000 0.057600 0.062 0.053
80 (ref. [13]) | 1.19998 | 0.28798 0.057590 0.056 0.053
80 (ref. [10]) | 1.1910 0.2855 0.05582 3.849 2.646
80 (ref. [11]) | 1.1964 0.2858 0.0569 7.444 4373

Dalga Hareketi

U (x,0) = 0.5U, (1 tanh((x — x.)/d))

(18)

Ve sinir durumu U (a,t) =U,,U(b,t)=0 x=0.16666667 , d =5,U, =0.1 parametreleri

kullanilarak daha dnceki ¢aligmalar [10,13] ile karsilagtirma yapilmisgtir.
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—20< x<50 araligi konum adim1 h=0,05 ve At =0.05 ile kullanilmigtir. Dik hareket

simiilasyonu t=800 zamanina kadar ¢alistirilmigtir. Problem i¢in 6ncii hareket muhafaza edilen
miktarlart C;,C,,C, pozisyonu ve genligi ¢esitli zaman adimlarinda kayit edilmistir. Sekil 5.3

t=20,400,600 ve 800 zamanlarinda titresim profillerini ilk profilleri ile beraber gosterir.
Simiilasyon devam ettikge, titresimler artan oran ve biiylime ile gelismeye baglamustir.
Hareketlerin sekilleri referanslardaki (sekil 5.3, [10,13]) diger zamanlar ile tutarlilik gosterir.
T=800, zamaninda oncii hareket genligi 0.184 olarak 6l¢iilmiistiir, buda semalarin [10,13] deki

ile ayn1 oldugunu gosterir

me:ﬂnl ‘| tims e =400 |
B e Y
W\
| | |
Al | |
]|J|_| IIHI‘HI H

Sekil 5.3 d=5 ile gesitli zamanlardaki ilk profilleri ve titresim profilleri



Cizelge 5.2 d=5, U,=0.1 6ncii dalga gelisimi

Zaman C, C, C, X U

0 2.0025865 | 0.1753783 | 0.0162776

100 2.5024173 | 0.2420110 | 0.0237725

200 3.0023837 | 0.3086654 | 0.0312715 | 8.80 0.16047
300 3.5023771 | 0.3753209 | 0.0387714 | 14.50 0.17504
400 4.0023758 | 0.4419769 | 0.0462715 | 20.40 0.17926
500 45023755 | 0.5086331 | 0.0537716 | 26.50 0.18135
600 5.0023755 | 0.5752893 | 0.0612716 | 32.50 0.18264
700 5.5023755 | 0.6419455 | 0.0687717 | 38.60 0.18344
800 5.5023755 | 0.7086017 | 0.0762718 | 44.75 0.18390
800 (ref. [13]) | 6.0023740 | 0.708689 0.076281 44,75 0.18397
800 (ref. [10]) | 6.003096 | 0.713333 0.07700 44.7 0.18376

C,.C,.C,

caligilabilir

dc, d
dt  dt .
W lv
dC, d
E—d—i

ac,
dt

=5x107,

1

— UdX—EU2 =5.03x10"°

C,,C,,C; degiskenlerinin degisimi [10] formiilii ile ¢alisilabilir.

2+ U?)dx = —U3 =6.66667x10*
3

:—U4—75 10°

dC
dt

2 =6.66654x107"

oc,

ki bunlar neredeyse degiskenlerin teorik varyasyonlari ile aynidir.

’teki zamana gore degisim oranlar1 tablo 2’den t=800 zamani ile asagidaki gibi

3 =75x10"°
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5.3.3. Sonu¢

Kiibik spline prosediiriiniin giivenilir sekilde, solitary dalgalarin genligi, pozisyonunu
temsil edebilecegini ve titresimlerin algoritmanin c¢alistirilmasi sirasinda tutarli kaldigini
gostermis olduk. Solitary dalgalarin ii¢c degiskeni sabit kalmaktadir ve Oncii titresim gelisimi
icin degiskenlerin zamandaki degisimi teorik varyasyonlar ile aynidir, boylece ¢oziim
algoritmasinin 6l¢iilii oldugu diistiniilebilir. Béylece bu teknik, kismi tiirev denklemlerinin

niimerik ¢dzlimlerinin glivenilir oldugunu gosterir.
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6. SONUCLAR

Bu ¢alismada, EW denkleminin Kuadratik B-spline Galerkin, Kiibik B-spline
Kolokeysin ve Kiibik Spline Kolokeysin sonlu elamanlar metoduyla ¢6ziimleri ve Kiigiik
kareler metoduyla ¢6ziimleri incelenmistir. Denklemin B-spline Kolokeysin ve Galerkin
metotlariyla ¢oziimleri bir araya getirilmistir. Niimerik ¢éziimlerin etkinligini gostermek i¢in
cesitli test problemleri calisilmustir. Ikinci béliimde uygulanan Kuadratik B-spline Galerkin
metodunun sonuglart incelendiginde C,,C,,C,; korunum sabitlerinin korundugu ve analitik
¢Oziim ile niimerik sonuglarin uyumlu oldugu goriilmiistiir. EW denkleminin niimerik ¢éziimii

icin uygulanan yontemler ile Galerkin yontemi kiyaslandiginda metodun etkinligi goriilmiistiir.

Calismanin ikinci boliimiinde uygulanan test problemlerinden solitary dalga hareketi

i¢in genlik 0.3 X, =10,h=0.03,At =0.05 0<x<30 verileri kullanildiginda C,,C,,C,
sabitleri korunmakta ve L,, L, hata normlar1 10° hassasiyetinde elde edilmektedir.
Benzer veriler kullanilarak en kiigiik kareler yontemi uygulandiginda L,, L hata
normlar1 yine istenilen hassasiyetlerde elde edilmistir. Fakat Galerkin yontemi , en
kiigiik kareler yontemine gore daha iyi sonuglar vermektedir. Dordiincii boliimde
birinci test probleminde yine daha 6nceki veriler kullanilarak kiibik B-spline

Kolokeysin yontemi uygulanmis farkli zaman degerleri i¢in L,, L hata normlari ile

C,,C,,C, korunum sabitleri hesaplanmistir.

Elde edilen sonuglar en kiiciik kareler yonteminden iyi fakat kuadratik Galerkin
yonteminden kotiidiir. Ayni durum Kiibik spline Kolokeysin yontemi i¢in de gecerlidir.
Bu durum diger test problemlerinden de goriilebilir. Buradan da anliyoruz ki Kuadratik
Galerkin B-spline Galerkin yontemi tez oyunca uygulanan yontemler arasinda en iyi

sonug veren yontemdir.
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