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2-KATEGORİLER 

Sabri ONARAN 

Matematik, Yüksek Lisans Tezi, 2009 

Tez Danışmanı: Doç. Dr. Erdal ULUALAN 

ÖZET 

Bu tez 6 bölümden oluşmaktadır. 1. bölümde tezde kullanılacak olan temel kavramlar 

verilmiştir. Diğer bölümlerde 3-tip cebirsel modellerin kategoriksel olarak kendi aralarındaki 

ilişkileri incelenmiştir. Sonuç olarak braided regüler çaprazlanmış modüller kategorisi ile 

çaprazlanmış kareler kategorisi arasındaki ilişki inşa edilmiştir.  

Bilindiği gibi 1-kategoriler cebirsel model olarak 2-tip topolojik yapılara karşılık 

gelirler. Bunlar arasında çaprazlanmış modüller, cat1-gruplar, 2-gruplar gibi yapılar vardır. Bu 

tezde 3-tip cebirsel modeller incelendiği için tezin adı 2-kategoriler olarak verilmiştir. Bu 3-tip 

cebirsel modeller arasında braided regüler çaprazlanmış modüller, 2-çaprazlanmış modüller, 

kuadratik modüller, cat2-gruplar gibi yapılar var olduğundan tezde bu yapıların aralarındaki 

ilişki incelenmiştir. 

Anahtar Kelimeler: 2-Çaprazlanmış Modüller, 3-Tip Cebirsel Modeller, Braided Çaprazlanmış 

Modül, Braided Regüler Çaprazlanmış Modüller, Cat2-Gruplar, Çaprazlanmış Modüller, 

Kuadratik Modüller,  

 

  



v 
 

2-CATEGORİES 

Sabri ONARAN 

Mathematics, MSc. Thesis, 2009 

Thesis Advicer: Assoc. Prof. Dr. Erdal ULUALAN 

SUMMARY 

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, we give basic informations for 

thesis. In other chapters, we investigate as categorical the connections between 3-tpes of 

algebraic models. As a result we give a close relation between braided regular crossed modules 

and crossed squares. 

As known, 1-categories are corresponding 2-types as algebraic models. In these 

concepts, such as crossed modules, cat1-groups, 2-groups structres are exist. In this thesis, since 

3-types are investigated, the name of thesis is given as 2-categories. In these concepts such as 

braided regular crossed modules, quadratic modules, 2-crossed modules and cat2-groups are 

exist. 

Keywords: Braided Crossed Module, Braided Regular Crossed Module, Cat2-Groups, Crossed 

Modules, 2-Crossed Modules, Quadratic Modules, 3-Type Algebraic Models. 
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1. ÖN BİLGİLER 

Bu bölümde tezde kullanılacak olan bazı temel kavramlardan ayrıntılı bir şekilde 

bahsedeceğiz. 

Bir simplisel grup G, ݊  0 için ܩ gruplarının bir ailesi ve  

݀
: ܩ ื ,ିଵܩ ݏ

: ܩ ื ାଵ  0ܩ  ݅, ݆  ݊  

olmak üzere simplisel özdeşliklerini sağlayan ൫ܩ, ݀, ൯ݏ  üçlüsüdür. Genel anlamda bir 

simplisel grup  ∆ሾ݊ሿ  kategorisinden gruplar kategorisine tanımlı bir funktordur. 

ሿ:   ሾ݊ሿሾ∆ ൌ ሼ0 ൏ 1 ൏ 2 ൏ ڮ ൏ ݊ሽ olmak üzere sıralı kümesini göz önüne alalım. 

݊ ൏ ݉  olmak üzere ݂: ሾ݊ሿ ื ሾ݉ሿ  morfizmini sıra koruyan yani ݅  ݆  için ݂ሺ݅ሻ  ݂ሺ݆ሻ  olan 

monoton bir fonksiyon olsun. Böyle fonksiyonlara operatör diyelim. Şimdi iki özel operatörden 

bahsedeceğiz. Birincisi; 

ߜ
: ሾ݊ െ 1ሿ ื ሾ݊ሿ  0  ݅  ݊  olmak üzere; 

ߜ
ሺݔሻ ൌ ቄ

;ݔ ݔ            ൏ ݅
ݔ  1; ݔ     ݅  

ile tanımlı olsun. Diğeri ise; 

ߪ
: ሾ݊  1ሿ ื ሾ݊ሿ   0  ݆  ݊ için   

ߪ
ሺݔሻ ൌ ൜

;ݔ ݔ             ݆
ݔ െ 1; ݔ     ݆ 

ile tanımlı olsun. 

Örneğin ߜ
ଶ: ሾ1ሿ ื ሾ2ሿ, 0  ݅  2  olmak üzere; 

ߜ
ଶ: ሾ1ሿ ื ሾ2ሿ                   ߜଵ

ଶ: ሾ1ሿ ื ሾ2ሿ                       ߜଶ
ଶ: ሾ1ሿ ื ሾ2ሿ 

    
0 ื 0
1 1

2
                      

0 ื 0
1 1

2
                           

0 ื 0
1 ื 1

2
  

oluşturulur. Görüldüğü gibi burada 0, 1, 2  sırasıyla açıkta kalmıştır. Yine  ߪ
: ሾ݊  1ሿ ื ሾ݊ሿ 

olmak üzere; 0  ݆  ݊ için   

ߪ
ሺݔሻ ൌ ൜

;ݔ ݔ             ݆
ݔ െ 1; ݔ     ݆ 
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örten dönüşümü için;  ߪ
ଶ: ሾ3ሿ ื ሾ2ሿ operatörünü inceleyelim: 

ߪ     
ሺଶሻ: ሾ1ሿ ื ሾ2ሿ                   ߪଵ

ሺଶሻ: ሾ1ሿ ื ሾ2ሿ                       ߪଶ
ሺଶሻ: ሾ1ሿ ื ሾ2ሿ 

               

0 ื 0
1 1
2 2
3

                      

0 ื 0
1 1
2 2
3

                             

0 ื 0
1 ื 1
2 2
3

    

olur. Burada da görüldüğü gibi sırasıyla 0, 1, 2 ye iki farklı eleman karşılık gelmektedir. Her bir 

݂: ሾ݊ሿ ื ሾ݉ሿ operatörü ߜ  ve ߪ  lerin çeşitli bileşkelerinden oluşur. 

Herhangi iki ሾ݊ሿ  ve ሾ݉ሿ  sıralı kümeleri için; ݂: ሾ݊ሿ ื ሾ݉ሿ  operatörünü göz önüne 

alalım. ሾ݉ሿ  de açıkta kalan öğeler ݅ଵ, ݅ଶ, … , ݅  olsun. Bunların büyükten küçüğe sıralanışı  

݅  ݅ିଵ  ڮ  ݅ଵ  olsun. Yine ݂  operatörü altında ݆ א ሾ݊ሿ  olmak üzere ݂ሺ݆ሻ ൌ ݂ሺ݆  1ሻ 

özelliğine sahip öğeler ݆ଵ, ݆ଶ, … , ݆ olsun. Bunların da küçükten büyüğe doğru sıralanışı 

݆ଵ  ݆ଶ  ڮ  ݆  ݊ െ 1 olmak üzere; 

݂ ൌ ߜ
ל షభߜ

ל … ל భߜ
ל భߪ

ל మߪ
ל … ל ߪ

  

şeklinde adi anlamda bileşke olarak tanımlanabilir. 

Örnek 1.1. ݂: ሾ3ሿ ื ሾ2ሿ ; ݂ሺ0ሻ ൌ 0, ݂ሺ1ሻ ൌ 0, ݂ሺ2ሻ ൌ 1, ݂ሺ3ሻ ൌ 2   şeklinde bir 

örten f dönüşümünü göz önüne alalım.  

݆ଵ ൌ 0 olup; 

݂: ሾ3ሿ ื ሾ2ሿ ൌ ߪ
ଶ: ሾ3ሿ ื ሾ2ሿ  olur. Çünkü  

ߪ
ଶሺ0ሻ ൌ 0, ߪ

ଶሺ1ሻ ൌ 0, ߪ
ଶሺ2ሻ ൌ 1, ߪ

ଶሺ3ሻ ൌ 2 olur. 

Örnek 1.2. ݂: ሾ3ሿ ื ሾ1ሿ ; ݂ሺ0ሻ ൌ 0, ݂ሺ1ሻ ൌ 0, ݂ሺ2ሻ ൌ 1, ݂ሺ3ሻ ൌ 1  olarak 

tanımlayalım. O halde  ݆ଵ ൌ 0, ݆ଶ ൌ 2  olup; 

݂ ൌ ߪ ל  .ଵ olurߪ

݂: ሾ3ሿ
   ఙమ

మ  
ሱۛ ሮ ሾ2ሿ

  ఙబ    
భ

ሱۛ ሮ ሾ1ሿ  

şeklinde olur. Çünkü  

݂ሺ0ሻ ൌ ߪ ל ଶሺ0ሻߪ ൌ ሺ0ሻߪ ൌ 0   

݂ሺ1ሻ ൌ ߪ ל ଶሺ1ሻߪ ൌ ሺ1ሻߪ ൌ 0  
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݂ሺ2ሻ ൌ ߪ ל ଶሺ2ሻߪ ൌ ሺ2ሻߪ ൌ 1  

݂ሺ3ሻ ൌ ߪ ל ଶሺ3ሻߪ ൌ ሺ2ሻߪ ൌ 1  

olur. 

Örnek 1.3. ݂: ሾ3ሿ ื ሾ1ሿ ; ݂ሺ0ሻ ൌ 0, ݂ሺ1ሻ ൌ 0, ݂ሺ2ሻ ൌ 1, ݂ሺ3ሻ ൌ 1  olsun. ሾ3ሿ  de 

açıkta kalan öğeler; 2 ve 3’tür. 3  2 şeklinde yazılıp ݆ଵ ൌ 0, ݆ଶ ൌ 2  olup; 0 ൏ 2 olur. O halde 

݂ ൌ ଷߜ ל ଶߜ ל ߪ ל  .ଶ  dirߪ

ሾ3ሿ
   ఙమ

మ  
ሱۛ ሮ ሾ2ሿ

  ఙబ    
భ

ሱۛ ሮ ሾ1ሿ
   ఋమ

మ  
ሱۛ ሮۛ ሾ2ሿ

   ఋయ
య   

ሱۛ ۛۛ ሮ ሾ3ሿ olur. 

݂ሺ0ሻ ൌ ଷߜ ל ଶߜ ל ߪ ל ଶሺ0ሻߪ ൌ ଷߜ ל ଶߜ ל ሺ0ሻߪ ൌ ଷߜ ל ଶሺ0ሻߜ ൌ ଷሺ0ሻߜ ൌ 0  

݂ሺ1ሻ ൌ ଷߜ ל ଶߜ ל ߪ ל ଶሺ1ሻߪ ൌ ଷߜ ל ଶߜ ל ሺ1ሻߪ ൌ ଷߜ ל ଶሺ0ሻߜ ൌ 0   

݂ሺ2ሻ ൌ ଷߜ ל ଶߜ ל ߪ ל ଶሺ2ሻߪ ൌ ଷߜ ל ଶߜ ל ሺ2ሻߪ ൌ ଷߜ ל ଶሺ1ሻߜ ൌ ଷሺ1ሻߜ ൌ 1   

݂ሺ3ሻ ൌ ଷߜ ל ଶߜ ל ߪ ל ଶሺ3ሻߪ ൌ ଷߜ ל ଶߜ ל ሺ2ሻߪ ൌ ଷߜ ל ଶሺ1ሻߜ ൌ 1   

olur. 

Örnek 1.4. ݂: ሾ3ሿ ื ሾ1ሿ ; ݂ሺ0ሻ ൌ 0, ݂ሺ1ሻ ൌ 1, ݂ሺ2ሻ ൌ 1  olsun. ݂  yi ߜ  ve ߪ  lerin 

kompozisyonu şeklinde yazalım. Varış kümesinde açıkta kalan tek eleman 2’dir.                         

݂ሺ݆ሻ ൌ ݂ሺ݆  1ሻ özelliğine sahip tek  ݆ ൌ 1 olur. O halde ݂ ൌ ଶߜ ל  ;ଵ olur. Yaniߪ

݂: ሾ2ሿ
  ఙబ    

భ

ሱۛ ሮ ሾ1ሿ
   ఋమ

మ  
ሱۛ ሮۛ ሾ2ሿ  

olur. 

݂ሺ0ሻ ൌ ଶߜ ל ଵሺ0ሻߪ ൌ ଶሺ0ሻߜ ൌ 0  

݂ሺ1ሻ ൌ ଶߜ ל ଵሺ1ሻߪ ൌ ଶሺ1ሻߜ ൌ 1   

݂ሺ2ሻ ൌ ଶߜ ל ଵሺ2ሻߪ ൌ ଶሺ1ሻߜ ൌ 1   

olarak bulunur. 

Örnek 1.5. ݂: ሾ3ሿ ื ሾ0ሿ; ݂ሺ0ሻ ൌ 0, ݂ሺ1ሻ ൌ 0, ݂ሺ2ሻ ൌ 0, ݂ሺ3ሻ ൌ 0 olsun.  

݂: ሾ3ሿ ื ሾ0ሿ: ሾ3ሿ
   ఙమ

మ  
ሱۛ ሮ ሾ2ሿ

  ఙభ    
భ

ሱۛ ሮ ሾ1ሿ
     ఙబ   

బ   
ሱۛ ۛۛ ሮ ሾ2ሿ  

olarak alınarak; 
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݂ሺ0ሻ ൌ ଶߪ
ଶ ל ଵߪ

ଵ ל ߪ
ሺ0ሻ ൌ ଶߪ

ଶ ל ଵߪ
ଵሺ0ሻ ൌ ଶߪ

ଶሺ0ሻ ൌ 0  

݂ሺ1ሻ ൌ ଶߪ
ଶ ל ଵߪ

ଵ ל ߪ
ሺ1ሻ ൌ ଶߪ

ଶ ל ଵߪ
ଵሺ0ሻ ൌ ଶߪ

ଶሺ0ሻ ൌ 0   

݂ሺ2ሻ ൌ ଶߪ
ଶ ל ଵߪ

ଵ ל ߪ
ሺ2ሻ ൌ ଶߪ

ଶ ל ଵߪ
ଵሺ1ሻ ൌ ଶߪ

ଶሺ1ሻ ൌ 1   

݂ሺ0ሻ ൌ ߪ
 ל ଵߪ

ଵ ל ଶߪ
ଶሺ0ሻ ൌ ߪ

 ל ଵߪ
ଵሺ0ሻ ൌ ߪ

ሺ0ሻ ൌ 0   

݂ሺ1ሻ ൌ ߪ
 ל ଵߪ

ଵ ל ଶߪ
ଶሺ1ሻ ൌ ߪ

 ל ଵߪ
ଵሺ1ሻ ൌ ߪ

ሺ1ሻ ൌ 0   

݂ሺ2ሻ ൌ ߪ
 ל ଵߪ

ଵ ל ଶߪ
ଶሺ2ሻ ൌ ߪ

 ל ଵߪ
ଵሺ2ሻ ൌ ߪ

ሺ1ሻ ൌ 0   

݂ሺ3ሻ ൌ ߪ
 ל ଵߪ

ଵ ל ଶߪ
ଶሺ3ሻ ൌ ߪ

 ל ଵߪ
ଵሺ2ሻ ൌ ߪ

ሺ1ሻ ൌ 0   

olur. Böylece ݂ ൌ ߪ
 ל ଵߪ

ଵ ל ଶߪ
ଶ şeklinde yazılabilir. 

Bu durumda ∆ሾ݊ሿ kategorisini 

[n]: [0]



[1]








[2] ...

 

şeklinde tanımlayabiliriz. ∆ሾ݊ሿ  kategorisi ise objeler aynı kalmak suretiyle morfizmlerin 

yönünü ters çevirerek elde ederiz. Yani  

op[n]:





[1]





[2]... [0]

 

olur. Bu ߜ  ve ߪ  operatörleri simplisel özellikleri sağlar. 

Tanım 1.6. C bir kategori olsun. C nin objelerini aynen almak suretiyle, morfizmlerinin 

yönünü ters çevirerek yeni bir kategori elde ederiz. Bu kategoriye C nin oppozit veya dual 

kategorisi denir ve C୭୮ ile gösterilir. 

Simplisel özellikler şunlardır: 

ߜ .1
ାଵ ל ߜ

 ൌ ାଵߜ
ାଵ ל ߜ

  ݅  ݆ 

ߪ .2
 ל ߪ

ାଵ ൌ ߪ
 ל ାଵߪ

ାଵ   ݅  ݆ 

ߪ .3
 ל ߜ

ାଵ ൌ ߜ
 ל ିଵߪ

ିଵ   ݅ ൏ ݆ 

ߪ .4
 ל ߜ

ାଵ ൌ ݅݀       ݅ ൌ ݆ veya ݅ ൌ ݆  1 

ߪ .5
 ל ߜ

ାଵ ൌ ିଵߜ
 ל ߪ

ିଵ   ݅  ݆  1. 
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G, ∆ሾ݊ሿ den Grp ye tanımlı funktor olduğundan 

ሺሾ݊ሿሻࡳ ൌ ߜ൫ࡳ   ,ܩ ൯ ൌ ݀,   ࡳ൫ߪ ൯ ൌ  ;  dersekݏ

݀
: ܩ ื ିଵ     0ܩ  ݅  ݏ      ݊

: ܩ ื ାଵ     0ܩ  ݆  ݊  olmak üzere birer grup 

homomorfizması ve ܩ ler grup olmak üzere bir simplisel grubu, simplisel özellikleri sağlayan 

݀ ve ݏ homomorfizmaları ile birlikte,  

G:



G1





G2
... G0

Gn Gn-1
...

şeklinde tanımlayabiliriz. 

:ࡳ ሿሾ∆ ื ሺሾ݊ሿሻࡳ tanımdan ࢘ࡳ ൌ  ;ܩ

ߜሺࡳ
ሻ ൌ ݀: ܩ ื ିଵܩ ൌ ሺሾ݊ሿሻࡳ ื ሺሾ݊ࡳ െ 1ሿሻ   

ߪ൫ࡳ
൯ ൌ :ݏ ܩ ื    ାଵܩ

tanımlı bir funktor olduğundan bileşke işlemini korur. ݀ ve ݏ ler bir grup homomorfizmasıdır. 

݀  lere yüz operatörü, ݏ  lere ürüteç operatörü adı verilir. Böylece yukarıda oluşturulan G 

funktoru 

G:



G1





G2 G0
...

op[n]:



[1]





[2]... [0]

Grp:

G

= G([0])

 

şeklinde tanımlanmış olur. 

Burada ݏ operatörlerine üreteç operatörü denmesinin sebebi şudur: 

݉ ൏ ݊  olmak üzere ݂: ሾ݊ሿ ื ሾ݉ሿ  operatörünü ሾ݉ሿ  de açıkta kalan, ݆ଵ ൏ ݆ଶ ൏ ڮ ൏

݆  ݉ െ 1 olmak üzere ݂: భߪ
ל మߪ

ל … ל ೖߪ
 şeklinde yazabiliriz. Bu yazılış tektir. Yani her f 

örten operatörünü ߪ lerin bileşkesi şeklinde tek türlü yazabildiğimiz için; ߪ lerin oluşturduğu 
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küme, ሾ݊ሿ ื ሾ݉ሿ tanımlı tüm örten operatörlerin oluşturduğu kümenin bir üreteci olacaktır. Bu 

yüzden ߪ lere üreteçler denir. ࡳ൫ߪ ൯ ൌ  . lere üreteç operatörü adı verilirݏ  olduğundanݏ

Tanım 1.7. Verilen bir G simplisel grubu için, ሺࡳࡺ, ߲ሻ Moore kompleksi 

ܩܰ ൌ ݀ݎ݁ܭ
݀ݎ݁ܭځଵ

 … ିଵ݀ݎ݁ܭځ
 ൌ ሩ ݀ݎ݁ܭ



ିଵ

ୀ

  

ve ߲: ܩܰ ื  ିଵ, ݀ܩܰ
 ile verilen homomorfizmler olmak üzere 

…  :ܩܰ ଷܩܰ
ௗయ

య

ሱሮ ଶܩܰ
ௗమ

మ

ሱሮ ଵܩܰ
ௗభ

భ

ሱሮ ܩܰ ൌ   ܩ

bir komplekstir. Bu komplekse G simplisel grubunun Moore Kompleksi denir. 

ܩܰ ൌ   ܩ

ଵܩܰ ൌ ݀ݎ݁ܭ
ଵ   

ଶܩܰ ൌ ݀ݎ݁ܭ
ଶ݀ݎ݁ܭځଵ

ଶ   

ଷܩܰ ൌ ݀ݎ݁ܭ
ଷ݀ݎ݁ܭځଵ

ଷ݀ݎ݁ܭځଶ
ଷ  dür. 

Tanım 1.8. G bir simplisel grup olsun. G nin n. Homotopi grubu ߨሺࡳሻ,  Moore ,ࡳࡺ

kompleksinin n. homolojisine eşittir. Yani  

ሻࡳሺߨ ؆ ,ࡳࡺሺܪ ߲ሻ ൌ
߲ݎ݁ܭ

߲ାଵܫ
ൌ

݀ݎ݁ܭ
ܩܰځ

݀ାଵሺܰܩାଵሻ
ൌ

ځ ݀ݎ݁ܭ

ୀ

݀ାଵሺځ ݀ݎ݁ܭ
ାଵ

ୀ
  

߲: ܩܰ ื  ;ିଵ olmak üzereܩܰ

߲
ᇱ : ܩܰ

߲ାଵሺܰܩାଵሻൗ ื   ିଵܩܰ

߲
ᇱ ሺݔ  ߲ାଵሺܰܩାଵሻ ൌ ߲ሺݔሻ 

ile tanımlı operatörü göz önüne alırsak; ߲߲ାଵ ൌ 0 olduğundan ߲
ᇱ  iyi tanımlıdır. Böylece 

ሻܩሺߨ ൌ
݀ݎ݁ܭ

ܩܰځ 
݀ାଵ

ାଵሺܰܩାଵሻ
  

yerine; 

ሻܩሺߨ ൌ ݎ݁ܭ ቀ߲
ᇱ : ܩܰ

߲ାଵሺܰܩାଵሻൗ ื   ିଵቁܩܰ

şeklinde daha öz olarak yazabiliriz. 
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Tanım 1.9. ∆ ൈ ∆ሺሾሿ, ሾݍሿሻ  kategorisini düşünelim. ࡳ . , . : ሺ∆ ൈ ∆ሻ ื  ࢘ࡳ

kontravariant funktora bisimplisel grup denir. Böylece bir ࡳ . ,. bisimplisel grubu; ሺ,  ሻ çiftiݍ

için bir ܩ, grubu karşılık gelmekte olup; 

݀
: ,ܩ ื ିଵ,      0ܩ  ݅   

ݏ
: ,ܩ ื                           ାଵ,ܩ

yatay operatörler, 

݀
௩: ,ܩ ื                           ,ିଵܩ

ݏ
௩: ,ܩ ื ,ାଵ       0ܩ  ݆   

dikey operatörler yardımıyla aşağıdaki diyagramdaki gibidir: 

G2, 2 G1, 2 G0, 2

G2, 1 G1, 1
G0, 1

G2, 0 G1, 0 G0, 0

...

...

...

.

.

.

.

.

.

.

.

.

d0
h, d1

h

s0
h

di
v

d0
v, d1

v
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2. 2-ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLERDEN SİMPLİSEL GRUPLARA 

Çaprazlanmış Modüller Whitehead tarafından 1949’da [42] da 2-tip homotopi yapısına 

sahip topolojik uzaylara karşılık gelen bir cebirsel model olarak tanımlanmıştır. Bu yapı, cat1-

gruplar, simplisel gruplar (Moore kompleks  1) yapıları ile denktir. 

2-Çaprazlanmış Modüller ise Conduché tarafından [17] de 3-tip topolojik yapılara 

karşılık gelen cebirsel model olarak tanımlanmışlardır. Conduché ayrıca [17] de 2-çaprazlanmış 

modüller kategorisi ile Moore kompleksinin boyutu  2 olan simplisel gruplar kategorisinin 

denk olduğunu göstermiştir. Mutlu ve Porter [34] de tanımladıkları ܨఈ,ఉ fonksiyon çiftlerinin bir 

simplisel grubun Moore kompleksindeki görüntülerinden yararlanarak bu denkliği farklı bir 

yolla yeniden ispatlamışlardır. Bu bölümde ileriki bölümlerde bize faydası olacağından bu ispatı 

kısaca vereceğiz. Tanımları vermeden önce bazı ön bilgiler verelim. 

M ve P iki grup olsun. ܲ ൈ ܯ ื  fonksiyonu için   ܯ

ሺ, ݉ሻ  ݉   

aşağıdaki şartlar sağlanırsa P, M’ye etki ediyor denir.  א ܲ nin ݉ א üzerindeki etkisi ݉ ܯ  ile 

gösterilir. 

1. ݁ א ܲ birim olmak üzere 

݉
 ൌ ݉  

,ଵ .2 ଶ א ܲ olmak üzere 

൫ ݉మ ൯
భ ൌ  ݉ሺభమሻ   

dir. 

,ଵ .3 ଶ א ܲ olmak üzere 

ሺ݉ଵ݉ଶሻ ൌ ݉ଵ ݉ଶ        

dir. 

4. 1 ൌ 1
   

özellikleri sağlanmalıdır. 

Örnek 2.1. Bir grup kendisi üzerine eşlenik ile etki edebilir. Gerçekten de, 

ܯ ൈ ܯ ื     ܯ

ሺ݉, ݉ᇱሻ ൌ ݉Ԣ ൌ ݉݉Ԣ݉ିଵ olsun. 
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1. ݉Ԣ ൌ ݁݉ᇱషభ ൌ ݉ᇱ dür. 

2. ݉Ԣభమ ൌ ଶ݉ᇱమଵ
షభభ

షభ
ൌ ଵ൫ ݉ᇱమ ൯ଵ

ିଵ ൌ ൫ ݉ᇱమ ൯
భ  

3. ሺ݉݉ᇱሻ ൌ ᇱషభ݉݉
ൌ ᇱషభ݉ଵି݉

ൌ ݉ ݉ᇱ  

4. ሺ1ሻ ൌ 1
 ଵି ൌ 1  olur. 

Çaprazlanmış modüller J. H. C. Whitehead tarafından aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

Tanım 2.2. P ve M iki grup ve P, M ye etki etsin. ߲: ܯ ื ܲ bir grup homomorfizmi 

olmak üzere her  א ܲ ve ݉ א  ;için ܯ

CM1): ߲൫ ݉ ൯ ൌ  ଵିሺ߲ሻ

özelliği sağlanıyorsa ߲’ya ön-çaprazlanmış modül denir. 

Ek olarak her ݉, ݉Ԣ א  için ܯ

CM2): ݉ᇱడ ൌ ݉݉Ԣ݉ିଵ  

oluyorsa ߲’ya çaprazlanmış modül denir. ߲: ܯ ื ܲ bir ön-çaprazlanmış modül ise  

݉ିଵሺ݉Ԣሻିଵ݉ሺ݉ᇱሻడሺሻ   

elemanına Peiffer çarpımı denir ve ݉ۃ, ݉Ԣۄ ile gösterilir. Yani  

,݉ۃ ݉Ԣۄ ൌ ݉ିଵሺ݉ᇱሻିଵ݉ሺ݉ᇱሻడሺሻ  

dir. Şimdi Conducé [15] den 2-çaprazlanmış modül tanımını verelim. 

Tanım 2.3. Grupların  

ܮ
      డమ      
ሱۛ ۛۛ ሮۛ ܯ

      డభ     
ሱۛ ۛۛ ሮۛ ܰ  

kompleksini göz önüne alalım.  ߲ଵ: ܯ ื ܲ bir ön çaprazlanmış modül olsun. 

a) N nin M ve L üzerine etkisi var olsun. ߲ଶ ve ߲ଵ birer N-grup homomorfizması 

olsun. 

b) ሼ , ሽ: ܯ ൈ ܯ ื  bir N-equivarient fonksiyonu Peiffer Lifting dönüşümü olarak ܮ

adlandırılsın. 

Bu veriler için aşağıdaki şartlar sağlanmalıdır. 

1. ݉, ݉Ԣ א ,için ߲ଶሼ݉ ܯ ݉ᇱሽ ൌ ,݉ۃ ݉Ԣۄ ൌ ݉ᇱడభ ݉ሺ݉ᇱሻିଵ݉ିଵ 
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2. ݈, ݈Ԣ א ,için ሼ߲ଶ݈ ܮ ߲ଶ݈ᇱሽ ൌ ሾ݈ᇱ, ݈ሿ ൌ ݈Ԣ݈ሺ݈ᇱሻିଵ݈ିଵ 

3. ݉, ݉ᇱ, ݉ԢԢ א  için ܯ

i) ሼ݉݉ᇱ, ݉ᇱᇱሽ ൌ ሼ݉ᇱ, ݉ᇱᇱሽడభ ൛݉, ݉ᇱ݉ᇱᇱ݉ᇱିଵൟ  

ii) ሼ݉, ݉ᇱ݉ᇱᇱሽ ൌ ሼ݉, ݉ᇱሽ  ൛݉ , ݉ᇱᇱൟ
ᇱషభ

 dür. 

4. ݉ א ݈ ve ܯ א   için ܮ

 ሼ݉, ߲ଶ݈ሽሼ ߲ଶ݈, ݉ሽ ൌ ݈డభ ݈ିଵ   

5. ݊ א ܰ için  ሼ݉, ݉ᇱሽ ൌ ሼ ݉ , ݉ᇱ ሽ dür. 

Teorem 2.4. [15], [32] de 2-çaprazlanmış modüllerin ࢄࢊࡹ  kategorisi, simplisel 

grupların ࢘ࡳࡿ   kategorisi ile denktir. 

Bunun ispatı için ܨఈ,ఉ larla nasıl yapıldığını görmek amacıyla A. Mutlu ve T. Porter 

[32] ye göz atalım. 

2.1 Hiper Çaprazlanmış Kompleks Çiftleri 

Bunun için ܨఈ,ఉ hiperçaprazlanmış kompleks çiftlerini hatırlamalıyız. [34]. 

ሾ݊ሿ ൌ ሼ0 ൏ 1 ൏ 2 ൏ ڮ ൏ ݊ሽ sıralı kümesini göz önüne alalım. 0  ݎ  ݊ olmak üzere 

,ሺ݊ݏ ݊ െ :݂ ሻ kümesiݎ ሾ݊ሿ ื ሾ݊ െ  ;ሿ örten operatörlerin oluşturduğu küme olsun. Bu durumdaݎ

ߙ
: ሾ݊  1ሿ ื ሾ݊ሿ    0  ݆  ݊ 

olmak üzere 

ߙ
ሺݔሻ ൌ ൜

ݔ           ,ݔ  ݆
ݔ െ ݔ   ,1  ݆ 

ile tanımlı örten operatörleri için f nin ߙ lerin çeşitli bileşkelerinden oluştuğunu biliyoruz.  

Burada ݂: ሾ݊ሿ ื ሾ݊ െ ݆ ,ሿörten operatörüݎ א ሾ݊ሿve ݆ ് ݊olmak üzere ݂ሺ݆ሻ ൌ ݂ሺ݆  1ሻ 

özelliğindeki ݆ଵ, ݆ଶ, … , ݆ elemanları için küçükten büyüğe doğru sıralandığından; 

݆ଵ   ݆ଶ  ڮ  ݆  ݊ െ 1 

olmak üzere 

݂ ൌ భߪ
ל మߪ

ל … ל ߪ
 

şeklinde yazılabilindiğini biliyoruz. Örneğin ݂: ሾ3ሿ ื ሾ1ሿ  operatörü ݂ሺ0ሻ ൌ 0, ݂ሺ1ሻ ൌ 0,

݂ሺ2ሻ ൌ 1, ݂ሺ3ሻ ൌ 1   şeklinde tanımlandığında ݆ଵ ൌ 0  ve ݆ଶ ൌ 2 olup 
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݂ ൌ ߪ ל   ଶߪ

olur. Gerçekten de 

݂: ሾ3ሿ
   ఙమ

మ  
ሱۛ ሮ ሾ2ሿ

  ఙబ    
భ

ሱۛ ሮ ሾ1ሿ 

olup 

݂ሺ0ሻ ൌ ߪ ל ଶሺ0ሻߪ ൌ ሺ0ሻߪ ൌ 0   

݂ሺ1ሻ ൌ ߪ ל ଶሺ1ሻߪ ൌ ሺ1ሻߪ ൌ 1 െ 1 ൌ 0  

݂ሺ2ሻ ൌ ߪ ל ଶሺ2ሻߪ ൌ ሺ2ሻߪ ൌ 1  

݂ሺ3ሻ ൌ ߪ ל ଶሺ3ሻߪ ൌ ሺ2ሻߪ ൌ 1  

olur. Burada ߪ
: ሾ݊  1ሿ ื ሾ݊ሿ, 0  ݆  ݊ için 

ߪ
ሺݔሻ ൌ ൜

݊           ,ݔ  ݆
ݔ െ 1,   ݊  ݆ 

şeklinde tanımlıdır. 

Buna göre; 

0  ݅ଵ  ݅ଶ  ڮ  ݅  ݊ െ 1 

olmak üzere; 

݂ ൌ భߙ
ל మߙ

ל … ל ೝߙ
  

şeklinde yazılabilir. Burada ݏሺ݊, ݊ െ   ,ሻ kümesiniݎ

ሼሺ݅, … , ݅ଵሻ: 0  ݅ଵ ൏ ݅ଶ ൏ ڮ ൏ ݅  ݊ െ 1ሽ 

kümesi ile eşleyelim. Çünkü ݂ ൌ భߙ
ל మߙ

ל … ל ೝߙ
 yazılışı tek türlüdür. 

ܵሺ݊ሻ ൌ ራ ܵሺ݊, ݊ െ ሻݎ
ஸஸ

 

olsun. Bu durumda  

ܵሺ2ሻ ൌ ܵሺ2, 2ሻ  ܵሺ2, 1ሻ  ܵሺ2, 0ሻ 

dır. ܵሺ2, 2ሻ nin tek öğesi birim olup ଶ ile gösterilir. ܵሺ2, 1ሻ in öğeleri ሺ1ሻ ve ሺ 0ሻ dır. ܵሺ2, 0ሻ ın 

tek öğesi ሺ1, 0ሻ dır. Yani  
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ܵሺ2ሻ ൌ ሼଶ ൏ ሺ 1ሻ ൏ ሺ 0ሻ ൏ ሺ1, 0ሻሽ 

şeklinde olur.  

ܵሺ3ሻ ൌ ܵሺ3, 3ሻ  ܵሺ3, 2ሻ  ܵሺ3, 1ሻ  ܵሺ3, 0ሻ  

olup; 

ܵሺ3ሻ ൌ ሼଷ, ሺ 1ሻ, ሺ 0ሻ, ሺ2ሻ, ሺ2, 0ሻ, ሺ2, 1ሻ, ሺ1, 0ሻ, ሺ2, 1, 0ሻሽ  

şeklindedir. 

ܵሺ݊ሻ  kümesinden yararlanarak ܲሺ݊ሻ  kümesini, ሺߙ, ሻߚ  çiftlerinin oluşturduğu küme 

olarak seçelim. Öyle ki ߙ, ߚ א ܵሺ݊ሻ, ߙ ת ߚ ൌ , ߙ ൏ ,ߙ# .olsun ߚ  nın içerdiği öğe sayısı ve ߙ

,ߚ#  ;ఈ,ఉ hiper çaprazlanmış kompleks çiftleriܨ nın içerdiği öğe sayısı olmak üzere ߚ

:ఈ,ఉܨ ି#ఈܩܰ ൈ ି #ఉܩܰ ื   ܩܰ

olmak üzere aşağıdaki komutatif diyagram ile elde edilir. 

NGn-# x NGn-#

F
NGn

Gn Gn Gnx

sx s

  

Yani ܨఈ,ఉ ൌ ఈݏ൫ߤ ൈ  .ఉ൯ dırݏ

Burada, 

ܩ :ߤ ൈ ܩ ื   ܩ

ሺݔ, ሻݕ  ሾݔ, ሿݕ ൌ    ଵିݕଵିݔݕݔ

komutatör dönüşümüdür. 

ܩ : ื ,ܩܰ  ൌ ିଶିଵ   olup 0 …  ݆  ݊ െ 1  için ሺݔሻ ൌ ݏ൫ݔ ݀ିݔଵ൯  ile 

tanımlıdır. 

ߙ ൌ ሺ݅, … , ݅ଵሻ ൏ ߚ ൌ ሺ ௦݆, … , ݆ଵሻ  ߙ ת ߚ ൌ  olmak üzere 

:ఈݏ ି#ఈܩܰ ื :ఈݏ  ܩ ೝݏ
ೝషభݏ

భݏ …
 



13 
 

:ఉݏ ି #ఉܩܰ ื :ఉݏ  ܩ ೞݏ
ೞషభݏ

భݏ …
  

şeklinde tanımlıdırlar. ܫ, ఈݔ , içindeܩܰ א ఉݕ ି#ఈ veܩܰ א  ;ି #ఉ olmak üzereܩܰ

,ఈݔఈ,ఉ൫ܨ ఉ൯ݕ ൌ ,ఈሻݔఈሺݏൣ  ఉ൯൧ݕఉ൫ݏ

elemanları ile üretilen bir normal alt grup olsun. 

ܫ ܩܰ ,  içinde, ݔఈ א ି#ఈܩܰ  ve ݕఉ א ି #ఉܩܰ  olmak üzere ܨఈ,ఉ൫ݔఈ, ఉ൯ݕ  elemanları 

tarafından üretilen bir normal alt grup olduğunda, 

߲ሺܫሻ ൌ ߲ሺܰܩሻ  

olduğunu ve ܫ, ܬ ك ሾ݊ െ 1ሿ, ܫ  ܬ ൌ ሾ݊ െ 1ሿ ve 

ூܭ ൌ ሩ ݀ݎ݁ܭ


אூ

  

ve  

ܭ ൌ ሩ ݎ݁ܭ ݀


א

 

olmak üzere ܩ ൌ    alarak, her n içinܦ

ෑሾ
ூ,

,ூܭ ሿܭ ك  ߲ሺܰܩሻ ൌ ߲ሺܫሻ  

olduğunu ve ݊ ൌ 2, 3, 4  için 

߲ሺܫሻ ൌ ߲ሺܰܩሻ ൌ ෑሾ
ூ,

,ூܭ    ሿܭ

olduğu A. Mutlu ve T. Porter [32] tarafından gösterilmiştir. Değişmeli cebirler için [2] ve Lie 

cebirler için [1] e bakınız. 

Şimdi ܫ, ܰܩ  içindeki normal alt grubun ݊ ൌ 2 ve ݊ ൌ 3 için üreteç elemanlarını ve 

bunların görüntülerini kısaca [34] den verelim. 

n=2 için 

߲ଶሺܫଶሻ ൌ ,ሼூሽܭൣ ሼሽ൧ܭ ൌ ሾ݀ݎ݁ܭଵ
ଵ, ݀ ݎ݁ܭ

ଵሿ ൌ ߲ଶሺܰܩଶሻ  

dir. 
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n=3 olduğunda, ܰܩଷ  içinde ܫଷ  normal alt grubunun üreteç elemanlarını bulmaya 

çalışalım. 

n=3 olduğundan;  

ܵሺ3ሻ ൌ ሼଷ, ሺ0ሻ, ሺ1ሻ, ሺ2ሻ, ሺ1, 0ሻ, ሺ2, 1ሻ, ሺ2, 0ሻ, ሺ2, 1, 0ሻሽ  

olarak bulmuştuk. 

,ߙ  ߚ א ܵሺ3ሻ, ߙ ת ߚ ൌ ,ߙ olacak şekildeki  ߚ א ܲሺ3ሻ leri göz önüne alırsak; ܫଷ normal 

alt grubunun üreteç elemanları ܰܩଷ deki 

  ሺଶሻሺሻܨ     ,ሺଵሻሺሻܨ     ,ሺଶሻሺଵሻܨ     ,ሺଵ,ሻሺଶሻܨ     ,ሺଶ,ሻሺଵሻܨ     ,ሺଶ,ଵሻሺሻܨ

dönüşümlerinin görüntülerinden oluşan elemanlar olacaktır. Böylece literatürde oldukça iyi 

bilinen aşağıdaki sonucu verebiliriz. [34]. 

Sonuç 2.1.1. Çaprazlanmış modüller ile Moore kompleksinin boyutu  1 olan simplisel 

grupların oluşturduğu kategoriler denktir. 

İspat: G bir simplisel grup ve Moore kompleksinin boyutu  1 olsun. O halde ܰܩଶ ൌ

1 ve ߲ଶሺܰܩଶሻ ൌ ሾ݀ݎ݁ܭଵ
ଵ, ݀ ݎ݁ܭ

ଵሿ ൌ 1 olacaktır. 

߲ଵ: ଵܧܰ ื  ܩܰ

bir ön çaprazlanmış modüldür. Çünkü ݔ א ݕ  veܩܰ א ௫ݕ ଵ iseܩܰ ൌ ሺݏݔሻݕሺݏିݔଵሻ  olup; 

߲ଵሺ ௫ݕ ሻ ൌ ݀ଵሺݏݏݕݔିݔଵሻ ൌ ଵିݔݕଵ݀ݔ ൌ  ଵିݔሻݕଵሺ߲ݔ

olur. Diğer yandan ݔ, ݕ א  ଵ içinܩܰ

డభ௫ݕ ൌ   ଵିݔ݀ଵݏݕݔ݀ଵݏ

dir. Bunun ିݔݕݔଵ e denk olması gerekir.  ݔ, ݕ א   ;ଶ deki üreteç elemanlarınınܩܰ ଶ ninܫ ଵ içinܩܰ

,ݔሺଵሻሺሻሺܨ ሻݕ ൌ ଵିݔଵݏଵିݕଵݏݔଵݏଵିݔݏݕଵݏݔݏ א  ଶܩܰ ൌ   ଶܫ

olduğunu biliyoruz. ߲ଶሺܰܩଶሻ ൌ ߲ଶሺܫଶሻ ൌ 1 olup; 

߲ଶ ቀܨሺଵሻሺሻሺݔ, ሻቁݕ ൌ ሺݏ݀ଵݔሻݕሺݏ݀ଵݔሻିଵିݕݔଵିݔଵ א ߲ଶሺܰܩଶሻ ൌ 1  

olup; 

డభ௫ݕ ൌ ሺݏ݀ଵݔሻݕሺݏ݀ଵݔሻିଵ ൌ  ଵିݔݕݔ
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olur. Yani ߲ଶሺܰܩଶሻ ൌ ሼ1ሽ olduğunda 

డభ௫ݕ ൌ  ଵିݔݕݔ

CM2) aksiyomu sağlanır. Burada  

,ݔሺሻሺଵሻሺܨ ሻݕ ൌ ሾݏݔ, ,ݕଵݏሿሾݕଵݏ   ሿݔଵݏ

                        ൌ  ଵିݔଵݏଵିݕଵݏݔଵݏݕଵݏଵିݕଵݏଵିݔݏݕଵݏݔݏ

                        ൌ  ଵିݔଵݏଵିݕଵݏݔଵݏଵିݔݏݕଵݏݔݏ

dir.  

݀ଶ ቀܨሺሻሺଵሻሺݔ, ሻቁݕ ൌ ሺݏ݀ଵݔሻݕሺݏ݀ଵݔሻିଵିݕݔଵିݔଵ א ߲ଶሺܰܩଶሻ 

                                  ൌ డభ௫ݕ  ଵିݔଵିݕݔ

                                  ൌ ,ݔۃ  ۄݕ

olur. Sol etkiye göre  

,ݔۃ ۄݕ ൌ డభ௫ݕ  ଵିݔଵିݕݔ

dir. Dolayısıyla herhangi bir G simplisel grubu için 

ଵܩܰ
߲ଶሺܰܩଶሻ ת ଶܦ

ൗ
       డభ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ   ଵܩܰ

bir çaprazlanmış modül olacaktır. ܵ݅݉ݎܩ   1  olduğunda ߲ଶሺܰܩଶሻ ൌ 1  olacağından, 

ଵܩܰ
       డభ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ  .  çaprazlanmış modül olurܩܰ

Tersine ߲ଵ: ܯ ื ܰ bir çaprazlanmış modül olduğunda ܩ ൌ ܰ ve ܩଵ ൌ ܯ ډ ܰ alalım. 

ܯ ډ ܰ,  ሺ݉, ݊ሻሺ݉ᇱ, ݊ᇱሻ ൌ ሺ݉݉ᇱ, ݊݊ᇱሻ işlemine göre bir gruptur. 

݀ଵሺ݉, ݊ሻ ൌ ሺ߲ଵ݉ሻ݊ 

݀ሺ݉, ݊ሻ ൌ ݊  

ሺ݊ሻݏ ൌ ሺ1, ݊ሻ 

alalım. M ve N iki grup ve N, M üzerine bir grup etkisi var olduğundan 

ܯ ډ ܰ,  ሺ݉, ݊ሻሺ݉ᇱ, ݊ᇱሻ ൌ ሺ݉݉ᇱ, ݊݊ᇱሻ  
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işlemiyle grup olan yapıya M ve N nin yarı-direkt çarpım grubu denir. 

݀ଵ
ଵ: ܯ ډ ܰ ื ܰ 

ሺ݉, ݊ሻ  ሺ߲ଵ݉ሻ݊ 

݀
ଵ: ܯ ډ ܰ ื ܰ 

ሺ݉, ݊ሻ  ݊ 

ݏ
: ܰ ื ܯ ډ ܰ 

݊  ሺ1, ݊ሻ 

Bir grup homomorfizması ve simplisel özdeşlikleri sağlar. Gerçekten  

݀ଵ൫ሺ݉, ݊ሻሺ݉ᇱ, ݊ᇱሻ൯ ൌ ݀ଵሺ݉݉ᇱ, ݊݊ᇱሻ 

                                     ൌ ߲ଵሺ݉݉ᇱሻ݊݊ᇱ 

                                     ൌ ߲ଵ߲݉ଵሺ ݉Ԣሻ݊݊Ԣ   

                                     ൌ ሺ߲ଵ݉ሻ߲݊ଵሺ݉ᇱሻ݊ିଵ݊݊Ԣ 

                                     ൌ ሺ߲ଵ݉ሻ߲݊ଵሺ݉ᇱሻ݊Ԣ 

                                    ൌ ݀ଵሺ݉, ݊ሻ݀ଵሺ݉ᇱ, ݊ᇱሻ 

olur. Yani bir 1-truncated simplisel grup ሼܯ ډ ܰ, ܰሽ elde ederiz. 

Şimdi ߲ଶሺܰܩଶሻ ൌ ሼ1ሽ olduğunu gösterelim. 

߲ଶሺܰܩଶሻ ൌ ሾ݀ݎ݁ܭଵ
ଵ, ݀ ݎ݁ܭ

ଵሿ 

olduğunu biliyoruz. O halde bu komutatörden bir eleman alıp, birim olduğunu gösterirsek ispat 

biter. 

݀
ଵ: ܯ ډ ܰ ื ܰ 

ሺ݉, ݊ሻ  ݊ 

olup ݎ݁ܭ ݀
ଵ ൌ ሼሺ݉, 1ሻ: ݉ א  .ሽ  dirܯ

݀ଵ
ଵ: ܯ ډ ܰ ื ܰ 

ሺ݉, ݊ሻ  ሺ߲ଵ݉ሻ݊ 
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olup ݀ݎ݁ܭଵ
ଵ ൌ ሼሺ݉, ߲ଵ݉ିଵሻ: ݉ א  ሽ olur. O haldeܯ

ሾሺ݉, 1ሻ, ሺݔ, ߲ଵିݔଵሻሿ א ሾ݀ݎ݁ܭଵ
ଵ, ݀ ݎ݁ܭ

ଵሿ için; 

ሾሺ݉, 1ሻ, ሺݔ, ߲ଵିݔଵሻሿ ൌ ሺ݉, 1ሻሺݔ, ߲ଵିݔଵሻሺ݉ିଵ, 1ሻ ቀ ଵ,డభ௫ିݔ ߲ଵݔቁ 

                                     ൌ ሺ݉, 1ሻሺݔ, ߲ଵିݔଵሻሺ݉ିଵ, 1ሻሺିݔଵ, ߲ଵݔሻ 

                                     ൌ ሺ݉ݔ, ߲ଵିݔଵሻሺ݉ିଵିݔଵ, ߲ଵݔሻ 

                                     ൌ ቀ݉ݔ ሺ݉ିଵିݔଵሻ,డభ௫షభ
 ߲ଵିݔଵ߲ଵݔቁ 

                                     ൌ ሺ݉ିݔ ݔଵ݉ିଵିݔଵݔ, 1ሻ 

                                    ൌ ሺ1, 1ሻ 

olur. Yani  

ሾ݀ݎ݁ܭଵ
ଵ, ݀ ݎ݁ܭ

ଵሿ ൌ ሺ1, 1ሻ א ܯ ډ ܰ ൌ  ଵܩ

olur. 

߲ଶሺܰܩଶሻ ൌ ሾ݀ݎ݁ܭଵ
ଵ, ݀ ݎ݁ܭ

ଵሿ ൌ ሼ1ሽ  

olduğu görülür. Böylece ispat tamamlanır. 

A. Mutlu ve T. Porter n=3 için hesaplamalar yaparak; [34] de 

,ܫ ܬ ك ሾ2ሿ, ܫ  ܬ ൌ ሾ2ሿ olmak üzere; 

߲ଷሺܰܩଷ ת ଷሿܦ ൌ ߲ଷሺܫଷ ת ଷሻܦ ൌ ෑሾܭூ, ሿܭ
ூ,

  

olduklarını göstermiştir. Burada  

߲ଷሺܰܩଷ ת ଷሿܦ ൌ ሾ݀ݎ݁ܭଶ, ݀ݎ݁ܭ ת ,ଵ݀ݎ݁ܭଵሿሾ݀ݎ݁ܭ ݀ݎ݁ܭ ת  ଶሿ݀ݎ݁ܭ

ሾ݀ݎ݁ܭ, ଵ݀ݎ݁ܭ ת ݀ݎ݁ܭଶሿ ሾ݀ݎ݁ܭ ת ,ଶ݀ݎ݁ܭ ݀ݎ݁ܭ ת  ଵሿ݀ݎ݁ܭ

ሾ݀ݎ݁ܭ ת ,ଵ݀ݎ݁ܭ ଵ݀ݎ݁ܭ ת ݀ݎ݁ܭଶሿሾ݀ݎ݁ܭ ת ,ଶ݀ݎ݁ܭ ଵ݀ݎ݁ܭ ת  ଶሿ݀ݎ݁ܭ

şeklindedir. 

Buna göre XଶMod  ile Simp Grp  2 arasındaki denkliği ܨఈ,ఉ yardımıyla [34] den 

verelim. 
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Önerme 2.1.2. G bir simplisel grup olsun. 

ଶܩܰ
߲ଷሺܰܩଷ ת ଷሻൗܦ

       డమ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ଵܩܰ  

       డభ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ   ܩܰ

yapısı bir 2-çaprazlanmış modüldür. ݔ, ݕ א  ଵ için; Peiffer Lifting dönüşümüܩܰ

ሼݔ, :ሽݕ ଵܩܰ ൈ ଵܩܰ ื ଶܩܰ
߲ଷሺܰܩଷ ת ଷሻൗܦ   

ሺݔ, ሻݕ  ሾݏݔ, ,ଵିݕଵݏ ଷܩሿ߲ଷሺܰݔଵݏ ת ଷሻܦ ൌ ሾݏݔ, ,ݕଵݏሿሾݕଵݏ  ሿݔଵݏ

olarak tanımlanır.  

İspat: 2-çaprazlanmış modülün bazı aksiyomlarının sağlandığını gösterelim. Detaylı 

bilgi için [34] ve [17] e bakınız. 

2CM1): ߲ଶሼݔ, ሽݕ ൌ ݀ଶ ሺݏݔ,  ଵሻିݔଵݏ ଵିݕଵݏ ݔଵݏଵିݔݏ ݕଵݏ

                                ൌ ,ݔ ݀ଵݏ  ଵିݔଵିݕݔଵିݔ ݀ଵݏ ݕ

                                ൌ డభ௫ݕ  ଵିݔଵିݕݔ

                                ൌ ,ݔۃ  ۄݕ

olur.  

2CM2): ܽ, ܾ א  ଶ içinܩܰ

߲ଷ ቀܨሺሻሺଵሻሺܽ, ܾሻቁ ൌ ሾݏ݀ଶ ܽ, ,ܾ ଵ݀ଶݏଵ݀ଶ ܾሿሾݏ ,ଵ݀ଶ ܽሿሾܽݏ ܾሿ א ߲ଷሺܰܩଷ ת   ଷሻܦ

olup; 

ሼ߲ଶܽ, ߲ଶܾሽ ൌ ሾݏ݀ଶ ܽ, ,ܾ ଵ݀ଶݏଵ݀ଶ ܾሿሾݏ   ଵ݀ଶ ܽሿݏ

ؠ                     ሾܾ, ܽሿ ߲݉݀ଷሺܰܩଷ ת   ଷሻܦ

olur. 

2CM3):  

a) ܽ א ݔ ଶ veܩܰ א  ,ଵ olmak üzereܩܰ

߲ଷ ቀܨሺሻሺଶ,ଵሻሺܽ, ሻቁݔ ൌ ሾݏ݀ଶ ܽ, ,ݔଵݏሿሾݔଵݏ ,ଵ݀ଶ ܽሿሾܽݏ ሿݔଵݏ א ߲ଷሺܰܩଷ ת   ଷሻܦ

olup; 
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ሼ߲ଶܽ, ሽݔ ൌ ሾݏ݀ଶ ܽ, ,ݔଵݏሿሾݔଵݏ  ଵ݀ଶ ܽሿݏ

ؠ                 ሾݏଵݔ, ܽሿ ߲݉݀ଷሺܰܩଷ ת  ଷሻܦ

                ൌ   ଵܽିଵିݔଵݏܽݔଵݏ

                ൌ ܽ௫ ܽିଵ  

olur. 

b)  ܽ א ݔ ଶ veܩܰ א  ଵ içinܩܰ

߲ଷ ቀܨሺଶ,ሻሺଵሻሺܽ, ሻቁݔ ൌ ሾݏݔ, ,ܽ ଵ݀ଶݏଵ݀ଶ ܽሿሾݏ ,ݔଵݏሿሾݔଵݏ ܽሿሾܽ, ሿݔݏ א ߲ଷሺܰܩଷ ת   ଷሻܦ

olup, 

ሼݔ, ߲ଶܽ ሽ ൌ ሾݏݔ, ,ܽ ଵ݀ଶݏଵ݀ଶ ܽሿሾݏ   ሿݔଵݏ

ؠ                  ሾݏݔ, ܽሿሾܽ,   ሿݔଵݏ

                 ൌ   ଵିݔଵݏଵିܽݔଵݏ ଵܽିଵܽିݔݏ ܽݔݏ

                 ൌ ሺ ܽሻ డభ௫ ሺ ܽିଵሻ௫  

olup; 

ሼݔ, ߲ଶܽ ሽሼ߲ଶܽ , ሽݔ ൌ ܽ డభ௫ ሺ ܽିଵ௫ ሻሺ ܽ ௫ ሻܽିଵ 

                                 ൌ ܽ డభ௫ ܽିଵ  

bulunur. Diğer aksiyomların ispatı için [34] ye bakınız. Sonuç olarak 

ଶܩܰ
߲ଷሺܰܩଷ ת ଷሻൗܦ

       డమ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ଵܩܰ  

       డభ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ  ܩܰ

ሺݔ, ሻݕ  ሼݔ, ሽݕ ൌ ሾݏݔ, ,ݕଵݏሿሾݕଵݏ  ሿതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതݔଵݏ

Peiffer lifting dönüşümü ile bir 2-çaprazlanmış modül olur. böylece ilk olarak 

Conduché [17] tarafından ispatlanan ve daha sonra ܨఈ,ఉ yapıları kullanılarak yeniden Mutlu ve 

Porter [34] tarafından ispatlanan literatürde iyi bilinen aşağıdaki sonucu verebiliriz. 
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2.2 2-Çaprazlanmış Modül İle Simplisel Grup Arasındaki İlişki 

Önerme 2.2.1. 2-çaprazlanmış modüller kategorisi ile Moore kompleksinin boyutu  2 

olan simplisel gruplar kategorisi denktir. 

İspat: Bir önceki önermede  

ଶܩܰ
߲ଷሺܰܩଷ ת ଷሻൗܦ

       డమ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ଵܩܰ  

       డభ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ  ܩܰ

ሼെ, െሽ: ଵܩܰ ൈ ଵܩܰ
         
ሱۛሮ ଶܩܰ

߲ଷሺܰܩଷ ת ଷሻൗܦ  

ሺݔ, ሻݕ  ሾݏݔ, ,ݕଵݏሿሾݕଵݏ   ሿതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതݔଵݏ

in bir 2-çaprazlanmış modül olduğunu [34] den gösterdik. Eğer G, Moore kompleksi  2 olan 

bir simplisel grup ise ߲ଷሺܰܩଷ ת ଷሻܦ ൌ 1 olup; 

ଶܩܰ
       డమ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ଵܩܰ  

       డభ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ  ܩܰ

bir 2-çaprazlanmış modül olup 

 ࢘ࡳ ࡿ 
         
ሱۛሮ  ࢊࡹ ࢄ

şeklinde bir funktor tanımlamış oluruz. Tersine; [34] den 

ܮ
       డమ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ  ܯ

       డభ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ܰ 

bir 2-çaprazlanmış modül ise 

ܩ ൌ ܰ, 

ଵܩ ൌ ܯ ډ ܰ, 

ଶܩ ൌ ሺܮ ډ ሻܯ ډ ሺܯ ډ ܰሻ  

alarak 2-truncated simplisel grup elde ederiz ve 

߲ଷሺܰܩଷ ת ଷሻܦ ൌ ሾ݀ݎ݁ܭଶ, ݀ݎ݁ܭ ת ,ଵ݀ݎ݁ܭଵሿሾ݀ݎ݁ܭ ݀ݎ݁ܭ ת  ଶሿ݀ݎ݁ܭ

                   ሾ݀ݎ݁ܭ, ଵ݀ݎ݁ܭ ת ݀ݎ݁ܭଶሿ ሾ݀ݎ݁ܭ ת ,ଶ݀ݎ݁ܭ ݀ݎ݁ܭ ת  ଵሿ݀ݎ݁ܭ

                   ሾ݀ݎ݁ܭ ת ,ଵ݀ݎ݁ܭ ଵ݀ݎ݁ܭ ת ݀ݎ݁ܭଶሿሾ݀ݎ݁ܭ ת ,ଶ݀ݎ݁ܭ ଵ݀ݎ݁ܭ ת ଶሿ݀ݎ݁ܭ ൌ ሼ1ሽ 

olduğu gösterilebilir. Yani Moore kompleksinin boyu  2 olan bir simplisel grup elde edilmiş 

olur. 
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3. 2-ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER VE ÇAPRAZLANMIŞ KARELER 

3.1 Cat2-Gruplar ve Çaprazlanmış Kareler 

Cat1-gruplar çaprazlanmış modüllere kategoriksel olarak denk bir yapıdır ve ilk olarak 

Loday tarafından [33] de tanımlanmıştır. Loday aynı zamanda 3-tip cebirsel bir model olarak 

çaprazlanmış kareyi tanımlamış ve cat2-gruplar kategorisine denk olduğunu göstermiştir. Bu 

bölümde cat2-gruplar ve çaprazlanmış kare arasındaki ilişkiyi vereceğiz. Bu denklik ileride bize 

faydalı olacaktır. Şimdi Loday tarafından yapılan çaprazlanmış kare tanımını verelim. 

Tanım 3.1.1. Grupların çaprazlanmış karesi, 



L M

N P







  

ܲ nin ܮ, ,ܯ ܰ üzerine sol etkileri vardır. Bu yapı ݈ א ,ܮ ݉, ݉ᇱ א ,ܯ ݊, ݊ᇱ א ܰ,  א ܲ için 

aşağıdaki aksiyomları sağlar. 

i) ߤ, ,ݒ ,ߣ ,ᇱߣ ,ߣ homomorfizmaları birer çaprazlanmış modüllerdir ve ߣߤ ᇱߣ  ikilisi, 

ܲ nin etkisini korurlar. 

ii) ݄ሺ݉݉ᇱ, ݊ሻ ൌ ݄ሺ ݉ᇱ , ݊ ሻ݄ሺ݉, ݊ሻ, 

iii) ݄ሺ݉, ݊݊ᇱሻ ൌ ݄ሺ݉, ݊ሻ݄ሺ ݉ , ݊ ᇱሻ, 

iv) ݄ߣሺ݉, ݊ሻ ൌ ݉݉ିଵ, 

v) ߣᇱ݄ሺ݉, ݊ሻ ൌ ݊ ݊ିଵ, 

vi) ݄ሺ݈ߣ, ݊ሻ ൌ ݈݈ିଵ, 

vii) ݄ሺ݉, ᇱ݈ሻߣ ൌ ݈ ݈ିଵ, 

viii) ݄൫ ݉ , ݊ ൯ ൌ ݄ሺ݉, ݊ሻ . 

Tanım 3.1.2. G bir grup olmak üzere s bir endomorfizma ve t de hedef görüntü olmak 

üzere oluşturulan ሺࡳ, ,ݏ   ሻ üçlüsüneݐ

i) ݐݏ ൌ ,ݐ ݏݐ ൌ  ,ݏ

ii) ሾKer ݏ , Ker ሿݐ ൌ 1. 

şartıyla birlikte bir cat1-grup denir. 
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Şimdi Loday tarafından ispatlanan ve literatürde iyi bilinen aşağıdaki sonucu kısaca 

verelim. 

Sonuç 3.1.3. Cat1-gruplar ile çaprazlanmış modüller denktir. 

ሺࡳ, ,ݏ ܥ .ሻ üçlüsü bir cat1-grup olsunݐ ൌ Ker ݏ , ܤ ൌ ߲ ve ݏ ݉ܫ ൌ   kısıtlaması olmak\ݐ

üzere ߲: ܥ ՜  .bir çaprazlanmış modül olur ,ܤ

Tersine eğer ߲: ܥ ՜   ,bir çaprazlanmış modül ise ܤ

ܿ א ,ܥ ܾ א ,ሺܿݏ için ܤ ܾሻ ൌ ሺ1, ܾሻ,  ݐሺܿ, ܾሻ ൌ ሺ1, ߲ሺܿሻܾሻ  

olacak şekilde ݏ, ࡳ tanımlanır. Bu durumda ݐ ൌ ܥ ډ ܤ  için ሺࡳ, ,ݏ  .ሻ üçlüsü bir cat1-grup olurݐ

Gerçekten de 

i) ݐݏሺܿ, ܾሻ ൌ ,ሺ1ݏ ߲ܾܿሻ ൌ ሺ1, ሺ߲ܿሻܾሻ ൌ ,ሺܿݐ ܾሻ 

,ሺܿݏݐ ܾሻ ൌ ,ሺ1ݐ ܾሻ ൌ ሺ1, ܾሻ ൌ ,ሺܿݏ ܾሻ  

olur. Yani ݐݏ ൌ ݏݐ ve ݐ ൌ  .olur ݏ

ii) ݏሺܿ, ܾሻ ൌ ሺ1, ܾሻ ฺ ሺܿ, ܾሻ א ݏݎ݁ܭ  ܾ ൌ 1 yani ሺܿ, 1ሻ א  .olur ݏݎ݁ܭ

,ሺܿݐ ܾሻ ൌ ሺ1, ሺ߲ܿሻܾሻ  ฺ ሺܿ, ܾሻ א ݐݎ݁ܭ  ሺ߲ܿሻܾ ൌ 1 ฺ ܾ ൌ ሺ߲ܿሻିଵ 

olup ሺܿ, ሺ߲ܿሻିଵሻ א  .olur ݐݎ݁ܭ

ሾሺܿ, 1ሻ, ሺܿ, ሺ߲ܿሻିଵሻሿ ൌ 1 olduğundan ሾݏݎ݁ܭ, ሿݐݎ݁ܭ ൌ 1 olur. 

Tanım 3.1.4. G bir grup olsun ve bağımsız iki cat1-grup yapısı üzerinde tanımlansın. 

Daha açık olarak. 

݅, ݆ ൌ 1, 2, ݅ ് ݆ için 

ሺࡳ, ,ݏ ,ሻݐ ݅ ൌ 1, 2 bir cat1-gruptur ve ሺࡳ, ,ଵݏ ,ଵݐ ,ଶݏ  .ଶሻ  5-lisi bir cat2-grup oluştururݐ

G G

G G

s1

t1

s2

t2

~ cat1-grup

~ cat1-grup

 

öyle ki aşağıdaki şartlar sağlanır. 

i) ݅, ݆ ൌ 1, 2, ݅ ് ݆ için 
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ݏݏ ൌ ݐݐ , ݏݏ ൌ ݐݏ , ݐݐ ൌ  . dirݏݐ

ii) ሺࡳ, ,ݏ ,ࡳሻ ve ሺݐ ,ݏ  .ሻ ~ cat1-grupturݐ

Şimdi ileriki bölümlerde kullanacağımız cat2-gruplar ile çaprazlanmış kareler arasındaki 

ilişkiyi verelim. 

Aşağıdaki önerme Loday tarafından ispatlanmıştır. 

Önerme 3.1.5. Cat2-grupların kategorisi ile çaprazlanmış kareler kategorisi denktir. 

İspat: Birbirinden bağımsız olan iki cat1-grup yapısı için, ߲: ܥ ՜ ܤ  çaprazlanmış 

modülü ile ܥ ൌ ker ݏ , ܤ ൌ ݏ ݉ܫ  ve ߲ ൌ \ݐ  kısıtlaması ሺࡳ, ,ଵݏ ଵሻݐ  cat1-grubu verilsin. Cat1-

grupların bir morfizması ߲ , C üzerinde B cat1-grup yapısının bir sınırlaması ሺࡳ, ,ଶݏ  .ଶሻ’dirݐ

Böylece çaprazlanmış modüllerin bir morfizması aşağıdaki gibidir. 

Ker s1er s2 Im s1 Ker s2

Ker s1 Im s2 Im s1 Im s2  

Burada her bir morfizma, doğal etki ile bir çaprazlanmış modüldür.  

Eğer  ݔ א ଵݏ ݉ܫ ת Ker ݕ  ଶ  veݏ א ଵݏ ݎ݁ܭ ת Im   ଶ ise o zamanݏ

ሾݔ, ሿݕ א Ker ଵݏ ځ Ker  ଶݏ

elde edilir. Yani h dönüşümü; 

ଵݏ ݉ܫ  :݄ ת Ker ଶݏ ൈ ଵݏ ݎ݁ܭ ת Im ଶݏ ื ଵݏ ݎ݁ܭ ת Ker   ଶݏ

ሺݔ, ሻݕ  ሾݔ,   ሿݕ

dir. Çaprazlanmış kare aksiyomlarının sağlandığı kolayca gösterilebilir. 

Tersine  

L M

N P
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bir çaprazlanmış kare olsun. Bu durumda ሺܮ, ܰሻ
         
ሱۛሮ ሺܯ, ܲሻ bir çaprazlanmış modül morfizmi 

olarak değerlendirilebilir.  

ܮ
         
ሱۛሮ ܰ  çaprazlanmış modülünden ሺܮ ډ ܰ, ,ݏ ሻݐ  şeklinde bir cat1-grup ve ܯ

         
ሱۛሮ ܲ  

çaprazlanmış modülünden ሺܯ ډ ܲ, ,Ԣݏ                 .Ԣሻ  şeklinde bir cat1-grup tanımlayabilirizݐ

ሺܮ, ܰሻ
         
ሱۛሮ ሺܯ, ܲሻ morfizmi yardımıyla cat1-grupların  

߲: ሺܮ ډ ܰ, ,ݏ ሻݐ ՜ ሺܯ ډ ܲ, ,ᇱݏ  ᇱሻݐ

bir morfizmini tanımlayabiliriz. 

ሺ݉, ሻ א ܯ ډ ܲ ve  ሺ݈, ݊ሻ א ܮ ډ ܰ üzerindeki etkisi 

ሺ݈, ݊ሻሺ,ሻ ൌ ሺ ൫ ݈ ൯݄൫݉, ݊ ൯, ݊
 ሻ 

ile tanımlanır. Bu etkiyi kullanarak ࡳ ൌ ሺܮ ډ ܰሻ ډ ሺܯ ډ ܲሻ  grubunu tanımlayabiliriz. 

Buradan; 

,ଵሺ݈ݏ ݊, ݉, ሻ ൌ ,ᇱሺ݉ݏ   ሻ

,ଵሺ݈ݐ ݊, ݉, ሻ ൌ ,ᇱሺ݉ݐ   ሻ

,ଶሺ݈ݏ ݊, ݉, ሻ ൌ ,ሺ݈ݏ ݊ሻ   

,ଶሺ݈ݐ ݊, ݉, ሻ ൌ ,ሺ݈ݐ ݊ሻ   

alarak; ൫ሺܮ ډ ܰሻ ډ ሺܯ ډ ܲሻݏଵ, ,ଵݐ ,ଶݏ  ଶ൯   cat2-grubunu tanımlayabiliriz. Sonuç olarakݐ

ሺࡳ, ,ଵݏ ,ଵݐ ,ଶݏ   ଶሻ cat2-grubuna karşılık gelen çaprazlanmış kareݐ

Ker s1er s2 Im s1 Ker s2

Ker s1 Im s2 Im s1 Im s2  

olup ݄: ሺݔ, ሻݕ  ሾݔ, ሿݕ  dir. Burada ݏ ݎ݁ܭଵ ื ଵݏ ݉ܫ  ve ݏ ݎ݁ܭଶ ื ଶݏ ݉ܫ  G deki konjuge 

etkisiyle birer çaprazlanmış modüldür. 

L M

N P
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Çaprazlanmış karesine karşılık gelen cat1-gruplar ሺܮ ډ ܰ, ,ݏ ,ሻݐ  ሺܯ ډ ܲ, ,Ԣݏ Ԣሻݐ  olup 

ܯ ډ ܲ nin  ܮ ډ ܰ  üzerindeki etkiye göre ൫ሺܮ ډ ܰሻ ډ ሺܯ ډ ܲሻݏଵ, ,ଵݐ ,ଶݏ ଶ൯ݐ  bir cat2-grup 

olacaktır. 

3.2 Simplisel Gruplardan Çaprazlanmış Karelere 

Aşağıda vereceğimiz funktor, Porter [35] tarafından simplisel gruplardan çaprazlanmış 

݊ െ ݇ü lere tanımlı ࡹሺെ,  ሻ funktorunun 2-boyutlu hali olacaktır. Yani simplisel gruplardan

çaprazlanmış karelere bir funktor oluşturacağız. Detaylı bilgi için [35] ve [36] e bakınız. 

G bir simplisel grup olsun. 

NG2

3(NG3)
NG1

NG1
G1

2



'

2

 

diyagramını gözönüne alalım. ܰܩଵ ൌ ݀ݎ݁ܭ
ଵ, ଵതതതതതതܩܰ  ൌ ݀ଵ

ଵ  dir. ܩଵ ଶܩܰ ,
߲ଷሺܰܩଷሻൗ  üzerine ݏଵ 

vasıtasıyla etki ettiğinden  ܰܩଵതതതതതത in ܰܩଵ  ve ܰܩଶ
߲ଷሺܰܩଷሻൗ  üzerine ߤԢ ile, ܰܩଵ  in ܰܩଶ

߲ଷሺܰܩଷሻൗ  

ve  ܰܩଵതതതതതത üzerine ߤ  ile etkisi vardır. Hem ߤ  hem de ߤԢ  içine dönüşümler olduklarından bütün 

etkiler konjuge etkidir. h dönüşümü ise aşağıdaki gibi tanımlanır. 

݄: ଵܩܰ ൈ ଵതതതതതതܩܰ
         
ሱۛሮ ଶܩܰ

߲ଷሺܰܩଷሻൗ  

ሺݔ, തሻݕ  ݄ሺݔ, ሻݕ ൌ ሾݏଵݕ, ݏݕଵݏ ל  ଷሻܩଵሿതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത߲ଷሺܰିݕ

dir. Bu funktoru 

,ሺെࡹ ሻ: ࢘ࡳ ࡿ ื  ࢙࢘

ile göstereceğiz. 
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3.3 2-Çaprazlanmış Modüllerden Çaprazlanmış Karelere 

Conduché, Brown’a yazdığı bir mektupta (ayrıca [18] ya bakınız.) 

L M

N P







  

çaprazlanmış karesinden, 

ܮ
   ൫ఒషభ,ఒᇲ൯  
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ ܯ ډ ܰ

     ఓఔ            
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ ܲ 

şeklinde bir 2-çaprazlanmış modül yapısının varlığından bahsetmektedir. Şimdi  

L M

N P







  

çaprazlanmış karesinden bir cat2-grup elde edildiğini biliyoruz. Mutlu ve Porter [36] de 

herhangi verilen bir çaprazlanmış kareden Nerve funktorunu kullanarak bir bisimplisel grup 

elde etmişlerdir. Bu bisimplisel gruptan Artin-Mazur kullanarak bir simplisel grup ve Moore 

kompleksinden ise bir 2-çaprazlanmış modül elde etmişlerdir. Arvasi ve Ulualan [7] de cat2-

gruplar ve çaprazlanmış karelerin arasındaki denkliği kullanarak bir bisimplisel grup elde edip, 

bu bisimplisel gruptan Artin-Mazur [3] kodiyagonal funktoru kullanarak bir simplisel grup elde 

edip; bazı izomorfizmler yardımıyla bu simplisel grubun Moore kompleksinde bir 2-

çaprazlanmış modülün var olduğunu göstermişlerdir. 

Conducé ise [18] de bir bisimplisel gruptan Moore bikompleksini göz önüne alıp, 

Moore bikompleksin bir çaprazlanmış kare verdiğini göstermiştir. Buna göre bir önerme olarak 

Moore bikompleksinin boyu  1  olan bisimplisel gruplar ile çaprazlanmış kareler denktir 

diyebiliriz. Fakat bu tezde bu iddiaya derinlemesine girmeyeceğiz. O halde elde edilen cat2-

gruptan aşağıdaki diyagramı oluşturabiliriz. 
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(L N) (M P) M P

N P P

s t

s'

t'

sM tM

sN , tN  

Buradaki kaynak ve hedef dönüşümleri aşağıdaki gibi tanımlıdır. 

݈ א ,ܮ ݉ א ,ܯ  א ܲ için 

,൫ሺ݈ݏ ݊ሻ, ሺ݉, ሻ൯ ൌ ሺ݊,    ,ሻ

,ᇱ൫ሺ݈ݏ ݊ሻ, ሺ݉, ሻ൯ ൌ ሺ݉,   ,ሻ

,൫ሺ݈ݐ ݊ሻ, ሺ݉, ሻ൯ ൌ ൫ሺߣᇱ݈ሻ݊,   ,൯ሺ݉ሻߤ

,Ԣ൫ሺ݈ݐ ݊ሻ, ሺ݉, ሻ൯ ൌ ൫ሺ݈ߣሻሺ௩ሻ݉,   ,൯ሺ݊ሻݒ

,ேሺ݊ݏ ሻ ൌ   

,ேሺ݊ݐ ሻ ൌ   ሺ݊ሻݒ

,ெሺ݉ݏ ሻ ൌ   

,ெሺ݉ݐ ሻ ൌ  .ሺ݉ሻߤ

Bu cat2-gruptan aşağıdaki gibi bir bisimplisel grup elde ederiz. 

... (LN) ((LN) (MP)) M (M P)

((LL N) ((MM) P) (LN) (MP) M P

N (N P) (N P) P
 

Burada ܮே ൌ ܮ ډ ܰ, ܯ ൌ ܯ ډ ܲ  olarak ifade edilmiştir. Detaylı bilgi için [7] ye 

bakınız. Burada ܯ ډ ܲ nin ܯ üzerindeki etkisi ݉Ԣሺ,ሻ ൌ ݉Ԣఓሺሻ  ile verilmektedir. 
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ሺ݊, ሻ א ܰ ډ ܲ nin ܰ üzerindeki etkisi ݊Ԣሺ,ሻ ൌ ݊Ԣ௩ሺሻ  dür. Yani  

݀ᇱ

௩ሺ݉, ሻ ൌ ,ெሺ݉ݐ ሻ ൌ    ሺ݉ሻߤ

݀ᇱ
ଵ
௩ሺ݉, ሻ ൌ ,ெሺ݉ݏ ሻ ൌ    

݀ᇱ

ሺ݊, ሻ ൌ ,ேሺ݊ݐ ሻ ൌ    ሺ݊ሻݒ

݀ᇱ
ଵ
ሺ݊, ሻ ൌ ,ேሺ݊ݏ ሻ ൌ    

olur. Şimdi bu elde edilen bisimplisel gruptan simplisel grup tanımlayacağız. Bunun için Artin-

Mazur codiagonal funktorunu inceleyelim. 

3.4 Artin-Mazur Codiagonal Funktoru (Bisimplisel Gruplardan Simplisel Gruplara)  

Bu bölümde [3] den Artin-Mazur kodiyagonal funktorunu hatırlayalım. 

.ࡳ ,.  bir bisimplicial grup olsun. 

ሺሻܩ ൌ ෑ ,ܩ

ାୀ

 

ve ؿ ሺሻܩ  olmak üzere; ܩሺሻ  nin ሺݔ, … , ݔ ሻ bir elemanı ileݔ א ,ିܩ  ,  olması için 

gerek ve yeter şart, her bir   ൌ 0, … , ݊ െ 1 için 

݀
௩ሺݔሻ ൌ ݀ାଵ

 ൫ݔାଵ൯  

olmasıdır. Böylece oluşturacağımız simplisel grubun bileşenleri  lerdir ve  lerin elemanları 

ise ݔ א ,ݔ,ି olmak üzere ሺܩ … , ሻݔ א   ler için

݀
௩൫ݔ൯ ൌ ݀ାଵ

 ൫ݔାଵ൯           0    ݊ െ 1 

sağlanır. Sonra  ve ିଵ arasındaki yüz ve dejenere operatörlerinden bahsedelim.  

݆ ൌ 0, … , ݊, için  

ܦ  ՜ ିଵ ve  ܵ  ՜  ,ାଵ

ሻݔሺܦ ൌ ൫ ݀
௩ሺݔሻ, ݀ିଵ

௩ ሺݔଵሻ, … , ݀ଵ
௩ሺݔିଵሻ, ݀

ሺݔାଵሻ, ݀
ሺݔାଶሻ, … , ݀

ሺݔሻ൯  

ܵሺݔሻ ൌ ൫ݏ
௩ሺݔሻ, ିଵݏ

௩ ሺݔଵሻ, … , ݏ
௩ሺݔሻ, ݏ

ሺݔሻ, ݏ
ሺݔାଵሻ, … , ݏ

ሺݔሻ൯  

ile tanımlanır. Böylece ሺࡳ. , . ሻ ൌ ൛ ,ܦ  ܵൟ bir simplisel grup olur. 
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ÖRNEK 3.4.1.  

 ൌ  için  

ሺሻܩ ൌ   ,ܩ

sağlanır. 

 ൌ  için   

ؿଵ ሺଵሻܩ ൌ ଵ,ܩ ൈ  ,ଵܩ

olur ve 

ଵൌ ൛൫݃ଵ,, ݃,ଵ൯: ݀
௩൫݃ଵ,൯ ൌ ݀ଵ

ሺ݃,ଵሻൟ  

ile birlikte homomorfizmalar aşağıdaki gibidir; 

ܦ
ଵ൫݃ଵ,, ݃,ଵ൯ ൌ ൫݀

௩݃ଵ,, ݀
݃,ଵ൯, 

ଵܦ
ଵ൫݃ଵ,, ݃,ଵ൯ ൌ ൫݀ଵ

௩݃ଵ,, ݀ଵ
݃,ଵ൯, 

ܵ
൫݃,൯ ൌ ൫ݏ

௩݃,, ݏ
݃,൯.  

 ൌ  için  

ؿଶ ሺଶሻܩ ൌ ෑ ,ܩ

ାୀଶ

ൌ ଶ,ܩ ൈ ଵ,ଵܩ ൈ   ,ଶܩ

olur ve 

ଶൌ ൛൫݃ଶ,, ݃ଵ,ଵ, ݃,ଶ൯   ݀
௩൫݃ଶ,൯ ൌ ݀ଵ

൫݃ଵ,ଵ൯, ݀
௩൫݃ଵ,ଵ൯ ൌ ݀ଶ

൫݃,ଶ൯ൟ. 

Şimdi cat2-gruptan elde edilen bisimplisel gruba Artin-Mazur kodiyagonal funktorunu 

uygulayarak , ଵ ve ଶ yi elde edelim. 

ሺሻܩ ൌ ,ܩ  ؆ ܲ dir. 1-simplekslerin grubu, ൫݃ଵ,, ݃,ଵ൯ ൌ ൫ሺ݉, ,ሻ ሺ݊,   ᇱሻ൯ den oluşan

ؿଵ ሺଵሻܩ ൌ ଵ,ܩ ൈ ,ଵܩ  ൌ ሺܯ ډ ܲሻ ൈ ሺܰ ډ ܲሻ 

nin bir kümesidir. Burada ߤሺ݉ሻ ൌ  ;ᇱ olur. Örneğin

ଵܩ ൌ ൛൫ሺ݉, ,ሻ ሺ݊, ᇱሻ൯: ݀
௩ሺ݉, ሻ ൌ ሺ݉ሻߤ ൌ ᇱ ൌ ݀ଵ

ሺ݊,  ᇱሻൟ

dir. 



30 
 

ሺ݉ଵ, ,ଵ ݊ଵ, ଵሻሺ݉ଵሻߤ  ve ሺ݉ଶ, ,ଶ ݊ଶ, ଶሻሺ݉ଶሻߤ  elemanlarının birleşimi ve değişimi 

kuralından 

ቀ݉ଵ ݉ଶ
భ , ,ଶଵ ݊ଵ ݊ଶ

ఓሺభሻభ , ൫݉ଵߤ ݉ଶ
భ ൯ଵଶቁ 

olur. Bu elemanların ܩଵ alt grubu, ܰ ډ ሺܯ ډ ܲሻ ye izomorfiktir. Burada ܲ, ݊ ൌ ݊ఓ  yolu ile 

N üzerinde M etkisi vardır. Bu izomorfizmin tanımlaması aşağıdaki gibidir. 

ଵܩ          :݂       ื   ܰ ډ ሺܯ ډ ܲሻ  

ሺ݉, , ሺ݉ሻߤ  ሺ݊, ݉,  .ሻ

ܰ ଵ ileܩ ډ ሺܯ ډ ܲሻ tanımından, ݀ ve , ݀ଵ in tanımına aşağıdaki gibi elde ederiz. 

݀ሺ݊, ݉, ሻ ൌ   ሺ݉ሻߤሺ݊ሻݒ

݀ଵሺ݊, ݉, ሻ ൌ   .

Şimdi ଶൌ  ଶ yi tanımlayacağız. 2-simplisel grupܩ

ؿଶ ሺଶሻܩ ൌ ଶ,ܩ ൈ ଵ,ଵܩ ൈ  ,ଶܩ

                  ൌ ܯ ډ ሺܯ ډ ܲሻ ൈ ൫ሺܮ ډ ܰሻ ډ ሺܯ ډ ܲሻ൯ ൈ ൫ܰ ډ ሺܰ ډ ܲሻ൯ 

nin ܩଶ alt kümesinin 

൫ሺ݉ଶ, ݉ଵ, ,ሻ ሺ݈, ݊, ݉, ,ᇱሻ ሺ݊ଶ, ݊ଵ,  ᇱᇱሻ൯

elemanları için Artin-Mazur funktoruna göre aşağıdakiler sağlanır: 

݀
௩ሺ݉ଶ, ݉ଵ, ሻ ൌ ݀ଵ

ሺ݈, ݊, ݉,  ᇱሻ

݀
௩ሺ݈, ݊, ݉, ᇱሻ ൌ ݀ଶ

ሺ݊ଶ, ݊ଵ,  .ᇱᇱሻ

Bu durum bize özel düzenlemelerle 

݀
௩ሺ݉ଶ, ݉ଵ, ሻ ൌ ሺ݉ଵ,   ሻሺ݉ଶሻߤ

݀ଵ
ሺ݈, ݊, ݉, ᇱሻ ൌ ,Ԣሺ݈ݏ ݊, ݉, ᇱሻ ൌ ሺ݉,    ᇱሻ

݀
௩ሺ݈, ݊, ݉, ᇱሻ ൌ ,ሺ݈ݐ ݊, ݉, ᇱሻ ൌ ሺ ߣᇱሺ݈ሻ݊,   ᇱሻሺ݉ሻߤ

݀ଶ
ሺ݊ଶ, ݊ଵ, ԢԢሻ ൌ ሺ݊ଶ,   ᇱᇱሻ
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den ݉ଵ ൌ ݉, ሺ݉ଶሻߤ ൌ ,ᇱ ᇱሺ݈ሻ݊ߣ  ൌ ݊ଶ,   ߤሺ݉ሻᇱ ൌ  ԢԢ arasındaki bağlantıyı verir. Böylece

 :ଶ nin elemanlarının şekline aşağıdaki gibi sahip oluruzܩ

ቀሺ݉ଶ, ݉ଵ, ,ሻ ൫ሺ݈, ݊ሻ, ሺ݉ଵ, ,ሻ൯ሺ݉ଶሻߤ ሺ ߣᇱሺ݈ሻ݊, ݊ଵ,  .ሻቁሺ݉ଵ݉ଶሻߤ

Biz böylece aşağıdaki izomorfizm sonucuna varırız: 

ଶܩ   :݂ ื ሺܮ ډ ሺܰ ډ ሻܯ ډ ൫ܰ ډ ሺܯ ډ ܲሻ൯  

ቀሺ݉ଶ, ݉ଵ, ,ሻ ൫ሺ݈, ݊ሻ, ሺ݉ଵ, ,ሻ൯ሺ݉ଶሻߤ ሺ ߣᇱሺ݈ሻ݊, ݊ଵ, ሻቁሺ݉ଵ݉ଶሻߤ ื 

ቀ൫݈, ሺ݊, ݉ଵሻ൯, ൫݊ଵ, ሺ݉ଶ,   .ሻ൯ቁ

Bu yüzden bir 2-truncated simplisel grup ܩሺଶሻ ile yüz ve üreteçler ile aşağıdakiler elde 

edilir: 

L (N M) N (M P) N (M P)G(2)  : P
 

݀
ଵሺ݊, ݉, ሻ ൌ  , ሺ݉ሻߤሺ݊ሻݒ

݀ଵ
ଵሺ݊, ݉, ሻ ൌ  ,

ሻሺݏ ൌ ሺ1, 1,  ,ሻ

݀
ଶ ቀ൫݈, ሺ݊, ݉ଵሻ൯, ൫݊ଵ, ሺ݉ଶ, ሻ൯ቁ ൌ ൫݊ଵ, ሺ݈ߣሻ௩ሺሻ݉ଵ,   ,൯ሺ݉ଶሻߤሺ݊ሻݒ

݀ଵ
ଶ ቀ൫݈, ሺ݊, ݉ଵሻ൯, ൫݊ଵ, ሺ݉ଶ, ሻ൯ቁ ൌ ሺ݊ଵ, ሺߣᇱ݈ሻ݊, ݉ଵ݉ଶ,   ,ሻ

݀ଶ
ଶ ቀ൫݈, ሺ݊, ݉ଵሻ൯, ൫݊ଵ, ሺ݉ଶ, ሻ൯ቁ ൌ ሺ݊, ݉ଶ,   ,ሻ

ݏ
ଵሺ݊, ݉, ሻ ൌ ቀ൫1. ሺ1, ݉ሻ൯, ൫݊, ሺ1,   ,ሻ൯ቁ

ଵݏ
ଵሺ݊, ݉, ሻ ൌ ቀ൫1, ሺ݊, 1ሻ൯, ൫1, ሺ݉,   .ሻ൯ቁ

Şimdi [7] den aşağıdaki önermeyi verelim. 

Önerme 3.4.2. ࡳሺଶሻ  simplisel grubunun Moore kompleksi çaprazlanmış karenin 

mapping cone kompleksine denktir ve bu mapping cone kompleksi bir 2-çaprazlanmış modül 

yapısına sahiptir. 
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İspat: ࡳሺଶሻ simplisel grubunun Moore kompleksini oluşturalım. 

ܩܰ ൌ ܩ ൌ ܲ   

ଵܩ ൌ ܰ ډ ሺܯ ډ ܲሻ  

ଵܩܰ ൌ ݀ݎ݁ܭ
ଵ   

݀
ଵ: ଵܩ ื    ܩ

݀
ଵሺ݊, ݉, ሻ ൌ  ;olup  ሺ݉ሻߤሺ݊ሻݒ

ሺ݊, ݉, ሻ א ݀ݎ݁ܭ
ଵ   ൌ    ሺ݊ሻିଵݒሺ݉ሻିଵߤ

olmalıdır. O halde; 

ሺ݊, ݉, ሺ݊ሻିଵሻݒሺ݉ሻିଵߤ א ݀ݎ݁ܭ
ଵ   

olur. Diğer yandan ଵ݂: ଵܩܰ ื ܯ ډ ܰ,  ൫݊ିଵ, ݉ିଵ, ሺ݊ሻ൯ݒሺ݉ሻߤ  ሺ݉, ݊ሻ bir izomorfizm olup, 

bu izomorfizm ile; 

L (N M) N (M P) N (M P)G(2)  : P
 

߲ଵሺ݉, ݊ሻ ൌ ݀ଵ൫݊ିଵ, ݉ିଵ, ሺ݊ሻ൯ݒሺ݉ሻߤ ൌ   ሺ݊ሻݒሺ݉ሻߤ

ile tanımlayabiliriz. Burada ൫݊ିଵ, ݉ିଵ, ሺ݊ሻ൯ݒሺ݉ሻߤ א ݀ݎ݁ܭ
ଵ dir. Çünkü  

݀Ԣ൫݊ିଵ, ݉ିଵ, ሺ݊ሻ൯ݒሺ݉ሻߤ ൌ ሺ݊ሻݒሺ݉ሻߤሺ݉ିଵሻߤሺ݊ିଵሻݒ ൌ 1  

olur. Böylece  

ܩܰ ؆ ܲ   

ଵܩܰ ൌ ܯ ډ ܰ  

߲ଵ: ܯ ډ ܰ ื ܲ  

߲ଵሺ݉, ݊ሻ ൌ    ሺ݊ሻݒሺ݉ሻߤ

elde edilir. Şimdi ܰܩଶ yi araştıracağız. 

ݔ ൌ ቀ൫݈, ሺ݊, ݉ଵሻ൯, ൫݊ଵ, ሺ݉ଶ, ሻ൯ቁ א ܮ ډ ሺܰ ډ ሻܯ ډ ܰ ډ ሺܯ ډ ܲሻ ؆  ଶܩ

olsun. ݀
ଶ ve ݀ଵ

ଶ tanımlarını kullanarak, ݔ א ݀ݎ݁ܭ
ଶ  olması için; 
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݀
ଶሺݔሻ ൌ ቀ݊ଵ, ଵ݉ ݈ߣ

௩ሺሻ , ቁሺ݉ଶሻߤሺ݊ሻݒ ൌ ሺ1,1,1ሻ  

݊ଵ ൌ 1, ଵ݉ ݈ߣ
௩ሺሻ ൌ 1, ሺ݉ଶሻߤሺ݊ሻݒ ൌ 1  

olur.ݔ א ଵ݀ݎ݁ܭ
ଶ  olması için;݀ଵ

ଶሺݔሻ ൌ ሺ݊ଵ. ,ᇱሺ݈ሻ݊ߣ ݉ଵ݉ଶ, ሻ ൌ ሺ1,1,1ሻ olup; 

݊ଵ. ᇱሺ݈ሻ݊ߣ ൌ 1, ݉ଵ݉ଶ ൌ 1,  ൌ 1   

olur. Buradan  

݊ ൌ ሺߣᇱ݈ሻିଵ   

1 ൌ ሺ݈ߣሻ ݉ଵ
௩ሺሻ ൌ ሺ݈ߣሻ ݉ଵ

௩൫ఒᇲషభ൯
ൌ ሺ݈ߣሻ ݉ଵ

௩ఒషభ
ൌ ሺ݈ߣሻሺ݈ߣሻିଵ݉ଵሺ݈ߣሻ ൌ ݉ଵሺ݈ߣሻ 

ฺ ݉ଵ ൌ ሺ݈ߣሻିଵ  

olur. 

݉ଶ ൌ ݉ଵ
ିଵ ฺ ݉ଶ ൌ ሺ݈ߣሻ  olup; ݔ א ݀ݎ݁ܭ

ଶ ת  ଵ݀ݎ݁ܭ
ଶ olması için gerek ve yeter şart  

ݔ ൌ ൫݈, ሺߣᇱ݈ିଵ, ,ଵሻି݈ߣ ሺ1, ,݈ߣ 1ሻ൯   

olup; 

݀ݎ݁ܭ
ଶ ת  ଵ݀ݎ݁ܭ

ଶ ؆  ܮ

bulunur. Buradan  

݀ଶ
ଶ

݀ݎ݁ܭ
ଶ ת  ଵ݀ݎ݁ܭ

ଶ൘ ൫݈, ሺߣᇱ݈ିଵ, ,ଵሻି݈ߣ ሺ1, ,݈ߣ 1ሻ൯ ൌ ሺߣᇱ݈ିଵ, ,݈ߣ 1ሻ א ܰ ډ ሺܯ ډ ܲሻ 

bulunur. Burada ሺߣᇱ݈ିଵ, ,݈ߣ 1ሻ א ݀ݎ݁ܭ
ଵ dir. Çünkü  

݀
ଵሺߣᇱ݈ିଵ, ,݈ߣ 1ሻ ൌ .݈ߣߤᇱ݈ିଵߣݒ 1 ൌ 1   

olup; 

ଵ݂: ܰ ډ ሺܯ ډ ܲሻ ื ሺܯ ډ ܰሻ  

ሺ݊, ݉, ሻ  ሺ݉ିଵ, ݊ିଵሻ  

izomorfizmini kullanarak; 
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߲ଶሺ݈ሻ ൌ ଵ݂
݀ଶ

ଶ

݀ݎ݁ܭ
ଶ ת  ଵ݀ݎ݁ܭ

ଶ൘ ൫݈, ሺߣᇱ݈ିଵ, ,ଵሻି݈ߣ ሺ1, ,݈ߣ 1ሻ൯ 

          ൌ ଵ݂ሺߣᇱ݈ିଵ, ,݈ߣ 1ሻ 

          ൌ ሺି݈ߣଵ, ᇱ݈ሻߣ א ܯ ډ ܰ  

olur. Böylece verilen bir  

L M

N P







  

çaprazlanmış karenin mapping cone kompleksi 

ܮ
   ൫ఒషభ,ఒᇲ൯  
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ ܯ ډ ܰ

     ఓఔ            
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ ܲ 

şeklinde elde edilir. Burada  

ሼሺ݉, ݊ሻ, ሺܿ, ܽሻሽ ൌ ݄ሺ݉, ݊ܽ݊ିଵሻ 

şeklinde Peiffer lifting tanımlanır. Bu yapının bir 2-çaprazlanmış modül olduğunu görmek için 

[7] ye bakınız. Böylece  

NG2

3(NG3)
NG1=Ker d0

NG1=Ker d1
G1

2



'

2

 

bir çaprazlanmış kare olduğundan bir simplisel gruptan yeni bir 2-çaprazlanmış modül yapısını 

ଶܩܰ
߲ଷܰܩଷ

ൗ
         
ሱۛሮ ݀ݎ݁ܭ ډ ଵ݀ݎ݁ܭ  

             
ሱۛ ۛۛ ሮ   ଵܩ

şeklinde elde etmiş oluruz. 
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4. 2-ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLERDEN KUADRATİK MODÜLLERE 

Kuadratik Modüller H. J. Baues tarafından [13] de 3-tip cebirsel bir model olarak 

tanımlanmıştır. Baues [13] de simplisel gruplardan kuadratik modüller kategorisine bir funktor 

oluşturmuştur. Arvasi ve Ulualan ise [7] de ܨఈ,ఉ fonksiyonlarının görüntülerini kullanarak 

Moore kompleksinin boyu  2  olan simplisel gruplardan kuadratik modüllere bir funktor 

oluşturmuşlardır. Ayrıca Conducé’nin [17] de tanımladığı 2-çaprazlanmış modüller 

kategorisinden kuadratik modüller kategorisine bir funktoru [7] de tanımlayıp bu funktorun 

homotopi gruplarını koruduğunu göstermişlerdir. Yani oluşturulan bu funktorlar altında, 2-

çaprazlanmış modülün homotopi grupları olan ߨଵ,  ଷ gruplarının, elde edilen kuadratikߨ ଶ veߨ

modülün homotopi grupları olan ߨଵԢ,  .ଷԢ gruplarına izomorf olduklarını göstermişlerdirߨ ଶԢ veߨ

Bu bölümde kısaca bu oluşumlar verilecektir. 

߲: ܯ ื ܰ bir ön-çaprazlanmış modül olması için N nin M üzerine grup etkisi olması 

gerekir. ܰ ൈ ܯ ื ,ሺ݊ ,ܯ ݉ሻ  ݉  ile gösterilen fonksiyon için 

1. ݉ଵ ൌ ݉, 

2. ሺ ݉మ ሻభ ൌ ݉ሺభమሻ    

3. ሺ݉ଵ݉ଶሻ ൌ ሺ݉ଵሻ ሺ݉ଶሻ   

4. 1
 ൌ 1  

özellikleri sağlanmalıdır. N, M üzrine etki ediyorsa M ye nir N-grup denir, M bir N-grup ve 

߲: ܯ ื ܰ bir grup homomorfizmi olmak üzere her ݊ א ܰ ve ݉ א için ߲ሺ ܯ ݉ ሻ ൌ ݊ሺ߲݉ሻ݊ିଵ 

oluyorsa, ߲ ya ön-çaprazlanmış modül dendiğini biliyoruz. 

Bir nil(2)-modül ise; ߲: ܯ ื ܰ  bir ön-çaprazlanmış modül olup; ଷܲሺ߲ሻ ൌ 1  şartını 

sağlamalıdır. Burada ଷܲሺ߲ሻ , M nin üçlü Peiffer elemanları tarafından üretilen normal alt 

gruptur. ߲: ܯ ื ܰ   ön-çaprazlanmış modülündeki Peiffer elemanları ise ݔ, ݕ א ܯ  için üçlü 

Peiffer’ler 

,ݔۃ ۄݕ ൌ ൫ డ௫ݕ ൯ିݕݔଵିݔଵ olmak üzere 

,ݔۃۃ ,ۄݕ ,ۄݖ ,ݔۃ ,ݕۃ    ۄۄݖ

şeklinde tanımlıdır. 

Bir G grubu için ܩ ൌ ࡳ
ሾࡳ, ሿൗࡳ   G nin abelyenleştirilmesi olsun. ࡳ ሾࡳ, ሿൗࡳ  abelyendir. 

Gerçekten de; 
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,ࡳሾݔ ,ࡳሾݕሿࡳ ሿࡳ ൌ ,ࡳሾݕݔ   ሿࡳ

                            ൌ ଵᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥିݔଵିݕݕݔ
ሿࡳ,ࡳሾא

,ࡳሾݔݕ   ሿࡳ

                            ൌ ,ࡳሾݔݕ   ሿࡳ

olur. ߲: ܯ ื ܰ  ön-çaprazlanmış modül ise; 

߲ ൌ ܯ ൌ ܯ
ଶܲሺ߲ሻൗ ื ܰ 

߲  ya bağlı bir çaprazlanmış modüldür. Burada ଶܲሺ߲ሻ ൌ ,ܯۃ  dir. M nin Peiffer  ۄܯ

normal alt grubudur. ݔ, ݕ א ܯ  için ݔۃ, ۄݕ ൌ ൫ డ௫ݕ ൯ିݕݔଵିݔଵ  elemanları tarafından türetilen 

normal alt gruptur. 

Tanım 4.1. Grupların aşağıdaki gibi bir 

C C

 w

 
L M N

 

diyagramını göz önüne alalım. Eğer  

QM1) ߲: ܯ ื ܰ   bir nil(2)-modül ve ݓ: ܥ ٔ ܥ ื   .Peiffer komutatör dönüşümdür ܯ

ܥ ൌ ሺܯሻ ൌ ܯ

ሾܯ, ሿൗܯ  

ve ܯ ื ,ܥ ݔ   ;ҧ ile verilen bölüm dönüşümü olmak üzereݔ

ܯ ൌ ܯ
ଶܲሺ߲ሻൗ  

dir. 

QM2) ߲ߜ ൌ 1 ve ݔ, ݕ א  ;için ܯ

ҧݔሺݓߜ ٔ തሻݕ ൌ ҧݔሺݓ ٔ തሻݕ ൌ ,ݔۃ ۄݕ ൌ ൫ డ௫ݕ ൯ିݕݔଵିݔଵ  

olur. 

QM3) L bir N-grup olup ܽ א ,ܮ ݉ א  için ܯ
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ܽడ ൌ ҧݔ൫ݓ ٔ തതതܽߜതതത൯൫ܽߜ ٔ  ҧ൯ݔ

olur. 

QM4) ܽ, ܾ א  için ܮ

തതതܽߜ൫ݓ ٔ തതത൯ܾߜ ൌ ሾܾ, ܽሿ 

olur. Bu özellikler sağlanıyorsa verilen diyagrama bir kuadratik modül denir. 

4.1 Funktorun Oluşturulması 

Bu bölümde [7] de Arvasi ve Ulualan tarafından oluşturulan 2-çaprazlanmış modüller 

kategorisinden kuadratik modüller kategorisi olan funktorun oluşturulmasından bahsedilecektir. 

Buna göre  

ଶܥ
      డమ      
ሱۛ ۛۛ ሮۛ ଵܥ

     డభ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ  ܥ

bir 2-çaprazlanmış modül olsun. ߲ଵ: ଵܥ ื  . bir ön-çaprazlanmış modül olduğunu biliyoruzܥ

ଷܲ,  ܥଵ in ݔ, ,ݕ ݖ א  ;ଵ olmak üzereܥ

,ݔۃۃ ,ۄݕ ,ۄݖ ,ݔۃ ,ݕۃ  ۄۄݖ

elemanları tarafından üretilen normal alt grubu olsun. ߲ଵ  bir ön-çaprazlanmış modül 

olduğundan, 

߲ଵሺ ଷܲሻ ൌ 1 olup  ଷܲ ك   ଵ߲ݎ݁ܭ

olur. Böylece  ܥଵ
 ଷܲ

ൗ   bir bölüm grubu tanımlanabilir. Bu durumda; 

ଵܥ
 ଷܲ

ൗ  
     డభതതതത         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ   ܥ

߲ଵ
തതതሺݔ  ଷܲሻ ൌ ߲ଵሺݔሻ ile tanımlı bir homomorfizm vardır. 

C1
C1

P3

C0

q1

1 1

 



38 
 

değişmeli diyagramını oluşturabiliriz. Yani ߲ଵ
തതതݍଵ ൌ ߲ଵ dir. Diğer yandan, ଷܲԢ,  ܥଶ in ݔ, ,ݕ ݖ א  ଵܥ

olmak üzere; 

ሼݔۃ, ,ۄݕ ,ሽݖ ሼݔ, ,ݕۃ   ሽۄݖ

elemanları tarafından üretilen normal alt grubu olsun. Bu durumda  

ܯ ൌ ଵܥ
 ଷܲ

ൗ  

ve 

ܮ ൌ ଶܥ
 ଷܲԢ൘   

bölüm grupları vardır. Diğer yandan 

߲ଶሼݔۃ, ,ۄݕ ሽݖ ൌ ,ݔۃۃ ,ۄݕ  ۄݖ

ve  

߲ଶሼݔ, ,ݕۃ ሽۄݖ ൌ ,ݔۃ ,ݕۃ  ۄۄݖ

olduğundan ߲ଷሺ ଷܲԢሻ ൌ ଷܲ bulunur. Böylece  

ܮ ൌ ଶܥ
 ଷܲԢ൘

       ఋ       
ሱۛ ۛۛ ሮۛ ଵܥ

 ଷܲ
ൗ ൌ  ܯ

ݔሺߜ  ଷܲԢሻ ൌ ߲ଶሺݔሻ  ଷܲ     

iyi tanımlı homomorfizm olur. Çünkü ߲ଶሺ ଷܲ
ᇱሻ ൌ ଷܲ dür. 

:ଶݍ ଶܥ ื ଶܥ
 ଷܲԢ൘   

bölüm dönüşümü olmak üzere aşağıdaki komutatif diyagramı elde ederiz. 

2



C1

C1

P3

C0

q1

1



q2 id

C0

C2

C2

P3
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ܥ ൌ ሺܯሻ  olsun. Burada ܯ ൌ ଵܥ
 ଷܲ

ൗ  olmak üzere; ݔԢ א ଵܥ
 ଷܲ

ൗ   yani;   

ሻݔଵሺݍ א ଵܥ
 ଷܲ

ൗ  ve ݍଵሺݔሻതതതതതതത א :ݓ  olmak üzere  ܥ ܥ ٔ ܥ ื  kuadratik dönüşümü ܮ

തതതതതݔଵݍ ٔ തതതതതݕଵݍ ൌ ,ݔଶሼݍ   ሽݕ

ile tanımlayabiliriz. Bu durumda bu kuadratik dönüşüm ile birlikte; 

C C

 w

 
C1

P3

C0
C2

P3'
 

bir kuadratik modül olur.  

Kuadratik modül aksiyomlarının sağlandığını görmek için [7] ye bakınız. Şimdi 

aşağıdaki önermeyi verebiliriz. 

Önerme 4.1.1. 2-çaprazlanmış modüllerin homotopi grupları ile bu funktor altında elde 

edilen kuadratik modülün homotopi grupları birbirine izomorftur. 

İspat:  

ଶܥ
   డమ  
ሱۛ ሮ ଵܥ

     డభ         
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ܥ ൌ   ܥ

2-çaprazlanmış modülünün homotopi grupları 

ሻܥሺߨ ൌ 1, ሻܥଵሺߨ ൌ ܥ
߲ଵܥଵ

ൗ , ሻܥଶሺߨ ൌ
ଵ߲ݎ݁ܭ

ଶ߲݉ܫ
, ሻܥଷሺߨ ൌ    ,ଶ߲ݎ݁ܭ

݅  4 için ߨሺܥሻ ൌ ሼ1ሽ dir. 

 ;Ԣ, 2-çaprazlanmış modülünden elde edilen kuadratik modül olsun. Yaniܥ

C C

 w

 
L M N

 

olsun. ܥԢ nin homotopi grupları, 
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ᇱሻܥሺߨ ൌ ሼ1ሽ,   

ᇱሻܥଵሺߨ ൌ ܰ
߲ ሺܯሻൗ ,   

ᇱሻܥଶሺߨ ൌ
߲ݎ݁ܭ

ߜ݉ܫ
,   

ᇱሻܥଷሺߨ ൌ ߲ݎ݁ܭ ,   

݅  4 için ߨሺܥԢሻ ൌ ሼ1ሽ dir. 

Buna göre ݅ ൌ 0, 1, 2, 3  için 

ሻܥሺߨ ؆   Ԣሻܥሺߨ

olduğunu göstermeliyiz. 

Ԣሻܥሺߨ ൌ ሼ1ሽ ؆  ሻܥሺߨ

ve ݅  4 için ߨሺܥԢሻ ൌ ሼ1ሽ ؆  .ሻ olacağı açıktırܥሺߨ

Ԣሻܥଵሺߨ ൌ ܰ
߲ ሺܯሻൗ   

dir. ܰ ൌ ܯ . dırܥ ൌ ଵܥ
ଷܲ

ൗ  olup ߲ ሺܯሻ ൌ ߲ଵܥଵ dir. Çünkü ߲ଷሺ ଷܲሻ ൌ 1 dir. O halde; 

Ԣሻܥଵሺߨ ൌ ܰ
߲ ሺܯሻൗ ൌ ܥ

߲ଵܥଵ
ൗ ൌ  ሻܥଵሺߨ

olur.  

Ԣሻܥଶሺߨ ൌ
߲ݎ݁ܭ

ߜ݉ܫ
  

dır.  

߲: ଵܥ
ଷܲ

ൗ ื  ܥ

olup; 

ݔ  ଷܲ  ߲ଵሺݔሻ 

߲ݎ݁ܭ ൌ ଵ߲ݎ݁ܭ
ଷܲ ൗ   

olur. 



41 
 

:ߜ ଶܥ
ଷܲԢ൘ ื ଵܥ

ଷܲ
ൗ  , 

ݔሺߜ  ଷܲ
ᇱሻ  ߲ଶሺݔሻ  ଷܲ  

olup, 

ሺߜ ଷܲ
ᇱሻ ൌ ଷܲ olduğundan 

ߜ݉ܫ ൌ ଶ߲݉ܫ
ଷܲ

ൗ   

olur. Buradan; 

Ԣሻܥଶሺߨ ൌ
߲ݎ݁ܭ

ߜ݉ܫ
؆ ଵ߲ݎ݁ܭ

ଶ ൗ߲݉ܫ ൌ   ሻܥଶሺߨ

olur. Burada 3. İzomorfizm teoremi uygulanmıştır. Gerçekten de 

ଶ߲݉ܫ
ଷܲ

ൗ ٳ ଵ߲ݎ݁ܭ
ଷܲ ൗ   

olup; ଷܲ ؿ  ;ଶ  olduğundan߲݉ܫ

ܯ
ܰൗ ٳ ܩ

ܰ ൗ   

iken 

ܩ
ܰ ൗ

ܯ
ܰൗ

؆ ܩ
ൗܯ   

idi. Yani, 

ଵ߲ݎ݁ܭ ଷܲ⁄
ଶ߲݉ܫ ଷܲ⁄൘ ؆ ଵ߲ݎ݁ܭ

ଶ ൗ߲݉ܫ  

kullanılmıştır. Şimdi ߨଷሺܥԢሻ ؆  .ሻ olduğunu gösterelimܥଷሺߨ

ᇱሻܥଷሺߨ ൌ ߜݎ݁ܭ ൌ ሼݔ ଷܲ
ᇱ: ߲ଶሺݔሻ  ଷܲ ൌ ଷܲሽ 

              ൌ ሼݔ ଷܲ
ᇱ: ߲ଶሺݔሻ א ଷܲሽ 

olur. ݔ ଷܲ
ᇱ א Ԣݔ ᇱሻ  ise, öyle birܥଷሺߨ ଷܲ

ᇱ א ݔ ,ᇱሻ  vardır kiܥଷሺߨ ଷܲ
ᇱ ൌ Ԣݔ ଷܲ

ᇱ  olduğunda ݔᇱ א  ଶ߲ݎ݁ܭ

olur. Bunu gösterelim. 
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߲ଶሼ൏ ,ݔ ݕ , ሽݖ ൌ ߲ଶ ൏ ,ݕݔ ݖ   

yani ߲ଶሺ ଷܲ
ᇱሻ ൌ ଷܲ  olduğundan, 

߲ଶሺݔሻ א ଷܲ  ise ߲ଶሺݔሻ ൌ ߲ଶሺݓሻ   

yani ݓ א ଷܲ
ᇱ vardır. Böylece;  

߲ଶሺିݓݔଵሻ ൌ 1  

yani ିݓݔଵ א ଶ߲ݎ݁ܭ  olup; ݔᇱ ൌ ଵିݓݔ  alınabilir. Dolayısıyla, ݔ ଷܲ
ᇱ ൌ ଵିݓݔ

ଷܲ
ᇱ ൌ Ԣݔ ଷܲ

ᇱ   olup, 

Ԣݔ א  .ଶ olur߲ݎ݁ܭ

:ߙ ᇱሻܥଷሺߨ ื , ሻܥଷሺߨ ݔ ଷܲ
ᇱ   ᇱݔ

:ߚ ሻܥଷሺߨ ื ,ᇱሻܥଷሺߨ ሻݔሺߚ ൌ ݔ ଷܲ
ᇱ  

tanımlanarak ߙ ל ߚ ൌ ݅݀  ve ߚ ל ߙ ൌ ݅݀  olur. Yani ߨଷሺܥԢሻ ؆  .ሻ elde edilirܥଷሺߨ

Burada; 

Ԣሻܥଷሺߨ ൌ ߜݎ݁ܭ ൌ ሼݔ ଷܲ
ᇱ:  ߲ଶሺݔሻ א ଷܲሽ 

olup, 

ߜݎ݁ܭ ื ଶ߲ݎ݁ܭ

ݔ ଷܲ
ᇱ       ᇱݔ

൰ bir izomorfizmdir. 

ݔ ଷܲ
ᇱ א ሻݔᇱሻ   ise, ߲ଶሺܥଷሺߨ א ଷܲ  olduğundan bir ݓ א ଷܲ

ᇱ  için ߲ଶሺݔሻ ൌ ߲ଶሺݓሻ  olacak 

şekilde ݓ א ଷܲ
ᇱ  vardır. Buradan ߲ଶሺିݓݔଵሻ ൌ 1 olup ିݓݔଵ א   .ଶ olur߲ݎ݁ܭ

ᇱݔ ൌ  ;ଵ alınırsaିݓݔ

ᇱሻܥଷሺߨ ൌ ߜݎ݁ܭ ื ሻܥଷሺߨ ൌ ଶ߲ݎ݁ܭ

ݔ ଷܲ
ᇱ       ଵିݓݔ

 

iyi tanımlı bir izomorfizmdir. Burada, ݓ א ଷܲ
ᇱ  ve ߲ଶሺݔሻ ൌ ߲ଶሺݓሻ dir. Çünkü ߲ଶሺ ଷܲ

ᇱሻ ൌ ଷܲ dür. 

Ԣሻܥଷሺߨ ؆    ሻܥଷሺߨ

izomorfizmini tekrar yapalım. 

Ԣሻܥଷሺߨ ൌ ߜݎ݁ܭ ൌ ሼݔ ଷܲ
ᇱ:  ߲ଶሺݔሻ א ଷܲሽ 

olur.  ߲ଶሺ ଷܲ
ᇱሻ ൌ ଷܲ  ve ߲ଶሺݔሻ א ଷܲ  olduğundan; bir ݓ א ଷܲ

ᇱ  vardır ki ߲ଶሺݔሻ ൌ ߲ଶሺݓሻ  yazılır. 

Buradan, ߲ଶሺିݓݔଵሻ ൌ 1 olup ିݓݔଵ א  .ଶ olur߲ݎ݁ܭ
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ᇱݔ ൌ  ;ଵ alınırsaିݓݔ

ݔ ଷܲ
ᇱ ൌ Ԣݔ ଷܲ

ᇱ 

olur. Çünkü ିݓଵ א ଷܲ
ᇱ  dür.  

Buradan; 

:ߙ ᇱሻܥଷሺߨ ื , ሻܥଷሺߨ ݔ ଷܲ
ᇱ   ᇱݔ

:ߚ ሻܥଷሺߨ ื ,ᇱሻܥଷሺߨ ሻݔሺߚ ൌ ݔ ଷܲ
ᇱ 

olmak üzere; 

ߙ ל ሻݔሺߚ ൌ ݔሺߙ ଷܲሻ ൌ ݔ olur. Çünkü  ݔ א  .ଶ olur߲ݎ݁ܭ

ߚ ל ݔሺߙ ଷܲ
ᇱሻ ൌ ᇱሻݔሺߚ ൌ ଵሻିݓݔሺߚ ൌ ଵିݓݔ

ଷܲ
ᇱ ൌ ݔ ଷܲ

ᇱ  olur. Çünkü ିݓଵ א ଷܲ
ᇱ  dür. 

Dolayısıyla  

ߜݎ݁ܭ ؆  ଶ߲ݎ݁ܭ

olur. Böylece ispat tamamlanmış olur. 
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5. SİMPLİSEL GRUPLARDAN KUADRATİK MODÜLLERE 

Arvasi ve Ulualan [7] de Mutlu ve Porter tarafından verilen ܨఈ,ఉ fonksiyon çiftlerinin 

görüntülerinden yararlanarak Baues tarafından verilen simplisel gruplar ve kuadratik modüller 

arasındaki ilişkiyi yeniden ispatlamışlardır. Bu ispatlama yöntemini bu bölümde vereceğiz. 

Bunun için önce ܨఈ,ఉ fonksiyon çiftlerini hatırlayacağız. 

Hatırlayacağımız gibi [34] de ଷܰ normal alt grubunun üreteç elemanları Mutlu ve Porter 

tarafından aşağıdaki gibi verilmişti. 

ଵݔ א ଵݕ ଵ veܩܰ א  ଶ içinܩܰ

,ଵݔሺଵ,ሻሺଶሻሺܨ ଶሻݕ ൌ ሾݏଵݏݔଵ, ,ଶݕଶݏଶሿሾݕଶݏ    ଵሿݔݏଶݏ

,ଵݔሺଶ,ሻሺଵሻሺܨ ଶሻݕ ൌ ሾݏଶݏݔଵ, ,ଶݕଵݏଶሿሾݕଵݏ ,ଵݔଵݏଶݏଵሿሾݔଵݏଶݏ ,ଶݕଶݏଶሿሾݕଶݏ  ଵሿݔݏଶݏ

ଶݔ א ଵݕ ଶ veܩܰ א  ଵ içinܩܰ

,ଶݔሺሻሺଶ,ଵሻሺܨ ଵሻݕ ൌ ሾݏݔଶ, ,ଵݕଵݏଶݏଵሿሾݕଵݏଶݏ ,ଶݔଶݏଵሿሾݔଵݏ  ଵሿݕଵݏଶݏ

ve ݔଶ, ଶݕ א  ଶ  olmak üzereܩܰ

,ଶݔሺሻሺଵሻሺܨ ଶሻݕ ൌ ሾݏݔଶ, ,ଶݕଵݏଶሿሾݕଵݏ ,ଶݔଶݏଶሿሾݔଵݏ    ଶሿݕଶݏ

,ଶݔሺሻሺଶሻሺܨ ଶሻݕ ൌ ሾݏݔଶ,  ଶሿݕଶݏ

,ଶݔሺଵሻሺଶሻሺܨ ଶሻݕ ൌ ሾݏଵݔଶ, ,ଶݕଶݏଶሿሾݕଶݏ   ଶሿݔଶݏ

Arvasi ve Ulualan [7] de bu görüntüleri kullanarak bir simplisel gruptan bir kuadratik 

modül elde etmişlerdir. G bir simplisel grup ve ܩଷ ൌ   .ଷ olsunܦ

ଷܲሺ߲ଵሻ, ,ݔ ଵ inܩܰ ,ݕ ݖ א  ;ଵ olmak üzereܩܰ

,ݔۃ ,ݕۃ ۄۄݖ ൌ ,ݕۃ డభሺ௫ሻۄݖ ,ݕۃݔ  ଵିݔଵିۄݖ

,ݔۃۃ ,ۄݕ ۄݖ ൌ ሻۄ௫,௬ۃడభሺݖ ,ݔۃ ,ݔۃଵିݖۄݕ   ଵିۄݕ

elemanları tarafından üretilen normal alt grup olsun. ߲ଵ൫ ଷܲሺ߲ଵሻ൯ ൌ 1  olduğu kolaylıkla 

gösterilebilir. 

ଷܲԢ ise; ܰܩଶ
߲ଷሺܰܩଷሻൗ  ün, 

,ݔۃሺݓ ,ۄݕ ሻݖ ൌ ሾݏݔۃ, ,ۄݕ ,ݖଵݏሿሾݖଵݏ ,ݔۃଵݏ  ሿۄݕ
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ve  

,ݔሺݓ ,ݕۃ ሻۄݖ ൌ ሾݏݔ, ,ݕۃଵݏ ,ݕۃଵݏሿሾۄݖ ,ۄݖ  ሿݔଵݏ

elemanları tarafından üretilen normal alt grubu olsun. 

ܮ ൌ

ଶܩܰ
߲ଷሺܰܩଷሻൗ

ଷܲԢ
൙   

ve 

ܯ ൌ ଵܩܰ
ଷܲ

ൗ  

alarak; 

C C

 w

 
L M N

 

şeklinde bir kuadratik modül elde ederiz. Buradan; 

ܥ ൌ ሺܯሻ, ݔ א ሻݔଵሺݍ ;ଵ içinܩܰ א തതതതതݔଵݍ ve ܯ א  ;olmak üzere ܥ

:ݓ ܥ ٔ ܥ ื   ܮ

തതതതതݔଵݍ ٔ തതതതതݕଵݍ ൌ  ଷሻܩଵ߲ଷܰିݔଵݏଵିݕଵݏݔଵݏଵିݔݏݕଵݏݔݏଶሺݍ

şeklinde kuadratik dönüşümdür. 

:ߜ ܮ ื ,ܯ ҧݔ א ଶܩܰ
߲ଷሺܰܩଷሻൗ   

olmak üzere; 

ҧݔሺߜ  ଷܲ
ᇱሻ ൌ ߲ଶ

തതതሺݔҧሻ  ଷܲ , 

:ߜ ܯ ื ܰ ൌ   ,ܩܰ

ݔ א ݔଵ için ߲൫ܩܰ  ଷܲ ൯ ൌ ݀ଵሺݔሻ ile tanımlıdır. 

Kuadratik modül aksiyomlarının sağlandığını gösterelim. 
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QM1): ߲: ଵܩܰ
ଷܲሺ߲ଵሻൗ ื  . ın bir nil(2)-modül olduğu açıktırܩܰ

QM2): ݍଵݔ, ݕଵݍ א ଵܩܰ
ଷܲሺ߲ଵሻൗ ൌ ,ሽݔଵݍve ሼ ܯ ሼݍଵݕሽ א  ;olmak üzere ܥ

ሽݔଵݍሼݓߜ ٔ ሼݍଵݕሽ ൌ   ଷሻܩଵ߲ଷܰିݔଵݏଵିݕଵݏݔଵݏଵିݔݏݕଵݏݔݏଶሺݍߜ

ൌ ଵ߲ଶݍ
തതതሺݏݏݔଵݏݕିݔଵݏଵݏݔଵିݕଵݏଵିݔଵ߲ଷܰܩଷሻ  

ൌ   ଵሻିݔଵିݕݔଵିݔ݀ଵݏݕݔ݀ଵݏଵሺݍ

ൌ ሺݍଵݕሻడభభ௫   ሻିଵݔଵݍሻିଵሺݕଵݍሺݔଵݍ

ൌ ,ݔଵݍۃ    ۄݕଵݍ

olur.  

QM3): ݍଶܽ א ,ܮ ܽ א ݔଵݍ ;ଶ  olmak üzereܩܰ א  için ܯ

ଶܽሽݍߜሺሼݓ ٔ ሼݍଵݔሽሻ ൌ ଵ߲ଶܽሽݍሺሼݓ ٔ ሼݍ,   ሽሻݔ

                                      ൌ  ଵ݀ଶܽିଵሻݏଵିݔଵݏଵ݀ଶܽݏ݀ଶܽିଵݏݔଵݏ݀ଶܽݏଶሺݍ

olup; ܽ א ݔ ଶ veܩܰ א  ,ଵ içinܩܰ

߲ଷ ቀܨሺଵ,ሻሺଶሻሺܽ, ሻቁݔ ൌ   ଵ݀ଶܽିଵݏଵିݔଵݏଵ݀ଶܽݏ݀ଶܽିଵݏݔଵݏ݀ଶܽݏ

                                    ൌ ሾݏ݀ଶܽ, ,ݔଵݏሿሾݔଵݏ ,ଵ݀ଶܽሿሾܽݏ ሿݔଵݏ א ߲ଷሺܰܩଷሻ 

olup; 

ଶܽሽݍߜሺሼݓ ٔ ሼݍଵݔሽሻ ؠ ,ݔଵݏଶሺሾݍ ܽሿሻ݉݀ ߲ଷሺܰܩଷሻ  

 ൌ   ଵܽିଵሻିݔଵݏܽݔଵݏଶሺݍ

 ൌ   ଶሺܽିଵሻݍሻݔଶሺݍ

olur. 

ሽݔଵݍሺሼݓ ٔ ሼݍଵ߲ଶܽሽሻ ൌ   ଵሻିݔଵݏଵ݀ଶܽିଵݏݔଵݏଵିݔݏଵ݀ଶܽݏݔݏଶሺݍ

olup; 

߲ଷ ቀܨሺ ሻሺ ሻሺݔ, ܽሻቁ ൌ ሾ ݏ ל ,ݔ ,ଵ݀ଶܽݏଵ݀ଶܽሿሾݏ ݏሿሾݔଵݏ ל ,ݔ ܽሿሾܽ, ሿݔଵݏ א ߲ଷሺܰܩଷሻ   

olacaktır ve  
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ሽݔଵݍሺሼݓ ٔ ሼݍଵ߲ଶܽሽሻ ؠ ,ଶሺሾܽݍ ,ݔݏሿሾݔଵݏ ܽሿ 

    ൌ  ଵܽିଵሻିݔݏܽ ݔݏଵିݔଵݏଵିܽݔଵݏଶሺܽݍ

                                        ൌ ଶሺݍଶሺܽሻݍ ܽିଵ௫ ሻݍଶ ቀ ܽడభ௫ ቁ   ଶሺܽିଵሻݍ

olur. Buradan;  

ଶܽሽݍߜሼݓ ٔ ሼݍଵݔሽሼݍଵݔሽ ٔ ሼݍߜଶܽሽ 

ൌ ଶሺݍ ܽ௫ ሻݍଶሺܽିଵሻݍଶሺܽሻݍଶሺ ܽିଵ௫ ሻݍଶ ቀ ܽడభ௫ ቁ  ଶሺܽିଵሻݍ

ൌ ൫ݍଶሺܽሻ൯
డభሺభ௫ሻ

.   ଶሺܽିଵሻݍ

olur. 

QM4): ݍଶܽ, ଶܾݍ א  ;için ܮ

ଶܽሻݍߜሺݓ ٔ ሺݍߜଶܾሻ ൌ ଵ߲ଶܽሻݍሺݓ ٔ ሺݍଵ߲ଶܾሻ 

ൌ  ଵ݀ଶܾିଵሻݏଵ݀ଶܽିଵݏଵ݀ଶܾݏ݀ଶܾିଵݏଵ݀ଶܾݏ݀ଶܽݏଶሺݍ

olup; ܽ, ܾ א  ,ଶ içinܩܰ

߲ଷ ቀܨሺଵሻሺሻሺܽ, ܾሻቁ ൌ ሾ ݏ݀ଶܽ, ,ଵ݀ଶܾݏଵ݀ଶܾሿሾݏ ,ଵ݀ଶܽሿሾܽݏ ܾሿ א ߲ଷሺܰܩଷሻ 

olduğundan 

ଶܽሻݍߜሺݓ ٔ ሺݍߜଶܾሻ ؠ ,ଶሾܾݍ ܽሿ߲݉݀ଷሺܰܩଷሻ   

                                      ൌ ሾݍଶܾ,   ଶܽሿݍ

bulunur. 

Sonuç olarak 

ܥ ٔ ܥ
     ௪      
ሱۛ ۛۛ ሮ

ଶܩܰ
߲ଷሺܰܩଷሻൗ

ଷܲԢ
൙ ื ଵܩܰ

ଷܲ
ൗ ื   ܩܰ

şeklinde bir kuadratik modül oluşturmuş oluruz. 
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Önerme 5.1. G bir simplisel grup, G nin sınıflandırılmış uzayının homotopi grupları ߨ 

ve G nin birleşmiş kuadratik modülünün homotopi grupları ߨԢ olmak üzere ݅ ൌ 0, 1, 2, 3 için 

ߨ ؆ ߨ
ᇱ sağlanır. 

İspat: G bir simplisel grup olmak üzere G nin Moore kompleksinin homolojisi ile G nin 

homotopi grupları arasındaki ilişki aşağıdaki gibidir. 

ሻࡳሺߨ ؆ ሻࡳࡺሺܪ ؆
ିଵ݀ ݎ݁ܭ

ିଵ ת ିଵܩܰ

݀
ሺܰܩሻ

 

Böylece G nin homotopi grupları ߨሺࡳሻ ൌ  ߨ

ߨ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

ܩܰ ݀ଵሺܰܩଵሻ⁄ ݊ ൌ 1,                            

ଵ݀ ݎ݁ܭ ת ଵܩܰ

݀ଶሺܰܩଶሻ
݊ ൌ 2,                           

ଶ݀ ݎ݁ܭ ת ଶܩܰ

݀ଷሺܰܩଷሻ
݊ ൌ 3,                            

0                    ݊ ൌ ݊ ܽݕ݁ݒ 0  3

 

dir. G nin birleşmiş kuadratik modülünün homotopi grupları ߨԢ aşağıdaki gibidir. 

ߨ
ᇱ ൌ ൞

ܩܰ ߲ሺܯሻ⁄ ݊ ൌ 1,                       
߲ ݎ݁ܭ ⁄ߜ ݉ܫ ݊ ൌ 2,                        

ߜ ݎ݁ܭ ݊ ൌ 3,                 
0                    ݊ ൌ ݊ ܽݕ݁ݒ 0  3.

 

݊ ൌ 1, 2, 3,  için  ߨ ؆ ߨ
ᇱ  olduğunu iddia ediyoruz. Böylece ܯ ൌ ଵܩܰ ଷܲሺ߲ଵሻ⁄  ve   

݀ଵ൫ ଷܲሺ߲ଵሻ൯ ൌ 1 den  

߲ሺܯሻ ൌ ߲ሺܰܩଵ ଷܲሺ߲ଵሻ⁄ ሻ ൌ ݀ଵሺܰܩଵሻ  

ve 

ଵߨ
ᇱ ൌ ܩܰ ߲ሺܯሻ⁄ ؆ ܩܰ ݀ଵሺܰܩଵሻ⁄ ൌ  ଵߨ

denklemlerini elde ederiz. 

߲ ݎ݁ܭ ൌ
ଵ݀ ݎ݁ܭ ת ଵܩܰ

ଷܲሺ߲ଵሻ
 

ve 
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ߜ ݉ܫ ൌ ݀ଶሺܰܩଶሻ ଷܲሺ߲ଵሻ⁄  

ikilisinden aşağıdaki denklemi elde ederiz. 

ଶߨ
ᇱ ൌ

߲ ݎ݁ܭ
ߜ ݉ܫ

ൌ
ଵ݀ ݎ݁ܭ ת ଵܩܰ ଷܲሺ߲ଵሻ⁄

݀ଶሺܰܩଶሻ ଷܲሺ߲ଵሻ⁄
؆

ଵ݀ ݎ݁ܭ ת ଵܩܰ

݀ଶሺܰܩଶሻ
ൌ   ଶߨ

ଷܲ
ᇱሺ߲ଵሻ aşağıdaki ikiliden oluştuğunu biliyoruz. 

,ݔۃሺݏ ,ݔۃሺݏݖଵݏሻۄݕ ,ݔۃଵሺݏሻିଵۄݕ ,ݔۃଵሺݏଵିݖଵݏሻۄݕ  ሻିଵۄݕ

ve  

,ݕۃଵሺݏݔݏ ,ݕۃଵሺݏݔଵݏଵିݔݏሻۄݖ  .ଵିݔଵݏሻିଵۄݖ

Böylece  

݀ଶሺݏሺݔۃ, ,ݔۃሺݏݖଵݏሻۄݕ ,ݔۃଵሺݏሻିଵۄݕ ,ݔۃଵሺݏଵିݖଵݏሻۄݕ  ሻିଵሻۄݕ

ൌ ۄ௫,௬ۃௗభݖ ,ݔۃ ,ݔۃଵሻିݖሺۄݕ  ଵିۄݕ

ൌ ,ݔۃۃ ,ۄݕ ۄݖ א  ଷܲሺ߲ଵሻ  

ve  

݀ଶሺݏݏݔଵሺݕۃ, ,ݕۃଵሺݏݔଵݏଵିݔݏሻۄݖ  ଵሻିݔଵݏሻିଵۄݖ

ൌ ,ݕۃݔ݀ଵݏ ,ݕۃሻݔଵሺିݔ݀ଵݏۄݖ  ଵିݔଵିۄݖ

ൌ ,ݕۃ ௗభ௫ۄݖ ,ݕۃݔ   ଵିݔଵିۄݖ

ൌ ,ݔۃ ,ݕۃ ۄۄݖ א  ଷܲሺ߲ଵሻ  

den aşağıdaki sonucu elde ederiz. 

݀ଶ൫ ଷܲ
ᇱሺ߲ଵሻ൯ ൌ ଷܲሺ߲ଵሻ 
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5.1 Sonuçlar 

Bu çalışmada aşağıdaki diyagram oluşturulmuştur. 

Simp Grp

X2 Mod QM Crs2

 

Sonuç 1: Herhangi bir 



L M

N P







  

çaprazlanmış karesinin 

൫ሺܮ ډ ܰሻ ډ ሺܯ ډ ܲሻ, ,ݏ ,ݐ ,ᇱݏ  ᇱ൯ݐ

şeklinde bir cat2-gruba denk olduğunu kullanarak, bu cat2-grupla ilişkili aşağıdaki diyagramı 

oluşturduk. 

(L N) (M P) M P

N P P

s t

s'

t'

sM tM

sN , tN  

Burada, 

,ேሺ݊ݏ ሻ ൌ  , 

,ேሺ݊ݐ ሻ ൌ  , ሺ݊ሻݒ

,ெሺ݉ݏ ሻ ൌ  , 

,ሺ݉ݐ ሻ ൌ  , ሺ݉ሻߤ
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,ሺ݈ݏ ݊, ݉, ሻ ൌ ሺ݊,  ,ሻ

,Ԣ൫݈ݏ ݊, ሺ݉, ሻ൯   ൌ ሺ݉,  ,ሻ

,ሺ݈ݐ ݊, ݉, ሻ ൌ ሺߣᇱሺ݈ሻ݊,  ,ሻሺ݊ሻݒ

,Ԣሺ݈ݐ ݊, ݉, ሻ ൌ ൫݈ߣ௩ሺሻ݉,   ൯ ሺ݉ሻߤ

şeklinde tanımlıdır. Yukarıdaki diyagramdan Nerve funktorunu kullanarak; 

... (LN) ((LN) (MP)) M (M P)

((LL N) ((MM) P) (LN) (MP) M P

N (N P) (N P) P
 

bisimplisel grubunu elde ettik. Burada  

݀
௩ሺ݉, ሻ ൌ  ,ሺ݉ሻߤ

݀
ሺ݉, ሻ ൌ  , 

݀
ሺ݊, ሻ ൌ  ,ሺ݊ሻݒ

݀ଵ
ሺ݊, ሻ ൌ  

şeklinde tanımlıdırlar. Bu bisimplisel gruba Artin-Mazur Kodiagonal funktorunu uygulayarak; 

ܩ ൌ ܲ, ଵܩ ൌ ሺܯ ډ ܲሻ ൈ ሺܰ ډ ܲሻ öyleki, 

ሺ݉, , ݊, ᇱሻ א ଵܩ ฺ ݀
௩ሺ݉, ሻ ൌ ݀ଵ

ሺ݊,  ᇱሻ

yani Ԣ ൌ  olmak üzere ሺ݉ሻߤ

ଵൌ ሼሺ݉, , ݊, ሻሺ݉ሻߤ    ݉ א ,ܯ  א ܲ, ݊ א ܰሽ ؆ ܰ ډ ሺܯ ډ ܲሻ 

olduğunu ve 

ؿଶ ଶܩ ൌ ൫ܯ ډ ሺܯ ډ ܲሻ൯ ൈ ൫ሺܮ ډ ܰሻ ډ ሺܯ ډ ܲሻ൯ ൈ ൫ܰ ډ ሺܰ ډ ܲሻ൯ 
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ฺ ൫ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ,ሻ ሺ݈, ݊ଵ, ݉, ,ᇱሻ ሺ݊ଶ, ݊ଷ, ᇱᇱሻ൯ א  ;ଶ  iseܩ

݀
௩ሺ݉ଵ, ݉ଶ, ሻ ൌ ݀ଵ

ሺ݈, ݊ଵ, ݉,  ᇱሻ  ve

݀
௩ሺ݈, ݊ଵ, ݉, ᇱሻ ൌ ݀ଵ

ሺ݊ଶ, ݊ଷ,  ᇱᇱሻ

olmak şartıyla; 

؆ଶ ൫ܮ ډ ሺܰ ډ ሻ൯ܯ ൈ ൫ܰ ډ ሺܯ ډ ܲሻ൯ 

olduğunu gösterek  ݀
ଶ, ݀ଵ

ଶ, ݀ଶ
ଶ  homomorfizmlerini tanımlayarak 

L (N M) N (M P) N (M P)G(2)  : P
 

2-truncated simplisel grubunu oluşturduk. Bu 2-truncated simplisel grubu G(2) nin 

Moore kompleksi için 

ܰሺܩଶሻ ൌ ܲ, ܰሺܩଶሻଵ ؆ ܯ ډ ܰ, ܰሺܩଶሻଶ ؆   ܮ

olduğunu ve ߲ଶ ൌ ሺିߣଵ, ,ᇱሻߣ ߲ଵ ൌ  olmak üzere ݒߤ

ܮ
      డమ      
ሱۛ ۛۛ ሮۛ ܯ ډ ܰ

      డభ     
ሱۛ ۛۛ ሮۛ ܲ  

cone kompleksinin görüntüsünü tanımladık.  

Sonuç 2: ܨఈ,ఉ ları kullanarak [7] den ࢘ࡳ ࡿ ื  .funktorunu oluşturduk  ࡹࡽ

Sonuç 3: ࢄ ࢊࡹ ื  funktorunu [7] verip homotopi modüllerinin izomorf  ࡹࡽ

olduğunu gösterdik. 
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6. BRAİDED REGÜLER ÇAPRAZLANMIŞ MODÜLLER 

C small kategori olmak üzere, C deki her morfizm bir izomorfizm ise C ye grupoid 

denir. Bir C grupoidi ሺܥଵ,   ise objelerinܥ ,ଵ, morfizmlerin kümesiܥ ሻ ile gösterilir. Buradaܥ

kümesidir.  

,ݏ ݐ  ଵܥ  ื  ܥ

ve 

ܿ  ܥ  ื  ଵܥ

şeklinde morfizmler vardır. ܿݏ ൌ ܿݐ ൌ 1 dir. ܽ, ܾ א ሺܽሻݐ ଵ içinܥ ൌ ܽ ሺܾሻ iseݏ ל ܾ kompozisyonu 

vardır. Öyleki ݏሺܽ ל ܾሻ ൌ ሺܽݐ ሺܽሻveݏ ל ܾሻ ൌ ܽ ሺܾሻ dir. Her birݐ א ଵܥ  için ܽିଵ א ଵܥ  vardır ve 

ሺܽିଵሻݏ ൌ ሺܽିଵሻݐ ሺܽሻ veݐ ൌ ܽ ሺܽሻ olupݏ ל ܽିଵ ൌ ܿ௦ሺሻ ve ܽିଵ ל ܽ ൌ ܿ௧ሺሻ dır. 

 ൌ ሺܥଵ, , ሻ şeklindeki bir grupoid içinܥ ݍ א ܥ  olduğunda ܥଵሺ,  ሻ hom-set olarakݍ

adlandırılır ve 

,ଵሺܥ ሻݍ ൌ ሼܽ א ଵܥ  ሺܽሻݏ   ൌ ሺܽሻݐ ݁ݒ  ൌ  ሽݍ

ile tanımlıdır. 

Eğer her , ,ଵሺܥ için ݍ ݏ ሻ boş ise yani denk olarakݍ ൌ  ye total disconnected  ise ݐ

grupoid adı verilir. Bir ሺܥଵ, ሻଵሺܥ ሻ grupoidi içinܥ ൌ ,ଵሺܥ  .ሻ bir gruptur

Tanım 6.1. ܥଵ  ve ܥଶ  aynı obje kümesi üzerinde iki grupoid olsun. Yani ሺܥଵ,  ሻ veܥ

ሺܥଶ, ,ଶܥଵሻ iki grupoid ve ሺܥ  ଶ üzerindeki etkisiܥ ଵ inܥ .ሻ total disconnected grupoid olsunܥ

ଵܥ ൈ ଶܥ ื  ଶܥ

ሺܽ, ሻݔ   ݔ

ile tanımlı bir fonksiyon olup; aşağıdaki özellikleri sağlar. 

ሻݔሺݐ  nın tanımlı olması içinݔ .1 ൌ ሻݔሺݐ ሺܽሻ ve buradanݏ ൌ  .ሺܽሻ dırݐ

,ݔ .2 ݕ א ܽ ሻ veଶሺܥ א ,ଵሺܥ  ;ሻ olmak üzereݍ

ሺݔ ל ሻݕ ൌ ݔ ל ,ݕ ݁
 ൌ ݁ 

olur. 

3. ܽ א ,ଵሺܥ ܾ ሻ veݍ א ,ݍଵሺܥ ݔ ሻ veݎ א  ሻ olmak üzereଶሺܥ

לݔ ൌ ሺݔሻ, ݔ ൌ  ݔ
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dir. 

Tanım 6.2. ܥଵ ve ܥଶ, ܥ obje kümesi üzerinde birer grupoid, ܥଶ total disconnected ve 

ଵܥ  in ܥଶ  üzerine grupoid etkisi var olsun. ߜ  ଶܥ  ื ଵܥ  bir funktor ve ܥ  üzerinde özdeşlik 

olsun. Yani  

C2 C1 C0
 s

t

e  

olsun. ܥଶ, ܥ üzerinde total disconnected olmak üzere 

CM1) ߜሺݔሻ ൌ ܽ ל ሻݔሺߜ ל ܽିଵ 

CM2) ݔఋ௬ ൌ ݕ ל ݔ ל  ଵିݕ

,ݔ ݕ א ሻଶሺܥ  ve ܽ א ,ଵሺܥ ሻݍ  özellikleri sağlanıyorsa ߜ  ya grupoidler üzerinde 

çaprazlanmış modül denir. 

Tanım 6.3. ܷ bir monoid ve 

C2 C1 C0
 s

t
C :

 

bir çaprazlanmış modül olsun. ݅ ൌ 0, 1, 2  için 

ܷ ൈ ܥ ื ,ܥ
ሺݑ, ܿሻ  .ݑ ܿ

               
ܥ ൈ ܷ ื ܥ
ሺܿ, ሻݑ  ܿ. ݑ

  

şeklinde tanımlı fonksiyonları için aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa, ܷ nun  çaprazlanmış modülü 

üzerinde bir etkisi vardır denir. 

BA1) Her ݅ ൌ 0, 1, 2 için ܷ ൈ ܥ ื ܥ  ler üzerindeki sol etkisi veܥ  ܷ nunܥ ൈ ܷ ื

 . ler üzerindeki sağ etkisini belirlerܥ  fonksiyonları ܷ nunܥ

BA2) ܷ  nun ܥ  ler üzerindeki sol ve sağ etkileri ܥ  lerin grupoid yapısını korur. 

Özellikle ݏ, :ݐ ଵܥ ื   , dönüşümleri her etkiye göre ܷ-equiverianttır. Yaniܥ

,ݑሺݏ ܿଵሻ ൌ .ݑ ሺܿଵሻݏ א    ,ܥ

,ݑሺݐ ܿଵሻ ൌ .ݑ ሺܿଵሻݐ א     ܥ

dır. 
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BA3) ܷ nun her etkisi ܥଶ üzerindeki grup işlemini korur. Yani, ݔ א ݑ ሻ veଶሺܥ א ܷ için 

.ݑ ݔ א .ݑଶሺܥ .ݔ ሻ ve ݑ א .ଶሺܥ  .ሻ olurݑ

BA4) ܷ nun etkisinin,  ܥଵ ݅݊ ܥଶ  üzerindeki etkisiyle uyumludur. Yani,  

ݔ א ܽ ݁ݒ ሻଶሺܥ א ,ଵሺܥ ݑ ሻ veݍ א ܷ olmak üzere 

.ݑ ሺݔሻ ൌ ሺݑ. ሻ௨.ݔ א  .ݑଶሺܥ   ሻݍ

ሺݔ. ሻݑ ൌ ሺݔ. ሻ.௨ݑ א .ݍଶሺܥ    ሻݑ

olur. 

BA5) ߜ: ଶܥ ื   ଵ morfizmi ܷ -equivarienttir. Yaniܥ

.ݑሺߜ ܿଶሻ ൌ .ݑ  ሺܿଶሻߜ

.ሺܿଶߜ ሻݑ ൌ .ሺܿଶሻߜ  ݑ

dur. 

C2 C1 C0
 

grupoid üzerinde bir çaprazlanmış modül ve ܥ bir monoid ve ܥ ın ߜ üzerine bir bietkisi varsa 

 ܥ bir semi-regular çaprazlanmış modül ve ߜ ya semi-regular çaprazlanmış modül denir. Eğer ߜ

bir grup ise ߜ ya regular çaprazlanmış modül adı verilir. 

Tanım 6.4.  

C2 C1 C0
 s

t
C :

 

Grupoid üzerinde regular çaprazlanmış modül olsun. Eğer  

ሼെ, െሽ: ଵܥ ൈ ଵܥ ื   ଶܥ

Aşağıdaki özellikleri sağlayan ve braiding dönüşümü olarak adlandırılan bir fonksiyon 

varsa  ye ሼെ, െሽ ile birlikte braided regular çaprazlanmış modül denir. 

B1. ሼܽ, ܾሽ א ,ሻܾݐ ܽݐଶሺܥ ሼ1, ܾሽ ൌ 1௧, ሼܽ, 1ሽ ൌ 1௧, 1 א ଵሺ݁ሻܥ  birim morfizm ve 

݁ א  . grubunun birimidirܥ  iseܥ

B2. ሼܽ, ܾ ל ܾనሽ ൌ ሼܽ, ܾሽ௧ሺሻ.ഠ
ל ሼܽన, ܾሽ 

B3. ሼܽ ל ܽన, ܾሽ ൌ ሼܽన, ܾሽ ל ሼܽ, ܾሽഠ.௧ሺሻ 
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B4. ߜሼܽ, ܾሽ ൌ ሺݐሺܽሻ. ܾሻିଵ ל ൫ܽିଵ. ሺܾሻ൯ݏ ל ሺݏሺܽሻ. ܾሻ ל ൫ܽ.  ሺܾሻ൯ݐ

B5. ሼܽ, ሽݕߜ ൌ ሺݐሺܽሻ. ሻିଵݕ ל ሺݏሺܽሻ. ݕ ݎሻ. ݁ğ݁ݕ א  ሻ iseݍଶሺܥ

B6. ሼݔߜ, ܾሽ ൌ ሺݔ. ሺܾሻ.ሻିଵݏ ל ൫ݔ. ݔ ݎሺܾሻ൯ ݁ğ݁ݐ א  ሻ iseଶሺܥ

B7. . ሼܽ, ܾሽ ൌ ሼ. ܽ, ܾሽ, ሼܽ, ܾሽ.  ൌ ሼܽ, . ܾሽ, ሼܽ. , ܾሽ ൌ ሼܽ, . ܾሽ dir. 

6.1 Braided Regüler Çaprazlanmış Modüllerden Çaprazlanmış Karelere 

L M

N P







  

bir çaprazlanmış kare olsun. Bu çaprazlanmış kareden 

ܮ
   ൫ఒషభ,ఒᇲ൯  
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ ܯ ډ ܰ

     ఓఔ            
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ ܲ 

şeklinde bir 2-çaprazlanmış modül olduğunu biliyoruz. 

[8] de bu çaprazlanmış kareden; bir cat2-grup göz önüne alıp bu cat2-gruptan bir 

bisimplisel grup ve bu bisimplisel yapıdan Artin-Mazur kodiyagonal funktoru kullanarak; 

L (N M) N (M P) N (M P)G(2)  : P
 

şeklinde bir 2-truncated simplisel yapı elde etmiştir. Bu ܩሺଶሻ nin Moore kompleksinden 

ܮ
   ൫ఒషభ,ఒᇲ൯  
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ ܯ ډ ܰ

     ఓఔ            
ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ ܲ 

çaprazlanmış karenin mapping cone kompleksine izomorf olduğunu gösterdik. Şimdi bu 

mapping cone kompleksten bir braided regular çaprazlanmış modülü elde edelim. 

ܥ ൌ ܲ ൌ ܯ ሺଶሻ olsun. P ninܩ ډ ܰ üzerindeki etkisini kullanarak 

ଵܥ ൌ ሺܯ ډ ܰሻ ډ ܲ ؆ ଵܩܰ
ሺଶሻ ډ ܩሺݏ

ሺଶሻ  

yi tanımlayalım. 

,ሺ݉ݏ ݊, ሻ ൌ  ሺ݊ሻݒሺ݉ሻߤ

ve 
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,ሺ݉ݐ ݊, ሻ ൌ  

olsun. ܥଵ deki grupoid işlemi 

ᇱሺ݊ᇱሻݒሺ݉ᇱሻߤ ൌ  

olmak üzere; 

ሺ݉, ݊, ሻ ל ሺ݉ᇱ, ݊ᇱ, ᇱሻ ൌ ൫݉௩ሺሻ݉ᇱ, ݊݊ᇱ,  ᇱ൯

şeklinde tanımlayalım. Buradan; 

,ሺ݉ݐ ݊, ሻ ל ሺ݉ᇱ, ݊ᇱ, ᇱሻ ൌ ,൫݉௩ሺሻ݉ᇱݐ ݊݊ᇱ, ᇱ൯ ൌ ᇱ ൌ ,ሺ݉ᇱݐ ݊ᇱ,   ᇱሻ

ve 

,൫݉௩ሺሻ݉ᇱݏ ݊݊ᇱ, ᇱ൯ ൌ  ᇱሺ݊ᇱሻݒሺ݊ሻݒ൫݉௩ሺሻ݉ᇱ൯ߤ

                                                    ൌ  ᇱሺ݊ᇱሻݒሺ݊ሻݒሺ݊ሻିଵݒሺ݉ᇱሻߤሺ݊ሻݒሺ݉ሻߤ

                                                    ൌ ሺ݊ሻݒሺ݉ሻߤ ᇱᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥሺ݊ᇱሻݒሺ݉ᇱሻߤ


 

                                                    ൌ  ሺ݊ሻݒሺ݉ሻߤ

                                                    ൌ ,ሺ݉ݏ ݊,  ሻ

olur. Böylece  

P
s

t

e

(M N) P

 

şeklinde bir grupoid yapısı elde ederiz. ܥ ın ܥଵ üzerindeki bietkisi; 

. ሺ݉, ݊, ሻݍ ൌ ൫ ݉ , ݊ ,  ൯ݍ

ሺ݉, ݊, .ሻݍ  ൌ ሺ݉, ݊,  ሻݍ

ile verilir. Diğer yandan 

ଶܥ ൌ ܮ ډ ܲ ؆ ଶܩܰ
ሺଶሻ ډ ݏݏ ቀܰܩଶ

ሺଶሻቁ 

olsun. ܥଶ deki grupoid işlemi  

ሺ݈, ሻ ל ሺ݈ᇱ, ሻ ൌ ሺ݈݈ᇱ,  ሻ
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ile verilsin. ܥ ın ܥଶ üzerindeki bietkisi 

. ሺ݈, ሻݍ ൌ ൫ ݈ ,  ൯ݍ

ሺ݈, .ሻݍ  ൌ ሺ݈,  ሻݍ

ile tanımlanabilir. Böylece regüler bir çaprazlanmış modül elde ederiz. 

C2 C1 C0
 s

t  

Yani  

P


(M N) PC : L P  

olup; 

,ᇱሺ݈ߜ ሻ ൌ ሺିߣଵሺ݈ሻ, ,ᇱሺ݈ሻߣ  ሻ

ile tanımlanır. Bu yapıdaki braiding dönüşümü ise; 

ሼሺ݉, ݊, ,ሻ ሺ݉ᇱ, ݊ᇱ, ᇱሻሽ ൌ ሺ݄ ቀ ݉ିଵ௩൫షభ൯
, ݊ିଵሺ ݉ᇱ ሻ݊ሻ,   Ԣቁ

ile tanımlıdır. Böylece  

L M

N P







  

şeklinde verilen bir çaprazlanmış kareye karşılık gelen braided regüler çaprazlanmış mödül 

P


(M N) PC : L P
s

t  

şeklinde olur. 

Tersine  

C2 C1 C0
 s

t  
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Bir braided regüler çaprazlanmış modül olsun. Buradan elde edilen 2-truncated 

simplisel grubu 

 

olduğunu gösterdik. ܩԢ nün Moore kompleksinin boyunun  2 olduğunu ispatladık. Şimdi bu ܩԢ 

simplisel grubunun Moore kompleksini inceleyelim. 

ܩ ൌ ଵܩ . dırܩܰ ൌ ܯ ډ  ve ݀ܥ
ଵሺܯ, ሻ ൌ  ;olup 

ሺ݉, ሻ א ݀ ݎ݁ܭ
ଵ   ൌ ሼ1ሽ 

olmalıdır. Yani  

݀ ݎ݁ܭ
ଵ ൌ ଵܩܰ

ᇱ ؆  ܯ

olur. Diğer yandan; 

ଵܩܰ
തതതതതതത ൌ ଵ݀ ݎ݁ܭ

ଵ ൌ ሼሺ݉,  :ሻ ൌ ,ሺ݉ሻିଵݐ ݉ א ,ܯ  א ܲሽ 

olur. Benzer şekilde  ݀
ଶ ve  ݀ଵ

ଶ nin tanımından 

݀ ݎ݁ܭ
ଶ ת ଵ݀ ݎ݁ܭ

ଶ ൌ ଶܩܰ
ᇱ ൌ  ଶሺ݁ሻܥ

olduğu görülür. O halde G bir simplisel grup olmak üzere 

,ሺെࡹ ሻ: ࢘ࡳ ࡿ ื   ࢙࢘

funktoru için 

NG2

3(NG3)
NG1

NG1
G1

 

yapısının bir çaprazlanmış kare olduğunu biliyoruz. ܩԢ ye ࡹሺെ, ሻ funktorunu uygularsak; 

߲ଷሺܰܩଷ
ᇱ ሻ ൌ 1, ܩܰ

ᇱ ൌ ܩ ൌ ,ܥ ଵܩܰ
ᇱ ൌ ,ܯ ଵܩܰ

ᇱതതതതതത ൌ ,ഥܯ ଶܩܰ
ᇱ ൌ  ଶሺ݁ሻܥ

olup 
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C2(e)

C0



M

M

M



1



M(G',2)=

 

çaprazlanmış karesini elde ederiz. 

Böylece aşağıdaki önermeyi ispat etmiş olduk. 

Önerme 6.1.1. Braided regüler çaprazlanmış modüller kategorisi ile çaprazlanmış 

kareler kategorisi denktir. 

Böylece 5. bölümde elde ettiğimiz diyagramı aşağıdaki gibi genişletebiliriz. 

 

Bu diyagramdaki numaralar kaynaklar kısmındaki ilgili yayınları temsil etmektedir. 
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