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ADOMIAN AYRISTIRMA METODU YARDIMIYLA LINEER OLMAYAN
ADIi DIFERANSIYEL DENKLEMLER iCiN BASLANGIC DEGER
PROBLEMININ COZUMU

Isa DEMIRCI
Matematik, Yiiksek Lisans Tezi, 2009
Tez Danismant: Dog. Dr. El¢in YUSUFOGLU

OZET

Bu c¢alismada Adomian ayristirma metodu ile Lineer Olmayan Adi Diferansiyel

Denklemler i¢in Baglangi¢ Deger Probleminin yaklasik ¢6ziimleri bulunmustur.

Adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri ig¢in bircok yontem gelistirilmistir.
Hizla gelisen bilgisayar teknolojisi sayesinde lineer ve lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
analitik ¢oziim metodlar ile birlikte sayisal ¢oziim metodlart da gelismistir. Calismada ele
alman Adomian Ayristirma Metodu, G. Adomian tarafindan 1980°li yillarda literatiire
kazandirilmistir. Biz Adomian Ayristirma Metodu’ndan bahsederken kisaca AAM kisaltmasini
kullanacagiz. AAM, lineer olmayan denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan diger klasik
yontemlere gore daha basit yontemlerden birisidir. AAM ise Miihendislik problemlerine
uygulanmig ve daha giivenli sonuglar vermektedir. Bilinen Bazi Lineer Olmayan Fonksiyonlar
icin Adomian Polinomlarinin ifadelerinin tiiretilmesi icin Maple-10 programi gelistirilmistir.

Hesaplamalarda Maple-10 programi kullanilmustir.

Birinci boliimde Temel Tanim ve Teoremlerle birlikte Baslangic Deger Problemi igin
Varlik ve Teklik Teoremi ve Ispat1 verilmistir. ikinci Béliim’de; AAM ile ilgili Temel Bilgiler
verilmistir. Ikinci Boliim Birinci Kisim’da; Adomian Polinomlarinin tiiretilmesi verilmistir.
Ikinci Béliim Ikinci Kisim’da; Lineer Olmayan Denklemler sistemi icin AAM nin uygulanmasi
verilmistir. Ikinci Boliim Ugiincii Kistm’da; Lineer Olmayan Adi Diferansiyel Denklemler igin
AAM’nin uygulanmasi verilmistir. Ikinci Bélim Dérdiincii Kisim’da; Adi Diferansiyel
Denklemler Sistemi igin AAM’nin uygulanmasi verilmistir. ikinci Béliim Besinci Kisim’da;
AAM’nin Is1 letimi Problemine uygulamasi ikinci Boliim Altinc1 Kisim’da; AAM’nin Dalga
Denklemine uygulamasi verilmistir. Sonug olarak; AAM bize yeteri kadar hassas sonuglar
bulmamiz1 saglamistir.

Anahtar Kelimeler: Adomian Ayristirma Metodu, Dalga denklemi, Lineer olmayan, Ist
denklemi.



SOLUTION OF INITIAL VALUE PROBLEMS
FOR NONLINEAR ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY ADOMIAN DECOMPOSITION METHOD
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Mathematic, M.S. Thesis, 2009
Thesis Supervisor: Assoc. Prof. Elgin YUSUFOGLU

ABSTRACT

In this study, the approximate solutions of Initial VValue Problems have been found for

Nonlinear Ordinary Differential Equations by Adomian Decomposition Method.

The various methods have been developed for the numerical solutions of ordinary
differential equations. By help of rapidly developing computer technology, numerical solution
methods developed are accompanied with analytic solution methods of linear and nonlinear
differential equations. Adomian Decomposition Method was carried out by G.Adomian in
1980s. When we mention about Adomian Decomposition Method, we will use ADM for short.
The Adomian Decomposition Method is one of the simple method according to other classical

methods for solutions of nonlinear equations.

ADM has been applied to the Engineering problems and gives more confident solutions.
Maple-10 programme has been developed for deriving Adomian Polynoms’ statements of some

known nonlinear functions. Maple-10 programme has been used on calculations.

In Chapter 1, The Existence and Unity Theorem and its Proof for Initial VValue Problem
with Basic Description and Theorems are given. In chapter 2, basic information about ADM are
given. Chapter 2 consists of six parts. In Part 1,it has been mentioned about how to derive
Adomian Polynomials.In Part 2, the application of ADM for Nonlinear Differential Equations
System has been given. In Part 3, ADM has been applied to Nonlinear Ordinary Differential
Equations. In Part 4, the application of ADM for Ordinary Differential Equations System are
given. In Part 5, the application of ADM to the Heat Distribution Problem and Part 6; the
application of ADM to Wave Equations have been given.Thus, ADM has obtained to find

enough sensitive results to the real solution.

Keywords: Adomian Decomposition Method, Heat equations, Nonlinear, Wave equations.
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1. GIRIS
1.1 Temel Tanim ve Teoremler

TANIM 1.1:

Verilen bir € > 0 sayisina karst gelen, her n > N i¢in
Icn-C|<e
olacak sekilde bir pozitif N sayis1 var ise, reel sayilarin bir {c,} dizisi ¢ limitine yakinsar denir.

Bunu, lim ¢, = ¢ yazarak gosteririz.
TANIM 1.2:

{fn }, her biri a < x <b reel araligindaki biitiin x’ler i¢in tanimli reel fonksiyonlarin bir
dizisi olsun. Boyle bir a < x < b arahigmnm belirli bir x noktas: igin {f, (x)}reel sayilarinin X’e
kars1 gelen diziyi goz oniine alahm. Vxe [a, b] igin {f, ()} dizisinin yakinsadigimni varsayalim

ve her xe [a, b] igin f(x)=limf, (x)olsun. Bu durumda {f, (x)}fonksiyonlar dizisinin a < x <

n—o

b’da noktasal yakmsadigini ve boyle tanimli f fonksiyonunun {f, (x)} dizisinin limit fonksiyonu

oldugunu sdyleriz.

TANIM 1.3:

{f,}. her biri a < x <b reel araliginda tammli olan reel fonksiyonlarin dizisi olsun. Eger

verilen herhangi € >0 olmak tizere Vxe[a,b] ve Vn>N (X, €)e N igin

f, (X)—f (X)|< ¢ olacak sekilde tek bir N eN bulunabiliyorsa {f,} dizisi a <x <b reel

araliginda f’ye noktasal yakinsar denir.

Simdi genelde sadece € ’a degil X ’e de bagli olan bu durum i¢in N sayisin1 dikkatlice
gozleyelim. Verilen bir gigin farkli N(x) sayilar1 genelde farkli x noktalarini gerektirir. Ancak,
€ > 0 verilir ve Vxe[a,b] ve Vn>N (x, €)e N i¢in

If, () —f(x)| <e
olacak sekilde tek bir N sayis1 varsa bu durumda a < x < b’de yakinsama diizgiindiir deriz. {f.}

dizisi f’ye diizgiin yakinsar deriz.



TANIM 1.4:

{f.}, her biri a < x < b reel araliginda taniml olan reel fonksiyonlarmn dizisi olsun.
herhangi € > 0 verilsin. vn>Ne N (sadece & ’abagli) ve VXxe[a,b] i¢in
If,(x) —f(X)| <& olacak sekilde tek bir N(¢)e N sayisi varsa {f} dizisi f'ye diizgiin

yakinsar denir.
TEOREM 1.1:

Asagidaki sartlarin saglandigini varsayalim.
1. {fn } a <x <b araliginda f "ye diizgiin yakinsayan fonksiyonlarin dizisi olsun.

2. Her bir f,, fonksiyonu a < x < b araliginda siirekli olsun.

Bu durumda f limit fonksiyonu a < x <b araliginda siireklidir.
TEOREM 1.2:

Asagidaki sartlar saglanmis olsun.
1) {fn } ,a<x <b araliginda f ‘ye diizgiin yakinsayan fonksiyonlarin dizisi olsun.
2) Her bir f,, fonksiyonu a < x < b araliginda siirekli olsun.

Bu durumda a < o < 3 <b seklindeki her a, B i¢in

lim [*£, (x)dx = [ limf, (x)dx olmaktadr.
TANIM 1.5:

Her biri a < x < b reel araliginda tanimh u, , (n = 1,2,...) reel fonksiyonlarin Zun
n=1

sonsuz serisini goz Oniine alalim. Bu serinin kismi toplamlar dizisi denen asagidaki bigimde
taniml

fi=u,

Lb=u+u,

f3 = Uy +UstU3
f,=u +U,+..+U,

f, dizisini géz Oniine alalim. {f,} kismi toplamlar dizisi a < x < b’de f’ye diizgiin



yakinsarsa z u, sonsuz serisia <x <b’de f’ye diizgiin yakinsar deriz.
n=1

TEOREM 1.3: (Weierstrass M-testi)
Asagidaki kosullar saglanmis olsun,

1. {M.}, Z M, sabit serisi yakinsak olacak sekilde pozitif sabitlerin bir dizisi olsun.
n=1

M

U,, her a < x < b igin ve her (n = 1, 2,...) i¢in |uy| <M, olacak sekilde reel

Il
5N

n

fonksiyonlarin bir serisi olsun.

Bu durumda Z u, serisi a <x <b’de diizgiin yakinsar.

n=1

TANIM 1.6: (iki Reel Degiskenli Fonksiyonlar; Lipschitz Sartr)

1. A’nin herhangi iki noktast1 tamamen A’nin iginde olan siirekli egriyle
birlestirilebilirse Xy diizlemindeki A noktalarinin kiimesine baglantilidir denir.

2. A’nin her noktasi, i¢i tamamen A’nin iginde olan bir ¢emberin merkezi ise Xy
diizlemindeki A noktalarinin kiimesine a¢ik kiime denir.

3. xy diizleminde a¢ik baglantili kiimeye bir bolge (domain) denir.

4. Bir P noktasina, bu noktayi i¢ine alan her ¢gember hem D bdlgesinden hem de bolge
disindan noktalar igeriyorsa D bolgesinin sinir noktasi denir.

5. Sinir noktalar1 eklenmis bir bolgeye kapal1 bolge denir.
TANIM 1.7:

f, xy diizleminin bir D bolgesinde tanimli bir reel fonksiyon ve (Xo,Yo), D’nin bir i¢
noktas1 olsun, &> 0 isteksel say1s1 verilsin.

X —Xo| <8 ve |y—y,|<d
olacak sekilde V(X, y) € D igin |f (X,y) —f(XO,yO)| <g

olmak tizere &’a, mukabil bir 5 > 0 say1s1 varsa f fonksiyonuna (X,,Y,) ’da siireklidir denir.

TANIM 1.8:

D, xy diizleminin ya bir bolgesi veya kapali bir bolgesi olacak sekilde f D’de taniml
bir reel fonksiyon olsun. ¥ (x,y) e D igin |f(X, y)| < M olacak sekilde bir pozitif M sayisi varsa

f, D bolgesinde sinirhdir denir.



TEOREM 1.4:

Eger f,
R={(x,y):asy<bvec<y<d}
kapali dikdortgensel bolgede tanimli ve siirekli ise, bu durumda f fonksiyonu R bdlgesinde

sinirlidir.
TANIM 1.9:

f; D, Xy diizleminin kapal1 bir bolgesi olacak sekilde D’de tanimli olsun. V (X,y,) ve
(X,¥,) € Digin
|f(x,y1)—f(x,y2)|sk|yl—y2| (1-1)

olacak sekilde bir k > 0 sabiti mevcutsa f fonksiyonu D’de (y’ye gore) Lipschitz sartini saglar

denir.

Lipschitz sartinin geometrik anlamim arastiralim. (X,y,) ve (X,y,), D’de aym apsisli
herhangi iki nokta olsun, z=f(x,y) yiizeyinde kars1 gelen

P [ Y. (. y,)] ve P[x,y,.f(x,y,)]

noktalarini, g6z oniine alalm ve
0<ac< g) Xy diizlemiyle

P, ve P, noktalarm birlestiren kirisin yaptig1 agiy1 gostersin. Bu durumda D’de (1.1) sart1 elde
edilirse tano mutlak degerle sinirlanir ve boylece P, ve P, noktalamin birlestiren kiris Xy
diizlemine dik olmaktan uzak olarak sinirlanir. Ayrica bu smir V(X,y;) ve (X,y¥,) € D i¢in

X ’den bagimsizdir.

f fonksiyonu D’de (1.1) sartin1 saglarsa bu durumda X’in her degeri i¢in y’nin siirekli

fonksiyonudur. Ancak, (1.1) sartinn X’e gore f'nin siirekliligi ile ilgili hi¢ bir sarti
saglamadigim not edelim. Ornegin [X] X ’den kiigiik veya esit tamsay1y1 gostermek iizere

fxy) =y + [x]
ile tammml1 f fonksiyonu herhangi sinirli D bolgesinde Lipschitz sartin1 saglar. Her bir sabit x

icin, y’nin sonug fonksiyonu siireklidir. Bununla beraber bu f fonksiyonu X ’in tam degerleri

icin X ’e gore stireksizdir.



Simdi f fonksiyonunun Z—f tirevinin mevcut ve (X,y)e€D igin sinirli oldugunu
X

varsayalim. Bu durumda herhangi (X,y,) ve (X,y,) €D i¢in diferansiyel hesabin ortalama

deger teoremiyle

)af(X,Q)
oy

olmak tizere y,<C<y, olan  sayisi mevcuttur Boylece (X,C) €D oldugundan.

of (x.C)
oy

f(X’yl) _f(Xayz) = (yl -Y,

of (x,y)

Py ly, —y,| dir.

[HEAAE{CAA A

< sup
(x,y)eD

1.2 Varhk ve Teklik Teoremi ve Ispati
TEOREM 1.5: [1]

1. D, xy diizleminin bir bolgesi ve f asagidaki iki sart1 saglayan bir reel fonksiyon olsun;
(i) f, D’de siirekli,

(ii) f, D ‘de (y’ye gore) Lipschitz sartin1 sagliyor; yani, V(X, Y1) (X, ¥2) € D i¢in

If(x,y,) —f(x,y,)|<K|y, —V,| olacak sekilde bir k > 0 sabiti mevcuttur.

2. (X9,Yo ), D’nin bir i¢ noktass; a ve b sabitleri,
R={(x,y): [x=X| <a, |[y—y,| <b}

dikdortgeni D’de olacak sekilde; (X,y) € R igin M = max |f(x,y)| ve h = min (a,%j olsun.

Bu durumda|x — X0| <h araliginda

dy

_=f X, ’
™ x,y)
Y(X0) =Yo

baslangi¢-deger probleminin bir tek ¢ ¢6ziimii vardir. Yani
(i) |x —X,| < h araligindaki her x igin % =T(X,9(x)),
X

(i)  o(x,)=X, olacak bicimde |X—X0|Sh araliginda tanimhi  bir tek

diferansiyellenebilir reel ¢ fonksiyonu mevcuttur.

R, D’nin i¢inde oldugundan, f, R’de (i) ve (ii) sartlarin1 saglar. f kapali R dikdortgensel



bolgede siirekli oldugundan M sabiti mevcuttur, a<|x—x0|£h ise, bu halde h=a ve ¢

¢Ozlimii, R bolgesinin taniminda kullanilan |x - XO| <aaraligindaki her x i¢in tanimlidir. Ancak
b . b " e
M<a ise, bu durumda h = M<a olur ve boylece ¢ ¢oziimii, sadece |X —X0| <h<a, |y—y0| <b

ile tammli daha kiigiik R dikdértgeni ile birlikte daha kiigiik X —X,|<h<a arahigindaki her x

icin deger alir. (Sekil 1.1).

R1
o(x)

X=Xp-a \/\
; (X0,Yo)

y=Yo-b

Sekil 1.1 b < adurumunda h = min (a, £) = b olur.
M M M



1.2.1 Ispatin metodu

Bu Teoremi ardisik yaklagimlar metoduyla ispat edecegiz. X, |X—X0| <h araliginda

olsun. Asagidaki gibi

¢1(X) =Yt If[tvyo]dt ,

Xo

6,00 =Y, + [ F[t.6,()]clt

b0 =Y, + [ F[t.0,(t)]clt

by () = Yo + [ F[t,0,,(B)]dt (1.2)

ardisik yaklasimlar (Picard ardigiklari) denen
¢1’ ¢2’ ¢3 7"'7¢n JARR]

fonksiyonlarin bir dizisini tanimlayalim. Ispat1 asagida gdsterecegimiz bes ana adima bélecegiz.

1- (1.2) ile tammli {¢,(x)} fonksiyonlar: mevcut ve siirekli tiirevlere sahip olup ayrica
da|x—x0| <h araliginda |¢, (X)—Y,|<besitsizligini saglar; bu yiizden f [X,$(x)] bu aralikta

tanimlidir.

2- {¢, } fonksiyonlar1 [X —Xo|<h araliginda

M (kh)"
k n!

|¢n (X) - ¢n—1(x)| <

esitsizligini saglar.

3- n—oo iken, {d)n} fonksiyonlar1 dizisi |X—XO|Sh araliginda siirekli bir ¢

fonksiyonuna diizgiin yakinsar.

4- ¢ limit fonksiyonu, |[x—X,|<h araliginda g—yzf(x,y) diferansiyel denkleminin
X

d(X,) =Y, kosuluna uyan bir fonksiyondur.



5- ¢ limit fonksiyonu, [X,,X,+h] araliginda g—yzf(x,y) diferansiyel denklemini
X

saglayan ve ¢(X,) =Y, bi¢iminde olan tek diferansiyellenebilir fonksiyondur.

1.2.2 ispat

Ispati [XO,X0 + h] aralig1 i¢in gerceklestirecegiz. [X0 —h, XO] aralig1 igin teoremin ispati
benzer sekilde yapilabilir.

1) Tiime varim yontemi kullanacagiz. n=1 kabul edelim.

600 =Y, + [ F(tyo)elt
ile tanimli ¢,(X) fonksiyonunu ele alalm. f(t,y,) R de siirekli oldugu igin ¢,(x) fonksiyonu
stirekli bir fonksiyonun iist sinir1 degisen integrali ile temsil edilmis olup, Analizden bilinen

teorem geregi ¢, (X) fonksiyonu siirekli tiirevlere sahip olacaktir. Ayrica da;

6,00 = yo| = < JIftyo)dt <M(x - x,) <b

Xo

[ty

Xo

esitsizligi de saglanmaktadir.  Dolayisla f(x,¢,(x)) fonksiyonu [X,,X,+h] araliginda

tanimlidir.

Simdi de (I)n_l(x)=y0+If[t,¢n_2(t)]dt ile tanimlt ¢, ,(x) fonksiyonunun siirekli

tirevlere sahip oldugunu ve ayrica da f(x,¢,,(x)) fonksiyonunun [XO,X0+h] araliginda

tanimli oldugunu varsayalim,

o, (X)=y, + J'f('[,(i)nfl (t)dt ile tanimli ¢,(X) fonksiyonunun da siirekli tiirevlere sahip

Xo

olacagini, ayrica da f(Xx,¢,(X)) in [XO Xo + h] araliginda tanimli oldugunu gosterelim.

Gergekten ¢,(x) in de tamimindan goriildiigii gibi bu fonksiyon da bir siirekli

fonksiyonun tist siir1 degisen integralidir, dolayisiyla da siirekli tiirevi mevcuttur. Ayrica da;

|¢n (X) _y0| =

[fto, ()t

< j.|f(t,¢n71(t))|dt <M(x—x,)<h



esitsizligi saglanmaktadir. O halde f(X,¢,(x)) fonksiyonu [XO,X0+h] araliginda tanmimli

olacaktir. Boylece birinci adim tamamlanmis oldu.

2) Bu adimda tekrar tiimevarimi uygulayalim. ilk adimda

[0, (%) =4, (X)] =

Yo+ [ F(t0,(0)dt -y, [ F(t0,00)t| =

[Pt 0, (1)) =T (2,0 (£)]cl

< [ (0, (0) ~F (t o (Ot <k [ [0,(8) — o (1)t = K [ (1) — vt

h M (kh)’

X _ 2%
sij(t—xO)dtsz% =

Xo

_ 2

t=x,

esitsizliginin dogrulugunu gosterecegiz.

Simdi de; [X,, X, +h] araliginda

kn -2 _1 Mkn—Z ~ M (hk)n—l
X hn 1 —
|(I)n 1( ) (I)n 2( )| 1)| 0) (n 1)| K (n—l)!
oldugunu varsayalim.
Nihayet,
M (hk)

[0y () = 0,5 (X)] <

oldugunu gosterelim.

0,0 = 00 ()] = | [ [ (104 () = F (£, 6, , (1)) ]t

< [IF (60, 2 (0) =T (t 0, DL <K |, 4 (1), (B)]clt

x n-2 n-1 (¢ n X
B LS (t=xo)"|
xo( _1)' (n 1)' n t=x
n-1 _ n n-1 n
_ MK (x=xp)" _ MK™ M (k)" (1.5)
(n-1)! n n! k n!

Boylece tiime varim bagintis1 yontemiyle 2. adim gercgeklestirilmis oldu.
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3) Pozitif sabit terimli

Mi(kh)” _M@+M(kh)2 +M(kh)3 .
k< nl k1 k 21 k 3

serisinin
M kh
?[e -1]
limitine yakinsayacagi agiktir. Ayrica

316,00 ~6,4(x)]

fonksiyon serisi ve Vne N ve [X,,X, +h] araligindaki her x igin (1.5) esitsizligini saglanacak

bigimdedir. Bu yiizden Weierstrass M testi (Teorem 1.3) geregi
Yo + 2. [0: (%) =0, (X)]
i=1

serisi [X,,X, +h] arahgnda diizgiin yakinsak seri olacaktw. Bundan dolayr {S } kismi

toplamlar dizisi de [x,,X,+h] araliginda bir ¢ limit fonksiyonuna diizgiin yakinsayacaktir.

Fakat,
5,00 = Yo + 2[00~ 6,500] = 0, )

olmaktadir.

Bagka deyisle, ¢, dizisi ¢ ’ye [XO,X0 + h] araliginda yakinsar. Bu yiizden, her bir ¢, ,
[Xo, Xgth] araliginda siirekli oldugundan Teorem 1.1 geregi, ¢ limit fonksiyonunda [XO,X0 + h]

araliginda siirekli oldugunu gosterir.

4) Her bir ¢,, [xo,x0 + h] araliginda |(1)n (X)—y0| <b esitsizligini de elde ederiz. Bu
sebeple f[t,(])(t)] bu aralikta tanimhidir. y, =¢(X) ve y, =6, (X) segerek (1.1) Lipschitz sartin

uygulayabiliriz. Boyle yaparak, X € [XO,X0 + h] icin
[F[t,o()]—F[t, 0, ()] <K[60) =, (X)| (1.6)
buluruz. f ’in siirekliligi geregi €0, Vn>N ve V X € [XO,X0 +h] igin |(I)(X)—(I)n (X)| <E olacak

sekilde N>0 mevcuttur. Bu yiizden, varsayimlar altinda Vn>N ve V x e[X,,X, +h] igin
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K10 0, (9] <k - = (1.7)

saglanacaktir.

Boylece (1.6) ve (1.7)’dan Vne N igin f[t,q)n (t)] ile tanimli fonksiyonlar dizisinin
[Xo,xo+h] da f[t,d)(t)] fonksiyonuna diizgiin yakinsadigini goriiriiz. Ayrica, Vn> N igin

f [t, 0, (t)] ile taniml1 fonksiyonlarin her biri bu aralikta siireklidir. Teorem (1.2) geregi
$(x) =lim,., () =Y, + lim [ £[t,¢, ()]t

=yo+ [ limf[t0,O]dt=y,+ | F[t.o(0)]ct

0 n—w

yazilabilir olacaktir.

Kisaca ¢ limit fonksiyonu [x,,X, +h] da

009 =Yo+ [ F[t.0(0)]dt

integral denklemini saglar. Bir baska deyisle ¢(x) fonksiyonu sadece siirekli degil, ayni

zamanda da siirekli tiireve sahiptir ve tiirevi de integral alt1 fonksiyona esittir. Bdylece, temel

lemmadan, ¢ limit fonksiyonu [x,,x, +h] da S—yzf(x,y) diferansiyel denklemini saglar ve
X

d(Xo)=Yo olacak sekildedir. Boylece [XO,X0 +h] araliginda yukarida verilen temel baslangic

deger probleminin bir ¢dziimiiniin varligin1 ispatladik.

5) ¢ ¢oziimiiniin tek oldugunu ispatlayalim. y‘nin

d
33=ﬂxw
X

ve y(x,) =Y, olacak sekilde [Xy, X, +h] da tamml diferansiyellenebilir bir bagka fonksiyon
oldugunu kabul edelim. Bu durumda kesin olarak baz1 [X,,X, +8] iizerinde

|\V(X) - y0| <b (1.8)

saglanmalidir.

X, noktasini X, <X<X, Ozellikli X’ler ve |\|1(X1) —y0| <b ig¢in |\|1(X) —y0| <b

saglanacak bicimde ele alalim. x,<x, +h kabul edelim. Bu durumda
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Diger taraftan ise ortalama deger teoremi geregi X, < <X, ozellikli 6yle { noktasi

var ki

M, =

VO|=[f[xw(©)]<M
esitsizligi saglanacaktir. Dolayistyla bir geliski s6z konusudur. Bu yiizden X, +h<x, ve (1.8)

esitsizligi X, < X<X, +h icin saglanacaktir. ve boylece X, < X<X, +h araliginda
S gl X, 0 ¢ g Yy 0 0 g

|\V(X) - y0| <b (1.9)

saglanacaktir.

v, [%0, X, +h] da w(x,) =Y, olacak sekilde % =f(X,y) nin bir ¢dziimii oldugundan,
X

v’ nin [Xy,X, +h] da

W) =Yo+ [ It (O]t (L.10)

Xo

integral denklemini sagladigim goriiriiz. Simdi tiimevarimla [X,,X, +h] da

K" (X —X%,)"
W) - 6,00 XX (111)
oldugunu ispatlayacagiz. n=1 durumu agiktir. [XO,X0 + h] da
kn—l X — X n-1
00—, 00] b XXX (112)

(n-1)!

oldugunu varsayalim. Bu durumda (1.2) ve (1.10) den

X

W)= 0,09 <| [ {f [t w® —F[t,6, . (®)]]}dt

Xo

< Hf [t ()= [t ()] ot

elde ederiz. (1.12) de sirayla y, =wy(Xx) ve y, =¢, ,(X) alarak (1.1) Lipschitz sartin1 uygulariz.

Bu yiizden



W) —0,00] < [ Kpw(t) =, (1)t

buluruz. (1.15) varsayimiyla daha sonra (1.12) de (n—1) ’in n ile yer degistirmesiyle

K"b(t—x,)"*
W) =6, (x)| < j k—l)!dt

_ kb (t=xo)"
S (=D!l n

Bu sebeple tiimevarimla (1.11) esitsizligi VX € [X,,X, +h] elde edilir. Bdylece

[X0: X, +h] da n=1,2, ... icin

~ k"b(x=x,)"
- n!

Xo

elde ederiz.

() — b, ()] <b (kh)

(1.13)
buluruz.

Simdi

serisi yakinsar ve bdylece lim b&=0 olur

n—o

Bu sebeple

[x X, + h] da y(x)=lim¢,(x). Bu aralikta ¢(X)=lim¢,(X) oldugunu hatirlayalim. Boylece
[Xo,%, +h]da

y(x) =(x)

Dolayistyla temel baglangig-deger probleminin ¢oziimii [X,,X,+h] da tek ¢oziime
sahip oldugunu ispatladik. Ispatin basinda altim ¢izdigimiz gibi benzer muhakemeyi
[Xo —h, X, ]araliginda yapabiliriz.  Béylece [

Xo—h, X, +h] da ¢(x,)=y, olacak sekilde
dy

=f(x,y) diferansiyel denklemi tek ¢ ¢6ziimiine sahiptir
X
TEOREM 1.6:

1. f, :{(x,y):a<x<b,—oo<y<+oo} bi¢imindeki sinirsiz D bolgesinde siirekli
olsun.

2. f, bu smursiz bolgede (y ’ye gore) Lipschitz sartini saglasin. Yani V(X,y,)

(X,¥,) €D igin

13
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(£, y1) =T (X, Y,)| <K|y, =V,

olacak sekilde k>0 sayisinin mevcut oldugunu varsayalim.

Bu durumda ?:f(x,y), y(X,) =Y, probleminin (X,,y,), D’nin herhangi noktasi

X

olmak iizere a<x<b acik araliginm tiimiinde tanimlidir. Ozellikle a=—co ve b=+ olursa ¢,

her —oo<x<+oo i¢in tanimlidir.

Ornegin —oo<x<+oo igin F siirekli olmak iizere :—yzF(X)y, y(X,) =Y, Dbaslangic

X

deger probleminin bir ¢éziimii ve her X € (-, +) i¢in tanimlidir.

1.3 Coziimlerin Baslangi¢ Sartlari ve f Fonksiyonuna Baghhg

1.3.1 Baslangig sartlarina baghhk

Simdi baglangic sartinda ve f fonksiyonundaki kiigik degisime (dj—yzf(x,y)
X

diferansiyel denkleminin nasil bagl oldugunu ele alalim. Boyle kiiglik degisimlerin ¢éziimiinde
sadece kiigiik degisimlere sebep oldugu goriilecektir. Uygun kisitlamalar altinda bunun gergek

oldugunu gosterelim.

Once y(X,)=Y, baslangic sartinda kiigiik degisimin sonucunu ele alalim. f siirekli
olsun ve D bolgesinde y’ ye gore Lipschitz sartini saglasin. (X,,Y,) noktast D’nin bir noktas:

olsun. Bu durumda Teorem 1.5 ile

dy

=L =f(x,
™ (x,y)
Y(X,) =Y,

baslangi¢ deger problemi yeterince kiigiik |x — XO| <h, aralig1 lizerinde tanimli tek ¢ ¢oziimiine
sahiptir. Simdi y ’nin baslangig degerinin y, dan Y,’ a degistirildigini varsayalim. Ilk ele

alacagimz sey,

dy
=L =f(x,
™ (x,y)

y(Xo) =Yo (1.14)
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yani baslangi¢ deger probleminin de yeterince kiigiik X —X,|<h, aralig1 iizerinde tammli tek
¢oziime sahip olup olmadigidir. Y, |y0 —Y0| yeterince kiiciik olmak tizere bu halde (1.14)

probleminin bdyle |X—xo|£h1 araligl iizerinde tek ¢oziime sahip oldugunu belirtebiliriz.
Gergekte

R={(x,y):[x—X,|<a,|y—y,|<b} =D

olsun ve Y,, |y, =Y, sg olacak sekilde secilmis olsun. Bu durumda Teorem 10.7 in
(1.14) problemine uygulanmasi, bu problemin |X—X,|<h, i¢in R bulunan ve tammli tek v
¢oziimiine sahip oldugunu gosterir. Burada h, = min(a, %j ve M= (me% |f (X,y)| alinmugtir.,

Burada her Y, , |y, —Y,| <8 igin (1.14) problemi |x —X | <h iizerinde ¢(X,Y,) tek ¢dziimiine

sahip olacak sekilde 6>0 ve h>0 var oldugunu kabul edebiliriz (Sekil 1.2)

Simdi baglangi¢ sarti iizerinde ¢oziimlerin bagliligini ele alan temel teoremi ifade

edecek bir durumdayiz.

X=Xo-h X=Xo-hy

i )

-/ X=Xg+h

X:X0+h1

Sekil 1.2 Coziimlerin baglilig.
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TEOREM 1.7:

1. f sirekli ve xy diizlemin D bélgesinde k Lipschitz sabitiyle y’ye gore
Lipschitz sartin1 saglasin. (X,,Y,), D nin bir noktasi olsun.

2. Her bir Y, igin Y, |y, —Y,| <& olmak iizere 5>0 ve h>0’mn mevcut oldugunu
|x—X,|<h araliginda (1.14)
baslangic deger probleminin ¢(X,Y,) tek ¢dziimiine sahip oldugunu varsayalim.

Bu durumda ¢, y,=Y, iken (1.14) nin tek ¢oziimini ¢, Y, =¥, iken (1.14) nin
¢Oziimiinii gosterirse, bu durumda |X - X0| <h araliginda

[0(x) - §(x) < 5,e™|
olur. Burada |y, —Y,|=8,<8 dur.

Bu nedenle, (1.14) probleminin ¢(X,Y,) ¢ozimi y, =Y, durumunda Y, baslangi¢
degerinin siirekli fonksiyonudur.

ISPAT:

Teorem 1.5 den

9=limo,

oldugunu biliyoruz. Burada
0,00 =Y, + [ T[4, (D]t n=(0123..)

ve ¢o(X)=Vq; |X_X0|Sh

Benzer tarzda,

b=1lim¢,

X—00

olur. Burada
B0 (0= + [ T 1.0, (1) ]t n=(23..)

Ve a>o(X)=)70i|X—Xo|§h

k , Lipschitz sabiti olmak tizere [X,, X, +h] iizerinde
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<5 Zk (X Xo) (1.15)
oldugunu tiimevarimla gosterelim. Béylece [X,, X, + h]iizerinde
= KX —X,)’
00-6,500] <8, T ( o) (116)

oldugunu varsayalim. Bu durumda

=V, + ].f[t,&nfl(t)]dt —[yo + jf [t,¢n1(t)]dt]

< 19 Vol [[F[ 66,20 ]~ F [ty (0]

olur. Lipschitz sartin1 uygulayarak
F[ 66, (0]~ [t6,. (0] <

B 100 = b, 1 (0)|

elde ederiz ve boylece |370 - y0| =9, oldugundan

B ()~ 0,1 (D]l

S8l+k]s

olur. (1.16) kabuliinii kullanarak

elde ederiz.

n-1 J*’1 1 n i _ i
{“Zk X—Xqg) ]ZSle(x-xo)
j=0 j

j+l

oldugundan (n-1)’i n ile yer degistirerek (1.16)’y1

i

n k(X —x
s gy
=0 )

seklinde elde ederiz.
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Ayrica [X,, X, +h] iizerinde

6,00 - ,09)| =

Yo+ [ [t,yoa)]dt—{yo + [t [t,yo<t)]dtJ

< 9o = Yol + [ [F[t50(®)] - [Lyo ()] dt

Xo

£81+J.k|yo—y0|dt: 8, + k&, (X—X,)

elde ederiz. Bu nedenle n=1 igin (1.15) saglanir. Boylece tiimevarim tamamlanir ve

[Xo, X + ] tizerinde (1.15) elde edilir.

Benzer fikirleri [x,—h,x,] tizerinde kullanarak,

X—X,|<h iizerindeki her x ve

n=123,.. igin
n kd(x— i n j
5,000, 00] 26,3 X 53 ()
n n 1 J' 1 JI
=0 : =0 B
buluruz. n —ooalarak
. o, (kh)
[60) - ()| <5, Q
= )
0 (kh) o
sonucuna ulasilir. Fakat o =enve bdylece [X —X,|<h iizerinde istenen
io J

[0(x) - 60| <8,

esitsizligini elde ederiz. Hiikmiin kalan ifadesinin dogrulugu agiktir.

Buradan, ifade edilen sartlar altinda ¢ ve ¢ ¢dziimlerinin baslangig degerleri yeterince
kiiciik miktarda farklilagirsa bu durumda |x—x0|Sh araliginin her noktasinda keyfi kiigiik

miktarda farklilagsacaktir. Geometrik olarak bu, mukabil integral egrisi her baslangica yeterince

yaklasirsa araligindaki her X i¢in bir digerine keyfi olarak yaklasacagi anlamina gelir.
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1.3.2 f Fonksiyonuna Baghhk

f fonksiyonu degisirse 3—){ =f(x,y) diferansiyel denkleminin nasil degisecegini ele
alalim.

TEOREM 1.8:

1. Xy diizleminin D bolgesinde asagidakilerin saglandigini varsayalim.

0] f ,stirekli bir fonksiyon olmakla beraber k>0 Lipschitz sabitiyle y’ye gore

Lipschitz sartin1 saglamis olsun.

(i) F siirekli olsun.

(i) V(x,y)eDigin [F(x,y)—f(x,y) < & olsun,

2. (XO,yO) D’nin bir noktasi olsun ve ayrica da asagidaki kosullar saglanmis olsun

QNS

Y(X0)=Yo
Baslangic deger probleminin ¢6ziimiidiir.
i v,

ay_r
dx

Y(Xo) =Yo

(xy)

Baslangic deger probleminin bir ¢oztiimiidiir.

(i) |x=x,|<h igin [ x,¢(x)] ve [x,y(x)]eD dir.
Bu durumda |x —X,| <h iizerinde

[6(x)~w ()| < (e 1)

Esitsizligi saglanacaktir.
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ISPAT:
¢, (X) = y(x)olsun ve {q‘;n} ,

by (X) =Y, + ]'f [.0,4(0) Jdt, [x-x,|<h , (n=1,23,.)

Xo

ile tanimli fonksiyonlar dizisi olsun. Bu durumda ¢ = limé,,¢(X, )=y, fonksiyonu |x—x,|<h

lizerinde % =f(x,y) nin ¢oziimidiir. % =f(X,y),y¥(X,)=Y, baslangi¢ deger problemi
X X

1-kosullar1 geregi |x—x0|£ h iizerinde tek ¢Oziime sahiptir. Boylece 2-kosullarindan,
[x—X,|<h iizerinde ¢(X)=¢(x) ve limo,=¢ sonuglart elde edilecektir. 2-kosullart

takimindan

v(X)=Y, +IF[t,w(t)]dt , [X-Xo|<h

Xo

elde ederiz.

Tiimevarimla, [X,, X, +h] da

- K™ (x—x
o (x) < sz o) (1.17)
oldugunu gosterelim. Bdylece, bu aralikta
— Lk (x—x
¢, 1 (X) =y ()< 82 o) (1.18)

oldugunu varsayalim. Bu durumda

¢, (X) =y (x)| =y, + If[t@n.l(t)]dt Yo~ I Fltw(t)]dt

Xo Xo

< ﬁf[t,q‘)n_l(t)]—F[t,w(t)]\dt

yazabiliriz.

Simdi F(x,y):f(x,y)+8(x,y) yazalim. Bu durumda

& ()~ w(x)|< ﬂf (60,20 ]~ [Lw(®)]-3[tw(t)]dt

olacaktir.
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|A— B| < |A| +|B| esitsizligini uygulayarak ve f ile Lipschitz sartin1 saglayarak

By ()~ w(x)| < Hf [6002() ]~ [Lw(t)Jott + I|6(t,w(t))|dt

buluruz. Simdi (1.17) kabuliinii ve
S(tv y) = |F(X! y) —f(X, y)| sg

gercegini kullanarak

_ n-1 kj—l X i X

¢, (X)-w(x)|< ks;TJ(t — X, 'dt + [ edt

Xo

n-1 [l _ i+l
e k(X__X0+g(X_XO)
[ (J+1)!

buluruz. Buradan n ile (n—1) yer degistirerck (1.18) elde edilir.

1-(iii) kosulu[x,, X, + h] tizerinde

[, (%) —w ()| < [[f [tw®]-Ftw® ]dt < [edt=e(x—x,)
oldugunu gosterir. Buradan n=1 i¢in (1.17)’nin dogrulugu elde edilir. Bu nedenle tiimevarim
tamamlanir ve boylece n=12,3,.. i¢in [xo,x0 + h] tizerinde (1.17) saglanmis olur.

[Xo—h,X%,] i

—X,|<h iizerindeki her x igin ve

n=12.3,.. igin

$n |<SZ kJZ:l:.—

elde ederiz. n —ooalinarak,

00 -wof= 230

= I

0 (kh)'
buluruz. Fakatzqzek“ —1 dir.Bu nedenle |[x —x,|<h iizerinde
. J_

800w € -1

istenen esitsizligi elde ederiz.
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Boylece ifade edilen hipotezler altinda, & yeterince kiiciik ise, ¢, y ¢oziimleri

arasindaki fark |X —X,| <h iizerinde yeterince kiigiiktiir.

1.4 Sistemler ve Yiiksek Mertebeli Denklemler i¢in Varlik ve Teklik Teoremleri

1.4.1 Genel durum

[k isimiz, y,,Y,,...,y, n bilinmeyen

d
Y Yoy
d
d):(2 =f, (Y1 Y20 Y0)
(1.19)
dy,
Yot YY)

bicimindeki n birinci mertebe diferansiyel denklem sistemini igeren baslangi¢c deger problemi

i¢in temel varlik ve teklik teoremidir. Burada f,,f,,f,,...,f, (n+1) boyutlu (X,y,,Y,,Y5,--Y,)

n

uzaymin D bolgesinde tanimli ve n siirekli reel fonksiyonlardir.

TANIM 1.10:

(1.19) sisteminin bir ¢6ziimiiyle a <X <b reel aralig1 lizerinde taniml
01292, Pg1-e By
n -siirekli diferansiyellenebilir reel fonksiyonlarin kiimesini anlayacagiz 6yle Ki
[X.Y1.Yz0Y, ] €D
ve

VXxe [a, b] igin

dd)é(X) =, (X, 0y, 0y, )
D209 £, (%, 03018,)
dx

M =fn (X,(I)l,(l)zv--'vd)n)
dx
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Teorem (1.7)’e kars1 gelen, (1.19) sistemiyle alakali asagidaki teoremi ele alacagiz.
Ispat1 Teorem (1.7)’ini ispatina paralel oldugundan ayrmtilari ihmal ederek ispat1 ana hatlariyla

verecegiz.

TEOREM 1.9:

1. f,f,..f, fonksiyonlar; (X,,C;,C,,...,C,), (n+1) boyutlu reel (X,y,,y,,...V,)
uzayimin bir noktasi ve a,b,,b,,...,b, pozitif sabitler olmak iizere,
[x—X,|<a, |y, —c|<b,,...]y, —c,|<b,
ile tamml R, (n+1) boyutlu dikdortgende siirekli olsun. M,(X,y,,Y,,...Y,)€R ve

i=12,..,n i¢cin

<M

[ (X, Y2, Y20 ¥s)

olacak sekilde bir sabit olsun. Ayrica
h =min aﬂﬁb—n .
MM M

2. f. fonksiyonlar1 R’de k Lipschitz sabitiyle Lipschitz sartin1 saglasin. Yani k>0

sabiti var olmak tizere

£, (%, Ya: Yo Y ) =i (%35 T 90 )| <K (95 = Yal (5 =¥ ) (1.20)

esitsizligi saglansin. Burada (X,yl,yz,...,yn),(X,yl,yz,...,yn)eR vei=L12,..,n.

Bu durumda

d
% :fl(x,yl,yzv""yn)

d
=R (Y YoYy)

ay,
dx

denklem sisteminin [x —x,| <h igin

¢1(X0):C11¢2 (X0)=CZ,...,¢n (Xo):Cn

olan tek bir ¢,,9,,...¢, ¢oziimii vardir.

=f, (X, Y1, Y21 V)
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ISPAT:

i=12,...,nigin
¢ (Xo) =¢;

ve once

Gy =C + ]Efi (X'¢1,j—11¢2,j—1’"'!d)n,j-l)dt (1.22)

Xo

(iI=1,2,...n;j=1.2,...) ile ¢;;(X) fonksiyonlarim tanimlayalim.
daha sonra ¢;; fonsiyonlarinin hepsinin |X - XO| <h tzerinde taniml
|¢i,j (X) _Ci | < bi

M(kn)j_l-(x—xo)j
J!

bagintilarin1 saglayan siirekli fonksiyonlar oldugunu matematik tiimevarimla gosterecegiz.

|¢i,j (X) _¢i,j.1(x)| <

(1.21) formiilii ve (1.20) Lipschitz sart1 da asagidaki esitsizligi baska bir timevarimla ispatlar:
(i=1,2,....,n; j=1,2,...),

X—X,|<h
boylece

M(knh)j (X=X, )j

knj! , (=1,2,...n),(=1,2,...) (1.22).

|¢i,j(x)_¢i,j-1(x)| <

Bu bizi her (i=1,2,...,n) igin
¢i,J(X):¢i,o(X)+ZJ:[¢i,p —¢i,p_1], i=1.2,..

p=1

ile tanimli {d)”. (X)} dizisinin ¢; stirekli fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi goriiliir. Daha sonra

her ¢; nin |x —X,| <h iizerinde
& =Gy + [ £ (X0, (00, (1),....0, (1)) clt

integral denklemini sagladigini gérebiliriz. Buradan |X —XO| <h tizerinde

do _
dx =T, (X0, (0.0, (1),....0, (1))

o (%y)=¢;, (i=1,2,...,n)

elde ederiz.
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Varligin ispatimin genel hatlar1 bdylece tamamlanir. Teorem 1.7 igin verilen N=1

durumununkine paralel oldugu agiktir. Sunulan durumda tekligin ispati da (teorem 1.7)’ninkine

paraleldir.
d" d d"t
dx)”/:f[x’y’%""'dx”{j (1.23)

bigimindeki n. mertebe diferansiyel denklemle birlikte temel baslangi¢ deger problemi igin

varlik ve teklik teoremini elde etmek i¢in kullanilabilir.

TANIM 1.11:

f, reel (n+1) boyutlu (x,y,Y,Y",...Y"™) uzaymnin D bélgesinde tanimli ve siirekli

reel fonksiyonlar olmak tizere

n n-1
d—y:f xyd—y d }1/
dx" dx dx"

diferansiyel denklemini g6z dniine alalim. (1.23) denkleminin ¢6ziimiiyle,
[ (x009460,0" () | €D
ve Vxe [a,b] igin

0" (%) = (%.000.0'(0),--.0" (x))
olacak bi¢imde a<Xx<b araliginda ¢ reel fonksiyonunun siirekli n. tiirevlere (boylece daha

diisiik mertebeli tiirevlere) sahip olmasini anlariz.

TEOREM 1.10:

f, reel (n+1) boyutlu (X,y,y’,..., y("fl)) uzaymin D bolgesinde siirekli olmak ve (1.20)

bigimindeki Lipschitz sartin1 saglamak tizere (1.23)

dn_yzf(x d_y L_lyJ

dx" dx ' dx™t

diferansiyel denklemini goz oniine alalim. (X,,Cy,C;,...,C,_,),D'nin bir noktasi olsun. Bu

durumda
0(X0) = Cou'(Xo) =Cypesd" I (Xp) =C, 4 (1.24)
olmak iizere X=X, civarindaki |[Xx—X,|<h iizerinde tammli n. mertebeden diferansiyel

denkleminin bir tek ¢ ¢oziimii mevcuttur.
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ISPAT:

B B dy B dn—ly
i=¥.¥.= dx" Yo = dx"*

olsun. Bu durumda n. mertebeden (1.23) diferansiyel denklemi n birinci mertebe denklem

sistemine denktir:

dy,
ax Y,
d
f =Y,
(1.25)
dynfl
dx Y

d
%:f[X,ylayz’-"-yn]

¢, (1.24) sartlarim saglayan (1.23) denkleminin bir ¢6ziimii ise, bu durumda ¢,9,,....,

fonksiyonlarinin sirali kiimesi (1.25) sisteminin
(I)l(XO):CO'(I)Z(XO):Cl’""(I)n (XO):Cn—l (1.26)
f sartlarii saglayan bir ¢oziimiidiir. Burada ¢, =¢',...,, =¢(”_l) olur. Sonug olarak ¢,,¢,....0,

(1.26) sartlarim saglayan (1.25)’in bir ¢oziimiiyse, bu halde ¢ fonksiyonu, ¢ =¢, olmak iizere,

(1.24) sarlarini saglayan (1.23) denkleminin bir ¢oztiimiidiir.

(X9:C+Cyy.ensCyy ), D nin bir noktast oldugundan, f fonksiyonu, ifade edilen hipotezleri
R’de saglayacak sekilde, bu nokta etrafinda (n+1) boyutlu bir R dikdortgeni vardir. Buradan,
(1.25) sistemi R’de Teorem 1.12’in biitiin sartlarin1 saglar. Boylece (1.26) sartlarin1 saglayan ve
X =X, noktasi civarinda yeterince kiigiik |X —X0| <h araliginda tanimli olan (1.25) sisteminin
tek bir ¢,,9,,...0, ¢6ziimii mevcuttur. Bu nedenle ¢ = ¢, alinirsa (1.23) ve (1.24)’iin (1.25) ve

(1.26) ile yukarida not edilen denklikten istenen sonucu buluruz.
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1.4.2 Lineer durum

d
B (99,2, (03, R 00 )
X
ay, _
o 821( )y1+ +a2n( )y +F( ) > (127)
%:anl(x)yl+...+am(x)yn+Fn(x) J

lineer sistemini ele alalim. Burada a; katsayilar1 ve F, fonksiyonlar1 (i,sz 2,...,n)

a<x<b araliginda siireklidir. Once bir lemma ve ispatin1 verelim.

LEMMA 1.1:

a; ve F fonksiyonlari (i, j=12,.., n) a < x <baraliginda siirekli olsun. Bu durumda
£ (X Y0 Yoren Vo ) =8, (X) Y, +.. 48, (X)Y, +F () ile tamml f, fonksiyonlar

a<x<b, —o<y <o, (i=12,..,n)
tizerinde Lipschitz sartimi saglar. Yani a<Xx<b araligindaki her x ve Vy,V,,..Y,ile

V.Y ¥as (i =1 2,...,n) reel sayilarinin herhangi iki kiimesi i¢in

|f (X1y1172""1yn)_f (vapyz'---’yn)

olacak bigimde bir k>0 sabiti mevcuttur.

< k(|y1 _yl|+"'+|yn _yn|)

ISPAT:

a,; fonksiyonlarimin her biri @ <x<b araliginda siirekli oldugundan, bu fonksiyonlarin
her birine kars1 gelerek, X e[a,b] igin |aij(x)| <k olur. Bu halde, ¥x e[a, b] ve ¥,Y,,...y, ile

¥..Y,,....¥, reel sayilarin herhangi iki kiimesi i¢in

|f(x,yl,yz,...,yn)—f(x,yl,yz,...,yn)
‘all y1+ +a yn+F |:a|1 y1+ +a ( )yn+F|(X)jH

=|ai1(x)[y1 _}71] +a;, (X)[yz —)72] ot (X)[y” _y”]

<a, (X)|y, = %] +ai, (X)|Y, = Vo] + .+ a5, (X)|Y, — ¥l
<K(|Yy = 35| 1Yz =T + Yo )

Simdi (1.27) lineer sistemi ile ilgili temel varlik teoremini verebiliriz.
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TEOREM 1.11:

1. (1.27) lineer sistemindeki a; katsayi ve F, fonksiyonlari (i,j=12,.,n) a<x<b
araliginda stirekli olsun.

2. X, €[a,b] ve c,c,,...,c, nreel sabitlerin bir kiimesi olsun.

Bu durumda (1.27) lineer sisteminin a <x <b araliginda taniml

¢1(X0) =C0, (Xo) =Cyreenrhy (Xo) =C,
Baslangic sartin1 saglayan tek bir
R

¢Oziimii mevceuttur.
ISPAT:

(2.27) lineer sistemi Teorem 1.9°da ele alinan (1.27) sisteminin 6zel durumudur ve

ispatmn ana hatlar1 Teorem 1.9 igin verilenlere paraleldir. Once ¢;; fonksiyonunu

b0 (X)=c, (i=1,2,...,n)

ve a<xX<b araliginda

by (%)= | [ (€)dug - 85 (£)p0 + F (D ] (1.28)

ile tanimlayalim. Boyle tanimlanan ¢;; fonksiyonlar1 a<X<b arahgmnda siireklidir. Ayrica
hipotez vasitasiyla a<x<b (i=1,2,...,n)

la, ()¢, +...+a,, (X)c, +F (X) <M
olacak bi¢gimde bir M>0 sabiti vardir.

Lemmadan dolay1

a, (X)y; +...+a;, (X)y, +F(x)
ile tamml fonksiyonlar a<X<b araliginda Lipschiz sartin1 saglar. Bu nedenle (1.28)
formiiliinii ve bu Lipschiz sartm a <x <b (i,j=1,2,...,n) olmak iizere agagidaki
M(kn)H(x —xo)j

i

esitsizligi timevarimla elde etmek i¢in kullanabiliriz. Béylece

015 (X) = iy (X)] <

H =max(ja—x,,[b=x,|)

olmak tlizere
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(an)j

M
— 1.29
kn j! (1.29)

|¢i,j(x)_¢i,j-1(x)| <

a<x<b (i=1,2,..,n,j=1,2,...). (1.29) esitsizligi Teorem 1.12°deki (1.22) esitsizligine

kars1 gelir. Teorem 1.12 igin verilen ispatin kalan1 a <X <b i¢in sunulan duruma tasmnir ve

istenen sonug elde edilir.

Simdi n. mertebeden lineer diferansiyel denklemle birlikte baslangi¢ deger problemi

i¢in temel varlik teoremini verebilecek birikime sahibiz.

TEOREM 1.12:

1. a,(x)=0ay,,,....a, 4,8, ve F ,a<x <baraliginda siirekli olmak iizere

a (x)dn—y+a (x)iy+...+a (x)d—y+a (x)y=F(x) (1.30)
O axr T dxnt A

diferansiyel denklemini géz oniine alalim.

2. X,,2<X<b araliginimn bir noktasi ve ¢,,C,,...,C, , n reel sabitlerin bir kiimesi

olsun.

Bu durumda (1.30) probleminin
B(Xo) =Co' (X ) =Cppeensd™™ (X0 ) =C, 4 (1.31)
baslangi¢ sartlarim saglayan tek bir ¢ ¢Ozimii vardir ve bu ¢éziim a<x<b araliginm

tamaminda tanimlidir.
ISPAT:

Teorem 1.13’1n ispatindaki gibi

B B dy B dn—ly
yl _yi y2 - dX, ] yn - an71

aliriz. Daha sonra n. mertebeden (1.30) diferansiyel denklemi asagidaki lineer sisteme denk

olur;
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> (1.32)

¢, (1.30) 1n (1.31) sartlarini saglayan ¢oziimii ise bu durumda ¢,,9,,...,¢,, ,sirali kiimesi,
¢,y ..., olmak lizere

0y (Xo) =Couy (Xo ) =Cpenshy (X0 ) =Cy (1.33)

Sartlarini saglayan (1.32) lineer sisteminin bir ¢ozimiidiir.

(1.32) sistemi, Teorem 1.11°nin uyguladigi (1.27) lineer sisteminin basitge ozel bir
halidir. Bu nedenle (1.32) sistemi,(1.33) sartlarin1 saglayan a<X<b araliginin tamaminda

tanimli tek bir ¢,,9,,...,p, ¢Oziimiine sahiptir. Boylece ¢ =¢, alirsak (1.32) ve (1.33)’lin (1.30)

ve (1.31) ile yukarida belirtilen denkligi istenen sonucu verir.

SONUC:

X,, 8,(X)#0 ve a,,a,,..,a, katsayilarinin hepsinin siirekli oldugu bir a<Xx<b
araligiin bir noktast olmak tizere, ¢ fonksiyonu

0(Xo) =0, (%) = 0,0 (%, ) =0 (1.34)

Bu durumda a < x <b arahigindaki her x igin ¢(x)=0 olur.

ISPAT:

Once ¢ ’nin her xe[a,b] icin ¢(x) =0 olacaktir. Fakat Teorem 1.16 ile (1.34) baslangic

sartiyla birlikte baglangi¢ deger problemi a<x<b araliginda tek ¢6ziime sahiptir. Bundan

dolay1 ifade edilen sonug gergeklenir.
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2. ADOMIAN AYRISTIRMA METODU ILE ILGILI TEMEL BILGILER

Ayristirma Metodu 1980’lerin basindan itibaren Adomian [2-4] tarafindan verilmistir.
Biz bu metottan bahsederken kisaca AAM kisaltmasim kullanacagiz. AAM’ndan [4] yola
cikarak Lineer Olmayan Denklemler Sistemi, Lineer olmayan Diferansiyel Denklemler ve
Lineer Olmayan Denklemler Sisteminin degisik baslangi¢ sartlar1 altindaki analitik ve yaklasik
¢oztimleri bazi fiziksel problemlerin ¢6ziimii, AAM ile hesaplanmistir. Bu metod ¢oziimii kesin

bir sonuca hizla yaklastiran sonsuz bir seri toplami olarak diisiiniiliir.

K.Abboui ve Y.Cherruault AAM’yi f(X)lineer olmayan bir fonsiyon oldugunda
f (x) =0 denklemini ¢6zmek i¢in uygulamuslardir [5].

[6] kaynaginda Lineer Denklemler Sistemi i¢in uygulanan Jakobi iterasyon Metodu ile
AAM’nin denkligi tartisilmistir. Bu makalede ayrica Volterra integral denklemine AAM’nin
bir uygulamasi konu edilmistir. ~ Bazi Lineer olmayan fonksiyonlar i¢in Adomian
Polinomlarinin hesaplanmasi [7] incelenmistir. Bu metodun yakinsaklik problemi [8-11]’de
Abboui ve Y.Cherruault tarafindan yapilmistir.  AAM’nin Kismi tiirevli denklemlere

uygulamalar1 [12-18]’de ve kaynaklarda gosterilen atiflarda gergeklestirilmistir.  AAM’nin
gesitli uygulamalari [19-30] kaynaklarinda yer almaktadir.

Biz diferansiyel denklemi

Lu+Ru+Nu=g (2.1)

olarak inceleyecegiz. Burada u bilinmeyen, L en yiiksek mertebeden tiirev operatorii, R bir

diferansiyel operator olup, mertebesi L ’nin mertebesinden kiigiiktiir. Nu, u’ya gore lineer
olmayan terimdir. g ise kaynak fonksiyon olup, bilinendir. L *nin ters operatérii L™ mevcut

olsun. O halde (2.1) agagidaki gibi yazilabilir.
u=f—-L*(Ru)—L*(Nu) (2.2)

Burada f fonsiyonu g’nin integrali ile bir polinomun toplamina esit olup, polinomun

derecesi L 'nin mertebesinin bir eksiginden bilyiik olamamaktadir. AAM geregi
u(x) =Y u, (%) (23)
n=0

kabul edecegiz.
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Nu lineer olmayan terimi
Nu=> A (Up Uy,...,u,) (2.4)
n=0

seklinde segilecektir. Burada A,’ lar Adomian polinomlaridir. Ayrica A, sadece u,’a; A,
u,ve u,’'e; A, u,, u,, u,’ye; nihayet A, ise sadece u,, u,, U,, ..., u, lere baghdir. A,

polinomlar1

A =L N(ixkukj , n>0 (2.5)

"y (&

formiiliiyle belirlebilirdir. Nu=F(u) kabul ederek Adomian polinomlarinin birkagini (2.5)
yardimiyla tiiretirsek, asagidaki listeyi verebiliriz.
A, =F(uy)
A, =u,F(u,)
’ 1 4
A, =u,F'(u,) +§ufF (u,)

1, (2.6)
A, =UgF'(ug) +uyu,F'(uy) + gulFm(uo)

’ 1 " 1 m 1 )
A4 = U4F (Uo)+(§U§ + U1U3)F (UO)—i—EUfUZF (Us)"‘mufF( (uo)

(2.3)1 (2.1)’de yerine yazarak (2.4) denklemini de dikkate alirsak asagidaki bagintilari

elde edebiliriz.
Uo (X) =f(x)
um(x):—L’l[Run —An] , >0 2.7

Boylece (2.3) te (2.7) yi kullanarak ¢6ziimii bulmak miimkiindiir.
Bir sonraki kisimda Adomian polinomlarinin hesaplanmasinin 6rnekleri verilmistir.
2.1 Adomian Polinomlarmin Tiiretilmesi

Bazi Lineer olmayan terimleri iceren fonksiyonlar i¢in Adomian Polinom ifadelerini

tiiretelim. 11k kisimda Maple-10 kullanildi ve sonuglar listelendi.



2.1.1 h=F(y) icin Adomian Polinomlari

h= F(y0 +sy, +5°y, +8%, +s'y, +5°y, +s°y, +s’y, +5°y, +5°y, +51°y10) (2.8)

AO = h|s:0 = F(yo)

_dh

A=l = (DAN(Y)Y:
S

s=0

1

1 d*h

27 21 ds?

1

=§@WKHXyQﬁ+(DF»WOYz

s=0

1 d®h
5731 gs®

=%(D<3> ) (¥o)Y: + O E) (Y )¥aYs + DE) (Yo )Ys
~1d%h
Ty

1

_ 19 4 l (3) 2
== O EN(%)y: +2 OV PN (vo)yiy.

s=0

%(D(Z’(F»(yo)ys +(O?(P)(Yo)yaYs + OE) (Yo )Ys

1 d®h
5 - 5 ds(s)

1

_ 1 .h6 s, 1. 5y o LG 2
—120(D ) (Yo)Y: + 6(D (F))(yo)ylyz+2(D (F)(Yo)YiYs

s=0

%(D‘”(F»(yo)yfyg + (PP (E) (Yo )Y,Ys + PP (Yo )YaYa +(OFEN(Yo)Ys

1 d®h

B 1
5 61 ds® 220

720

s=0

@ )(¥o): + 5O BN (¥o)yi¥s +5 O BN (¥e)¥i:

OO (va)¥is + O P)(Ya)y: + OV F)(Ye)yy.va + 5 O BN (Vo)

%(D(Z)(F»(yo)yé + (PP (E) (Yo )Y,Ya + (D (F)(Yo)YaYs +(DE) (Yo )Ys

1 d7n
TG

_ 10 2 o L 6 5, . L NG 4
M—zw (FN(Yo)Y2Ys + 156 (O (AN (Yo)¥2¥2 + 7 (BT (FN (Yo )y

+KZO(D“’(F»(VO)VZ +(DPE)(Ys)YaYs + D) (Yo )Y,Ys + DX E) (Yo)YsYa
+2 O F)(¥) Y2y + £ O PN (Yo )¥iYs + O (Yo )y: +3 O F) (Yo )y

+2 O F)(Yo)Yi: + 5 (O PN (o )¥2vats +5 OV ) (vo) i + (O (PN (Yo )yiy.ys

33



34

1 d®n 1 1 1
- =§(D<3><F»(yo)yfys +4—8<D“>(F»(yo)yfy§ +§0(D“>(F)) (Yo)Y2Y,

+%(D(5)(F))(yo)yfy3y2 + (DY F)(Yo)YaY2Ys + OV (F) (Yo )YaYaYs +%(D“”(H)(yo)yfy5

+2 (O BN (o) ViYaY: + - O ) (Yo )¥2v: +3 (O PNy )yiy: +5 O P (Yo )y’

%(D(“’(F»(yo)ylyiys +(OFE)(Yo)Ye +%<D“>(F»(yo)yfyg +(DP () (Yo )YaYs

1
40320

+

O (R (o )¥: +5 O P (¥6)y2y. + 5 O E) (¥o)iy. + O @) Yoy,

+D? ) (Ys)YsYs +§(D<2><F»(yo)yi +2—14(D<“><F»(yo )Y

1 d%h 1 6 33 Lo 2
9 =a@5=0 =£(D( ') (Ys)Y1Ys +§(D( '(F)(¥o) s + (OF)(Yo)Ys

+7_;0 (O FN(Yo)¥iYs +%(D<3’(F))(yo)yfy7 +OI ) (Yo)yaYs + O FN(Yo)as

+ ﬁ (O (F)(Yo)Y2¥a + O (F)(Yo) Y2y + (DX FN(Yo)YaYs + OV (F) (Yo )iYeYs

R pNG 52 L (46 " 156 2, o2 2 Lin® 3
+240(D (F))(yo)y1y2+24(D (F)(Yo)YiY2Ys + ARG (F))(yo)y1y3y2+6(D P (Yo)Ys

+%(D(“’(F))(yo)yfy3y4 + O E)(Y,)y; +%(D‘S)(F))(yo)yfy4y2 +(O(F) (Yo )Y1YaYs

362880

+(OP(P)(Y,)Y2YsYa +%(D(‘”(F))(yo)y1y§y2 +%(D(“)(F))(yo)yfy2y5 +%(D(“)(F)) (¥o)Y2YiYa

1 he 7y oL po 52 . LpO o, L@ 3
+5040(D (F))(yo)y1y2+12(D (F))(yo)y1y3+2(D (F)(Yo)YaYs + 6(D (F)(Yo)Y2Ys

RpING) o, 156 o, 1@ 3
+22 P (F))(yo)y1y5+24(D (F))(yo)y2y1+6(D (F)(Yo)Y:Ye

_1 d“h —(DY(F 1 D9(F s, L DO(F 4\,2
10—1—0!@5:0—( (FN(Yo)Y¥s + 5505 (O (AN (Yo ) Yo¥r + 2 (DR (Yo )YV

+ @Yo )Y2Y: + = O PN (o )YiE 4t

144 3628800(D(lO)(F))(y")yio

1 pn 5 1 e 4 1 @ 2
+120(D (H)(yo)y1y2y3+24(D (F))(yo)y1y2y4+2(D (F)(Yo)Y:YeY2

+%(D(6)(F))(yo)yfy§y3 + (DY (F) (Yo ) YaY2Y2 + (O (P (Yo ) YiYsYs



+%(D‘5)(F))(yo)yfy§y4 +(DF) (Vo) VaYaYs +%(D(5)(F))(yo)yfy5yz
HD P (Yo Ya¥as + 5 (O () (Yo Yoy +%<D‘5>(F»(yo )YV
+2 0 PN (¥o) ey + < O M) (Ye)yiay. + 2 OV P (vo)y:

+ﬁ(0(5)(F»(yo)y2 +(O)(Yo)Yao + OV E) (Yo VaYaYay.e

1 @ 2, 1.@ 22, 1 @ 7
+2(D (F)(Yo)YaYs + 4(D (F))(yo)y1y4+504O(D () (Yo)Y1Ys

1.0 s, L @ 62 . L0 2
+6(D (F))(yo)y1y7+144O(D (H)(yo)y1y2+2(D (F)(Yo)YaYs

+2 O F)(Yo)ava + 2 (O (P (¥6)v2vs + 2 OV RN (¥ )vi¥e
1 0 6 @) RINC! 5

+250@ (P)(Yo)YsYs +(D (F))(yo)yzyg+120(D (P)(Yo)Y3Ys

HDPF)(Yo)Ya¥i D FN(Yo)ya¥s +5 O BN (Ye)¥ive

+2 (01 F)(¥o) Vi +5 O P (¥6)y25% +2 O P (Yo )¥ivays

212 F(y) =y? i¢in Adomian Polinomlar1

h= (y0 +3y, +8°y, +8%y, +5%y, +5°y, +5°y, +s’y, +s%y, +5°y, +5y,, )2 (2.9)
A, = h|S=0 =y?
A= =2

2 =%%so =Y; +2YoY,

. %f’% ~2y, + 2%,y

.= %% T Yz +2Y1Ys +2YoY,

.= é% — 2., + 20, + 29,
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c=——=| =VY; 2Ya4 15 oYse
6!ds® |
1d%h
77 71ds™ =2Y3Y4+2Y,Ys +2Y1Y6 +2YoY;
" s=0
1 d®h
o= gige®| Vet WaYs T 2YaYe + 20Yy +2YoYs
81ds™ | _,
1d®h
o= orge®| = DYeYs t2YaYe +2YaYr +2Y,Ye + 2V
1 as <0
1 d"h 2
10 = 10! ds® =VYs +2Y,Ys +2Y5Y7 +2Y,Y5 +2Y,Ys +2YY,
s=0

2.13 F(y) =y® icin Adomian Polinomlar1

h= (y0 +3y, +5°y, +8%y, +5%y, +5°y, +5°y, +s’y, +s%y, +5°y, +5y,, )3 (2.10)
AO = h|5=0 = yg
dh
Aj=— =3y
17 s . 0Y1
JLON gy ey
2 7T Ay A2 —9Yo)1 0Y2
21ds?|_,
1 d®h s )
3= =T 6yoy1y2 + 3yoy3
31ds?|
1 d“h
@] = VY2 T 3YeY: HOYYaYs +3YoY,
as <0
5 = QW = 3y1y2 + 3y1 Y3+ 6y0y2y3 + 6yoy1y4 + 3yoy5
) s=0
1 d(G)h 3 2 2 2
6 a@ =Y, + 6y1y2y3 + 3y1 Yot 3y0y3 + 6y0y2y4 + 6y0y1y5 + 3y0y6
" s=0
1d%h 2 2 2 2
7= ﬁ@ = 3y2y3 + 3y1y3 + 6y1y2y4 + 3y1 y5 + 6yoy2y5 + 6y0y1y6 + 6yoy3y4 +3yoy7
) s=0
1d®h 2 2 2 2
g = g@ = 3y2y3 + 3y2y4 + 6y1y3y4 + 6y1y2y5 + 3y1 Yo t+ 3yoy4 + 6yOY3y5 + 6y0y2y6
- s=0

+6Y,Y1Y; +3Y5Ys
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1d®h

9 = &@ = 6Y2y3y4 + 6y0yly8 + 6y1y3y5 + 6y0y2y7 + 6y0y3y6 + 3y1yA21 + 6y0y4y5

s=0

+6Y,Y,Ye +3Y5Ys +3YiY, +3Y5Y, +Ys

1 d“h

10 = 1_O'W = 6y0y1y9 + 6Y2y3y5 + 3y§y4 + 6y0y4y6 + 6y1y2y7 + 6y1y3y6 + 6y1y4y5

s=0

+BYoYsY7 +6YoY,Ys +3Y:Ys +3Y,Y: +3YoYe +3Y3Ys +3YoYi

2.1.4 F(y)=y-y, icin Adomian Polinomlar

2 3 4 5 6 7 8 9 10
h=(Yo +5Y; +5%Y, +5°Y, +5°Y, +5°Y; +5°Y, +5Y; +5°Y, +5°y, +5°%Y,, )-

2 3 4 5, 6 7 8 9 10
(to +5t, +5°t, +5°t, +5°t, +5°t, +5°t; +57t, +5°t; +5°t, +5t,, )

(2.11)
AO = h|s:0 = yoto
dh
A=— =yt , +y,t
17 s . 1to T Yol
1 d*h
, = dE y =y,t, +yt, +y,t,
1d%h
3= 5@ -0 - yots + y2tl + y1t2 + y0t3
1 d“®h
4= 41 ds® i =Yt + Yt + Yot + Vit + Yty
1d%h
5= a@ -0 =Yslo Y4t +Yst, +Y,t +Yit, +Yols
1 d®h
5" 61 ds® - = Yol + Y5l + Y0 + Y5t + Y0, + Yl + Yt
1d”h
1= orge®| Yo T Yl HYsh HYal st 4 Yol 4 Yt + Yol
" s=0
1 d®h
8~ 81 ds® =VYelo + YU + Vb, + Y5ty + Y, + Yot + Yt + Yt + Yl
- s=0
1 d®h
9= grge®| = Yolo T YalitYalo +Yels +¥sly +Yals +Yste + Yol + Yl +Yols
) s=0
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1 d%h

10 = 1_O|W = Yol +Yoly + Ygly + Y7l + Yoty +Ysls +Y, 1 + Y5l + Yot +Yilg + Yol
: -

0

2.1.5 F(y)=Yy’-y, i¢in Adomian Polinomlar

2 3 4 5 6 7 8 9 10,, \?
I']:()/o"'syl"'S Yo +SY3 +S Y, +SY5+SYs +SY; +SYg +S Yy +S le) )

(to +5t, +5°t, +5°t, +5°t, +5°t, +8°, +87t, +5°t; +5°t, +5t,, ) 2.12)
Ao = h|s=0 = ygto
dh
A = £ » =2y,t, + y(z)tl
1 th 2 2
2= EE L =Y1lo +2YoYils +2YoY,to +Yol,
3= 5 ds® = 2Y1YZto +yit + 2on1t2 + 2y0y2t1 + 2y0y3t0 +Yols
- s=0
1 d(4)h 2 2 2
4= ZF = yzto + 2y1y2t1 + 2y1y3t0 + yltZ + 2yoy1t3 + 2y0y2t2 + 2y0y3tl + y0t4
" s=0
5= 51 ds® =2Y,Yslo +Yobs +2Y1Y,t, +2Y1Yst +2Y1Y,t + Vit +2YoYit, +2Y,Y,t,
- s=0

+2Y,oYats +2YoYal, +2Y,Yst, + Yots

1d®h

6~ a@ =2Y,Ys3t, +2Y,Y5t +2y1Y,8 +2y,Y,t + y§t0 +2Y,Ysty +2Y,Y,t +2YoYits

s=0

+2Y,oYols + 2Y,oVats + 2V Yats + 2V, Yst, + 2V, Yet, +Yat, +Yit, +Yit,

1d®h

7 ﬁ@ = 2yzy3t2 + ygta + y12t5 + y§t7 + y?2>tl + 2y0y1t6 + 2y1y2t4 + 2y3y4t0 + 2YZy4t1

s=0

+2Y,Ysty +2Y,Y5ts +2Y,Y,t, + 2y Vst +2Y Y6ty + 2 Yot +2YYst, +2YYats +2Y,0Yst,

+2Y,Yel, +2Y, Y51,
1 d®n
g — QF = ZY1YSt4 + 23/3y5to + 2y2y5t1 + 2y2y6t0 + 2y1Y6t1 + 2yoy7t1 + 23/13/7to
) s=0

+2YoYsto + 2Y3Yats + 2Y,Ysts +2Y,Yots + Yty + Yats + Yots + Yits + Yat, +2YoY,te
+2Y0Ysts + 2Y1Yats +2YoYuts +2YoYsts +2Y1Yst, + 2YoVel, +2Y,Y,t, + 2yt +2YoYit,
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1d®h

9 = &W = yézltl + ygtg + y12t7 +2Y,Y5to +2Y1Y,t, +2Y5Y6l, + 2,1 + 2y Yet,

s=0

+2Y,Y 4 +2Y,Y b, +2Y0Ysty +2Y Yty +2Y,5Y,t, + 2Vt + 25yt +2Y Yot +2Y, Yt
+2Y,Yets + y§t5 +2Y,Y5t, +2Y,Y,t; +2Y, Y5ty +2Y,Yst, + y§t3 +2YoY,ts +2Y,Ysts +2Y,Y,t,
+2Y,Y5t, +2Y,Ysts + 2, Yot

1 d%h
07101 ds® »

+2Y3Y6ty +2Y0Yiolo +2YaYuts +2Y,Yot, +2YoYits +2Y,Yste + Yat, +Yat, +Yat, + Yoty +Vits

=2Y,Ysty +2Y,Y 4t + 2Y1Ysty +2Y5Y -t + 2,5ty +2Y,Yq1, +2Y1Yety +2Y0Ysl,

+2y1y3t6 + 2y1y2t7 + 2y0y5t5 + 2y1y4t5 + 2y0y7t3 + 2y2y6t2 + 2y3y5t2 + 2y0y6t4 + 2y2y7t1 + 2y2y5t3
+2y0y2t8 + 2y0y3t7 + 2y2y3t5 + 2y1y6t3 + yth + 2y0y4t6

2.16 F(y) =sin (y) icin Adomian Polinomlar:

h=(y, +5y, +5°Y, +5°y; +5°y, +5°Y, +5°y, +57y, +5°y, +5°y, +5°Y,, ) (2.13)

A, = h|S:O =sin(y,)

dh
A :£S=O =cos(Y,)Y;
1 d?h 1.
, ZEEFO =—§sm(y0)yf+005()’o))’z
1 d(3)h 1 3 .
==l =—2cos(y,)y: —sin(Y,)Yay, +00s(Y, )Y
3 3| d3(3) . 6 0 1 0 172 0 3
LR L iy, )i~ cos(ya)yey. - Ssin(y, )vE -sin(yo) s +Cos(ys)y
4 4| dS(4) » 24 0 1 2 0 172 2 0 2 0 173 0 4
1 d®h 1 1. 1 1 [
i :awszo =Ecos(yo)yi’ +€sm(yo)yfy2 _ECOS(yo)ylyg —ECOS(yo)yfys —sin(Y,)Y,Ys
—Sin(yo)y1y4 +cos(yo)y5
1 d®h 1 . 1 1. 1 1
6 =a@szo =—7—205|n(y0)y§3 +§COS(YO)ny2 +Zsm(y0)yfy§ +€sm(yo)yfy3 _gcos(yo)yi

1 1. . .
—cos(Yo ) Y1Y2Ys —ECOS(yo)yfw —Esm(yo)yé —sin(Y,)Y,Ys —Sin(Yo ) Y1Ys +€05(Yo)Ye



1 dh
T

. . 1
==c08(yo)y7-—snﬁ(yo)y2y5-—snﬁ(yo)»aye+~51008(y0)yfy3

s=0

5040

1 1
_ﬁsm(y(’)ylyz - cos(yo)y2y3 += sm(yo)yly2 + 23|n(y0)y1y2y3 += S'”(Yo)y1y4

1 1 1 i
+15.008(¥o) V2¥z =5 08(¥0) Y3y, —€0S(Yo ) YaYaYs =5 €08(Y5 ) i¥s —sin(¥o )YV

1 d®h
ol

1 1 ; i
:_ﬁOCOS(YO)ylyz 4cos(y0)y1y4 Sin(Ys )Ysys =sin(¥s )y:Y7

1 . 1.
+—=sin(y,)Y; +65ln(yo)YfY5

1 . 1
__sm(yo)y1y3 sm(yo)yzye_gcos(yo)yz;yg 2%

120

1 . 1
—Ecos(yo)yfye —Cos(yo)y1YZy5 +Cos(y0)y8 + sin (yO)yf +Ecos(y0)yfy3y2

40320

1 1 1. g L
55N (Y0)YiYz —5008(Yo)YaY +58in(Yo) sy +58in(¥o)yi¥: +2505(¥o)ViY2

1 . 1.
+§sm(y0)yfy2y4 —COS(yo)Y1y3y4 _Esm(yo)yi

1d%h
*ords?|_, 5040

=0

1
——cos(Y, ) YsYs —sin(Y, )Y.Y-

Sin(Yo ) Y1¥z =Sin(¥o)¥aYs ~ o5

1
—sin(y, )2y, ——Cos(yo)yzys

1
Cos(yo)Y1y5 Sm(yO)y4y5 120

1
———cos(Y, ) Yoy + 4

720

1
cos(Y,)Y: —Ecos(yo)yg

1 1. 1. 1
ﬁtﬁcos(yo)ylylz1 +Esm(yo)yfy6 +gsm(y0)y§y3 " 362880

1. 1. 1
+cos(y0)y9 +ESIn(yo)y1y§y2 +Esm(yo)y12y3y4 +ZCOS(yO)Y12y3y5 —cos(yo)y1y3y5
1 ] 4 1 - 2 1 H 2
=g SN (Yo)YiY2Y5 —C0S(¥0)Y:¥2Ys —~C0S(Yo )Y2YaYa + 2SN (Yo ) YaYaYz +58In (Yo )V1YsY-
1 3 1 1 L
+Ecos(yo)yly4y2 sin(y, )YaYs + 2cos(yo)yly3 —£sm(yo)ylyz ——Cos(yO)Y1Y4
1 2
—ECOS(yO)ylyy

1
———sin(Y,)Y1Ys

1 d%h 1.
=——Sln(yO)YS - 5040

TRl > sin(y,)y: —sin(Yo)Y,Ys +
" s=0

1
3628800

1 . 1 1.
———sin(y,)Y;Ys — SSM%WY —sin(y,)Ysy; + Wﬁﬁ%+meJ%%

120 1440

1
——cos(Y,)Y:Y;

(yo)y1YZ 144

. 1
—sin(Y, )Y, — WN%WMw—C%WJM% 205°

40

1
———c0s(Y, )y,
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1 1 1. 1. 1
—ﬁcos(yo)yfw —ECOS(yo)yiye —@sm(yo)yfy;‘ +gsm(yo)yfy7 —ECOS(yo)y§y4

1 1 1
+E Cos (YO )yfy3y4 + Z Cos (yo )ylzygyz - E Cos (yo )yfyzys —C0s (yo )y1y2y7

1 1 .
s cos(Y,)Y;YsY, —C€0S(Yo ) Y1YaYs Vel (Yo )Y1YaY2 —€0S(Yo ) YiYsYs —C0S(Yo ) YsY2Ys
+lsin( 2 i 4 i E 3 E ; 2,,2

5 Yo)YaYiYs + - cos(Yo )Y1Ys +Sin(Yo ) YaYaYaYa + 6cos’(yo)ylygy2 + 4sm(yo)y1y4

1. 1. 1. 1
+§sm(yo)yfyzye —Esm(yo)yfyiya +Esm(yo)yfy3y5 +Zc05(y0)yfy§y4 +c05 (Y, ) Y1

1 1. 1. 1
+ﬁc05(yo)y§ +gsm(yo)y1y§ +gsm(yo)y2y4 —ECOS(yo)yzyi

Biz bu metodu lineer olmayan Adi Diferansiyel Denklemleri ¢6zmek igin

genisletiyoruz.
2.2 Lineer Olmayan Denklemler Sistemi i¢cin AAM’nin Uygulanmasi

Lineer Olmayan Denklemler Sistemini agsagidaki gibi ele alalim.

2)=0
£, (X, X500X, ) =0

£ Xy X5 000X
(2.14)

£, (X4 X000, ) =0

n

Her bir f, fonksiyonu n-boyutlu R" uzayindaki X =(X;,X,,...,X,) vektoriinii R reel say1

dogrusuna eslestirir. Biz bu (2.14) sisteminin tek bir ¢éziimiiniin oldugunu diistiniiyoruz [6].

AAM’yi (2.14) nolu sisteme uygulayalim.
(2.14) Sistemindeki i. denklemi

£, (X X500%, ) =0 (2.15)
seklinde ele alalim. Genelligi bozulmadan X, ’yi asagidaki sekilde gosterelim.
X; =C; +0; (X X5 ,000X,, ) (2.16)

Bu gosterim her zaman miimkiindiir.

9; (X, X,,....X,, ) Lineer olmayan fonksiyon ve c, sabittir.
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AAM’yi kullanmak i¢in
=D X Ve G (XXX, )= D Ay, kabul edelim. Burada
m=0 m=0

A, ’ler X,’lere bagli Adomian Polinomlaridir.

(2.16) nolu denklem asagidaki gibi yazilabilir.

D Xim =Ci+ DA, (2.17)
m=0 m=0
Xip =C; .
y ve i=12,.,n,m=0,12,... (2.18)
i,m+1 = Mim

(2.17) nolu denklemden (2.18) nolu esitlikleri tanimlariz. Adomian Polinomlarini
olusturmak i¢in

dm
A (Xygyeeer Xy veeeX g eees X ) = —0; (X, X500, (2.19)
d?x o
formiili
X = waij (2.20)
=0
ile birlikte kullanilir.
Elde edilen sonug asagidaki gibidir.
Aio(Xm’Xzov--’Xno) =0; (X10’X20""7Xn0)
Alm (x10' 1m 'X20' X2m ” nO ” 'Xnm)
Z kll kal klZ k1n
k11| . m klzl . m . mn'
an+Qz+...+Q
x—axﬁaxgz poo] (X1 Xs0sX o) M %0 (2.21)

Burada Q

(Kyy + 2Ky + oo+ MK )+ (Kyp + 2K+ +MK ) =m ifadesine karsihik gelir.
Q, =k, +Kk, +...+k,; dir.
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TEOREM: Asagidaki kosullar saglanmis olsun.

1) g (XXX, ) ifadesi, ||x|<Rdeki  x,,X,,....x, degiskenlerine bagl bir analitik
fonksiyon

2) (i=12,..,n) olmak lizere X;, X; = ZXim sonsuz seriye ayristirilabilir olsun.

3) X, =D X, A" parametrik ifadesi A e[-11] igin mutlak yakinsak olsun. ve X,

serisinin terimleri

m 1+ 1 (&]++ 1 [&jn+ (2.22)
n(l+e)| 1+elp (1+€)"\p

serisinin uygun terimlerinden mutlak degerce biiyiik olmasin.

Burada m'>M, (M, xigin st limit) s>(%) ve p>1dir.

O halde Cifte seri A =1 i¢in yakinsar.

ISPAT:

9. (X0 X%, ) [|[X]| <R de analitik fonksiyon olsun. O halde

Ui (Xl,Xz,...,Xn ) < L{l-l- n(%j-f-...-f- n" (%jn -l-J (223)

esitsizligini yazabiliriz.

Burada [g;, (X,.X,..--1X, ) <L (|| | :Dual Norm)

X =max{X;X,,..X,} ve R"e[M,R] dir.

(2.49) yardimiyla x < m 1+ ! [&j++ ! n[&] +..
n(l+e)| 1+elp (1+¢)"\p

-_m 1 - M (2.24)

)

yazilabilir. (2.24)’1 (2.23)’da yerine koyarak
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Ui (X X500 X, ) S L1+ m - m
R’{1+8—(lﬂ R'{1+8—(xﬂ
P Y
| —— (2.25)
R’ {1+ e— (kﬂ
p
ifadesini elde ederiz. Agik olarak (2.23) deki yakinsamadan bahsetmemiz i¢in
™ g (2.26)
R '[1+ €— (}Lﬂ
p
olmasi asikardir. Bir bagka deyisle
A<p [1+s-%] (2.27)

M . .
olmalidir. p=1 segersek (Ej <e kosulu saglandiginda A =1 igin (2.23) serisi yakinsayacaktir.

Simdi ise AAM ile Lineer olmayan denklemler sisteminin nasil ¢6ziildiigiinii iki 6rnekte

uygulayalim.
ORNEK 1:

Asagidaki Lineer olmayan denklemler sistemini ele alalim.

X2 —10x, + X5 +8=0
X, X5 +X, —10x, +8=0

(2.17) nolu denklemden asagidakilerini elde ederiz.

= 8 1., 1,
X, =) Xy =—+-—X; +—X (2.28)
! mz;, ™10 100 10°°

8 1 18

=—+ YA )+ A, (X2 2.29

10710 2 Am () + 13 A () (2:29)



= 8 1, 1
Xy = Xop =—+—XX; +—X
2 r; 2 10 10 12

: 107"
8 1 1
TR ;]Am (X, Xx2) + B;Am (X))
A, (X” ) ler ise bir kismu1 agsagidaki gibidir.
AiO (Xn ) = Xino
Ail(xn ) =NXfy Xy
A, (x")= % n(n—1)x% X2 +nxfh X,
As(X") =%n(n ~1)(n—2)x5 % +n(n—1)X% X, X, + X5 X
n 1 n— 1 n—.
Au(x")= i n(n-1)(n-2)(n-3)x} x5, +§n(n ~1)(n—2)x *x2X,

1
n-2 2 n-1
+n(n—1)xf; X(EX‘Z +xi1xi3j+ nxjy X,

Lineer olmayan terim x,x> asagidaki gibi formule edilir.
A, = XlOXSO

A =2XpX Xy + Xllxgo

AZ = X10X§1 + 2XlOXZOXZZ + 2)(11)(20)(21

_ 2 2
As = 2X10X20X23 + 2X10X21X22 + 2)(21)(20)(22 + 2X12X20X21 + X11X51 T X13X 50

— 2 2
A4 - (2X20X24 + 2X21X23 + X22)X10 + (2X20X23 + 2)(21)(22 )Xll + X20X14 + 2X20X21X13

2
+(X21 + 2X20X22)X12

(2.18) nolu esitliklerden asagidakiler elde edilir.
X,, =0.80000001 , Xx,, =0.80000001

X,, =0.12800001 , X,, =0.13120000
X,, =0.04147200 , x,, =0.03778560
X,, =0.1604096 , X,, =0.01563566

X, =0.00712144 , x,, =0.00729004
X,, =0.00344153 , X, =0.00364956

45

(2.30)

(2.31)

(2.32)
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[lk bes terimin toplami asagidaki sonuglar1 verir.

O = Xyp +...+ %Xy, =0.99607593
Qg5 = Xyo + ...+ X,, =0.99556077

Bu sonuglar (1, 1)t kesin ¢dziimiin iyi bir yaklasik degeridir.

ORNEK 2:

Asagidaki Lineer olmayan denklemler sistemini ele alalim.
15X, + X5 — 4%, =13
x?+10x, —e* =11
X5 —25x, =—22

(2.17) nolu denklemden asagidakiler elde edilir.

e 13 1, 4
X, =) Xy =———X, +—X (2.33)
' mZg ™15 157 15 °
13 1
==_-=%A,_ tIe A (X 2.34
15 15 (x3) Z 1m (X3) (2.34)
® 1 1 , 1 .,
X, =) Xpp = ——X; +—€ 3 (2.35)
2 mZ; ™10 10 10
111 O .
= _— X)+—> A, (e 2.36
"0 10X Ay (X1) 10;) m(€7°) (2.36)
=3, 2 1 (2.37)
— 25 25
2 1 ,
_fLe = X 2.38
25 25”\2:4) 3m( 2) ( )

A, (X”) Polinomlar1 (2.32) nolu esitliklerden elde edilir. Lineer olmayan e ™ terimi

i¢in
x m+1 m™* —mx:
An(e™)=(-1)"" ——e™ m=12,. (2.39)

m!

(2.18) nolu esitliklerden asagidakiler elde edilir.
X, =0.86666667 , X,, =1.10000002 , X,, =0.88000000

x,, =0.15400000 , X,, =—0.03363282 , X, =0.05324000
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X, =0.01913015 , x,, =—0.04389782 , X,, =—0.00488349
X,; =0.00506067 , X,, =0.00501670 , X, =—0.00632872
X,, =—0.00262029 , X,, =—0.01179828 , X, =0.00111667

[lk alt1 terimin toplam asagidaki sonuglari verir.

Q5 = Xyg +...+ X5 =1.04223716
Qo5 = Xyo +... + X =1.01568782
Qg5 = Xgo +...+ X5 =0.92314446

Yukaridaki degerler kesin ¢oziimiin bir yaklasik degerleridir.

= (1.04214966,1.03109169,0.92384809)' dir.

AAM Lineer Olmayan Denklem Sistemlerinin ¢dziimiinde uygulanmis ve Orneklerle

aciklanmigtir.

AAM genel yakinsak seri ¢ozlimlerini saglayan problem tiplerinin ¢éziimiinde etkili bir
metoddur. Bu metod ayrica Lineer olmayan denklem sistemlerinde kullanigh ve etkili bir

metoddur.

2.3 Lineer Olmayan Adi Diferansiyel Denklemlerin AAM ile Coziimii

y'(x)=f(xy), y(0)=a (2.40)
L.y= j—y olsun o halde verilmis denklem
X
L= () dx (2.41)
0

(2.40) denkleminin her iki tarafina soldan ters operator uygulayalim.
L y=L" (f (X, y))
y=y(0)=L*(f(xy))

y=y(0)+L*(f(x.y))

y=>v. f(xy)=DA,
n=0

n=0
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Yo =a

/e L_l( 0)

Y, = L (Al)

You =L (A,) (2.42)

Y=Y, Y, HY, Y, oy,

AAM’nin Lineer Olmayan Adi Diferansiyel Denklemlerin ¢oziimiinii 6rnekler tizerinde

uygulamasini gorelim.
ORNEK 1:
y'=1+y® diferansiyel denkleminin y(O):O baslangi¢ sartin1 saglayan ¢oziimiinii

bulunuz?

Bu baglangi¢ deger probleminin ¢oziimiiniin  y(X) =tan(x) oldugu bilinmektedir.

COZUM 1:

’ 2
y'=1+y (2.43)
(2.43) denklemini [O,X] araliginda integralleyelim.
[y (x)dx = [ (L+y*)dx (2.44)
0 0

y(x)—y(0) = [ (1+y)dx

y(x) =y(0) +x + ]('yzdx (2.45)



Adomian Ayristirma Metodu geregi

y(x) = Zy

y: = iAn
n=0

olarak kabul edelim.

Burada A, ’ler Adomian Polinomlaridir.

1 d" &
A =—. h Ay , n=0,12,..
" nl dk”{ (g‘ y,ﬂm

formiilii ile hesaplanir. (2.46) ve (2.47)’ i (2.45) de yerine yazalim.

Yot VYi+Y, +...+yn+1+...=y(0)+x+J‘(A0+A1+A2 +..+A, +..)dx
0

buradan

Yo =Y(0) +X

y, = ]'Aodx
0

Y, = jAldx
0

yn+1 = I.Andx
0

elde edilecektir. Tiimevarim bagintist seklinde yazarsak

Yo =Y(0)+x=0+Xx=X
yn+l = J.An dX
0
olacaktir. (2.49) den Adomian Polinomlari ise
A, = y(z)
A =2y,

A, =2y,y, +Y?
A, =2y,Y; +2y,Y,

Yo =X

49

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.49.0)

(2.49.1)

(2.49.2)

(2.49.n+1)

(2.50)

(2.50.0)
(2.50.1)
(2.50.2)
(2.50.3)

(2.51.0)
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(2.50.0) geregi
A, =Yy =x (2.52.0)

(2.49.1) geregi

X X 3 3
_ ~ax=X| =X
yl_l'Ade_lx dx="| =7 (2.51.1)

(2.50.1) geregi (2.51.0) ve (2.52.1) ‘i kullanarak

x® _2x*
A =2 =2.X - —=—" 2.52.1
YoY:= 33 ( )
(2.49.2) geregi
f 2 2 X[ 2
=|Adx=|=x'dx==-=—| =—x° 2.51.2
Y, j s I X*=3%] =15 (251.2)
(2.50.2) geregi
2 o (x*Y (4 1), 17
A =2 +yY2=2.X- =X+ = x8=——x® 2.52.2
2 =<YoY, Vs 5 [3j (15 9) 45 ( )
jA dx = jﬂxedx_ X’ (2.51.3)
315
A, =2y Y, +2yY,= LN (2.52.3)
s =2V Ys + 2V Y= e 35 52.
f 62
= [Adx=...... =—x° 2514
Vo= As e (2.51.4)

Y=YotY:tY,tY¥Ys+Y, 3 15 315 2835 '

Simdi ise sag tarafta ki toplam, y=tanx fonksiyonunun O(xl") hassasiyetli Taylor

Acilimina esit oldugunu gosterelim:

U, =X (2.54.0)

A, =ul=x (2.55.0)

u, = IAde = %x3 (2.54.1)
0
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A =U - -—(X)==X 2.55.1
= () =3 (2.55.1)
u,= jAldx = Ex (2.54.2)
) 15
A, =U, - —(X")+uU; - —(X°)=—X 2.55.2
22 dx( ) ! dx( ) 45 ( )
1 17
u, = [A,dx =——x’ 2.54.3
: ! 7315 (2:54.3)
A, =2u,U, +2u,u —Ex8 (2.55.3)
3 03 12 315 ' '
2.54.4
{ 2835 (2:544)
U=U,+U, +U, + U, +U, —x+1x3+£x +£x7+£x9 (2.55.4)
3 15 315 2835
y =tanx fonsiyonunun O(xm) hassasiyetli Taylor A¢ilimina esittir.
y=tanx = xtix?p Zxsy L yry 02 yo ?+0(x) (2.56)

15 315 2835

(2.53) ile (2.56) esit olduklar1 goriiliir.

Sonug maple-10 bilgisayar programinda ¢alistirilip tam sonuca ulagilmigtir.

ORNEK 2:
y'+(1-x)y' —y =2y diferansiyel denkleminin

y(0)=1 , y'(0)=1 sartim saglayan ¢oziimiinii AAM yardimiyla bulunuz?

CcOZUM 2:
y'+(1-x)y'—=y=2y® diferansiyel denkleminin her iki yanini [0, X] araliginda

integrallersek

Jx.y”dx + j(l— X)y'dx — Iydx = I.Zysdx
0 0 0 0

I'y"dx + ]'y’dx - _T xy'dx — Iydx zj' 2y3dx
0 0 0 0 0



y'(x)-y'(0)+y(x)-y(0) —jxy'dx - j'ydx =T2y3dx
0 0 0

y(x)+y(x)-2= Ixy'dx + ]‘ydx +2]‘y3dx

0 0 0
Esitligin her iki yanini tekrar [O, X] araliginda integrallersek
Ty’(x)dx + ]'ydx —2X = ﬁxy’dxdx +ﬁydxdx + 2JX'JX.y3dxdx
0 0 00 00 00
y(x)-y(0)=2x- Iydx + JX.JX.xy'dxdx +ﬁydxdx + ZHysdxdx

0 00 00 00
y(x)=2x+1- jydx + I'Jx.xy’dxdx +ﬁydxdx + 2ﬁy3dxdx

0 00 00 00

VO)=2w () v Y (0=TA (i)

n=0
Yo =2X+1
y, = —j YodX + ﬁxygdxdx +ﬁ Yy dxdx + ZJX.j.Aodxdx
0 00 00 00
y, = —I y,dx + Jx'Jx'xy{dxdx +ﬁ y,dxdx + ZﬁAldxdx
0 00 00 00

Y, = —I y,dx + ﬁxy’zdxdx +ﬁy2dxdx + ZﬁAdedx
0 00 00 00

Yo = —JX' y,dx + Jx'j.xy;,dxdx +ﬁyndxdx + ZﬁAndde
0 00 00 00

Adomian Polinomlari ise asagidaki gibidir.
A, =Y*

A =3Y,Y,

A, =3YoY; +3Y,Y;

A =3Y3Y5 +6Y.Y,Yo + Y

52
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Simdi 6rnegimizi maple-10 bilgisayar programindan faydalanarak ¢ozelim.

U, =1+x (2.57)
A, =U =1+3x+3x" +x° (2.58)
=” 1 x ug dxdx—lx —lx (2.58.1)
0% 2 6
X X 1
t, = [fug dxdx——x +=x° (2.58.2)
00 6
=”A dxdx—lx +1x +1x +ix (2.58.3)
) 2" 27 47 20
4 1., 1
=t +t, +t, =Xt =X+ X+ = X° 2.58.4
11 12 13 3 2 10 ( )
A1=3u§ul=3x2+10x3+§x“+7—3x5+2—1x6+ix7 (2.59)
2 10 10 10
=.|..|. 'dxdx——ix —ixﬁ—ixsatlx‘%lx3 (2.59.1)
.J 84~ 200 100 6 3
=”x udxdx:—x +ix +1x +1x (2.59.2)
) 84~ 15 5 6

”A dxdx =—x +lx +— > x‘%ﬁx7 +£X8+ixg (2.59.3)
)] 2" "12° 4200 80 240

13 , 19 , 13 . 1, 1, 3 4 1 ,

u=-t,+t, +t.=—X +—X +—X+=—X ——X"+—X"+—X 2.60

2o A ®es™ 07 100 20 37 400 120 (2.60)

A, =3u,U +3u,u’

:§x4 +@X5 +1709 x° + 2483x7 + 3207 X8 +@X9 +Ex10 +£xll -3 (2.61)
2 10 60 105 280 280 200 200

ﬁ 1- x usdxdx
00

o3 g T L Sl 27, 3 3 1y (2.61.1)
4400 1200 36 560 105 20 20 12
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3 iy Lo 18 e O e B e Ly (2.61.2)
4400 150 360 560 84 15 20
169 , 1709 , 2483 , 1069 ., 963 .,

+ X X X"+
420 3360 7560 8400 30800

N + 2y (2.61.3)
2400° 321000 20

123, 2243, 5M9 o 1973 137 , 1

X"+ X +—X +—X"+-—X
1925° 8400 @ 7560 1680 @140 12
3. 5,1 , 11 ,, 11 4

— X +—=X"+ X+ X (2.62)
10 12 1200 15600

Uy =—ty +15 +15 =

A, =3U,U} +6U,U,u, +US = __12 X° + 162733 X2 + 3808 X2 + 30551x11
5 171600 825 3465

59 . 7421 , 75059 , 633 ,, 211 . 9496 , 1 ,
X+ X + X+ X+ X+ X +—=X
300 420 1680 © 5200 26000 189~ 4

(2.63)

I 1 X u dxdx 11 X15 _ 121 X14 _ 83 X13 _ 8263 X12 _ 229 Xll
: T252000° 218400 21840 554400 6600

o'—.x

349 X + 1069 x? + 127 x® +ix7 —Ex6 +ix5 (2.63.1)
10800 30240 1120 21 180 60

11 e, 10 AL o 2243 ., 5449 1073, 137

:”x~u’2dxdx: X~ +
0% 252000 18200 9100 110880 92400 18900 1440

+ixe_ix7 +ix6 (2.63.2)
112 28 90

ty = [ TAax = 2, 162733 . 272 . 30551 ,, 26201 . 59 , 7421
0 35" 36036000 10725 118800 270270 1680 30240
75059 , 211 211 ., 4748 , 1

+ X+ X+ X+ XM+ ——x
151200 416000 7072000 10395 120

(2.63.3)



Uy =T+, +1, =

55

211y, 211 g 1 . 2193073 . 456931 ,, 42697

+ ——X+
3536000 208000 60 10810800 831600

37800
+33503 iy 4 6 _ 83 o _ 587 & 4 124639 4 82153 5 4 185 & (2.64)
33264 45 420 3360 2402400 9009000 336
¢Oziim ise
U=U,+U +U,+U;+U,
14 211 W7 211 16 4 13 N 275087 REPNGINCI 232277 2 4 150 w10 4 890711)(11
3536000 208000 12 1351350 415800 10800 831600
+x° +£1x6 +£1x7 + 3611 x® + 124639 XM + 82153 x® + 19349 x° +EX4 (2.65)
90 105 3360 2402400 9009000 15120 12
seklindedir.
Simdi ise (2.65) deki ¢oziim ile gercek ¢coziimle karsilagtiralim.
1 -
a= —1 gergek ¢oziim
x=0 icin -
u=1
..a=1111111111
x=0.1 i¢in
u=1.111120415
x =02 igin &~ 1220000000 |a—u|=0.000170145 dir.
u=1.250170145
2.4 Adi Diferansiyel Denklem Sistemleri icin AAM’nin Uygulanmasi
1. mertebeden diferensiyel denklem sisteminin genel sekli
Yo =f(X Ym0 Yn)
Yo =F, (XY ¥a)
(2.66)

Yo =To (XY ¥a)

WX

y, (i=1,23,..,n)

seklinde diisiiniilebilir.

n. mertebeden her bir Adi Diferansiyel denklem 1.mertebeden adi diferansiyel denklem

sistemi seklinde yazilabildiginden ¢alismamizi 1. mertebeden diferansiyel denklem sistemiyle

sinirlandiracagiz.
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(2.66) denklem sistemini AAM’yi kullanarak ¢ozmek i¢in (i=1,2,...,n) olmak iizere

y; =f (X, Yy, Y, ) denkleminin her iki tarafini [0,x] araliginda integralleyelim. O halde

j.yi'(r)dr Z](‘fi (T,yl,---,yn )dr

f. (T Y Y, )dt

a a
i
o x
Il
Sy E——

X

Yi (X)_yi (O) ZJ.fi (T’ YiroYa )d’t

0

X

Y () =¥ (0)+[fi(t.ypny, )t k=123,..n

0

bulunacaktir. Asagidaki notasyonlar1 kullanacagiz.

Y1(0) fl(Tayl(k)ayz(k),...,yn(k))
() (k) (K)

yl(o): yz(o) ve fk= fz(T,yl Yo e Y )
ol | —

yn( ) _fn(T,yl(k) yz(k) ’’’’’ yn(k))

(2.67) yi asagidaki sekilde yazalim.

y Y =y O 4 [ (0, ey, e
0

AAM de oldugu gibi (2.67) denkleminin ¢éziimii

Yi (x):Zf”

)
=0

seklinde ele alinacaktir.
(2.67) denkleminde nonlineer terimi igin

A((). (1))

f(TYnY,)=

M

T
o

yazilacaktir.

ij

A '((fi,o)’(fi,l)""’(fi,j)) Adomian polinomlaridir.

(2.67)

(2.68)

(2.69)
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(2.68) ve (2.69)u (2.67) de yerine yazarsak

ifu:v. +j[iA.,( (fia). (i) | o (2.70)
—y. (O)+i]:A”((fi,o),(fivl),...,(fiyj)) d

(oo )Fin = IA” ((fio):(Fix)oon(Fi) Joe (2.71)

Adi Diferansiyel Denklem Sistemi i¢in AAM’yi 6rneklerimizde uygulayalim.

ORNEK 1:

Y1 =Y; —COSX

y'z =Y; —e

ys=y,-y, diferansiyel denklem sisteminin y,(0)=1,y,(0)=0 ve y,(0)=2

baslangi¢ sartlarii saglayan ¢éziimiinii Adomian Ayristirma Y ontemiyle bulunuz?

CcOZUM 1:

Denklem sisteminin her iki yanini [0, X] araliginda integrallersek

J'yidx = Iy3dx - J'cos xdx (2.72)

0 0 0

yl(x)—yl(O):jy3dx—jcosxdx (2.72.1)

0 0
Y1 (X) =1+ [y,dx —sinx|} 2.72.2)
0
Y (X) =1=sinx+ [ ydx 2.72.3)
0
Yina = | YaadX (2.72.4)
0

j‘y’zdx = Iygdx - Jx.exdx (2.73)
0 0 0



Iy'dx:I(y1 Y, )dx
0 0

Yanu = I(yl,n ~Yon )dX
0

(2.72.4) ,(2.73.4) ve (2.74.4) denklemlerinde n =0 yazilirsa

Vi, = J.yg,odx = J'de =2x[; = 2x
0 0

Yo = [ Ysotx =[ 2dx = 2x(; = 2x
0 0

X

Y1 :J.(yl,o _yz,o)dX ZJ.(l—SinX -1+ e")dx

0 0

O ey X

(—sinx+ex)dx =(cosx+ex)

(2.72.4) ,(2.73.4) ve (2.74.4) denklemlerinde n=1 yazilirsa

Vi =Jx'y3yldx :JX.(eX +cosx—2)dx:(e" +sinx—2x)‘: =" +sinx —2x -1
0 0

Y, z.xfy&ldx =JX'(eX +cosx —2)dx =(e" +sinx —ZX)E =eX +sinx—2x—1
0 0

=e* +cosx—2

58

(2.73.1)

(2.73.2)

(2.73.3)

(2.73.4)

(2.74)

(2.74.1)

(2.74.2)

(2.74.3)

(2.74.4)



Yoo = | (Yia = Y1 )dx = [ (2%~ 2x)dx = [0dx =0
0 0

0

Iki adimli ¢oziim ise
yl = yl,o + yl’]_ + yl,2 +...= eX
y2 = y2,o + yzvl + y2’2 +... :Sln X

Y3 =VYs0+Ys1 + Y3, +... =€ +COSX

ORNEK 2:
Y: =2y,

y: =€y,
Ys=Y,+Y;

Bu Lineer olmayan diferansiyel denklem sisteminin kesin ¢oziimlerinin

yi(X)=e", y,(x)=e* ve y,(x)=xe*seklinde oldugunu gosteriniz?

COZUM 2:
y, =1+ ZIygdx
0
Y, =1+ Ie_xyldx
0

Ys =] (¥, +ys)dx
0

Adomian Polinomlari ise asagidaki gibidir.

Y10 =1, Yina = Zj( YoukYan-k jdx
k=0

0

Yoo=1, Yonu= Ie_xyl,ndx
0

Y50 =0 Yani1=|(Yon +Ysn)dX

O ey X

n =0 i¢in
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jyzo dx = ZIdx 2X
0

X X
X
2= [€7Yigtx = [e7dx =—e7| =—e™ —(-e’)=1-€~
0 0

Ysr = [ (Yoo +¥s0)dx = [(1+0)dx =x
0

0

n=1 i¢in

Vi, = 2I2 Voo Yo 0X = 4I Yoo Yo OX = 4‘[1-(1— e )dx
0 0 0

o'—.x

dx 4(x+e )

: =4(x+e‘X +1)

= I.e’xylyldx = Ie’x 2xdx = Zie’xxdx =2(—xe ™ —e ™ +1)
0 0 0

x 2

X X 2
Y32 z_([(yu +ys,1)dX =J.(1—e_x +X)dX =[x+e‘x +X7) =X+e* +X?—]_

0

0

Ug adimli yaklagik ¢dziim ise asagidaki gibidir.

Yi=Yio Y11t Y1, =1+ 2X+4(X+e_x +1)=4e‘x +6X+5

Yo =Yoo+ Yo + Yo, =1+1-e7 +2(—xe* e +1)=-2xe " ~3e ™ +4

x? NG
Y3=Y30t Y31+ VY32 =0+x+x+e" +?—1297X +?+2X—l

Fiziksel olaylarla ilgili problemlerin incelenmesinde problemin o6zelliklerini tasiyan
matematiksel modelin kurulmasi gerekmektedir. Bu tiir problemlerin ¢dziimiinde amag,

denklemi saglayan bilinmeyen fonksiyon yada fonksiyonlarin elde edilmesidir.

Benzer o6zellikleri tasiyan olaylarin ortaya koydugu denklem tiirleri ayn1 oldugundan

denklemlerin baglangicta siniflandirilip ¢6zliim yontemlerinin belirlenmesi gerekmektedir.

Cogunlukla uygulamali bilim dallarinda ortaya g¢ikan diferansiyel denklemler bazi
baslangi¢ veya sinir sartlarinida beraberinde tasirlar. Boyle durumlarda denklemin ¢éziimii s6z
konusu sartlara bagli olarak belirlenmektedir. Sistemin davranigini gézlemleyerek bir veya

daha fazla denklemlerle degiskenler arasinda mantikli bir iligki kurmaya ¢aligilir. Buradaki
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fiziksel problemde de Adomian Polinomlarinin neler oldugu ve nasil tiiretildigini de 2.boliim de

gostermisti.

Son olarak AAM’nin Fiziksel uygulamasiolan Is1 Iletimi Problemine uygulamasini ve

Dalga Denklemlerine uygulamasini gosterecegiz [30].
2.5 AAM’nin Is1 fletimi Problemine Uygulamasi
2.5.1 Homojen simir sartlar altindaki homojen 1s1 denklemi

Isty1 homojen ileten ¢ uzunlugunda ki ¢ubuk yeterince ince oldugu igin 1siy1 esit bir
sekilde dagitir. Cubugun yiizeyi yalitilmis oldugundan 1s1 kayb1 yoktur. Cubugun 1s1 dagilimini

ifade eden baslangi¢-sinir deger problemi asagidaki sekilde tanimlanmistir.

u(o,t)=0,t>0
u(4,t)=0,t>0
u(x,0)=Ff(x),0<x</ (2.75)
2
f(x)zsin(n—xj segersek L, _2 ve L, :a—zolur. Buradan da
l ot OX
Lu=L.u (2.76)

esitligini elde ederiz. Bu esitligin her iki yamim L' (-) = |(-)dt operatorii uygulamrsa

O t—

u=u(x,0)+ L‘tleiun
n=0
u, =f(x) =sin(n—xj

L

2
).
u =L u, = —[n—jsm

442
u, =L u, =[ng—}}sin[ﬁ%j
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—n‘t
=e sin(%j (2.77)

elde edilir. f(x) ’e etki eden L} operatorii f(X) ’in sonlu sayidaki terimlerinden olusan serileri
yok ettigi i¢in elde edilen sonug sinir deger sartlarini saglamaz. Bu ylizden sonsuz serilerden
olusan f(x) i genisletebiliriz. Ornegin ayni siir deger sartlarinda f(x) =x(¢—x) seklinde

sesilebilir. Bu esitlik Profesor Y.Cherrault tarafindan 6nerilen bir ifadedir.

Sonug olarak

£(x) =ibnsin(%} b, =%J{f(x)sin(?jdx (2.78)

m=0 m!n—l 7
:ib sm(%)i(_l)m (@jzmﬂ
n=1 " 1 m=0 14 m!
o —n’r’t
=Y b,sin L P (2.79)
= " ¢

u(x,t) ’nin Fourier agilimi (2.76) denkleminin AAM’nin yeniden diizenlenmesiyle elde edilir.

2.5.2 Homojen olmayan sinir sartlari altindaki homojen 1s1 denklemi

Ayni1 denklemi homojen olmayan sinir-deger sartlari altindaki u(0,t) =T,,u(¢,t) =T,

olarak ve baslangi¢ sartlarin1 da u(x,0)=h (X) olarak ele alalim. T,, T, sayisal sabitlerdir.

x —0iken h(x)—>T, ve x> /ikenise h(x)—T, olur.
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» —n%rt ‘
u=2wm{ﬁ§%ﬁ,wﬁgﬁuwﬂﬂﬂw (2.80)
- ! ly !
seklindedir.
(TZ_Tl)X . . v et . .. .
U=T, +-——— denklemi AAM ile ¢ozilir. T,, T, saywsal sabitlerinin yerine

kullanilan fonksiyonlar ise Fourier agilimi yapilarak bulunur. (2.80) daki u(0,t) =T,,u(/,t)=T,

homojen olmayan sinir deger sartlarindan elde edilen sonu¢ sinir deger sartlarini saglamaz.
Malesef AAM ile elde edilen hatali sonu¢ dikkate alinmaz aslinda bu zorlugu Kismi
Diferansiyel Denklemlerde tanimlanan transformasyon sayesinde ortadan kaldirilir. Problemi

asagidaki sekilde tekrar yazabiliriz.

u,=u, ,0<x<¢, t>0
u(o,t)=T, t>0
u(l,t)=T, t>0
u(x,0)=h(x),0<x<v

(2.81)
T,-T,
o=T, +¥ ise (2.82)
u(x,t)=v(xt)+ao(xt), f(x)=h(x)-o(x) (2.83)
(2.89.7) denkleminde u(Xx,t) nin yerine yazilarak
V, =V, ,0<x</ t>0
v(o,t)=0,t>0
v(£,t)=0,t>0
v(x,0)=f(x),0<x</ (2.84)
olur. (2.79) denkleminin ¢dziimiinden elde edilen verilerle agagidaki ¢6ziime ulagiriz.
2 nmt
e, =20 (r)—m(t))sin(Tjdr (2.85)
® -n’r’t _
u(x,t)=v(x,t)+o(x,t) =>c, sin(n_;ij e © +T,+ T,-T, (2.86)
n=1

Bu ¢6ziim homojen olmayan sinir-deger sartlarini saglar.
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2.5.3 Homojen simir sartlar: altindaki homojen olmayan 1s1 denklemi
Lu=Lu+h(xt) (2.87)

(2.87) denklemi degiskenlerin ayrilmasiyla ¢o6ziilemeyen homojen olmayan bir

denklemdir.
Baslangig ve Sinir sartlari u(x,0)=u(0,t)=u(¢,t)=0 ise
U, =L'h+u(x,0)=L'h

U, =(L'L, ) Uy, m=0

u=Su, (2.88)

m=0
elde ederiz.

h(x,t)=¢x—x* +2t segerek
t

u,=L'h =.[(£x —x*+ 2t)dt = (X —X*)t+t?
0

u, =L u, =t

u, =L'Lu, =0

u=ium=u0+u1=(ﬂx—xz)t (2.89)

m=0
kesin ¢oziimii elde edilir.

h’ye etki eden L, operatdrii h’in sonlu sayidaki terimlerinden olusan serileri yok ettigi

i¢in elde edilen sonug sinir deger sartlarini saglamaz. Bu yiizden h’nin Fourier agilimi AAM ile

¢oziiliir. Coziim ise asagidaki gibidir.

Ta(t)= %‘:[h (X, t)sin(n%xjdx

OB VT L WEEAT

m=0
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u(x,t)= iﬁn (t)sin[n%xj (2.90)
L ()= (et (2.91)
seklindedir.

2.5.4 Homojen olmayan simir sartlari altindaki homojen olmayan 1s1 denklemi

AAM ile elde ettigimiz sonu¢ homojen olmayan smir deger sartlarim saglamadigi icin
homojen olmayan sinir deger sartlar1 altindaki homojen olmayan 1s1 denklemini asagidaki gibi

ele alalim.

u(o,t)=p(t) t=0

u(f,t)=q(t) t=0

u(x,0)=Ff(x),0<x</¢ (2.92)
@(x,t)J‘TXp(t)%q(t) (2.93)
u(x,t)=v(x,t)+o(xt) (2.94)
(2.92) denkleminde u(x,t) nin yerine yazilarak

V=V, +H(x),0<x</, >0

v(0,t)=0,t>0

v(£,1)=0,t20

V(x,0)=y(x),0<x</ (2.95)
H(x,t)=h(xt)—o(xt), w(x)=Ff(x)-o(x,0) (2.96)

seklinde olur.
L,V ’yi ¢ozersek
Vo =y +LH=0(x,t)

Vo =(5'L,) Vv, m20



66

v ivm (2.97)

m=0
elde ederiz.
2.6 AAM’nin Dalga Denklemine Uygulamasi
2.6.1 Homojen simir sartlar: altindaki homojen dalga denklemi
X-ekseni boyunca gerilen telin titresim problemi asagidaki sekildedir.

Lu=L,u, 0<x<¢ t>0
u(0,t)=0, t>0
u(4,t)=0, t>0
u(x,0)=f(x), 0<x</
u (x,0)=F(x), 0<x</¢ (2.98)
Bu problemde saglanan sartlardan dolay1 kesin ¢ézlime kolaylikla ulagilir. ¢ =, sinir

tt
sartlar1 u(x,0)=F(x)=0 ve u,(x,0)=g(x)=sinx oldugunda L‘tl(~)=”(-)dt operatdrii her
00

iki tarafa uygulanirsa

u=u(x,0)+tu,(x,0)+ L‘tlLXiun
n=0

u, =tsinx

0 3 5
u=>u, = t- L L sinx =sintsinx (2.99)
n=o 3! 5l

kesin ¢6ziimii elde edilir.

f (X) ve g (X) ’in Fourier agilimlari yapildiginda

a, =%£f(x)sin(n%x)dx b, =%Ig(x)sin(n%xjdx (2.100)
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AAM’ye gore kesin ¢Oziim ise

sinn7tt

= . nmx nmt A
X,t)= ) sin| — |<a.cos| — |+b | —=— 2.101
);(Zjnujn(mj (2.101)

/

seklindedir.

2.6.2 Homojen olmayan simir sartlari altindaki homojen dalga denklemi

Homojen olmayan smir deger sartlari altindaki homojen dalga denklemi asagidaki

gibidir.
Lu=Lu, 0<x</ t>0
u(0,t)=A, t>0
u(¢,t)=B, t=0
u(x,0)= ( ), 0<x</¢

u (x,0)=g(x), 0<x</

(2.102)
Buna benzer sekilde

o(X)=A+ B-A, (2.103)
u(x,t)=v(x,t)—a(x,t), f(x)=h(x)—w(x) (2.104)
(2.102) denklemindeki U(X,t) ’nin yerine yazildiginda

Lv=L,v, 0<x</ t>0

v(0,t)=0, t>0

v(£,t)=0, t>0
v(x,0)=f(x), 0<x</
Vv (x,0)=g(x), 0<x</ (2.105)

(2.104) den elde edilen verilerle homojen olmayan u probleminin ¢6ziimii bulunur
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2.6.3 Homojen simir sartlar: altindaki homojen olmayan dalga denklemi

Homojen Sinir deger sartlar1 altindaki homojen olmayan Dalga Denklemi problemi

asagidaki gibidir.

Lu=Lu+h(x), 0<x<(, t>0
u(0,t)=0, t>0

u(4,t)=0, t>0

u(x,0)=f(x), 0<x</

UI(X,O)Zg(X), OSXSE (2106)

Uygun sartlar sayesinde kesin ¢éziime AAM ile ulasilir. Uygun sartlar olmadiginda

H(x,t) = L;"h(x, t) Fourier agilimuin f ve g ’ye uygularsak asagidaki sonuglari elde ederiz.

H(x,t) = ni:an (t)sin (%) a,(t)= %EH (x,t)sin (?}m

= (nnx _ 2 _( nmx
f(x):nzl:bnsm(Tj, b,= gjf(x)sm( ; )dx

0

=S sin[ M) ¢ 2 2[g(x)sin[ T
g(x)= nz_llcnsm( p j cn_zj‘g(x)sm( . jdx (2.107)

0

Basit bir 6rnek vermek gerekirse ¢=1,h(x,t)=h=sabit,u(x,0)=F(x) =x(1—x) ve

u,(x,0) =g(x) =0 oldugunda ise

0

H(t) =gt2 =>a,(t)sin(nnx), a,(t) :%[1_(_1)n]

n=1

4
(nm)’

£ =Y, sin(nmx), b,= ——[1-(-1)"] (2.108)

seklindedir.

u=u(x,0)+tu,(x,0)+L’h(x,t) + L’tleiun

n=0

Uy =F () + H(®) = 3 b, sin(nmx) + 3 a, (t)sin (nx)

n=1 n=1
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2 o 2m+2 0
u_ =(-n" 2m )Ian (nm)™ sin(nmx) + (- 1) t 'ZCn (n)™" sin(nnx)
n n=1
u=ium
m=0
c, =2—h[1—(—1)”] (2.109)
nn

2m+2

(nm)™" +Zc sin(nmx Z( 1) )( )"

u= Zb sin(nmx Z( 1)

2, 1-cos(nmt
=Y sin(nx)b, cos(nnt)+cn# (2.110)
n=1 (nTC)

elde edilir.

2.6.4 Homojen olmayan simir sartlari altindaki homojen olmayan dalga denklemi

Zamana bagli sinir sartlart altindaki Baslangic-Sinir deger problemini asagida ki gibi ele

alalim.

Lu=Lu+h(xt), 0<x<( t>0

u(0,t)=p(t), t=0

u(4,t)=q(t), t=0

u(x,0)=f(x), 0<x<¢

u (x,0)=g(x), 0<x</ (2.111)
m(x,t)J_TXp(t)%q(t) (2.112)
u(x,t)=v(x,t)+o(x,1) (2.113)

(2.111) denkleminde u(X,t) nin yerine yazilarak

L.v=L,v +H(x,t), 0<x<¢, t>0
v(0,t)=0, t>0

v(¢,t)=0, t>0

v(x,0)=F(x), 0<x</

Vv, (x,0)=G(x), 0<x</ (2.114)
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(2.114) den faydalanarak

H(X,t)=h—-o,
F(x) =f(x) —»(x,0)
G(x) =9(x) —o(x,0) (2.115)

sonucuna ulasilir.

Is1 ve Dalga Denklemleri Kismi ¢6ziim teknikleri kullanilarak ¢oziiliir. Sinir sartlari iyi
tammlandiginda ¢6ziim AAM ile bulunur. Eger simr sartlari uygun degilse baslangic
terimlerinin uygun ag¢ilimlart yapilir.  Simdiye kadar uygulanan transformasyonlar 6zel
durumlar i¢in uygulanan basit bir tekniktir. AAM ise daha karmasik fiziksel problemleri
¢Ozmek i¢in uygulanan giiclii bir metoddur.



71

SONUC

Bu ¢alismada literatiirde 1980°1i yillardan baglayarak giiniimiize kadar halen de detayl
olarak incelenen AAM’u konu edilmistir. Inceledigimiz caligmada Lineer olmayan bazi
fonksiyonlar i¢in Adomian Polinomlar: tiiretilmis; Lineer olmayan Diferansiyel Denklemler
Sistemine, Lineer olmayan Diferansiyel Denklemlere ve onlarin sistemine AAM’nin
uygulamalar1 ele alinmigtir. Ayrica AAM’nin Fiziksel uygulamasi bir uygulamasi olarak
AAM’nin Is1 Iletimi Problemine uygulamasi ve AAM’nin Dalga Denklemine uygulamasi

incelenmistir.

Niimerik inceleme yapmak amaciyla maple-10 bilgisayar programi da kullanarak bazi

ornekler iizerinde uygulanmustir.
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