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KABUL VE ONAY SAYFASI

Mehmet OZERDEM’ in YUKSEK LISANS tezi olarak hazirladigi “Lineer Olmayan Bazi
Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklemlerin Septik B-Spline Fonksiyonlar Yardimiyla Niimerik
Coziimii” bashikli calisma, jiirimizce lisansiistii yOnetmeligin ilgili maddeleri uyarinca
degerlendirilerek kabul edilmistir.
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OZET

Bu calismada Septik B-Spline fonksiyonlar yardimiyla kolokeysin yontemleri kullanilarak
bazi lineer olmayan dalga denklemlerinin niimerik ¢oziimleri incelenmistir. Bu tez dort boliimden

olusmaktadir.

Birinci boliimde B-Spline fonksiyonlar tanitilmis ayrica tez boyunca ¢oziimiinii inceledigimiz

RLW, Burger ve KdV-Burger denklemleri ve daha 6nce yapilmis ¢alismalar hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde lineer olmayan RLW denkleminin Septik B-Spline fonksiyonlar yardimiyla
niimerik ¢6ziimii i¢in algoritma ¢ikarilmis, elde edilen veriler tablo halinde incelenmis ve Von

Neumann kararlilik analizi yapilmistir.

Ugiincii boliimde Burger denkleminin Septik B-Spline kolokeysin ¢oziimii elde edilmistir.
Coziim sonucunda elde edilen verilerin gercek degerlerle uyumlulugu incelenmistir. Burger

denkleminin Septik kolokeysin ¢dzlimii i¢in kararlilik analizi yapilmustir.

Son boliimde de Septik B-Spline kolokeysin yontemi KdV-Burger denklemine uygulanmus,

elde edilen sonuglar tablo ve grafiklerle ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Burger Denklemi, KdV Burger Denklemi, RLW Denklemi, Septik B-Spline

Fonksiyonlar.
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WITH THE HELP OF B — SPLINE FUNCTIONS SOME UNIDIMENSIONAL NON-LINEAR
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS’ NUMERICAL SOLUTIONS
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SUMMARY

In this work wave equation’s numeric solutions were analysed with the help of Septic B-spline

functions by using collocation. This thesis consists of four section:

In first section B-Spline functions were introduced. At the same time about RLW , Burger and
KdV-Burger’s equations that were analysed throughout the whole thesis and works , which were

done before , were given information.

In second section algorithm was revealed for RLW equations’ numeric solution with the help
of Septic B-Spline functions which is not straight- line function, then datum were analysed in the

form of chart and Von Neumann’s stability analyse was done.

In third section Burger equation’s Septic B-Spline collocation solution was obtained . At the
end of solution, datum’s, which are obtained, observance with the real values. Stability analyse was

done for Burger equation’s Septic collocation solution.

At the last section, Septic B-Spline collocation method was applied KdV-Burger equation and

results, which are gained, was represented with charts and graphics.

Keywords: Burger Equations, KdV Burger Equation, RLW Equation, Septic B-Spline Functions.
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1. GIRIS

Bu béliimde tezimizde kullanilacak temel kavramlar ele alinacaktir. ilk olarak B-spline
fonksiyonlarin tanimi ve bazi1 6nemli 6zellikleri verilecek daha sonra niimerik ¢éziimlerde kullanilacak
septik B-spline fonksiyonlar ifade edilecektir. Son olarak baslangi¢ ve sinir kosullari ile birlikte

Regularized Long Wave, Burger, KdV-Burger denklemleri tanitilacaktir.
1.1. B-spline Fonksiyonlar:

Gilinimiiz diinyasinda yasanan biiyiikk gelismelerden sonra, bilgisayar ¢izimlerinde egrileri
tanimlayabilmek i¢in ¢ok yonlii yaklagimlar sunan B-spline fonksiyonlar, geometrik modelleme,

bilgisayar ¢izimleri ve daha bagka birgcok alanda 6nemli bir konuma gelmistir.

Cok sayidaki veri noktalarina bir tek egri ile yaklagsmak biiyiik kolayliklar saglasa da bazi
hallerde bu durum biiyiik hatalara neden olabilir. Ayrica bu amagla kullanilan Newton ve Lagrange
Enterpolasyon polinomlarinin derecesi nokta sayisi arttikca artacagindan, bu tiir polinomlarla
yapilacak islemler zorlasir. Bu durumda, diigiim olarak adlandirilan noktalarda birbirlerine bagli,
polinom egri pargasindan olusan B-spline fonksiyonlar yardimiyla yapilan yaklagimlar bir alternatif

olarak karsimiza ¢ikar.

B-spline fonksiyonlarla diferensiyel problemlerine yapilan yaklagim metodlarindan iki tanesi
Galerkin ve Kolokeysin metodlaridir. Galerkin metodu, B-spline yaklasim metodlarinin iginde en ¢ok
kullanilan metodtur. Kolokeysin metodu ise sadece diigiim noktalarinda hesaplama yaptigi icin
Galerkin metoduna gore hesaplama zamanindaki azalma nedeniyle daha ekonomik bir alternatifi

temsil eder.

B-spline Fonksiyonlarin Baz1 Ozellikleri:

d, negatif olmayan bir tamsay1 ve x =(x, ), en az d+2 uzunlugunda azalamayan, bir reel say1

dizisi olsun. x =(x, ) dizisine diigiim vektorii ya da diigiim dizisi denir. Bu durumda x diigiimlerine

m

sahip, d. dereceden, m. B-spline fonksiyonu ¢, , nin baz1 dzellikleri asagidaki sekilde verilebilir.

1. m. B-spline fonksiyonu ¢, ,, sadece x

m?

X senX diigimlerine baglidir.

120 P md+l

2. (a) Eger x, [x,,,X,,,,,)arahgmn diginda ise @, ,(x)=0’dir. Eger x, =x,,,, ise Vx icin

..« =0 olduguna dikkat edilmelidir.



(b) Eger x, [x,,x,,) arah@inda bulunuyorsa ve m<u—d ya da m>pu ise

¢m’d (x)=0"dir.

3. Eger xe(x,,X,,,,) ise @,,(x)>0’dir. Burada, [x,,x, ] kapali araligi ¢, , nin

destegi olarak adlandirilir.

4. Herbir ¢* (x),d dereceden bir polinom olmak iizere @, B-spline fonksiyonu,

m,d
m+d .
¢m,d (x) = Z ¢m,d (x)¢k,0 (x)
k=m
seklinde yazilabilir.
5. Bgerz=x,,=..=X,.,<X,.., is¢ @, ,(z2)=1 ve i#m icin ¢, (z)=0"dr.
6. Eger z sayist, X,,...,X,,,,, arasinda ¢ defa goriiniiyorsa ¢, , *nin 0,1,...,d-t inci mertebeden

tiirevlerinin hepsi z noktasinda siireklidir.
7. X,y € Rolmak iizere,
xm LR xm+d+1 )

Px+y|x, +V,ois X, g + V) =P(x

esitligi saglanir.

8. Herhangi bir [x,,x, . ) araliginda d. dereceden B-spline fonksiyonlardan en fazla d+1 tanesi

m?

stfirdan farklidir ve sifirdan farkli bu d+1 B-spline fonksiyonun toplami / dir.

Eger diigiimlerin sayis1 #+/, B-spline fonksiyonlarin derecesi d ve derecesi d olan B-spline

fonksiyonlarin sayisi da n+1 ise t=n+d+1 dir.



1.2 Septik B-Spline Interpolasyon Polinomlari:

[a,b] aralig1, a = x, < x, < x,...<x,_, <x, =b diigiim noktalari kullanilarak 4 =x,, —x, ,

1

i=0,...,N-1I esit uzunluklu N sonlu eleman ile ayristirilsin. @,(x) Septik B-Spline fonksiyonlari;

(x—xl.74)7,x € [xl.74,xl.73]

(x —xl._4)7 —8(x—xl._3)7,x S [xi_3,xi_2]

(x—x_,) —8(x—x_,) +28(x—x,_,) ,x€[x_,,x.,]

(x—x_,) —8(x—x_,) +28(x—x,_,) —=56(x—x,_,) ,xe [xH,xl.]

! -x)xelx,x,] (LD

$.(x)=—1(x,, —x) —8(x.., —x)" +28(x,,, —x) —56(x,

h7 i i+l
(X, =) =8(x,

i+3 —)C)7 + 28(x'+2 —X)7,X < [xi+]7xi+2]

1

(xi+4 - X)7 - 8('xi+3 - )C)7 X & [xi+2 > xl'+3]
7

(X —X) ,x€ [xi+3’xi+4]

0,...

seklindedir.

@,(x) B-Spline fonksiyonlar1 ve biitiin birinci, ikinci, tiglincii mertebeden tiirevleri[x, ,,x,,,]
araliginin disinda sifirdir. {¢ ;, @ ,,0 |, 8. ... Dy s Pyt Bya» Py os s [a,b] lizerinde tammlanmig

fonksiyonlar i¢in bir tabandir (Prenter 1975).

X4, X, ]| arah@mda@.(x),d/,@",@" fonksiyonlarmm bodliinme noktalarindaki degerleri
i—4°7Vi+4 i i>tidYi y g

Tablo 1’de verilmistir.



Tablo 1: Bazi noktalarda ¢@,(x) ve tiirevlerinin degerleri.

X Xig | X3 Xio Xio1 X; Xivl Xio Xis3 Xiva
¢i 0 1 120 1191 2416 1191 120 1 0
¢l(x) 0 Z ﬁ 1715 0 —1715 -392 —_7 0
h h h h h h

¢l (x) 0 42 1008 630 -3360 630 1008 42 0
w»o|n x x i i n

¢l(x) 0 210 | 1680 | —3990 0 3990 —-1680 | 210 0
/N N /N n /N N

Septik B-Spline Kolokeysin metodunda Septik B-Spline fonksiyonlar1 taban fonksiyonlari

olarak kullanilarak u(x,?) analitik ¢oziimii igin yaklasik ¢6ziim;

N+3

Uy(x,0)=D ¢(x).5,(),  j=012...N (1.2)
i=—3
formunda aranir.

Ayrica [x,,x,,,] eleman: tizerinde sekiz ardisik @ .4 ,,0.,.6,,9.,.0..,.9.5.8,., Septik B-

Spline fonksiyonu disindaki diger tiim Septik B-Spline fonksiyonlari sifir olacagindan bu eleman

tizerindeki yaklasik ¢oziim;

Uyn= Y 4x)6.) (13)

Jj=i-3

esitligine indirgenecektir.

Tablo 1 ve (1.3) yaklasik ¢ozlimiiniin kullanilmas1 ile x, bélinme noktasinda U, ve ilk ii¢

tlirevi;
i+3
Uy(x,0)= D" 4,(x,)8,(1)
Jj=i-3
=5, +1205_, +11915_ +24168, +11915, +1205 ,+6,.,
Ui (3,) = (18, 43928, +17156,,~17156,,-3925,, =75,



i+l i+2 i

U’ (x,,0) = % (425, +10085,_, + 6305, , —33608, + 6305, +10085,,, +425..,)

Ul (x,.1) :%(2105,._3 +16805,_, —39905,_, +39905,,, —16805,., 2105, ,)

seklinde elde edilir.

1.3. Regularized Long Wave (RLW) Denklemi:

Diizenlenmis uzun dalga denklemi 6nemli bir lineer olmayan dalga denklemidir. Diizenlenmis
dalga denklemi (RLW), KDV denkleminden daha alisildik, lineer olmayan yayilma dalgalar1 olarak

tanimlanabilir. [1]

& ve u reel sabitler olmak iizere,

U, +U, —eU_ =0 (1.4)

esitligi ile verilmektedir. Bu lineer olmayan denklemi ilk olarak ardisik dalgalart modellemek igin ileri
stiriilmiis ve sayisal ¢Oziimiinii yapilmistir (Peregrine, 1966). Benjamin et al. (1972) ise RLW
denkleminin daha yaygin olarak bilinen lineer olmayan Korteweg-de Vries (KdV) dalga denkleminin
¢Oziimiine benzerligini gostermislerdir. Eilbeck and McGuire (1975, 1977), sonlu farklar metodu
kullanarak denklemin sayisal ¢oziimlerini elde etmislerdir. Jain ve Iskandar (1979), farkli sonlu farklar
metodlar1 kullanarak denklemin sayisal ¢oziimlerini elde etmislerdir. Alexander and Morris (1979),
kiibik Spline Galerkin metoduyla RLW denkleminin sayisal ¢oziimiinii arastirmislardir. Gardner and
Gardner (1990), ve Gardner and Dag (1995), kiibik B-Spline kullanarak Galerkin metoduyla RLW
denkleminin sayisal ¢dziimlerini elde etmiglerdir. Chang et al. (1991), RLW denklemine korunumlu
fark metodunu uygulamiglar metodun yakinsakligini ve kararliligini goéstermislerdir. Jain et al. (1993),
RLW denklemini Kiibik Spline sonlu farklar metodu ile sayisal olarak ¢6zmiislerdir. Gardner et al.
(1995), kuadratik B-Spline Galerkin metoduyla RLW denkleminin sayisal ¢oziimlerini elde
etmislerdir. Gardner et al. (1996), lineer sekil fonksiyonlar1 yardimiyla en kiigiik kareler metodu ile
sayisal ¢oziim elde etmislerdir. Gardner et al. (1997), kuintik B-Spline kullanarak Petrov-Galerkin
metoduyla sayisal ¢oziim iizerine calismiglardir. Dag (2000), kuadratik B-Spline yardimiyla en kiiglik



kareler metodunu RLW denklemine uygulamistir. Bhardwaj and Shankar (2000), RLW denklemini
parcalayip kuintik spline kullanarak sonlu farklar metodu ile sayisal ¢ozliim arastirmiglar, yerel kesme
hatasini ve kararlihigmi gostermislerdir. Dag and Ozer (2001), kiibik B-Spline kullanarak en kiigiik
kareler metodunu RLW denklemine uygulamis ve sayisal ¢dziim bulmuslardir. Dogan, (2001, 2002),
kuadratik B-Spline kullanarak Petrov-Galerkin ve lineer sekil fonksiyonlari yardimiyla Galerkin

metodlarint RLW denklemine uygulayip sayisal ¢oziimler aragtirmistir.

Sonlu farklar metoduna dayanan niimerik ¢éziimler [3], Runge — Kutta metodu [4] ve Galerkin
metodu [5] verildi. Alexander ve Morris [5] kiibik B-Spline fonksiyonlardan global deneme
fonksiyonunu olusturdu. Gardner ve Gardner [6] Galerkin metodunu ve kapali sonlu elemanlar
¢Oziimiinii olusturmak igin kiibik B-Spline sekil fonksiyonlarimi kullandi. RLW denklemini ¢6zmek
icin de en kiiciik kareler yontemini kullandi. [7] Son olarak Soliman ve Raslan [8] kuadratik B-Spline

fonksiyonlar1 kullanarak kolokeysin metodu ile RLW denklemini ¢ozmiistiir.

Bu ¢alismada RLW denklemi Septik B-Spline kolokeysin metoduyla ¢oziilmiistiir. Eleman
matrisi cebirsel olarak hesaplandi ve problemi olusturan denklemler tam global matris denklemini elde
etmek i¢in eleman matrisiyle birlestirildi. Cranck — Nicholson formiiliinii igeren adi diferensiyel
denklemlerin ¢ozlimiinii elde etmek i¢cin zaman integrali kullanildi. Lineer kararlilik analizi niimerik

algoritmanin kosulsuz kararli oldugunu gostermistir.

Septik B-Spline kolokeysin metodu ile tek solitary dalganin hareketi dogru bir sekilde
gosterilmistir. Iki solitary dalganin hareketi ¢alisitimistir. Sonug¢ olarak Maxwell baslangic kosulu

icinde duragan solitary dalganin olusumu incelenmistir.
1.4. Burger Denklemi:

v, vizkozite sabiti olmak iizere,

u,+uu, —vu_=0, a<x<b (1.5)

Formundaki Burger Denklemi’nin yaklasik ¢oziimiinii bulmak i¢in Septik B-spline

fonksiyonlarinin uygulanmasina dayal bir niimerik metod gelistirir.

u,+uu —vu =0,



a < x <b denkleminin baslangi¢ kosulu;

u(x,0) = f(x) (1.6)

ve sinir kosullari,

u(a,t) = ﬂl s I/l(b,t) = ﬂzﬂ
u(a,t)=u(b,t)=0, (1.7)
uxx(a’t) =uxx(bat) =0,

u, (a,t)y=u_(b,t)=0

olarak verilsin.

Burada f,, 3, problemde ihtiya¢ duyulan sabitler, u = u(x,t) yeterli tiireve

sahip diferensiyellenebilir fonksiyon, f(x) smrhdir. Burger Denklemi tizerindeki

caligmalar [14] sok dalga yayilimi ve [12] tiirbiilansin modellenmesi gibi yaklagim teorilerinin ortaya
cikmasinda Onemlidir. Burger ve Navier-Stokes denklemleri lineer olmayan terimleri ve kiiglik

katsayil1 yliksek mertebeden tiirevli terimlerinin olusumu yoéniinden birbirlerine benzerdir.[14]
1.5. KdV-Burger Denklemi:

&,V, 11 sabit katsayilar olmak iizere,

u,+euu —vu_+puu_ =0 (1.8)

Yukaridaki formda verilen KdV denklemini ele alalim. Burada &,v,u sifirdan farkli reel

sabitlerdir. Bu tiir denklemler bir¢ok fiziksel olusumda ortaya ¢ikar. Johnson [21] sivi doldurulmus
elastik tiiplerde dalga yayilimi i¢in bu denklemi esas denklem olarak ele almistir. van Wijngaarden

[22] gaz baloncuklar igeren sivilarin akigskanligi i¢in lineer olmayan bir model olarak kullanmustir.



[23,24] tiirbiilans modeli olarak kullanilmigtir. Grua ve Hu [5], KdV — Burger denkleminin duragan

halini, plazmada zay1f sok tanimlamak i¢in kullandi.

u,+euu, —vu  +pu =0

KdV — Burger denklemi,

u, +euu +puu_ =0 (1.9)

KdV denklemine ve

u, +euu_—vu =0 (1.10)

Burger denklemine benzerdir.

(1.9) KdV denklemi ve (1.10) Burger denkleminin her ikisinin de tam ¢6ziimleri vardir ve
fiziksel problemlerde genis uygulama alanlarma sahiptirler [26-32]. Yakin ge¢cmiste KdV — Burger
denklemi ile ilgili bircok teorik ¢alisma yapilmustir. Ozellikle KdV — Burger denklemi icin hareketli
dalga ¢oziimii yogun olarak ¢aligilmistir. Johnson [21], v <, £ <v olacak sekilde farkli bolgelerde

pertiirbasyon metodu anlaminda KdV — Burger denkleminin hareketli dalga ¢6ziimii {izerinde ¢alismis
ve ¢Ozlim icin asimptotik agilimlar gelistirmistir. [15] ve [33] ayn1 problem i¢in Johnson’un kullandigi
yonteme benzer bir yontem kullanmistir. (1.8) denkleminin yaklagik niimerik ¢6ziimii i¢in niimerik
yenilikler aragtirilmistir [34-36]. Bona ve Schonbek [37] , (1.8) denklemi i¢in sinirli hareketli dalga
¢Oziimiiniin varlik ve tekligini ¢aligmiglardir. Tiim bu ¢aligmalar hareketli dalga ¢dziimiiniin smirli

davraniglart tizerinde disiinilmiis 4 Dbirinci mertebeden iken v — 0,v birinci mertebeden iken

1 — 0 olarak alinmustir.

£=6 ve v<l durumunda hareketli dalga ¢Oziimiiniin asimptotik davranmisi [23,38]’de
caligilmig ve teorinin uygulamalari tanimlanmistir. (1.8) denklemi i¢in degisken doniisiimii ve adi
diferensiyel denklemler teorisi kullanilarak asimptotik davranislar ve diizgiin analitik ¢6ziim [39] ve

[40] tarafindan gosterilmis ve denklemin painleve 6zelligi olmadigi tanimlanmigtir.



KdV — Burger denklemi i¢in hareketli dalga ¢6ziimiiyle ilgili sonuglar yukarida bahsedilen
yazarlar tarafindan elde edilmistir. Fakat bu yazarlar hareketli dalga ¢oziimiiniin tam fonksiyonel
formunu veya diger tam ¢6ziimlerini bulamamislardir. 1980’lerin sonuna kadar bircok matematikg¢i ve
fizik¢i bagimsiz olarak KdV denkleminin tam ¢6ziimiini elde etmek igin farkli metotlar

kullanmiglardir. Xiong [41], & =1, £ =V alarak tam ¢6ziim elde etmistir. [43,44] (1.8) denklemi igin

direkt metot ve seri metodu kullanarak tam ¢oziimii elde etmislerdir. [25] painleve analizinin kismi
kullanimi yardimiyla benzer sonuglari elde etmistir. [46] homojenlestirilmis denge metodu ile (1.8)
denkleminin tam ¢6ziimiinii elde etmistir ve bu sonug¢ [47] tarafindan tanh fonksiyon metodu
kullanilarak dogrulanmistir. Son c¢aligmalardan [48] birinci integral metodunu kullanarak tam ¢6ziim
elde etmistir. Aslinda literatiirde elde edilen tiim sonuglar birbirine esdegerdir. Bu ¢alismalarin amaci

(1.8) denklemi i¢in daha genel tam ¢ozlimleri gostermektir.

[49], 4u< v’ alarak dagilma etkisinin yayilma etkisinden daha baskin oldugunu gostermistir.



10

II. BOLUM
2. RLW Denkleminin Septik B-Spline Kolokeysin Metodu fle Coziimii:
2.1. Giris:

Bu boliimde RLW denkleminin Septik B-Spline kolokeysin metoduyla sayisal ¢oziimleri

verilecektir.
2.2. Septik B-Spline Kolokeysin Metodu:

Bu kisimda,
U+eUU —pU =0 (2.1)

formunda verilen RLW denkleminin septik B-Spline kolokeysin metoduyla ¢6ziimii verilecektir. Bu

denklem i¢in
U(x,0)= f(x) (2.2)

baglangi¢ kosulu olarak verilsin. Burada f(x) fonksiyonu test problemlerinde tanimlanacaktir.

a < x < b olmak tlizere simir kosullar

U(a,t):U(b,t):l ,
£

U.(a,)=U_(b,H)=0 ,
U_(a,t)=U_ (b,)=0 , 2.3)

olarak tanimlansin.
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[a,b] araligm x, diigim noktalari yardimiyla a=x,<x, <..<x, =b scklinde esit
uzunluklu alt araliklara bélelim. m=-3,-2,...,N+3 olmak iizere ¢, (x) fonksiyonlar: diigiim
noktalarinda tanimli, septik B-Spline fonksiyonlar olsun. (2.1) denklemindeki U(x,?) analitik

fonksiyonlarinin yaklasik ¢ozimlerinin U, (x,#) oldugunu varsayalim. Bu yaklasik ¢oziimler septik

B-Spline fonksiyonlar1 cinsinden asagidaki gibi yazilabilir;

N+3

Uy(x,0)= Z 5,19, (x) (2.4)

Burada O, smir ve kolokeysin formundan belirlenecek olan zamana bagli parametreler ve

¢, (x), septik B-Spline fonksiyonlardir.

Septik B-Spline fonksiyonlar ardisik 6 aralifi orttiiglinden [xm,xm +1] araligi 6 ardisik B-

Spline fonksiyonu tarafindan ortiiliir. Boylece U yaklasik ¢oziimleri septik B-Spline fonksiyonlari

cinsinden,

m+3

U,= Y. 54, (2.5)

j=m-3

seklinde yazilabilir.

U, ve bu fonksiyonun yiiksek mertebeden tiirevleri m =0,1,..., N olmak {izere, problem

sonlu elemanlar metodu i¢in x ,Xx, .,

diigiim noktalar1 olmak {izere [xm,xmﬂ] araliklarinda

tanimlansin. u_,u 'm,u”m,u . degerleri 0, cinsinden asagidaki sekildedir;

m?>

U =6, ,+1208, ,+11915,  +24165, +11915

m+1

+1205,.,+6,

m+3

m—1 m+1 m+2 m

U;:%(_5m3—565mz—2455 1+ 2458, +565,,+5,.,) . (2.6)
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)
U, =75, +245, , 4155, , ~805, +155,,,+24,,,+5,.1)

m+1

. 21
v =220

m h3 (_5m—3 - 85m—2 + 195m—1 + 8é‘m+2 + 5m+3) s

olarak yazilabilir.

“°” zamana bagl tiirev ve Z =U, olmak iizere (2.6) esitlikleri (2.1) denkleminde yerine

yazilirsa N+ denklemden olusan,

(3m3+120 Smat 11918142416 5m+11918mu+120 5 ma+ 5,,”3]

+g(zm)(%j (=5, , —565, , —2455, | +2455, ,+565,.,+05,.,) 2.7
42
—,u?(dH +246, ,+156, , —805, +155,,,+246,.,+6,.,,) =0

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. O, eleman parametrelerinin iki ardisik zaman araligi n ve

n+1 degerleri lineer enterpolasyonla;

§n+l + 5n
o =—-—™" (2.8)
" 2
ve zamana gore tiirevleri Cranck-Nicholson formiilii yardimiyla,
° 5;14—1 _ 5}1
o, =—2—n (2.9)
At

olarak hesaplanir.



Bu esitlikler denklem sisteminde yerine yazilirsa;

5n+l _qn n+l _ ¢on n+tl _ on n+l _ on ntl _ on
m—3 §m—3 + 120 5m—2 5m—2 + 1 191 é‘m—l §m—l + 24 1 6 é‘m é‘m + 1 191 5m+] 5m+l
At At At At At
n+l _ ¢on n+l _ on n+l n n+l n n+l n
+120 §m+2 5m+2 + 5m+3 §m+3 + 782m _ 6m—3 + é‘m—3 _ 56 §m—2 + 5m—2 _ 245 5m—l + 5m—1
At At h 2 2 2

s O O (OO SIAYOL) (BN O -G,
2 2 h At At

n+l _ on n+l _ on n+l _ on n+l _ ¢on n+l
+1 5 5m—1 é‘m—l _ 80 5m 5m + 15 5m+1 5m+1 + 24 5m+2 5m+2 + 5m+3 5m+3 — 0
At At At At At

(2.10)

elde edilir. Sistemde gerekli diizenlemeler yapilarak N+/ denklem ve N+7 bilinmeyenden olusan,

2h*(8," = 6,3) + 240h° (5, = 8,,) + 2382k (3, = 5, ) + 4832k (5, - 5,,)
+2382h% (81 =67, )+ 2400 (81 = 8" )+ 21 (81 — 6+ TeZ, hAt (-5,

m+2 m+3 m

—8! =560 —565" , —2455"" —2458" | + 2455 +2458"  + 565" +565"

m+1 m+2 m+2
+5,Zil3 + 5,’;+3) — 84,u(é',::fl3 — 5,273 + 245::12 -240) ,+ 155;1 -156" - 8053” + 805,2
+158,,, =156, + 246, —246,,, + 6,13 = 6,,3) =0 (2.11)
denklem sistemi bulunur.
(2h2 —TeZ hAt— 84;1)5;1 + (240h2 —392¢Z hAt— 24(84);1)5;:12

+(2382h% = T(245)eZ, hAt —15(84) 1) + (48324 +80(84) )"

+(2382h° +245(7)eZ, hAt —15(84) 1)S" 1 + (240h* +56(7)eZ, hAt —24(84) u)S""!

m+1 m+2

13
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+Q2h* +TeZ hAt—841) 8", = (2% + TehAt +841)5", + (240h* +7(56)eZ, hAt +24(84) )5,

+(238277 +7(245)6Z, hAt —15(84) )", + (48324 +80(84) 11)5"

+(2382h% —245(7)eZ, hAt —15(84) )5, +(240h* = 7(56)e Z, hAt — 24(84) u)o"

+(2h* = TZ, hAt —841)5"

m+3

Notasyonlari kisaltirsak;

n+l n+l n+l n+l n+l n+l n+l
ﬂn115n1—3 + ﬂm2§m—2 + ﬁn13§m—l + ﬂm45m + ﬂm5§m+l + IHm6§m+2 + ﬂm75m+3

n n n n n
+ﬁm105m—1 + ﬂnz4é;n + ﬂmll5m+l + ﬂml25m+2 + ﬂm135m+3

denklem sistemi elde edilir. Burada,

B, =2h*—TeZ hAt—84u

B, =240h> —=392¢Z hAt—24(84)

B, =2382h* —=7(245)eZ, hAt —15(84)

B, = 483217 +80(84) u

B,s =2382h" +245(7)eZ, hAt —15(84) u

B, = 2401 +56(7)eZ, hAt —24(84) 1

B, =2h*+7eZ hAt—84u

(2.12)

= ﬂmsé‘;—a + ﬁm95r2—2

(2.13)
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B =2h" +TechAt +84u

B, =240h% +7(56)eZ, hAt +24(84)
B, =2382h° +7(245)eZ, hAt —15(84) u
B, =2382h* —=245(7)eZ, hAt —15(84)
B, =240h* —7(56)eZ, hAt —24(84) i

ﬂmlB = 2h2 _7an1hAt—84ﬂ

Bu denklem sisteminin ¢oziilebilmesi i¢in 6 bilinmeyenin yok edilerek denklem sayisi ile

bilinmeyen sayisinin esitlenmesi gerekir. Bu yiizden 0 ,,0 ,,0 ,,0,,,,0y,,,0y.; parametreleri sinr

kosullar1 kullanilarak elimine edilecektir. Boylece (N+1)x(N+1) boyutlu 7 siitun elemanli kosegen
denklem sistemi elde edilir.

Sinir kosullart eleman parametreleri kullanilarak
1
U(a,t)=U(b,t) =—
&

U.(a,)=U_(b,H)=0

U_(at)y=U_.(b,t)=0



m=0 i¢in,
0,+1200 ,+11916 | +24166, +11916, +1206, + 9, =§
-0, =560, 2456+ 2456, + 560, +0, =0
-0 ,—-80,+196 ,+80,+0,=0

m=N igin,

Sy.s +12005, , +11918,  +24165, +11915,,,, +1205,,,, +

—0y_;—560,_,—2450, ,+2450,,,+560,,,+0,,, =0

-0y =80, ,+190, ,+80,.,+35,.,=0

elde edilir. Buradan sinir parametrelerinin degerleri,

5, :—1—( 156, —2+50405 +5073685, +451015))
5, —— (45, —E+41765 +289925, +277675,)
1296
5, =-—(65,- 3 =+ 7205, + 72485, +52885)
1782

i(zaw +2405, , +178865, , +24165, — l)

N+l T 1
245
5N+2 29728 (885285N 26015645]\, 1-+-4905N 3 +5919205 ——)
245
1) (3226§N ; —58800§N ) —672168§N 1—5919205 +—)

Y37 3716

+0

N+3 T

16
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olarak yazilabilir. Bu degerler (2.13) denklem sisteminde yerine yazildiginda istenilen eliminasyon

islemi yapilmis olur.

m=0 igin,
n n n n n n n
Fi = ﬂm85—3 +ﬂm95—2 +ﬂm10§—1 +ﬂm450 +ﬂmll§1 +ﬂn11252 +ﬂn11353
m=1 igin,
— n n n n n n n
F, = 50" + B,90" + B,1000 + BrsO + Bii0r + B0 + B,130,
m=2 i¢in,
— n n n n n n n
Fy = [,50" + B0 + Lo + Ba0y + 81103 + B1n64 + 1305
m=N igin,
n n n n n n n
FN = ﬂm85N—3 + m95N—2 +ﬂm106N—1 +ﬂm45N + m115N+1 +ﬂml25N+2 +ﬂml35N+3
m=N-1 igin,

_ n n n n n n n
FN+1 - ﬂmSaN—4 +ﬂm95N—3 + mlOéN—Z +ﬂm4§N—l +ﬁmll5N +ﬁm12§N+l +ﬂml35N+2

m=N-2 igin,



ﬁmSé‘;’/ 5 +ﬂm951’\7/ 4+IBmlO§/C 3 +ﬂm451’\7/ 2+18n1115]<l/ 1+ﬂml25n + ml3 N+1

N+2

m=0 igin,
156 5040 50736 45101
5n+1 _ 5n+1 _ 5n+1 _ 5n+1 n+1
ﬂ”’l(198 ’ 198 * 198 ¢ 198 ' 198¢ ) 'B'”z(1296 :
41 28992 2 2
+ 76 2n+1 899 5(;7+1 7767 5111 ) ﬂm3( 3;1-*—1 _ 7 O 5211+1
1296 1286 1296 1296¢ 1782 1782
7248 5288
_ 5n+1 _ 511 + 5n+1 + 5n+1
1782 ° 1782 " 1782 )* P "
+ﬂm66‘2wrl + ﬂnﬂé‘?an+1 = E
156 24 5040 4176 720
St =" 5n+1 + _ eV
(198ﬂ’"1 1296ﬂ2 1782ﬁ’"1° Pua)0s™ + (= 198 P 1296'8'"2 1782ﬂ’"3
45101 27767 5288 50736
+ 5}z+l+ _ + _ =S §n+l it
28992 7248 S 21 12 3
+ - =F - + -
1296 Pz 1782ﬂ'”3 Pns)o 1985ﬂ’”1 12965ﬂ"’2 17825'3'”3

18



m=1 igin,

/Bmlé‘jl;l + mzélan + ,Bm35o +ﬂm451 +ﬂm5§2 + IBm653 + ,Bm7§4 =F,

BuT336% + 1396 1290 O+ 1296 D 12965
Hhnl 17682 % 1772802 %~ Zg % fggg At 17225)
+8,:00 + 3,40, + B0, + B,:05 + B,.0, = F,
O (o B Pt B B = f B+ 8 DL,
Bt B o B2 Bt )+ OB
—hT 1219263 B 17223 P
m=2 igin,
B0+ P20, + B30, + .0, + B0, + B0, + B,.05 = F,
P 17682 % 1772802 %~ Zgi % 3:5 o+ 17228”%50 Ao

+/8m452 + ﬂn1553 + ﬂm654 + ﬂm755 = F‘3



720

6
5n+l +§n+l +5n+l _ + +5n+1 _ +
5 m7 4 moé 3 ( 1782 IBml IBmS) 2 ( 1782 ﬂml ﬁm4)

. D288 o, 1248 3
+51 1(_—ﬂml +ﬂm3)+50 1(_—:Bml +ﬂm2) = Fa

1782 1782 17805 P

m=N igin,

ﬂmlé‘N—?a +IBm25N—2 +ﬂm35N—l +ﬂm45N +ﬂm55N+l +ﬂm65N+2 +ﬂm7§N+3 = FN

6 240(3)
Oy -+ Oy .+ B .0, + o, + - Oy »— o
ﬂml N-3 IBmZ N-2 ﬂm3 N-1 IBm4 N ﬁmS( 1858 N-3 1858 N-2
1788(3) 2416(3) 3 88528 601564
-0, — o, + + — +—
1858 ' 1858 ¥ 18585) P '"6(29728 N2 09728 N
490 591920 s 245 v (3226 58800 5

+ + - -
29728 V7 29728 M 29728¢ 3716 V7 3716 V77

672168 591920 245
- N-1 §N +
3716 3716 3716&

):FN

SECT TI D RN 1)
245 B - 245 8.,

+ _
29728¢ 3716¢

20
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m=N-1 igin,

ﬂmlé‘N 4+ﬂm25N 3+13m3§N 2+ﬂm4§N l+ﬂm55 +ﬂ ( (2§N 3+2405N 2

+17885,_, +24165, —i)% B, (291 (885285,_, + 6015645, +4905,_, +5919205, _ﬁ)j

=F

N+1

B.. [m(885285]v2+6015645N1+490§N3+5919205 —245)j F,.,
&

6 490 3(240) 88528

Sy +0 ———pB  t— +0 - =B t— +
ﬂml N-4 N—3(ﬂm2 1858ﬂm6 29728ﬁm7) N—2(ﬂm3 1858 moé 29728ﬂm7)

3(1788) 601564 _3(2416) 591920

+ +0 +
1858 ﬂmé 29728 ﬂm7) N(ﬂmS 1858 ﬂmé 29728 ﬂm7)

5N—1 (ﬂm4 -

3 245

N 18585'8 "o 2972&9ﬂ 7

m=N-2 igin,
le15N 5 +ﬂmZ5N 4+IBm35N 3 +ﬂm45N 2 +ﬂm55N l+ﬂmé5 + m7 N+1 FN+2

ﬂmlgN—S +ﬂr7125N—4 +ﬂm35N—3 + ﬂm4§N—2 + ﬂmSéN—l + ﬁn165N +

ﬂm7( g (20,1 42405, , +17885, , +24169, ——)] Voo



6 3(240)
Oy s+ B,,0y ,+0 -——— |+0 -
IBml N-5 ﬂmZ N-4 N-3 (ﬁmS 1858] N2(ﬂm4 1858 ﬂm7j

3(1788) 3(2416) j 3
+0 e — +0 - =Fy,——
N-1 (IBmS 1858 ﬁm7j N(ﬂm6 1858 ﬂm N+2 18588 ﬂm7

T
n+l n+1 n+1 n+1 .
d"™ = [50 O, Oy ] olmak iizere,

F=Bd"+S§ olarak alindiginda

Adn+1 :F (214)
olur.
[ a b c d i
e f g ﬁnﬂ
k l m n ﬁm6 ﬁnﬂ
B

ﬂml ﬁmZ m3 ﬂm4 ﬂmS ﬂm6 ﬁnﬂ

ﬂml ﬁmZ ﬂm3 ﬂm4 ﬂmS ﬂm6 ﬂnﬂ
ﬂml ﬂmz o p r s

ﬁ ml u v y z
w q X t




e, o, e,
ot T
C:_%ﬂm‘Jrgggﬂ : 1782'3'"3 P
d=%ﬁml+%ﬂz 1782@"10 B

:%ﬂl 1782'8'”2 Pus

:1536[}‘ 1782ﬂ'”2 Pus

B
2,

= ﬂm1 Boa

1782

23



6
=——f8 +
" 1782ﬁ’”l Pus

6 490

u= - T oo
Pz~ 1558 Pt 20728

B

_3(240) 88528

=P =558 Pret 9708 P
Y=Fua _3(11875888) Pus * 62091752684 P
5= - 22210 5

1858



25

_IBmS le9 ﬂmlO ﬂm4 IBmll ﬂle ﬂm13
ﬂm8 ﬂm9 ﬂmlO ﬂm4 ﬂmll IBmIZ IBmIS

B =
L ﬁmS ﬂm9 ﬂmlO ﬂm4 ﬂmll ﬁle ﬂml3_
I 21 12 3 i
— + —_—
1985ﬁ"’1 12965/3 " 1782 ™
12 3
12965'8 " 17825ﬂ "2
3
1782 ™
0
S =
0
3 245 245
—_ + —_
1858¢ Pos 29728¢ P 3716& P
3 245
- +
18585'8 "o 297285ﬂ 7
3
i 1858 " "7 i

2.3. Baslangi¢c Durumu:

(2.14) denklemini ¢6zmek igin yedi kosegensel algoritma kullanilir. Bu hesaplamayi
yapabilmek igin once {0%,0%,0 sy Oni1sOn.asOn,s ) baslangic durumlarmim hesaplanmast

gerekir. Baglangi¢ durumunu hesaplamak i¢in

N+3

Uy (x,0)=>6,(x)5; (2.15)

baslangi¢ kosulunu uygulayalm. U, (x,0) yaklasik ¢6ziimii asagidaki kosullar: saglamalidir:
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a) x; noktasindaki u(x,0) baslangi¢ kosulu ile uyumlu olmali.

b) Yaklasik baslangi¢ kosulunun, birinci, ikinci, {igiincii mertebeden tiirevleri araligin sonunda

baslangi¢ kosullariyla uyumlu olmali.

Bu iki kosul asagidaki gibi ifade edilebilir;
Uy (%,0)=u(a,00=0, (U,)y(xy,0)=u(b,0).
U Iv(x,0)=u_(a,00=0, U_)y(xy,0)=u_(5,0)=0, (2.16)

Uy (%,0) =1, (a,0) =0, (U,,)y(xy,0) =2, (5,0)=0,

U, (x;,0)=u(x,,0) , i=0,1,2,....N,

8%,8%,8%,80 1,002,045 degerlerinin (2.16) sisteminden yok edilmesiyle,

A8’ =r (2.17)

5° =167,6,...601

r=[U(x,),U(x)),... U(x)]"

elde edilir.
Burada A yedi kosegensel matris olup asagidaki gibi gosterilir.

(1536 2712 768 240 0 0 0 ... 0
9600 96397 195768 96474 /
200 %7 LIS M) | 0 0 ... 0
| 120 1191 2416 1191 120 1 0 0
A= T
0 0 1 120 1191 2416 1191 120 1
0 ... 0 0 1 120 % % 9[(;\;1: %’i’
10063.5 104796 210568.5 2731
0 ... 0 0 0 1 0l <l mb *T
| 0 0 1 120 1191 2416 1191 120 I
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2.4. Kararhhk Analizi:

Von Neumann kararlilik teorisi uygulandi ve Fourier tarzinda gelistirildi.

yi=¢g"e"" (2.18)

Burada, niimerik semanin lineerlestirilmesi i¢in belirlenecek olan £ mod numarasi ve 4 eleman

boyutudur.

(2.10) denklemi igine (2.18) ‘nin yerlestirilmesi ile k& i¢in g su sekilde elde edilir;

X -iY
= , 2.19
& X +iY ( )
X = (1- B,)cos(3kh) + (120 — 24 B, ) cos(2kh)
+(1191-15B,) cos(kh) + 2416 +80B, ’
Y = Bsin(3kh)+ 56 Bsin(2kh) + 245 B sin(kh) , (2.20)

B=5040yR, ,
Boylece | g| =1 olur ve kosulsuz kararli oldugu goriiliir.
2.5. Test Problemleri:

RLW denkleminin niimerik ¢6zlimii i¢in ii¢ test problemi ¢alisiimistir.

Metodun etkinligini géstermek i¢in,

Ve

_ E__ N
L, —m?x‘uj u; ‘

[le tanimlanan hata normlari kullanilmaktadir. Ayrica asagida belirtilen C,,C,,C, parametreleri ile de

korunum 06zellikleri test edilmektedir.
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b
Clz.[udx ,

b
C, =Iu2dx ,

&

C = I{ua _3uy } "

C,,C,,C, degerleri, kiitle, enerji ve momentum parametreleridir.

2.5.1. Test Problemi I:

& = =1 olmak iizere tek dalganin hareketini ele alalim. (1) denkleminin analitik ¢oziimii

[4,6] ‘da asagidaki sekilde verilmistir.

u(x,t)=b+3csech’ (k[(x—x,)—(b—-c)t]) , (2.21)

1 c
k=— |———, =1, b ve c sabitlerdir. 2.22
2‘/ﬂ(b+c) (u=1,by ) (2.22)

[0,80] araligini /4 =0.2 uzunlugundaki araliklara bolip ¢=0.3, u=1, b=1, =1,
x, =40 aldigimizda ¢t =0 ile =5 zaman araligindaki ¢6ziimleri elde ediyoruz ve L, - L, hata

normlari Tablo 1 ve Tablo 2’de verildigi gibidir. Hesapladigimz C,,C,,C, Tablo 3’te verilmistir.



Tablo 1 ve Tablo 2: Tek soliton dalga i¢in parametreler.

Tablo 3:

Zaman L,x1 0’

L, x10°

0.5 0.1289 0.071

1.0 0.3659 0.145

1.5 0.5492 0.221

2.0 0.7329 0.301

2.5 0.9173 0.917

3.0 1.1025 1.102

3.5 1.2888 1.288

4.0 1.4763 1.476

4.5 1.6652 1.665

5.0 1.8563 1.856

Zaman C, C, C,
0.5 87.49399 | 99.69189 | 119.20854
1.0 87.49398 | 99.69187 | 119.20849
1.5 87.49397 | 99.69185 | 119.20845
2.0 87.49397 | 99.69183 | 119.20840
2.5 87.49396 | 99.69181 | 119.20835
3.0 87.49395 | 99.69179 | 119.20830
3.5 87.49395 | 99.69177 | 119.20826
4.0 87.493943 | 99.69175 | 119.20821
4.5 87.49393 | 99.69173 | 119.20816
5.0 87.49392 | 99.69171 | 119.20811

29
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Sekil 1. t = 5 zamaninda niimerik ve analitik ¢6ziimler verilmistir.

2.00 —

Analtic solution

/¥ ] Numerical solution
160 — f '

1.20 —

0.80 X
| ' | | ' |

0.00 20.00 40.00 60.00 80.00

2.5.2. Test Problemi II:

RLW denklemini 0 < x <80 bolgesi tizerinde € = g =1 ve h=0.2 alarak ¢oziim elde

etmeye caligalim.

Baslangi¢ kosulu olarak,

u(x,0)=1+U,+U, (2.23)
alalim.
Burada,
2
Uj = 3Aj sech [kj (x— X; = Vjt)] (2.24)
ve
4k> 1 _

A = L V. —=1+Aj , j=1,2, dir. (2.25)

a 2 = 2
/ 1—4kj / 1—4kj

Ayrica k, =0.4, k, =0.6, X, =23, X, =38 alinacaktur.
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C,, C, ve C,’in simiilasyon boyunca degerleri tablo 4’te gosterilmistir. C,’deki degisim

1x107 den , C,’deki degisim 14x107* den ve C, deki degisim de 85x107 *den daha azdr.

Tablo 4: Pozitif ve negatif dalganin etkilesimi i¢in parametreler.

Zaman C C, C,
0.2 73.9404 | 450.7153 | 288.9654
0.4 73.9415 | 450.6997 | 288.8720
0.6 73.9425 | 450.6840 | 288.7787
0.8 73.9436 | 450.6684 | 288.6854
1.0 73.9447 | 450.6527 | 288.5920
1.2 73.9457 | 450.6371 | 288.4984
1.4 73.9468 | 450.6215 | 288.4046
1.6 73.9479 | 450.6059 | 288.3102
1.8 73.9489 | 450.5903 | 288.2148
2.0 73.9500 | 450.5748 | 288.1179

8.00 —

4.00 —

0.00 —

-4.00 —

-8.00 —

-12.00

Sekil 2: Santarelli denemesi. t = 2 anindaki durum

0.00

20.00

40.00

60.00

80.00
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Bu ¢alismaya benzer bir baglangi¢ kosulu segilerek,

u(x,0)=1+U,+U,
Burada,
2
U,=34;sech’[k,(x—x, =V )]

Ve

L/ T R
=—Lo | Vi=———=1+4, . j=12,
R s /

Ve RLW denklemi 0 < x <80 bolgesi tizerinde u =1, k, =04, k, =03, X, =15, X, =35,

h =0.23 alinarak ¢oziildii.

Sekil 3: Santarelli denemesi. t = 20 anindaki durum.

8.00—

4.00—

0.00—

-4.00 —

-8.00—

12,00 [ ' [ ' I | X

0.00 20.00 40.00 60.00 80.00
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Tablo 5:

Zaman C, C, C,

2.5 157.9124 | 316.3221 | 977.6032
5.0 157.9082 | 316.2878 | 977.3755
7.5 157.9041 | 316.2538 | 977.1508
10.0 157.9003 | 316.2224 | 976.9423
12.5 157.8976 | 316.2004 | 976.7997
15.0 157.8959 | 316.1884 | 976.731
17.5 157.8933 | 316.1668 | 976.5908
20.0 157.8895 | 316.1356 | 976.3841
22.5 157.8854 | 316.1018 | 976.1603
25.0 157.8812 | 316.0675 | 975.9335

2.5.3. Test Problemi II1:

RLW denklemi igin bir baska baglangic deger problemi solitary dalga i¢in de baslangi¢

Maxwellian itmesinin kullanilmasidir.

u(x,0) =1+exp(—(x—7)%) (2.26)

Baslangi¢ kosulunu kullanalim.
Asagidaki durumlari inceleyelim;

(a) Sekil 4’te gordugiimiiz gibi =12 aninda, 4 =0.01 ve & =1 i¢in Maxwellian titresimi en az
ti¢ tekil dalga olusturur. Farkli ¢ zamanlarinda elde edilen C,, C,, C, parametre degerleri

Tablo 6’ da verilmistir.

(b) 1 =0.04 te farkl bir davranig gosterilmistir.



Sekil 4: Maxwllian baslangi¢ kosulu. £ = 20 aninda

2.80 —

240 —

2.00 —

1.60 —

1.20 —

0.00

Tablo 6:

10.00

20.00

Zaman C C, C,
0.9 31.7723 | 34.8481 | 40.1000
1.8 31.7722 | 34.8478 | 40.0993
2.7 31.7721 | 34.8475 | 40.0985
3.6 31.7720 | 34.8472 | 40.0977
4.5 31.7719 | 34.8468 | 40.0969
5.4 31.7718 | 34.8465 | 40.0961
6.3 31.7717 | 34.8462 | 40.0953
7.2 31.7716 | 34.8458 | 40.0945
8.1 31.7715 | 34.8455 | 40.0937
9.0 31.7714 | 34.8452 | 40.0928

30.00

X

34
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Sekil 5: Maxwellian baglangi¢ kosulu ¢ = 9 anindaki durum
240 —

2.00 —

u 1.60 —

120 —

0.80 T | T | T | X

0.00 10.00 20.00 30.00

Tablo 7:

Zaman C C, C,

1.2 31.7723 34.8103 40.0995
24 31.7720 34.8093 40.0970
3.6 31.7716 34.8077 40.0925
4.8 31.7710 34.8058 40.0872
6.0 31.7705 34.8038 40.0816
7.2 31.7699 34.8017 40.0758
8.4 31.7693 34.7996 40.0701
9.6 31.7687 34.7976 40.0644
10.8 31.7681 34.7955 40.0586
12.0 31.7675 34.7934 40.0529
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2.6. Sonuglar ve Oneriler:

Bu ¢aligmada tek solitary dalganin genligi, pozisyonu ve hizi kullanilarak Septik B-Spline
yardimiyla Kolokeysmn yontemi basarryla uygulanmistir. iki solitary dalganin etkilesimi pozitif ve
negatif dalgalarin kaynagii olusturur. Burada tanimlanan {i¢ degiskenin hareketi hesaplamalar
boyunca yeterince sabittir. Bu yilizden algoritma yeterince korunumlu olarak tanimlanabilir. Bu
algoritma Maxwell baglangi¢ itmesine sahip RLW solitary dalgasinin olusumunda da kullanilabilir. Bu

caligmanin sonuglarinin 6nceki ¢alismalara gore daha iyi sonug verdigi goriilmiistiir.
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I11. BOLUM
3. Burger Denkleminin Septik B-Spline Kolokeysin Metodu ile Céziimii:
3.1. Giris:

Bu boliimde Burger denkleminin Septik B-Spline kolokeysin metoduyla sayisal ¢oziimleri

verilmistir.
3.2. Septik B-Spline Kolokeysin Metodu:

Bu kisimda

U,+UU,-VUU, =0 , 3.1)

formunda verilen Burger denkleminin septik B-Spline kolokeysin metoduyla ¢6ziimii verilecektir. Bu

denklem i¢in

u(x,0)= f(x) (3.2)

baglangi¢ kosulu olarak verilsin. Burada f(x) fonksiyonu test problemlerinde tanimlanacaktir.

a < x < b olmak tizere siir kosullari;

U(Cl,f) = /81
U(b,t)=p,

U.(a,)=U, (b,)=0 ,
U_(a,)=U_(b,t)=0 (3.3)
U. (a,0)=U._ (b,)=0 ,

XXX XXX

olarak tanimlansin. Burada f3,, 3, sabitlerdir.
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Problem sonlu elemanlar metodu i¢in x,,x,,, digim noktalar1 olmak iizere [xm,xm+l]

m+1

araliklarinda tamimlansin. u,,u,,u,,u, degerleri 8, cinsinden asagidaki sekildedir;

u, =0,

m-3

+1208, ,+11915

m—1

+24166, +11910, ., +1200, ., + 0,

m+1 m+2 m+3 2

m+1 m+2

u, = %(—5,”_3 ~565, ,—2455,  +2455, ,+5605, ,+0,.5) »

(3.4
. 42
u, = e (0, ,+240, ,+156, ,-800, +155, . +246,.,+0,.;) ,
um = % (_5"1—3 - 85171—2 + 195)71—1 + 85m+2 + 6m+3) ’

olarak yazilabilir.

09

zamana bagh tiirev ve Z, =U, olmak iizere (3.4) esitlikleri (3.1) denkleminde yerine

yazilirsa N+/ denklemden olusan,

Smst1205m 24119180 1424165 m+ 119181+ 120 Smer+ S

+Z, %(—5,”_3 -560, ,—2456, ,+2450,,, +560,,,+0, ;) V%(& +240, ,

m+2 m=3 m

+156, ,—-800, +150,, +245, .,+9,.,)=0

m+1 m+2

diferansiyel denklem sistemi elde edilir.

O eleman parametrelerinin iki ardigik zaman araligi n ve n+l degerleri lineer

m

enterpolasyonla;

5 _oues;

n = (3.5)



ve zamana gore tiirevleri Cranck-Nicholson formiilii yardimiyla,

o n+l _ ¢n
5 o -o,

, = (3.6)

olarak hesaplanir. Bu esitlikler denklem sisteminde yerine yazilirsa;

n+l n n+l n n+l n n+l n n+l n
5m—3 5m—3 + 120 5m—2 5m—2 + 1 191 é‘m—l 5m—1 + 2416 é‘m §m + 1 191 é‘m+l é‘m+1
At At At At At

n+l _ ¢on n+l _ on n+l n n+l n n+l n
+120 5m+2 5m+2 + 5m+3 §m+3 + 7Zm _ §m—3 + §m—3 _ 56 é‘m—2 + §m—2 _ 245 5m—1 + 5m—l
At At h 2 2
(3.7)

+245 5211 + 5Z+l +56 52:—12 ;—524—2 + 5;1; ; §rZ+3 ]_ 4;1/ (énr:; + 6;;—3 +24 §nr;t12 + 5;—2

n+l n n+l1 n n+l n n+l n n+l n
+ + + + +
+15 5)71—1 5 5m—1 —80 5m 3 5m +15 §m+1 5 5m+1 +24 5m+2 5 §m+2 + §m+3 5m+3 ] =0

2

elde edilir.

Sistemde gerekli diizenlemeler yapilarak N+/ denklem ve N+7 bilinmeyenden olusan ,
2h? (5,?:; -0 )+ 240k (5,;“:12 -J ,)+23 82h° (5;1 -0 )+ 4832h* (5;:+1 -J)

F238213 (S0 — 50 ) 4 28003 (S = 1)+ (S = 81y) + T(Z, Y hAI (=8~ 5

m m+3 m

—565") —565"_, —2455" —2455"_ +2455™! 1+ 2455"

m+1 m+1

+5658"" +565"

m+2

+OIL O ) A2V AL(SI + 6+ 2480 +2458" , +158 +158"_, — 805"

1

39
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—805" +155" +158",, +246"L +248" , +5" . +68" ) =0

(W =T7Z, hAt — 42V At)S" + (240h* —7(56)Z, hAt — 4224V At)S!)
+(2382h% —7(245)Z, hAt — 42(15)V At)S"| +(4832h% + 42(80)V At)S"*!

+(23820% +245(7)Z, hAt — 42(15V ADS™) + (240h% +7(56)Z, hAt — 42(24)V A5

m+1

+(W* +7Z, hAt =42V AS", = 20 +TZ, hAt + 42V A1),

m+3

+(240h% +7(56)Z, hAt + 4224V At)S!_, +(2382h% +7(245)Z hAt + 42(15)V At)S”
+(4832h% —80(42)V At)S! +(2382h% —7(245)Z, hAt + 42(15)V At)S”,

+(240h% = 1(56)Z, hAt + 4224V ANS", + (h* —TZ, hAt + 42V A1)S"

n+l n+l n+l n+l n+l n+l n+l
ﬂmlé‘m—3+ m2§m—2+ m35m—l+ m45m + m55m+l+ m6§m+2+ m7§m+3 (3 8)

_ n n n n n n n
- ﬂm85m—3 + ﬂm9§m—2 + IBn1105n1—1 + ﬂn111§m + ﬁm125m+1 + ﬂm135m+2 + ﬂml4§m+3

denklem sistemi elde edilir.

Bu denklem sisteminin ¢dziilebilmesi i¢in 6 bilinmeyenin yok edilerek denklem sayisi ile
bilinmeyen sayisinn esitlenmesi gerekir. Bu yiizden 0 ,,0 ,,0 ,,0,,,,0y.,,0y.; parametreleri sinr

kosullar1 kullanilarak elimine edilecektir. Béylece (N+1)x(N+1) boyutlu 7 siitun elemanli kosegen

denklem sistemi elde edilir.



Burada,

B, =2Th> —7Z hAt—42V At

B, =240h°7(56)Z, hAt —42(24)V At

m

B, =2382h° —7(245)Z, hAt —42(15)V At

B, =4832h° +42(80)V At

B, =2382h° +245(7)Z, hAt —42(15)V At

B, =240k +7(56)Z hAt —42(24)V At

B..=h +7Z hAt—42V At

B.s =2h> +7Z hAt+42V At

B = 2401 +7(56)Z hAt +42(24)V At

B0 =2382h% +7(245)Z, hAt + 42(15)V At

B, = 483247 —80(42)V At

B, =2382h% —7(245)Z hAt +42(15)V At

m

41



B3 = 240h> —7(56)Z, hAt +42(24)V At

B =h —TZ hAt+42V At

olarak alinmastir.

U

m

U

m

"

m

Sinir kosullar1 eleman parametreleri kullanilarak,

U, =

U

210

ua,t) = p,, u(b,t) = j,,

u (a,t)y=u(b,t)=0, (3.9)
u_(a,t)y=u_(b,t)=0,
u_(a,t)y=u_(b,t)=0
%(_5”,-3 -560, ,—-2450, ,+2450,,,+560,,,+9,.,)=0,
42
U, = ? (6, ;+240, ,+150, ,—800, +155,,,+240, ,+0,.5)=0,
(_5m—3 - 85111—2 + 195m—] - 195m+1 + 85m+2 + é‘m+3) :0'

XxXx

"

elde edilir. Buradan sinir parametrelerinin degerleri,

m=0 igin,

—5,—565, 2455, +2456,+565,+ 65, =0

0.,+246 ,+156 ,—800,+156,+245,+5,=0

-0 ,—-80,+196 ,—196,+85, + 9, =0

42
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m=N igin,
-0, =560, ,—2450, ,+2456,, +560,,,+5,,,=0
Oy 5 +240, ,+150, ,-806, +150,,, +245,,,+0,,, =0

—0y_,—80, ,+196, ,—-196,,,+85,,,+5,,; =0

denklem sistemlerinden

0, =560, +350, +1?0§3 +¥§0

35 55 11 220
é‘—2:__52 T 1__53 T TAA
9 18 54 27

0

0, =§§2 +E51 +L53 +ﬂ50
9 9 27 27

Ve

1 8 14 40
5N+l = E 5N—3 + 5 5N—2 + 3 5N—1 + E 5N

35 55 11 220
§N+2:_? N-2 _ﬁ N—1_§ N—3_7 N

Oyiz = ?éw +560, ,+355, , +?5N

olarak yazilabilir. Bu degerler (3.8) denklem sisteminde yerine yazildiginda istenilen eliminasyon

islemi yapilmis olur.



3.3. Baslangi¢c Durumu:

Birinci §° durumu belirlenirken ilk kosul olarak u(x,0),

N+3

Uy (x,0)= D ¢,(x)5/
i=-3
olarak alinir. Bu sayede asagidaki formda bir denklem elde ederiz;
A5° =B

Burada 4 yedigensel matristir. Daha sonra " hesaplanr.

(17) denklemini ¢Ozmek i¢in yedi kosegensel algoritma kullanilir.

(6%,8%,8% .81 ,1,08.2>O0 0,5 } baslangi¢ durumunu hesaplamak icin,

N+3

Uy (x,0)= Z¢l (x)5i0

baslangi¢ kosulunu uygulayalim.

Baslangic i¢in daha 6nce verilen iki kosul, asagidaki gibi ifade edilebilir;

U,)y(x,0)=u_(a,0)=0, U )y(x,0)=u_(a,0)=0 ,

U, . )v(x,0=u_(a,00=0, U,(x,0)=u(x,0), i=0,1,2,....N (3.10)

Uy (23,0 =1 (5,0) =0, (U )y (xy,0) =6, (6,0)=0  (U,)y(xy,0) =u.(b,0).

44
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5%,6%,6%,60.1,00.,,0y,5 10 (3.10) sisteminden yok edilmesiyle,

A" =B

elde ederiz.

Burada A yedi kosegensel matris olup asagidaki gibi hesaplanir.

(1536 2712 768 24 0 0 0 0 . 0
9600 96597 195768 96474 /
00 %) 19368 MM jpg 0o 0 ... 0
| 120 1191 2416 1191 120 1 0 0
A= T
0 0 | 120 1191 2416 1191 120 1
0 ... 0 0 1 120 % % 9{%: %’:’
10063.5 104796 210568.5 32731
0 .. 0 0 0 1 LR G55 B2
| O 0 1 120 1191 2416 1191 120 1]
Burada
60 = [5(?5610"-'751(\)/ ]T
T
B =[U(x,),U(x,),...,U(xy)]
seklindedir.

3.4. Kararhhik Analizi:

(3.8) sistemine Von Neumann kararlilik analizini uygulayabilmemiz igin oncelikle sistemi

lineerlestirmemiz gerekir.

Z,,=(d+120d +1191d +2416d +1191d +120d + d) = (5040d)
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Von Neumann kararlilik analizine gore,

w =" exp(qhih) . g=~-1 (3.11)

elde edilir.

Burada, £ mod numarasi ve % eleman boyutu, lineerlestirme icin belirlenecek olan sayilardir.

(3.8) denklemi x = x; i¢in asagidaki gibi yazilabilir;

n+l n+l n+l

oW +d W re W+ Wl +gw

n+1

aw . +bw

jj-3 Jj=2 jj-1 i+l Jj+2 Jj+3
_ '.n 'oon 'oon 'oon 'oon 'n ‘oo
=a,Wi s th Wi, te, Wi td Wit e Wit fiW), + 8, W (3.12)

(3.12) denklemi i¢inde (3.11)’in yazilmasiyla,
o a; exp((j —3)gkh) +b; exp((j —2)gkh) + ¢, exp((j — Dgkh) + d ; exp(jgkh)
+e, exp((j +1)gkh) + £, exp((j +2)gkh) + g, exp((j +3)ghkh)

. | @ exp((j =3)gkh) + b exp((j - 2)gkh) + c; exp((j —D)gkh) + d} exp(jqkh)
e, exp((j + 1)ghh)+ £ oxp((j +2)ghh) + g, exp((j + 3)gkh) ’
(3.13)

j=0,12,.,N
ve

a,=l-mn-r,, a,=l+mn+r,,

b, =120—56mr, = 24r, , b, =120+56mr +r, ,

¢; =1191-245mr, —15r,, ¢, =1191+245mr, +15r, ,

d, =2416+80r, , d; =2416-80r,
e; =1191+245mr, —15r, , €, =1191-245mr +15r, ,
f; =120+ 56mr, —24r, , f;=120—56mr, +24r, ,

g, =l+mn-r,, g =1-mr+r,

ve m = (5040d)



(3.13) denkleminin her iki tarafinin exp( jgkh) ile boliinmesiyle,

o a; exp(=3gkh)+b, exp(—2gkh)+c; exp(—gkh)+d
+e; exp(gkh) + f, exp(2qkh) + g ; exp(3qkh)

(3.14)
e a’; exp(—3qkh) + b} exp(—2qkh) + ¢’ exp(—qkh) + d’,
+e’ exp(qkh) + [ exp(2qkh) + g'. exp(3gkh)
denklemini elde ederiz.
(3.14) denklemini daha basit formda,
(X, +qY)e" = (X —qY)e" , g=+-1 (3.15)

seklinde yazabiliriz.

Burada X, X,Y asagidaki sekildedir;

X, =2(1-r,) cos(3kh) + 2(120 — 247, ) cos(2kh) + 2(1191—157, ) cos(kh) + 2416 + 807,

X =2(14r,)cos(3kh)+2(120 + 24r,) cos(2kh) +2(1191+15r,) cos(kh) + 2416 - 80r,

Y = 2(rsin(3kh) + 567 sin(2kh) + 2457 sin(kh))

ve burada 7 = myz, ‘dir.

k igin genisletme ¢arpimi;

g=", (3.16)

47
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(3.15) ve (3.16)’ nin kullanilmasiyla,

St : (3.17)
X, +qY
elde edilir.
X ve X, ,
X, = 4{c0s2 (%j +120cos’(kh)+1191cos’ (k—zhj _ 52}
—4r, {cos2 (%) +24cos’(kh) +15cos’ (k—zhj - 40}
X = 4{0052 (%) +120cos’ (kh)+1191cos’ {k—zhj - 52}
+4r, {cos2 (%) +24cos’(kh)+15cos’ (k—zhj - 40}
seklinde yazilabilir.

X*+Y?
I gl olur.
X +Y

Unutmayalim ki X' < X, bu yiizden de | g| =./gg =

Dolayisiyla Burger denklemi i¢in uyguladigimiz yontem kosulsuz kararlidir. Uyguladigimiz yontem

icin agagida iki test problemini ele aldik.
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3.5. Test Problemleri:

Bu bolimde Burger ve diizenlenmis Burger denklemlerinin niimerik ¢oziimleri igin iki
standart problem calisilacaktir. Metodun, her boliintii noktasinda etkinligini dl¢gme i¢in L, ve L, hata

normlar1 kullanilacaktir.
3.5.1. Test Problemi I:
Burger Denklemi’nin [3,4] ile verilen formunun analitik ¢6zliimiinii diistinelim.

(x/t)

u(x,t)= 5
(1) 1+(t/t,)"* exp(x® / 4vt)

t>21, 0<x<1, t,=exp(l/8). (3.18)

Baslangi¢ kosulu (3.18) denkleminde t=1 alinarak elde edilir. Bu analitik ¢6ziim bir boyutlu

Burger Denklemi’nin shock-like ¢6ziimiinii gosterir. Sinir kosullar1 sdyledir;

u(a,t)=0=u(b,t) , u (a,t)=0=u_(b,t),

u (a,t)=0=u_(b,t),u_(a,t)=0=u_(b,t). (3.19)

XXX

Elde edilen sonuglar Tablo 2-4’ de 6zetlenmistir.

Asagidaki tablolardan v viskozite degeri arttikca hata da artmakta fakat hata kabul edilebilir
diizeydedir. Daha sonraki sekiller niimerik ¢6ziimiin farkli zamanlardaki hareketini gosterir.

Sekil 1-3 sirasiyla t=1,2,3,4 farkli zamanlarinda,

v=0,0015, Ar=0,01, Ax=0,005
v=0,005, Ar=0,01, Ax=0,02
v=0,01, At=0,01, Ax=0,02

degerleri i¢in dalga yayilimini gosterir. Bu sekillerde egrinin en {ist noktasi t=1 aninda, egrinin en alt

noktasi t=4 anindadir. Bu sekiller gdsteriyor ki zaman arttik¢a niimerik ¢6ziim gecikmektedir.
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3.5.2. Test Problemi I1:

u, + uzux —vu =0 formunda verilen Diizenlenmis Burger Denklemi’nin ¢6ziimii igin (3.15)

esitliginde Z, ; yerine (Z, )2 ’yi kullaniriz. Diizenlenmis Burger Denklemi’nin [4] ile verilen analitik

¢Oziimiinii diisiinelim.

(x/1)

= . t21,0<x<l (3.20)
1+ (V1 /¢, ) exp(x® / 4vr)

u(x,t)

Burada 0 < ¢, <1’dir. Asagidaki sinir kosullarmi kullanalim;

u(a,t)=0=u(b,t) , u(a,t)=0=u_(b,t),

u (a,t)=0=u_(b,t), u_(a,t)=0=u_(b,t). (3.21)

Bu problem i¢in hesapladigimiz L, ve L hata normu yardimiyla niimerik algoritmanin

dogrulugu test edildi. Elde edilen sonuglar tablo 5-6’da verilmistir. Tablo 5-6’da goriildiigii gibi v ’nin
kullanilan tiim degerleri i¢in hata kii¢iik ve kabul edilebilirdir. Daha sonraki sekiller farkli zamanlar
icin niimerik ¢6ziimiin hareketini gosterir. Sekil 4 ve 5 sirasiyla £ =1,4,7 ve 10 farkli zamanlar1 i¢in
v=0,01, At=0,001, Ax=0,05 ve At =0,01 , Ax=0,02 degerlerinde niimerik ¢6ziimiin
hareketini gosterir. Buna gore egrinin en iist noktas1 # =1 aninda ve en alt noktasi £ =10 anindadir.

Sekiller gosteriyor ki zaman arttik¢a niimerik ¢6ziim gecikmektedir. v viskozite parametresi

kiigiildiik¢e gecikme hizlanmaktadir.



Tablo 2:

Tablo 3:

Zaman L,x10° L, x10°
1.200 | 0.3853879498 3.2368476652
1.400 | 0.4644348073 | 3.3488926879
1.600 | 0.4964749406 | 3.1923238319
1.800 | 0.5092790346 | 2.9867895721
2.000 | 0.5125147492 | 2.7831501328
2.200 0.5105961277 2.5951212085
2.400 0.5058011505 2.4255446546
2.800 0.4921096936 2.1380460738
3.000 0.4843911639 2.0164737965
3.400 | 0.4687308313 | 1.8086943377
3.700 | 0.6446318395 | 4.7081914051

Zaman L,x10° L, x10°
1.200 0.5814317166 3.1354062730
1.400 0.6467617678 2.9313488434
1.600 0.6760951564 2.6922645525
1.800 0.6876183734 2.4718915438
2.000 | 0.6895350821 | 2.3766574001
2200 | 0.6860166616 | 2.2731921896
2400 | 0.6794328066 | 2.1678477506
2.800 0.6830796255 1.9689522786
3.000 0.8295132819 2.9572472407

3.200

1.4855981917

7.4914648713
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Tablo 4:

Sekil 1:

Sekil 2:

U (x.t)

U (x.1)

Zaman L,x10° L, x10°
1.100 | 0.4664874945 | 2.8683055470
1.300 | 0.6174613010 | 3.4716342197
1.500 | 0.6775295949 | 3.3547566961
1.700 | 0.6991010053 | 3.1347629351
1.900 | 0.7060875690 | 2.8880414343
2.100 | 0.7297668889 | 2.6698660640
2300 | 0.8731171734 | 2.8076500201
2.600 | 17457004536 | 8.0679837040

0.5

04k

0.3k

0.2

0.1

0.0 1 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

0.4F

0.3r

0.2F

0.r

0.0 1 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Sekil 3:

Tablo 5:

U (x.t)

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8
X

Zaman L,x10° L x10°
2 0.1835491190 | 0.8185211112
3 0.1441424335 | 0.5234833346
4 0.1144110783 | 0.3563537207
5 0.0947865272 | 0.2549790058
6 0.0814174677 | 0.2134847835
7 0.0718977717 | 0.1880048432
8 0.0648368942 | 0.1682601770
9 0.0594114970 | 0.1524074966
10 | 0.0551151456 | 0.1394312127

1.0
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Tablo 6:

Sekil 4:

Sekil 5:

Zaman L,x10° L, x10°
2. 0.7904296620 | 1.7030921188
3. | 0.6551928290 | 1.1832698216
4. | 0.5576794264 | 0.9964523368
5. | 05105617536 | 0.8561342445
6. | 0.5167229575 | 0.7610530060
7. 0.5677438614 | 1.0654548090
8. 0.6427542266 | 1.3581113635
9. 0.7236430257 | 1.6048306653
10 0.8002564201 | 1.8023938553

0.018

0.014

T

0.012
0.o010
0.ooa

U {x.1)

0.ooe
0.004
0.oo2

0.ooo0
0.

0.05

0.04
=003
X I
2 .02

0.01

0.6 0.8

1.0

0.00
0
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3.6. Sonuc ve Oneriler:

Bu tez Burger ve Diizenlenmis Burger Denklemi i¢in Septik B-Spline Kolokeysin yonteminin
kullanilmasini 6nermistir.
Metodun kararlilik analizi kosulsuz kararli oldugunu goéstermistir. Viskozite parametresinin

kiigiik degerleri icin yaklasik ¢6zlim ile tam ¢6ziim uyumluluk gostermistir.
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IV. BOLUM
4. KdV-Burger Denkleminin Septik B-Spline Kolokeysin Metodu fle Coziimii:
4.1. Giris:

Bu boliimde KdV-Burger denkleminin Septik B-Spline kolokeysin metoduyla sayisal

¢Oziimleri verilmistir.
4.2. Septik B-Spline Metodu:

u,+euu, —vu  +pu =0 4.1)

XXX

KdV — Burger denklemini asagidaki sinir kosullari ile ele alalim;

u(a,ty=p, , ub,t)y=p, , ul(a,t)=u(b,t)=0 ,

4.2)
u_(a,ty=u_(b,t)=0 , u_(a,t)=u_(b,t)=0 ,
Ve baglangi¢ kosulu asagidaki sekilde verilsin;
u(x,0)=f(x) , a<x<b , (4.3)

[a,b] kapali araligmt @ =x, <x, <x, <...<x,  <x, =b olacak sekilde x; diigiimleri ile

N+1 pargaya ayirdigimizi farzedelim.

h=x,,-x,j=-3-2-10,..,N,N+L,N+2,N +3.

Burada {¢73,¢72,¢71,¢0,¢1,...,¢N,¢NH,¢N+2,¢N+3} ler a<x<b ¢oziim araligindaki baz

fonksiyonlardir.
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(4.1) denkleminin niimerik ¢6ziimil i¢in septik B-Spline fonksiyonlar ile kolokeysin metodunu

kullanacagiz. Yaklasik ¢6ziim agagidaki sekilde verilsin;
N+3
Uy(x,0)=Y 4,(x,)8,(1) ,j=0,12,..,.N , (4.4)
=3

Burada &,(¢) asagidaki smnir kosullari ile belirlenecek olan, zamana bagl katsayidir;

Uy(a,t)=5 ., Uyb.=5, ,
Upy(a,)=U,)y0b,H)=0
(4.5)

U (@) =U,)y(b,0)=0

Uy (@) =U )0, 0)=0

Burada f,, f, problemde ihtiya¢ duyulan sabitlerdir ve kolokeysin sarti asagidaki gibidir;

Uy (0 + U (x, 00U, )y (x,,0) = (U )y (3,0 + p(U )y (x,,0) =0 (4.6)
(4.5) denklemi i¢inde (4.4) denkleminin yazilmasiyla asagidaki sistemi elde ederiz;
N+3 d5 N+3 . N+3 N+3 ) N+3
Zf/i(xj)jt”r8244(%)@0){2%(%)5,-0)}—VZ(/Z ()80 + u ) 4 (x;)5,(1) =0
=3 =3 =3 =3 =3
4.7)

Burada j=0,1,2,...,N.



O, ’nin n ve n+1 zaman araliklarinda interpole edildigini varsayalim

5 =1-0)8"+65"" | (4.8)

Burada 0 <@ <1’dirve 8" nAt zamaninda parametrelerdir. Sonlu elemanlar metodu ile

dé‘l _é‘inJrl_é‘in

, 4.9
dt At *2)

Simdi, (4.8) ve (4.9) denklemlerini (4.7) denklemi icinde yazarak asagidaki denklemi elde
ederiz;

N+3

PIE )(5" 5"j+ei¢<x){<l 0)5"" + 057 {iqﬁk(x )6, (r)}

(4.10)
VY G -0)8"" + 05"+ p Y ¢ (x){(1-0)5" +05'} =0

N+3

6@ =1/2 i¢in Cranck — Nicholson formiilii ile;

i{(ﬁ( )+ (x )(i ¢k(x )5j ¢ ,uAt¢ (x )}gm

(4.11)
Z{ (X)——¢(x)(Z@(%)@}%Atﬁ"(xj)—mw( )}5”

Tablo 1°deki degerler kullanilarak diigiim noktalarindaki degerler hesaplanabilir. Daha genel bir
durum elde edebilmek i¢in x = x, alalim

+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
aoy, +bo", +c0' +d.o" +ed] +ﬁ5,”+2+g,5”
_ n n

—ai§i_3+bi5

o (4.12)
+C§n +d5n+eé‘:_]+ i z+2 1 l+3
(i=0,1,2,..,N)
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Burada;

a,=1-nZ_,—r,—-n , a,=1+rZ _,+r,+r

b =120-56rZ,_,—24r,—8r, , b =120+56rZ ,+24r, +8r,

¢, =1191-245:Z_,—15r,+19%, , ¢, =1191+2455Z _, +15r, —19r,

d, =2416+80r, , d =2416-80r,

e, =1191+245,Z ,—15r,—19r, , e =1191-2455Z  +15r, +19r,

f,=120+56rZ,_,—24r,+8r, , f =120-561Z, ,+24r,—8r,

g =1+rZ _,—r,+n . & =l=nZ +r,-n

Z ,=0_,+1200, ,+11915, ,+24160, +11910,

i+l

(4.13)

bilinmeyenli ~ (4.12)  denklemindeki (S 5,8 5,8 1,TysesOns>Ons1>OninsOnas)

59

+1206,,,+9,, ile (N+I) denklem (N+7)

bilinmeyenler

temizlenir. Bu yiizden ¢6zlim i¢in alt1 ilave kosula ihtiyacimiz vardir. (4.5) sinir kosullar1 kullanilarak

03,05,0.,04,150

N+2>

o

denklemini elde ederiz;

AS™ =BS" +r

(4.14)

v+3 bilinmeyenleri (4.12) sisteminden elenir. Boylece asagidaki matris
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Burada 4 matris, 6" =[5",0",8,,0,....0u.,] ve B septa-diagonal (N+1) x (N+1) boyutunda
matristir ve » (N+1) boyutlu kolon vektoriidiir. (4.12) sistemini ¢éziimiinde septa-diagonal algoritma
kullanilacaktir.

4.3. Baslangic Durumu:

[k baslangi¢ kosulunu uygulayalim;

N+3

Uy (x,0)= Y 4(x)8; (4.15)

i==3

Sy .2, 0v.5 ) baslangig kosulu ile belirlenecektir.

{593959295?1,...,5](\)/

4
(Uy)(x0,0)=1,(a,00=0 , (U,)y(x,0)=u,(a,0)0=0 ,

U, )yv(x,0=u_(a,00=0 , U,(x,,0)=u(x,,0) , i=0,1,2,....N
(U (X, 0) =0, (0,0) =0, (U,)y(xy,0)=u,(b,0)=0 ,

(U )y (xy,0)=u,(b,0)=0

Oy.,>On,; bilinmeyenlerinin sistemden elenmesi ile,

N+2°

51)3 ) 5?2 ) 5_01 ) 5](\)7

+1?

DS’ =q  elde edilir. (4.16)



Burada D asagida goriilen septa-diagonal matristir;

Boylece

vektorudir.

5 =10,,6),65,...001,

(1536 2712 768 24
27577 46,793 11,644 6709
77 13 9 4
3200 10733 21.752 32158
27 9 9 27
1 120 1191 2416
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0

120
1
0
0

120

1191
120

0 0 0 7
0 0 0
0 0 0
1 0 0
2416 1191 120 1
32,158 21,752 10,733 3200
27 9 9 27
6709 11.644 46,793 27.5T7
54 9 18 27
24 768 2712 1536 |
formunda verilen

q= [u(xO,O),u(xl,O),...,u(xN,O)]T

Sistemin ¢oziimiinde, septa-diagonal algoritma kullanilir dolayisiyla

8°%,38%,38%,00.1»On.2>On.5 (21) sisteminin ilk ve son ii¢ denkleminden hesaplanir.

Coziimii genellestirmek i¢in x = x, kullanarak asagidaki yaklasik ¢oziimii elde ederiz;

U, (x.,6)=5_,+1205_, +11915,_, + 24168, +11915,, +120

4.4. Kararhhk Analizi:

o +0

i+2

i+3

(4.17)

61

Sisteme Von Neumann kararlilik analizini uygulayabilmemiz igin Oncelikle sistemi

lineerlestirmemiz gerekir.

Z, s =(m+120m+1191m+2416m+1191m +120m + m) + (5040m)
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Von Neumann kararlilik analizine gore,

w=¢"exp(ikih) ,  i=~-1 (4.18)
elde edilir.

Burada & mod numarast ve 4 eleman boyutu, niimerik ¢oziimiin lineerlestirilebilmesi igin

hesaplanacak olan sayilardir.

X =X, i¢in;
n+l n+l n+l n+l n+l n+l1 n+l
a;0;5+b,67, +c;0; +d 6] +ed] | + [,0],+g,0};

_ N I on N I on N ron N
=a,0; ;+b0; ,+c 5 +d ;5] +e0], + 0], +g0]

Jo-l J JTJ+2 JU I3

(4.19)

(4.18) denklemi i¢inde (4.19)’u yazarsak;

. | @, exp((j =3)ikh) + b, exp((j - 2)ikh) + c; exp((j — Dikh) + d ; exp( jikh)
¢ +e, exp((J +1)ikh) + f; exp((j + 2)ikh) + g ; exp((j + 3)ikh)
(4.20)
) a’; exp((j —3)ikh) + b} exp((j — 2)ikh) + ¢, exp((j — D)ikh) + d ; exp( jikh)
- +e exp((j + Dikh) + fexp((j + 2)ikh) + g’ exp((j + 3)ikh)

elde edilir. Burada j =0,1,2,..., N *dir.

Buradan
a=1-n"-r,-n, a =1+n"+n+rn
b, =120-56r"—24r,-8r, , b =120+561" +24r, +8r,

¢, =1191-2451" —15r, +19r, , ¢/ =1191+2451" +15r, —19r,



d, =2416+80r, , d/ =2416-80r,

e, =1191+2451" —15r,—197, , e =1191-2451" +15r, +19r,
[, =120+56r" —24r,+8r,,  f'=120-561" +24r, -8,

g =l+r—-n+n, g =1-r"+r-r

ile * =(5040)r, “dir.

(4.19) esitliginin her iki tarafinin exp( jkh) ile boliimesiyle;

o {aj exp(=3ikh) +b; exp(-2ikh) + c; exp(—ikh) + a’j}
+e, exp(ikh) + f, exp(2ikh) + g ; exp(3ikh)
“421)
. {a(’i exp(—3ikh) + b exp(—2ikh) + ¢’; exp(—ikh) + d J’}

B +e' exp(ikh) + f exp(2ikh) + g, exp(3ikh)
(4.21) denklemi daha basit bir sekilde;

(4, +iB)e" =(A—iB)e" ve  i=+-1 (4.22)

seklindedir. Burada 4, 4,, B asagidaki gibidir;

A, =2(1-1,) cos(3kh) + 2(120 — 24r,) cos(2kh) + 2(1191— 157, ) cos(kh) + 2416+ 807, ,

A=2(1+r)cos(3kh)+2(120+ 24r,) cos(2kh) +2(1191+15r,) cos(kh) + 2416 — 80r,

b
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B=2((r" +r,)sin(3kh) + (567" +8r,)sin(2kh) + (245r" —19r,) sin(kh))

k igin genigletme ¢arpimi;

&
g=—>
&
(4.22) ve (4.21)’ nin kullanilmasiyla;
_A-iB
g A +iB

elde edilir.

A ve A;

(4.23)

(4.24)

A4 =4 {cos2 [%) +120cos’(kh)+1191cos’ (%) - 52}

—4r, {cos2 (%) +24cos’(kh)+15cos’ (%) - 40}

3kh

A= 4{0052 (Tj +120cos’ (kh)+1191cos’ (

2

+4r, [cos2 (%) +24cos’ (kh) +15cos” (%j - 40}

seklinde yazilabilir.
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(X2 +7?
Unutmayalim ki 4 < A4, bu yiizden de | g| =./gg = XTi7? <1 olur.
+
1

Dolayisiyla KdV — Burger denklemi i¢in uyguladigimiz yontem kosulsuz kararlidir.
4.5. Test Problemleri:

4.5.1. Test Problemi I:

KdV — Burger denkleminin tam ¢6ziimii [30,31]’de su sekilde verilmistir;

2v
12,2 exp((x—wt)}
u(x,t)= 25V 1- i
el

6v°
P 5 wW=——m-,
exp| —(x—wt) |[+c
el

(4.25)

Burada c pozitif bir sabit sayi, & lineer olmayan katsayi, v viskozite katsayisi ve u dagilma
katsay1sidir.

Tam ¢oziim i¢in baslangi¢ ve smir kosullarini /=0 aninda,
u(0,t)=1,

u(220,¢) =0 olarak diisiinelim.

Sekil2A: u=2,v=1,6=6,Ax=4.4 ,At=0.02 ve ¢t =10 i¢in niimerik ¢6ziimiin hareketi

uit)
0.04 —e
N
I".
0.03 |
II
III
II
II
0.02 \
III
IIII
0.04
!
-.__.
Q.00 1 L I\\“=._ 1 L | L |
0 a0 100 150 200 250
AX
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Sekil 2B: y=1,v=2,6=6,Ax=4.4,At =0.02,¢ = 20i¢in niimerik ¢éziimiin hareketi
L)

0.04

0.03

)
0.0z

1
i
0 -

0.00 . L . \
0

. 1 . ]
150 200 250
Ax

Sekil 2C: u=1,v=2,6=6,Ax=4.4,At=0.02,¢ =30 i¢in niimerik ¢6ziimiin hareketi

Ui, t)
0.04 _,\\
\
L1
III
0.02 \
i
1
1
II
1
1
0ce \
II
II
II
III
0.01
|
I'\u
0.00 | \ |\-.. | \ | . |
0 a0 100 150 200
Ax

250
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[ uim,th
0.04

Sekil 2D: u=1,v=2,6=6,Ax=4.4,At =0.02,¢ = 40i¢in nimerik ¢6ziimiin hareketi
4
0.03

|
0.02

1
0.0

0.00 L L L \
0

1 |
200
Ax

4.6. Sonug ve Oneriler:

Bu caligmada KdV-Burger denkleminin Septik B-Spline fonksiyonlar yardimiyla Kolokeysin
yontemi kullanilarak niimerik ¢6ziimii elde edilmistir. Elde edilen niimerik ¢oziimler ile tam ¢éziimler
edilmistir.

karsilagtirildiginda 6zellikle - v viskozite parametresinin diisiik degerleri i¢in - iyi bir sonug¢ elde
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