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KUINTIK B-SPLINE FONKSiYONLAR YARDIMIYLA BAZI LINEER OLMAYAN
DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI

Oguz CAKI
Matematik, Yiiksek Lisans Tezi, 2013
Tez Danigsmant:Yrd. Dog. Dr. Ahmet BOZ

OZET

Bu c¢alisma Kuintik B-Spline Fonksiyonlar yardimiyla, Kolokeysin Yontemleri
kullamlarak bazi lineer olmayan denklemlerin sayisal ¢éziimleri incelenmistir. Bu tez dort

boliimden olugmaktadir.

Birinci bolimde Spline fonksiyonlar, B-Spline fonksiyonlar, Kuintik B-Spline
fonksiyonlar tanitilmis ve ayrica tez boyunca ele aldigimiz Klein-Gordon, RLW ve Burger

Denklemlerinin tanimlar1 yapilmigtir.

Ikinci boliimde lineer olmayan Klein-Gordon Denklemi icin Kuintik B-Spline
Kolokeysin fonksiyonlar yardimiyla niimerik ¢6ziimii aranmis ve elde edilen veriler ¢izelge

halinde incelenerek kararlilik analizi incelenmistir.

Ucgiincii  boliimde lineer olmayan RLW Denklemi Kuintik B-Spline Kolokeysin
fonksiyonlar yardimiyla c¢oziimii incelenmis, RLW zaman ayristrmasi, RLW konum
ayristirmasi anlatilmigs ve niimerik ¢0ziimii aranarak elde edilen veriler ¢izelge halinde

incelenerek kararlilik analizi incelenmistir.

Son bolimde de Kuintik B-Spline Kolokeysin yontemi Burger Denklemine uygulanmis,

elde edilen sonugclar ¢izelge ile gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Burger Denklemi, Klein-Gordon Denklemi, Kuintik B-Spline
Fonksiyonlar, RLW Denklemi, ,



SOME NONLINEAR EQUATION’S NUMERIC SOLITIONS WITH THE HELP OF
QUINTIK B-SPLINE FUNTIONS

Oguz CAKI
Mathematics, M.S. Thesis, 2013
Thesis Advisor: Asist. Prof. Dr. Ahmet BOZ

SUMMARY

In this work, some non linear equation’s numeric solutions were analysed with the help

of Quinctic B-spline functions by using collocation. This thesis consists of four section:

In first section, Spline functions,B- Spline functions, Quintic B-Spline functions were
introduced. And at the same time definations of Klein- Gordon, RLW , Burger’s equations that

were done.

In second section, with the help of Quinctic B-spline collocation numeric solutions were
searched for the non linear Klein-Gordon equation, and by analysing datum in the form of

chart, stability analyse was examined.

In third section, non linear RLW equations were examined with the help of Quinctic B-
spline collocation functions, RLW time degration and RLW position degration were told and
obtained datum wihch was searched with numeric solutions, stability analyse were examined in

the form of chart.

At the last section, Quintic B-Spline collocation method was applied Burger equation

and results which were gained, was showed with charts.

Keywords: Burger Equation, Klein-Gordon Equation, RLW Equation, Quintic B-spline

Functions
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1. GIRIS

Bu boliimde tezde kullanilacak temel kavramlar ele alinacaktir. Sirasiyla Spline
fonksiyonlarin tanimi ve bazi 6nemli 6zellikleri, B-Spline fonksiyonlarin tanimi, Kuintik B-
Spline fonksiyonlar ve son olarak baslangi¢ ve sinir kosullari ile birlikte Klein Gordan, RLW ve

Burger denklemleri tamtilacaktir.
1.1. Spline Fonksiyonlar

Yiiksek dereceden polinomlarla interpolasyon siirecinde islemlerin artigi sonucu gergek
anlamda kararsiz algoritmalarla karsilagilir.  Yani birgok durumda bdliinme noktalarmin
sayisinin artmasi, yakinsamanmin artmasi yerine, iraksamasi anlamina gelebilir. Ayrica istenilen
fonksiyonlar [a, b] araliginin degisik kisimlarinda degisik Ozelliklere sahip ise (6rnegin,
bolgenin bir kisminda hizli diger kisminda yavas degisiyorsa) fonksiyona tek bir egri ile
yaklasmak uygun sonuglara gétiirmeyebilir. Bu amag i¢in kullanilan Newton ve Lagrange
Interpolasyonlarmin derecesi nokta sayis1 arttikca artacagindan, bu tiir polinomlarda yapilacak
islemler zorlasir. Bu gibi durumlarda art arda gelen iki veri arasinda birinci, ikinci yada ti¢iincii
dereceden fonksiyonlarla yaklasimin yapildigi spline interpolasyon ydntemi Onerilmektedir.
Spline interpolasyonu, tanimlanan aralik tizerinde ve sonlu noktalarda, birbirini 6rtmeyen alt

araliklarda, daha kii¢iik dereceden polinom bulma esasina dayanir (Davies, 1980).

Reel sayilarin monoton artan bir dizisi olan x1, x2,...... , X" degiskenlerine bagli m.
dereceden s(x) spline fonksiyonu asagidaki iki 6zellige sahip ve reel eksen {lizerinde tanimli bir
fonksiyon olsun.

a. s(x), j=1,.....n-1 olmak iizere her [x/, x/*'] arahginda m. yada daha kiiciik
dereceden bir polinomdur. ( Burada x0=- ®© ve x 7+ = © olabilir.)

b. s(x) kendisinin 1,2,.....,(m-1) inci basamaktan tiirevleri tanimlanan her aralikta ve x‘
(i=1,2....,n) boliinme noktalarinda siireklidir.

Yukaridaki tamima goére parcali polinom fonksiyonlar, siireklilik ve tiirevlerinin belirli

kosullar1 saglamas1 durumunda bir spline fonksiyonu olusturur.

Spline fonksiyonlar asagidaki 6zelliklere sahiptir;



1. Spline fonksiyonlar, uygun tabanlara sahip sonlu boyutlu lineer uzaylardir.

2. Spline fonksiyonlar, diizglin fonksiyonlardir.

3. Spline fonksiyonlar, elde yada bilgisayarda yapilan hesaplamalarda kolaylik saglarlar.
4. Spline fonksiyonlarin tiirevleri yada integralleri de yine bir spline fonksiyondur.

5.Yaklagim teorilerinde spline fonksiyonlarin kullanilmasi ile dogal matrisler ortaya

cikar ve bu matrisler uygun determinant 6zelliklerine sahiptir.

6. Alt araliklara ayrilmig [a,b] aralig1 iizerinde her siirekli fonksiyona k-mc1 dereceden

spline fonksiyonlar ile iyi yaklasimlar elde edilebilir.

7.Spline fonksiyonlar kullanilarak sadece fonksiyona degil ayni zamanda bu

fonksiyonun tiirevlerine de iyi yaklagimlar yapilabilir.
1.2. B-Spline Fonksiyonlar

Giliniimiiz diinyasinda yasanan biiylik gelismelerden sonra, bilgisayar ¢izimlerinde
egrileri tanimlayabilmek i¢in ¢ok yonlii yaklagimlar sunan B-Spline fonksiyonlar, geometrik

modelleme, bilgisayar ¢izimleri ve daha bagka bir¢ok alanda 6nemli bir konuma gelmistir.

Cok sayidaki veri noktalarma bir tek egri ile yaklagsmak biiyiik kolaylik saglasa da bazi
hallerde bu durum biiyiik hatalara neden olabilir. Ayrica bu amagla kullanilan Newton ve
Lagrange Enterpolasyon polinomlarmin derecesi nokta sayisi arttikca artacagindan, bu tiir
polinomlarla yapilacak islemler zorlagir. Bu durumda, diigiim olarak adlandirilan noktalarda
birbirlerine bagli, polinom egri pargalarindan olusan B-Spline fonksiyonlar yardimiyla yapilan

yaklasimlar bir alternatif olarak kargimiza ¢ikar.

B-spline fonksiyonlarla diferensiyel problemlerine yapilan yaklasim metodlarindan iki
tanesi Galerkin ve Kolokeysin metodlaridir. Galerkin metodu, B-spline yaklasim metodlariin
icinde en ¢ok kullamilan metodtur. Kolokeysin metodu ise sadece diiglim noktalarinda
hesaplama yaptig i¢in Galerkin metoduna gore hesaplama zamanindaki azalma nedeniyle daha

ekonomik bir alternatifi temsil eder.

Bu kisimda Klein — Gordan denklemi, RLW denklemi ve Burger denkleminin sayisal
cozlimlerinde kullanilacak yontemlerde agirlik ve yaklagim fonksiyonu olarak Kuintik B—Spline

fonksiyonu verilecektir.

[a, b] araliginin bir diizgiin par¢alanisi;



a=x,<X; <. <Xy <Xy =Db (1.2.1)

olarak alinacaktir.

1.3. Kuintik B-Spline Fonksiyonlar

x™ boliinme noktalar1 ve x>, x4, X3, x-2, x-1, XN+l xN+2 xN+3 = x N+4  x N+5

boliinme noktalar: yardimiyla ¢, (x) Kuintik B-spline fonksiyonlari,

m=-2,...... ,N+2 olmak iizere,

[X m=3 , xm—2]

(x— xm—3)5 —6(x — xm—2)5 [xm-2, xm1]

(x_xm—S)S _6(')C_xm—2)5 -i-ls('x_xm—])5

[Xm—] , Xm]
h_5 (x_xm—3)5 _6()C_xm—2)5 "'15(35_)%—1)5 _20(x_xm)5 [xm, xm+]
(x_xm—3)5 _6(x_xm—2)5 _‘_ls(x_xm—l)5 _2(Xx_xm)5 +
+15(x-x,,,)’ [xm+ | x 2]

(x_xm—3)5 _6(x_xm—2)5 _‘_ls(x_xm—l)5 _2(Xx_xm)5 +

5 5
+15(x-x,,) —6(x—x,,.,) xm+2 | xmi3 ]

\_ 0 D.D

seklinde tanimlanir. (Sanz-Serna et al., 1981; Clough, 1960).

XN:{¢—2,¢—], ................ ¢N+] ’¢N+2}

[x7-3, xm+3] arahg1 disinda Kuintik B-spline ¢, (x) fonksiyonu ve onun tiirevlerinin

tamamu sifirdir. ¢, (x) ve onun dordiincii mertebeye kadar tiirevlerinin béliim noktalarindaki

degerlerini bir ¢izelge ile verelim.



Cizelge 1.1 ¢, (x) fonksiyonunun boliim noktalarindaki degerleri

X xm3 | xm2 | xml Xm | oxmtlo|oxmi2 | x
b, 0 1| 26 | 66 | 26 | 1 0
0 0 s |50 | 0o | 50| -5 0
W26, | 0 | 20 | 40 |-120] 40 | 20 | 0
W2 | 0 | 60 | -120] 0 | 120 60 | 0
p4o | 0 | 120 | <480 | 720 | -480 | 120 | 0

U yaklasik ¢6ziimii B-spline fonksiyonlar cinsinden agagidaki gibi ifade edilebilir.

Uy (1) =6,(0) ¢, (x)+6_ (1) ¢ (x) + 60 (t) @y (X) + ...+ Gy () Py (X) +
+ 0y () Py s (X)

U, yaklasik ¢ozlimii ve dordiincii mertebeye kadar olan tiirevleri, eleman parametreleri

cinsinden;

U,=Ux_,)=0,,+2658,,+665, +265,,,+3,.,

U’m = U’ (Xm) :%(5m72 + 1Oamfl _10 5m-l _5m-2)

2

U”m = U”(Xm) = E_O(aerZ + 25m+l _65m + 25m-l + 5m72)

U’”m:U”’(Xm):E_(z(a _25m+l +25m-l _5m72)

m+2

U(r:) = U(4) (Xm) :1}?—40(5 _45m+l + 65m _45m-l _5m72)

m+2

bi¢iminde yazilabilir.



1.4. Klein — Gordan (KG) Denklemi
U, -U,=SWU) (1.4.1)

Formundaki lineer olmayan Klein — Gordan denkleminin sayisal ¢oziimleri {izerinde
calisacagiz. Bu denklemde ki t ve x indisleri sirasiyla zaman ve konuma gore tiirevleri ifade
etmektedir. (1.4.1) ile verilen denklem KG denkleminin genel halidir.  Denklemdeki f(U)
fonksiyonunun yerine farkli ifadeler alinarak linecer olmayan Klein — Gordan denklemi

a, B, v # 0 olmak iizere,
U,-a’U_ +aU-BU’+U° =0
U,-a’U_ +aU-pU’ =0
U,-a’U_+ aU-BU" =0 (1.4.2)
U,-a’U_ +aU-pU"+yu*' =0
U,-a’U_+aU-BU™ + U =0
seklinde farkli formlarda yazilabilir. (Polyanin et al., 2004; Infeld et al., 2000).

1.5. Regularised Long Wave (RLW) Denklemi

U+ U+ e&U0U +uU_, =0 (1.5.1)

xxt

Formundaki denkleme Diizenlenmis Uzun Dalga Denklemi (RLW) denklemi denir.
Tezin ilerleyen boliimlerinde, lineer olmayan bu denkleminin niimerik ¢6ziimiine ¢alisacagiz.

Bu denklemdeki € ve p reel sabitler, # ve x indisleri ise tlirevleri gostermektedir. Simr kosullart:
U(a,t)=a,
U,t)=a,
U (a,t)=U_(b,t)=0
Uxx(a’t):Uxx(b’t):()’ 1€(0,T] (1.5.2)

ve baslangic kosullar1 olarak da;

U(x,0) = f(x), a<x<bh (1.5.3)



kullamlacak, f(x) daha sonra segilecektir.

D. H. Peregrine ardisik dalgalarm gelisimini modellemek i¢in RLW denklemini
Onermistir ve denklemin sonlu farklar metodu ile ilk niimerik ¢éziimlerini elde etmistir. T. B.
Benjamin, J. L. Bona ve J. J. Mahony ise, RLW denkleminin ¢6ziimlerinin daha yaygin
olarak bilenen Korteweg-de Vries (KdV) dalga denklemi ¢6ziimlerine benzerligini
gostermiglerdir. J. C. Eilbeck ve G R. McGuire birinci ve ikinci mertebeden iki adimli ve
ikinci mertebeden ti¢ adimli sonlu farklar metotlarim1 kullanarak RLW denkleminin niimerik
¢ozlimleri lizerinde ¢alismuglardir. Ayrica 1977 yilinda, ii¢ adimli sonlu farklar yontemi tizerine
daha ayrintili bir ¢alisma yapmuslardir. C. J. Padam ve L. Iskandar farkli formdaki sonlu
farklar yontemini kullanarak, RLW denkleminin niimerik ¢oziimleri lizerine ¢aligmiglardir. M.
E. Alexander ve J. L. L. Morris Kiibik spline kullanarak, Galerkin metoduyla RLW
denkleminin niimerik ¢ozlimiiyle ugrasmuslardir. L. R. T. Gardner, G. A. Gardner ve L. R. T.
Gardner, I. Dag kiibik B-spline kullanarak, Galerkin metoduyla RLW denkleminin niimerik
¢oziimlerini sunmustur. Problem (1.5.1) ve (1.5.3) un varlik ve teklik 6zellikleride J. L. Bona ve
P. J. Bryant tarafindan ele alinmistir. Q. Chang, G Wang ve B. Guo, RLW denklemi i¢in
korunumlu fark yontemini vermislerdir (Chang, et al.,, 1995). Yontemin yakinsaklik ve
kararliligim ispatlamislardir. P. C. Jain, R. Shankar ve T. V. Singh, RLW denklemini parcalayip
kiibik spline kullanarak sonlu farklar metoduyla niimerik ¢6ziimlerini bulmuslardir (Jain et al.,
1993). L. R. T. Gardner, G. A. Gardner ve I. Dag, Kuadratik B-spline kullanarak Galerkin
metoduyla, RLW denkleminin niimerik ¢ozlimiinii yapmiglar (Gardner, et al., 1995). L. R. T.
Gardner, G. A. Gardner ve Abdiilkadir Dogan, Lineer sekil fonksiyonlar1 kullanarak, RLW
denklemin en kii¢iik kareler metoduyla niimerik ¢6ziimii iizerinde ¢alismuglardir (Gardner, et
al.,, 1996). L. R. T. Gardner, G A Gardner, F. A. Ayoud ve N. K. Amein, kuintik B-spline
kullanarak, Petrov-Galerkin metoduyla RLW denkleminin niimerik ¢dziimlerini yapmuslardir
((Gardner, et al., 1997). D. Bhardwaj ve R. Shankar, RLW denklemini par¢alayip kuintik spline
kullanarak, sonlu farklar metoduyla niimerik ¢dziimiinii, yerel kesme hatasim ve karalilig
cahgmslardir (Bhardwaj, 2000). 1. Dag, kuadratik B-spline kullanarak, en kiiciik kareler
metoduyla RLW denkleminin niimerik ¢dziimiiyle ugrasmuistir (Dag, 2000). I. Dag ve M. N.
Ozer, kiibik B-spline kullanarak en kiigiik kareler yontemiyle RLW denkleminin niimerik
¢Ozimiinii yapmiglardir (Dag, 2001). Abdiilkadir Dogan, kuadratik B-spline kullanarak,
Petrov-Galerkin metoduyla ve lineer sekil fonksiyonlar1 kullanarak, Galerkin metoduyla RLW
denkleminin ¢dziimlerini ¢aligmuigtir (Dogan, 2001; Dogan, 2002; Saka, 2002).



1.6. Burger Denklemi

v, reel bir sabit olmak iizere;

U,+UU,_+vU_=0  a<x<b 16.0)

ifadesindeki denkleme Burger Denklemi denir. Ilk olarak Beteman [24] tarafindan ¢alisilmustir.
Bu denklemin Burger denklemi olarak anilmasinin nedeni ise Burger’in 6zellikle turbulansin

modeli olmasi gibi, bu denklemi igeren genis ¢capli calismalar yapmis olmasidir.

Burger denkleminin yaklagik ¢6ziimiinii;

u+uu +vU, =0 a< x < b denkleminin baslangi¢ kosulu;

U(x,0) = f(x) (1.6.2)
ve sinir kosullari;

UGat) = B, Uy = B, (1.6.3)

olarak almir. Burada S, ve [, problemde ihtiya¢ duyulan sabitler, U=U(x,t) yeterli tiireve

sahip diferansiyellenebilir fonksiyon, f(x) smirhdir.

Burger denklemi, 1s1 iletimi, gaz dinamigi, esneklik, sayilar teorisi, sok dalga teorisi ve

turbulans problemlerinin modellenmesinde kullanilir.



2. KLEIN - GORDON DENKLEMININ KUINTIK B-SPLINE KOLOKEYSIN
METODUYLA COZUMU

2.1. Giris
Bu béliimde,
U,- U, = f(U) 2.1.1)

formunda tamimlanan lineer olmayan KG denkleminin Kuintik B-Spline Kolokeysin yontemiyle
sayisal ¢oziimii lizerinde duracagiz. Bu denklemdeki x ve t indisleri sirasiyla konuma ve zamana

gore tiirevleri gostermektedir.

Denklemdeki f(U) fonksiyonunun yerine farkli ifadeler alinarak lineer olmayan KG

denklemi farkli formlarda yazilabilir.

Biz bu boliimde f(U) fonksiyonunun yerine U(1-U* ) fonksiyonunu alacagiz. Yani

denklem,;

U,- U, =U®1-U% (2.1.2)
olacaktir (Boz, 2006).
2.2. Kuintik B-Spline Kolokeysin Metodunun Uygulanmasi

[a,b] araliginin boliinme noktalarinda,

a=Xo<X<x<......... <x,=b alt araliklara bolelim.

o(x), m=-2,-1,.....N+1, N+2  fonksiyonlar1 bolim noktalarinda tammli Kuintik B-

Sipline fonksiyonlar olsunlar.

KG denklemindeki U(x,t) fonksiyonunun yaklasik ¢oziimiiniin Uy(x,t) oldugunu

varsayalim. Kuintik B- Spline fonksiyonlar tiiriinden yaklasik ¢6ziim;

Uy X, 1) =6,() ¢, (X)+6,(1) B, (X)+ 6, (1) Py (X) +....+ Oy (D Py (X) +
+052 (D Py (X) (2.2.1)

Bu ifadedeki d,, (2.1.2) denkleminin kuintik kolokeysin formundan ve

U (a,t)=0, U_(b,t)=0 te(0,T]

U,@t=0, U,(b)=0 (22.2)



siir kosullarindan elde edilecek zamana bagli parametrelerdir.
Kuintik B-Spline fonksiyonlar cinsinden U yaklasik ¢6ziimii ;
m+3
U, = 254,
j=m-2

seklinde yazilir.

Cizelge (1,1) kullanilarak boliinme noktalarinda eleman parametreleri cinsinden Uy,

yaklasik ¢oztimii;
Um :U(Xm) :5m-2 +265m—] +665m +265m+] +5m+2 (223)

seklindedir. Bu yaklasik ¢6ziimiin tiirevleri;

U'm = U'(Xm) =%(5m—2 +105m—] -105m+] -5m+2)

U”m =U" (Xm) z?(5m+2 + 2’5m+] - 65m + 2’5m—] + 5m—2)

2

U”'m = U”'(Xm) Z%(5m+2 -25m+] +2’5m—] -5m—2)

Uf‘:]t) = U(4) (Xm) = 1}12_40(5m+2 - 45m+] + 65m - 45m—] - 5m—2)

(2.2.4)
olarak bulunabilir.

Uy in bolim noktalarindaki (2.2.3) degerleri ve (2.2.4) tiirevleri (2.1.2) de yerine

yazilirsa;

oo

5 m2+26 8 mi+66 8 m+26 8 mut & mis -%(5 125, -65. +25. , +5. )

m+2

-2,.(0,,,+265, ,+665, +265 ., +05,.,)=0

z, =5, ,+265_ ,+665_ +265_ ,+5 ) -1 (2.2.5)
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N +1 denklemli diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Burada "c°" zamana baglh
ikinci mertebeden tlirevdir. d, eleman parametresinin iki ardisik zaman adimi n ve n + 1

arasinda degerleri Crank-Nicholson formiilii yardimiyla;

1
— n+l n
Su= 2(On +9m) (2.2.6)

ve bunun zamana gore ikinci tiirevi sonlu farklar yaklagimiyla;

L@ 26 +5m)

50; = -2
At (2.2.7)

olarak bulunur. Bu degerler (2.2.5) denklem sisteminde yerine yazilirsa;

m—2 m—1

Q+(z, —%)Atz)&”' +(52+(26z,, —g)mz)a"” +(132+(66z,, +f—20)At2)5;+' +

m+1 m+2

(52 + (262, — %)Atz)é”” +(2+(z, - E—?)Aﬁ)a"” =(4+(-z, + E—(Z))Atz)&nj_z +

(104+ (262, + %)Atz)én'j_] +(264+(—662,, + lhizo)At2 )O! +(104+ (=262, + %))Atz)d;” +

4+ (-2, + E—g)mz)an _26M _ 5280 13250 — 5250 — 280!

m+2 m+1 m+2

(2.2.8)

elde edilir. Bu sistem yeniden diizenlenirse N + 1 denklem N + 5 bilinmeyenden olusan cebirsel

denklem sistemi bulunur.
n+l n+l n+l1 n+1 n+1
ﬁm,5m—2 +ﬁm25m—1 +ﬁm35m +ﬁm25m+1 +ﬁm,5m+2 =
n n n n n
ﬁm45m—2 + ﬁmSém—] + ﬁm65m +ﬁm55m+] +ﬁm45m+2 -

(2.2.9)

26 =528 -132 8" -52¢8"-258""

m + 1 m+2

Burada;

B, =2+(z, - %)Atz

B, =52+(26z, —E—?)Atz
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B,; =132+ (66z, —f—?)Atz

B, =4+(-z, + E—?)At2

B,, =104+ (=26z,, + ;—?)Atz

B,, =264+ (—66z, — f—?)At2

dir. Bu denklemdeki 6, , &, , On+1 Ve On+ parametreleri sinir kosullari kullanilarak yok

edilecektir. Boylece (N + 1) x (N + 1) boyutlu 5 bandli késegen denklem sistemi elde edilir.

(2.2.2) sinir kosullar1 eleman parametreleri cinsinden;

%(52 +106, =106, -6 ,)=0
20
?(52 +20,-66,+26 ,+6,)=0

%(51\“2 +105N+] _1051\1-1 _5N—2) =0
(2.2.10)

20
? (5N+2 + 25N+] - 65N + 25N—] + 5N—2) =0

olarak yazilabilir.
Bu denklemlerden sinir parametrelerinin degeri;

165 65
5_2 :T(SO +75] —52
5, =-5,-08,-25
8 2.2.11)

33

5N+] =- 5N-2 - 5N—] - ? 5N

65 165
5N+2 = 5N-2 + 7 5N—] + T 5N
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seklinde elde edilir.

Bulunan bu degerler (2.2.9) denklem sisteminde yerine yazilir. Buna gore (2.2.9)

denklem sisteminde m = 0,1 alarak;

m+2

F=p,08%+B,0% +B,05 +B,0" +B, 5" —200 —5250 —1325)" =525, 1 — 250!
(2.2.12)
F,=B,06"+B,5 +B,6" +B,8" +B, 5 —26, —525," —1325!" —525,™ - 25"
m=N-1, N alarak,

Fy=B,005+B,00a + B0 + B, 0" + B, 05 = 20,5 = 52037, —1325,7, =520, = 267,

N+1
(2.2.13)

Fun =B, 002+ B0 + B, Oy + B, 03 + B, Oy = 2035 =520, = 1326, =525, - 20,

N+l N+2
yazilir.

(2.2.11) eleman parametreleri (2.2.12) ve (2.2.13) denklemlerinde yerine yazilip

denklemler diizenlenirse ilk iki denklem:;

165 33 65 5 13 1
St _ + 5n+] +(—= _= 5n+] +(== _ - 5n+] :F
B 2 B+ B )00+ By = B )00 + (0B, 8ﬁmz) » =K

9

33 n+ 9 n+ 1 n+ n+
(_gﬁml +ﬁm2)50 ]+(_Zﬁm| +ﬂm3)5] ]+(_§ﬁml +ﬁmz)52 ]+ﬁm|53 ] :FZ

ve son iki denklem;
33 n+l 9 n+l 1 n+l n+l
(‘?ﬁml + ﬂmz oy + (_Zﬁm' + ﬁm3 Yoy + (_g ﬁml + ﬁmz Yoy + ﬁm] oy =Fy

165 , 33 o 65 5. 13 1, .
B =5 B + P )0y L+ &P =5 P, )3V + G P =g P, )3 =Fy.

olarak bulunur. Buna goére denklem sistemi,

A" =[62,8, S0, 00T

N+1?

veE



F=Bd" + Cd™"

olmak tiizere,
Adn+] — F

seklindedir.

Buradaki A, B, C matrisleri sirasiyla;

a b c
e f B,
m, Bu, Bu, Bu, Bu,
Bu  Bu, Bu, Ba B,
A =
B f
L ﬂm'
Burada;
165 33
a=—/p ——p +
B BB,
65 5
b=— -——
> B~ b,
13 1
c=— ——
B P
dir.
_ﬁm4 ﬁlﬂs ﬁlﬂﬁ ﬁlﬂs ﬁm4
ﬁm4 ﬁlﬂs ﬁlﬂﬁ ﬁlﬂs
B:
ﬁm4 ﬁlﬂs
L ﬁm4 ﬁlﬂs

vE

ﬁm4

9
e=——p +

Pt B,
f=—lp 4p

8 ™

ﬁlﬂﬁ
ﬁlﬂﬁ

ﬁlﬂs

ﬁlﬂs

ﬁm4

ﬁm4_

13

(2.2.14)
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2 =52 -132  -52 -2
2 -52 -132 -52 -2

2 -52 -132 52 -2
2 -52 -132  -52 -2

seklindedir.  6",, 6", Oy,,, Oy,, smir parametreleri her zaman adiminda (2.2.11)

denklemlerinden hesaplanabilir.

2.3. Baslangic Durumu

5! parametresini (2.2.13) denklem sisteminden elde edebilmek icin &, ve &)
baslangi¢c degerlerinin hesaplanmasina ihtiyag vardir. Bunun i¢in U(x,0) baslangi¢ kosulundan

(2.2.1) yaklasik fonksiyonu yardimiyla 5}2 ve sonlu fark yaklasimindan 5;1 ,
5! =8, At+5°
Formiilii yardimiyla baslangi¢ parametreleri belirlenebilir. Boliinme noktalarindaki,
Uy(x,,0=Ukx,,0), m=0,....N
degerleri kullanilarak & parametresi i¢in,
U(0) =68 +2668] +665, +265, + 6,
U(0) =681 +2665; +6665 +2635) + 65
(2.3.1)

U(xy,0) =8y, +26 53, +66 35y +2657,, + Sy

N+1 N+2

N + 5 bilinmeyen N + 1 denklemden olusan denklem sistemi elde edilir. Bu denklem
sisteminde 8%, 8%, Sy.;» On,, parametreleri yok edilirse, N+1 bilinmeyenli N+1 denklem

sistemi elde edilir. Yok etme islemi igin,

Uy(a,0) =0, Uy(b,0) =0 2.3.2)



Uy (a,0)=0, Uy (b,0)=0

siir kosullarini kullanacagiz. Bu smir kosullar1 yardimiyla;

%(5; £105°—108° —5°) =0
20 0 0 0 0 0
?(52 +26, =60, +26°,+06.,)=0
5 0 0 0 0
Z(5N+2 +105N+] _105N—] _51\]—2) =0

2050 4250 —65° +28)  +6,).,)=0
h2 N+1 N N-1 N-2

N+2

0 0 0 0 .
yazilir. Buradan &7, 6, Oy,,, Oy,, parametreleri

15 3

8, == 8, ~ 56 -3.5]
50 =350 4350+ Lo
40 270 Ty
59 :%53_2 +%53_, -%5;;
5 :-%53_2 _567, +%5g

olarak bulunur.

Bu ifadeler (2.2.14) denkleminde yerine yazilirsa,

[54 60 6
2525 675 2625 1
1 26 66 26 1
A =
1 26 66 26
1 26.25 67.5
I 6 60

15

(2.3.3)

(2.3.4)

25.25
54
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=[0,, 0 o, O e , 5]3 1",
b=[U(x,), U(X,),........ U(xy,) Uxy) 1
olmak iizere, o eleman parametresi igin matris formunda;
A8’ =b

denklemi elde edilir. Dolayisiyla (N+1)x(N+1) tipinde bes siitun elemanli band matris sistemi

bulunmus olur. Bu sistemin ¢6ziimii Thomas algoritmasi ile elde edilir.

Lineer hala getirdigimiz (2.1.2) denkleminin ¢ziimii,

(5 )n+] 511 +— (5n+] 5::])

iterasyon formiilii kullanilarak her zaman adiminda iyilestirilebilir. (2.2.13) sistemi
kullamilarak Thomas algoritmasi yardimyla "' yaklasimlar1 bulunur.

Yeni zaman adimina gegmeden 6nce, "' degerini iyilestirmek i¢in bu degerlere,
(5 )n+] 511 +— (5n+] 5::])

iterasyonu iki veya ii¢ kez tekrarlanir. Boylece 8"*' yaklasimlarimnin yeni degerleri elde

edilmis olur.
2.4. Niimerik Coziim

Uygulanan yontemin etkinligini gostermek igin bir test problemi iizerinden yapilan

caligmay1 inceleyelim.

U, -U,, =U(1-U?) seklinde tamimlanan KG denkleminin;

X -ct
J_Jh ci

seklindeki ¢ozliimiinii ele alalim. Bu test probleminde;

U(x, t) = tanh

U(x,0) = fanh

\/_\/( ) a<x<bh, >0
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U,(x,0) =0 baslangig sartlar1 ve
U(a,t)=-1 U(b,t)=1
U@=0 U bt=0 Sinir sartlar1 kullanilacaktir.

Hesaplama ¢ = 0,5 alinarak —30 < x <30 araliginda, t = 10 zamanina kadar yapildi.

Cizelge 2.1 t = 10 aninda farkli h ve At degerleri kullanilarak elde edilen sonuglar

c=0,5 t=10 ve —30=x<30 jin Ly ve Lo Hata Normlari
h At L,x10° L x10°
0,2 0,05 14,291066619 11,015555382
0,1 0,02 3,637415657 2,827508688
0,05 0,01 0,848178966 0,661198080
0,02 0,005 0,055507116 0,046607804

Buradaki L, ve L, hata normlart;

N 2
L, :\/hZ\Uj -(Uy),|
j=0
L. Jv-u,|. = mc;x‘Uj—(UN)j‘

seklindedir.
2.5. Sonug

Farkli konum ve zaman araliklar1 kullanilarak yapilan hesaplamalar sonucunda L,

ortalama hata normu ve L maksimum hata normu 6l¢iimlerinden lineer olmayan KG denklemi

icin Kuintik B Spline Kolokeysin yonteminin iyi sonuglar verdigi goriilmiistiir.
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3. RLW DENKLEMININ KUINTIK B-SPLINE KOLOKEYSIN METODUYLA
cOzUMU

3.1. Giris
U+U+eUU +pnU_ =0 (3.1.1)
Seklinde tanimlanan RLW denkleminin sayisal ¢6ziimiinii ele alacagiz. Burada € ve u
pozitif parametreler, x ve t ise konum ve zamana gore tiirevleri gostermektedir (Saka, 2008).

Bu denklemin sayisal ¢6ziimleri igin sinir kosullari;

Uat) =5 Ub,t) =B, (3.1.2)
U (a,t)=0 U (b,t)=0

ve baslangig kosulu;
U(x,0) = f(x), a<x<b (3.1.3)

seklinde seg¢ilsin. Burada f(x) daha sonraki bdliimlerde test problemlerine gére tanimlanacaktir.

[a,b] ¢Ozlim araligini;

olacak sekilde alt araliklara bolelim. Burada;

h=x_-x_, m=12,...,N
3.2. Metodun Uygulanmasi
X, diigiim noktalarnda ¢, (x) Kuintik B-Spline fonksiyonlar1 kullanilarak;

m=-2,....... , N+2 [a,b] araliginda ¢6ziim arastiralim.

(3.1.1) denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢in Kuintik B-Spline Kolokeysin metodunu

kullanalim.
U(x,t) analitik ¢oziim, U (x,t) yaklasik ¢oziim olmak tizere ;

N+2

Uy(x,0) =Y. 6,(D)9,(x) 3.2.1)
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seklinde aranacaktir. Burada ¢, (x) Kuintik B-Spline fonksiyonlar ve O  zamana bagh
parametrelerdir.

(3.2.1) yaklasimi ve (3.1.1) denklemi, Kuintik B-Spline fonksiyonlar1 kullanilarak x

noktasindaki U ve birinci, ikinci tiirevleri olan U’ ve U” degerleri elde edilir.

U_=U(x,)=0,,+265_,+665 +265_ ., +0,_

+2

+1068,,,-105_, -5 ) (3.2.2)

m+2

Ul = Ulx,) = %(5

+25 ,,—-60_ +26_,+6.,)

m+2

U’ =U"(x,,) :%(5

Kolokeysin noktalari, secilen diiglim noktalar1 ile baglantilidir. (3.2.2) ifadeleri (3.1.1)

de yerine yazildiginda;
° ° ° ° ° 5 1
5. 4265, 4665, 4268, + 8., +-UT ) (s 105 105, -5, )
2 o o o o o
- Oglu (5m+2+ 25m+] - 65m + 25m—] + 5m—2) = 0
h (3.2.3)

€ o »

diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Burada zamana gore tiirevi belirtir.

(3.2.3) sistemindeki Zm ;

z,=0,,+2656, , + 660, +260,,, + O dir.

m m+2

dm Ve onun zamana gore tiirevi olan ¢ parametrelerini Krank — Nicolson formiilii ve

alisilmus ileri sonlu fark formiilii yardimiyla n ve n+1 gibi iki zaman aralig1 arasinda;

n+l n ° n+l _ on
O S O

324
" 2 " At G249
seklinde ifade edilir. Bdylece n ve n+1 gibi sirali iki zaman adimi arasindaki tekrarlama

bagmtisi elde edilir Buna gére zamana bagli bilinmeyen &' ve &' ( i=m-2,....,m+2)

parametreleri ortaya g¢ikar.
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amlé‘)“mtlz + am28“m+_11 +o, 00 + am46”m++ll + amSS“mfz

=, 80 ,+a, 8h 40,80 +a, 80, +o, 8, 625)
Burada,

Ot = 20 — ShAt(1+ezy) - 404

e =52h° — 50hAt(1+¢z,) - 80,

Om3 =132h% +240 H | (3.2.6)
Oms =527 + 50hAt(1+ez,) - 80H

Oms =2h° + ShAt(1+ezy) - 404, m=0,1,.......N

seklindedir.

Yukaridaki sistem N+1 denklem, N+5 bilinmeyen parametrelerden olusur.(3.2.5)

denklem sisteminden;
U(a,t)= B U(b,t)=p, ve Us(a,t)=0, Uy(b,t)=0

smir kosullart kullamlarak &%",8"",85",50", parametreleri yok edilecektir. Boylece

(N+1)x(N+1) matris sistemi ortaya ¢ikar. Ortaya ¢ikan besgensel matris sistemi Thomas

Algoritmasi yardimiyla kolayca ¢oziilebilir.

O, eleman parametrelerini hesaplayabilmemiz igin 5}2 baslangi¢ parametresini

bilmemiz gerekir.

Bunun igin ;

(Un)x(a,0) = 8% +108°, —105) - 87 =0

(Un)(@,0) =8, +28°, =68, +25) +68, =0

Un(a,0)=6,_, +265,_, + 668, +265,., +6,,, =U(x, 0) (3.2.7)

(Upn)x(b,0)=87 , +105,

N+2

N+l T 1051(\)1—1 - 51(\]/—2 =0

(Un)u(0,0) = Sy, +251,, =65y +25,  +5y , =0

N+2
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esitlikleri kullanilir. 5}2 baslangi¢ parametresinin hesaplanmasiyla besgensel matris sistemi
hesaplanabilir duruma gelebilir. (3.2.5) denkleminin lineer olmama durumuyla baglantili z,

ifadesindeki 8., zaman parametresi O, ile yer degistirir. Boylece denklem lineerlestirilmis olur.

3.3. RLW Zaman Ayristirmasi

RLW denklemini;
U-uU,), +26UU, =0, (3.3.1)
(U-pU,,), +2U, =0, (3.3.2)

Seklinde zamana gore ayristiralim. x, digim noktalarmda (3.3.1) ve (3.3.2)

denklemlerinde

Unm, U, U’ degerleri yerine yazildiginda, asagidaki birinci dereceden diferansiyel

denklem sistemi;

5 4265, 1665, +268 .+ 5. — 2£f 6,425, .-65,+25 +5.)
+ 1062m (5m+2 + 105m+] - 105m—] - 5m—2) = 0’
h (3.3.3)
o o o o o 20/1 o o o o o
0,,+2656, ,+6606, +2606, .+ 9, ,,— e ©0,.,+206,,-66,+26, +9,,)
10
+—(@,,,+105,,, 105, , -6, ,)=0,
h (3.3.4)

Burada,

z, =08, ,+265  +665 +265 . +3,

m+1
seklinde tanimlanur.

Crank-Nicolson algoritmasindan ve alisilmis sonlu fark algoritmasindan &, ve onun

o

zamana gore tlirevi olan ¢ esitlikleri;

n n+1/2 ° n+1/2 n
5 _Onton 5 o5
’

! 2 ! At (3.3.5)
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seklinde yazilabilir. Bu yapilan islemler n ile n+1/2 zaman adimlari arasinda 6, ve 51."”/2 i¢in

gergeklestirilmistir.  (i=m-2,....,m+2)
n+1/2 n+1/2 n+1/2 n+172 n+172
am]6m72 +a’m26m71 +a’m36m +a’m46m+1 +a’m56m+2
n n
m+1+a’m]6m+2 (336)

n

_ n n
= amsﬁmfz + a’m46m—1 +a,,0 + amzé

a,, =20’ —ShAtez, - 40 41,
a,, =52h" = 50hAtezy, - 80 1,
a, = 132h% 4240 1,
a,, =520’ +50hAtezy - 80 i,

a, = 2h* + ShAtez, - 40 11 , seklindedir.

Benzer sekilde n+1/2 ve n+1 araliginda (3.3.4) denklemi olarak ifade edilen denklem,

5n+l +5n+1/2 ° 5n+l _5n+1/2
5m — m m , 5m — m m
2 At (3.3.7)
dontisiimleri yardimiyla 8?8 (i=m-2, ....... , m+2) igin,
n+l n+l1 n+l1 n+1 n+l
am(,ém—Z +0’m78m—1 +0’m88m +0’m98m+1 +0’m108m+2
2 n+1/2 n+1/2 n+1/2
+0’m88m +0’m78m+1 +0’m68m+2 (338)

_ n+1/2 n+l1
ammém—Z + amgém—l

seklinde ifade edilir.
a, = 2h* = 5hAt-40u,

a, =52h"—50hAt-80u,

m

a, =1320°+240 u,
a, =520’ +50hAt-80 u,

a, =2h*+5hAt-40u ,
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(3.3.6) ve (3.3.8) denklemleri RLW denkleminin ¢éziimii i¢in ¢ok adimli sonlu fark
algoritmasi olusturur. Bu algoritma N+1 denklem N+5 bilinmeyen parametreden olusur.

Sistemin tek ¢ozlimiinii elde edebilmek i¢in 4 parametrenin yok edilmesi gerekir. Verilen;
U(a,t)= 4, Ub,t)=8, ve U (a,t)=U_(b,t)=0

siir kosullar1 yardimiyla,
5,8 ,00.,1,00., (iFn+1/2,n+1)

parametreleri, elemine edilecek parametrelerdir.

U(at)=8, ve U_(a,t)=0 smir kosullar1 yardimiyla 5°,,8', parametreleri,

Ub,t)=8, ve U, (b,t)=0 smir kosullar1 yardimyla da &,,,5y,, parametreleri yok
edilir. Boylece 5 bandli bir matris sistemi Thomas Algoritmasi yardimiyla ¢oziiliir. Bu ¢ozliime
baslayabilmek i¢in 5,2 parametresine ihtiyag¢ vardir. Bu baslangic parametresi (3.2.7) ile verilen

sartlar1 saglayan baslangic ve sinir kosullarindan elde edilecektir.
3.4. RLW Konum Ayristirmasi
Bu béliimde;

V(x,t)= - U, (x,t) esitligi yardimiyla,

U, -1+U)V+uv, =0,
V+U, =0
(3.4.1) Denklem sistemi olusturulur. Bu denklem sisteminin ¢dzliimii i¢in baglangig

kosullari;

U@t =8, Ubb=p8,. V(@@t)=0, V(bt)=0
U.(at)=0, U(bt=0, V.(at)=0, V.(bt)=0 (342)

ve sinir kosullari;
U(x,0) = f(x), V(x,0) = —f (x), a<x<b (3.4.3)

seklinde verilmektedir.
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U(x,t) ve V(x,t) ¢oziimleri @ (x) Kuintik B-Spline fonksiyonlart ve

0, ve o, zamana bagh parametreleri yardimiyla;

N+2 N+2

Uy(x, )= D.6,(0,(x), Vy(x,0) = D 0,00, (x)
— =2 (3.4.4)

seklinde aranacaktir.
Kuintik B-Spline fonksiyonlar yardimiyla U _, V_, U'm ve V;n esitlikleri,

U, =U(x,)=5,+265 , +665, +265

m+1

+0,

+2

U =U'(x,) :%(5“]+2 +106,,,-106_,-9, ,)

vV =V(ix,)=0,,+260, ,+660_ +260_.,+0, ., (3.4.5)

Vn; :V'(Xm) :E(G +100_,,-100,_,-0, )

m+2

seklinde verilir. (3.4.5) degerleri (3.4.1) de yerine yazilirsa,

o

S 4265 + 665 1265+ . —(1+ez Yo, ,+260

m—1

+660, +260,.,+0,.,)

m+1 m

o

+ STM(GnHﬁ' 10‘7;+1_ 106;71_ 6:11—2) =0 (3-4-6)

o, ,+26c0, +660c, +260, +0,., o t1006, . —106, — 6, ,)=0

5
+—=(0
h(

sistemi elde edilir. Burada;
z,= 0, ,+265, , + 666, +266, ., + O, , seklindedir.

m

Crank-Nicolson formiilleri ile ve Alisilmis Sonlu Fark algoritmalart kullanilarak

olusturulan;
5n+l +5n ° 5n+l _511
5m — m m , 5m — m m
2 At (3.4.7)
n+l + O_n n+l n
O.m — m m , O.m — m m
2 At



esitlikler (3.4.6) da yerine yazildiginda 2N+2 denklem ve 2N+10 bilinmeyenden olusan;

2h&" + ,Bmlay_lz +52h 8" + ,Bmzar’;tll +132 hd2*!

n+l n+l n+l n+l n+l
+ﬁm30m +52h8 +ﬁm40m+l +2h8m+2+ﬁm50m+2

25

m+1
=2hd] , — ,Bmsar?l_z +52hd] | - ,Bm4c7;_l + 132 7o,
- ﬁm30rrr11 +52h8, 1 = PO mi T 2085 = Bt O s (34.8)
-58" +ho —508" +26ho M + 66 ho !
n+1 n+1 n+1 n+1
+5080° +26ho +58  +ho!ll,
=58 ,—ho. ,+5038) , —26ho.)  —66hd
-500) ., —-26ho] . —50) ,—ho! . ., m = 0,.....N
denklem sistemi elde edilir.
Burada;
B i=-dhA - 10H,
B ., =-26dh/At- 1004
B s=-66dnAt,
B ru=26dnAt+100H
B s =-dhAtr10H |
ve d=1+¢z_ seklindedir.
U(a,t)=p,, U(b,t)=p,, V(a,t)=0, V(b,t)=0
U, (a,t)=0, U _(b,t)=0, V. (a,t)=0, V_(b,t)=0
Sinir kosullarmimn  uygulanmasiyla (3.4.8) denklem sisteminden,
on ot 8 ot 8 ol 8 o) eleman parametreleri yok edili.  Boylece,

2N+2 x 2N+2 boyutlu, 11 bandli matris sistemi elde edilir. Bu sistem Gauss eliminasyon

yontemiyle ¢oziilebilir.
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3.5. Baslangic Durumu

Hesaplama igleminin baslayabilmesi igin 5}2,02 baslangi¢ degerlerinin hesaplanmasi
gerekir.

Bunun igin;

(Un)x(a,0) = 8% +108°, =105 - 87 =0

(Un)x(@,0) =3 +28°, =65, +25) +57 =0

+6°

m+2

Un(x,0) =8, , +265) , +6635, +265,

m+1

=U(x, 0)

(Un(b,0) =65y, +105,,,—108, , =&, , =0

(Un)u(0,0) = Sy, +251,, =65y +25,  +5y , =0

(Un)(a,0) = 6%, +10c°, =100, —c) =0 (3.4.9)
(Un)u(a,0) =0, +20°, =60, +20, +0) =0

Un(x,0)=0. , +260)  +660. +260. +00., = U(x, 0)

m+2
(Unk(b,0) =0y, +100y,, —100y , —oy , =0
(Un)u(0,0)= oy, +20y,, — 60y + 208  +oy , =0
baslangi¢ ve siir kosullar1 kullanilir.

3.6. Niimerik Coziimler

U, +U +eUU, +uU_ =0 (3.6.1)

seklinde tanimli RLW denkleminin ¢6ziimiinde kullanilan Kuintik B-Spline Kolokeysin
metodunun etkinligini gostermek igin tek solitary dalga hareketini inceleyelim. Bunu tespit
etmek icin L, ve L hata normlari ile gesitli korumun sabitleri géz oniinde bulundurulacaktir.

Bu sabitler;
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b N
C, = [ Ud zh;UJ

Co =W +uU ) )dx =h Y { (UD) +u(U))*

C3

[l
Q>

N
(U*+3U%dx =~ h Y { (U +3WUN° }  a
=1

(3.6.1) seklinde tanimlanan RLW denkleminin tek solitary dalga ¢6ziimii i¢in;
U(x,t) =3 csech? (k [x —x, —vt])
tam ¢ozlimiinii ele alalim. Burada 3c, tek solitary dalganin dalga genisligini gosterir.

1 ec !
v= l+gcve k= —(—)? ise dalga hizin1 gosterir.
2 uv

Hesaplamalarda —40<x<40 aralig, 0<¢<20 zaman periyodu, &¢=pu=1

parametreleri, x, = 0 baslangi¢ degeri ile 8, = 8, = 0 smnr sartlar1 kullanilmistir.
U(x,0)=3 csech’(k [x—x,] ) baslangig kosulu kullanilr.

t=20 zamaninda ¢=0,1 At=0,1 veh=0,125 alinarak hesaplamalar yapilmstur.
Hesaplamalar sonucunda C,,C,,C; niimerik biyiikliiklerin hemen hemen hi¢ degismedigi

goriiliir. Elde edilen sonuglar cizelge haline getirilerek benzer ¢alismalarla karsilastirilmustir.



Cizelge 3.1 t=20 zamaninda ¢ =0,1

At=0,1

hata normlar1 ve C,, C,, C; sabitleri
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ve h=0,125 alnarak elde edilen L,, L

L,x10* L, x10* C C, G,

0.0 0.0 3.979927 1 0.810 462 5 2.579 007 5
2.15192 0.829 51 3.979 879 8 0.810 462 5 2.579 007 5
3.566 72 1.296 82 3.979 884 3 0.810 462 5 2.579 007 4
2.15192 0.829 51 3.979 879 8 0.810 462 5 2.579 007 5
3.01 1.14 3.979 96 0.810 276 2.578 39
1.92 0.73 3.979 89 0.810 46 2.579 01
22050 0.844 8 3.980 016 0.810 462 4 2.579 006
2.608 6 1.0299 3.979 958 0.810459 6 2.578 999
0.4315 0.1321 3.979 890 0.810 462 5 2.578 999
3.784 1 1.399 3 3.979 95 0.810 46 2.579 00
2.2 0.86 3.979 89 0.810 467 2.579 02
2.38 0.87 3.979 95 0.810 459 2.579 00

3.7. Sonug

RLW denkleminin niimerik ¢o6ziimii i¢in Kuintik B-Spline Kolokeysin Metodu

uygulanmis ve uyumlu sonuglar elde edildigi goriilmiistiir. Yontemin etkinligini géstermek icin

tek Solitary dalga ¢6ziimii incelenmis ve elde edilen sonuglar ¢izelge halinde verilmistir.

Korunum sabitlerinin hesaplama boyunca ¢ok fazla degisiklik gostermedigi goriilmiistiir.
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4. BURGER DENKLEMININ KUINTIK B-SPLINE KOLOKEYSIN YONTEMIYLE
cOzUMU

4.1. Giris

Bu boliimde, lineer olmayan Burger denkleminin Kuintik B Spline Kolokeysin

metoduyla ¢6ziimiinii ele alacagiz.

U, +uUU0, -vU_ =0 a<x<b @.1.1)

U(x,0) = f(x) (4.12)
baslangi¢ kosuluyla,

U(at) =, Ub,t)=«,

U, (a,t)=U _(b,t)=0 (4.1.3)

Uxx (a’t) = Uxx (b’t) = 0
siir kosullari ile ele alinsin.

Burada o, ve a,daha sonra ifade edilecek olan sabitler, U = U(X,t)yeterince

tiirevlenebilir fonksiyon ve f(X) sinirli bir fonksiyondur.
4.2. Metodun Uygulanmasi

X, diigiim noktalarnda ¢, (x) Kuintik B-Spline fonksiyonlar1 kullanilarak;

m=-2,....... , N+2 [a,b] araliginda ¢6ziim arastiralim.

Burger denklemindeki U(x,t) fonksiyonunun yaklasik ¢oziimiiniin Uyn(x,t) oldugunu
varsayalim (Sepehrian, Lashani, 2008). Kuintik B- Spline fonksiyonlar tiiriinden yaklasik
¢0ziim;

N+2

Uy(x,0)= Y. 8,09, (x) (4.2.1)

m=-2

Zamana bagli sinir kosullari ise;
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Uy(at) =a, U (b t)=a,
Uy)@t)=@Uyg) b t)=0
(U N)xx (a, t) = (U N)xx (b, ) =0 (4.2.2)

ve kolokeysin kosulu;
(Uy), (%, + Uy (x;, )(Uy), (%, )-v(Uy ), (x;,) =0 (4.2.3)
olur. (4.2.1) denklemini (4.2.3) denkleminde yerine yazarsak;

> 20 () + Y 8,(00,(x) Y 6,000, (x,) = VY. 8,09, (x,) 424

=, Ot P P -

elde edilir. j=0,1,2,....N)
Kabul edelimki ~ &,, n ve n+l zaman araliklarinda lineer enterpole edilebilen,
0,=(1-6)5" + (951."”

seklindeki parametrelerdir. Burada 0 <60 <1 ve &, nAt zamanndaki parametrelerdir.

Sonlu farklar metodu kullanilarak;

51'n+] _ 51'"
At

0
Si =

ve denklem (4.2.4) kullanilarak

N+2 5.n+l -5 N+2 ' | N+2
Yoo (x| |+ > 0, (x)((1-0)8" +05"")Y ¢, (x,)9,
i==2 At i==2 i==2 (425)

N+2

v 9/ (x)(1-0)8"+65")=0

i=-2

1
elde edilir. Eger 6= ) alinirsa Crank-Nicolson formiiliinden asagidaki tekrarlama bagintisi

elde edilir.



N +1

2

i=—1

N +1

k=1

N +1

2

i=—1

N +1

k=1

Denklem (4.2.6)

asagidaki esitlik elde edilir.

n+l n+l n+l n+1 n+l __
a,0"; +b,0"" +c, 0, +d, 0" +e,0," =

N 'on N 'gon 'Qon
a,0", +b,0" +¢c,0, +d,0, +e,0,

Burada;

a,=1-nzZ,,-r,

b, =26-10rZ_, - 2r.

2 5
c, = 66+ 6r, ,
d,=26+10nzZ_,-2r,

e, =1+nZ_,-r,

veE

Z,=8,+263 +665,+268,+05,

x = x, alindiginda (4.2.6) denklemi;

ad" +bS" 45 +d S + eS8 =

i i+ i70+2

as), +boS! +c0! +d5! +ed!

i+ 7042

burada;

{¢i(xj>%¢i'(xj>( > ¢k(x,>5k] + 2200 0

X, noktalarinda (5=0,1,2,..

31

2

{w»%m»(z ¢k(xj>5k] var ¢i"(xj>}5i"+‘ -

(4.2.6)

,N) hesaplanir ve x=1x, alinirsa

(4.2.7)
a, =1+nZ_, +r,
b, =26+10rZ_, +2r,
c, = 66— 67,
d, =26-10rZ_, +2r,
e, =1-nZ_,+r, (42.8)
olarak alinir.
(4.2.9)
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a,=1-nzZ_,-r, , a, =1+nZ, +r,

b, =26-10nZ_,-2r, b, =26+10rZ_, +2r,

¢, =66+6r, , ¢, = 66— 67,

d =26+10nZ ,-2r, , d, =26-10nZ_, +2r,

e, =1+nrZ ,-r, , e, =1-nZ ,+r, (4.2.10)

Z ,=0,,+265, +665, +265, +5.,

i+1

(4.2.10) denklem sistemi N+1 denklem, N+5 bilinmeyenden olusur. Sinir kosullari
yardimiyla yok etme islemi yapilarak (N+1)x(N+1) boyutlu denklem sistemi elde edilir.

4.3. Baslangic Durumu
N+2
Uy(x,0)= D 6p,(x) (43.1)
i=—2

baslangi¢ kosulunu ele alalim.

Uy (xi’o) = U(xi’o)
Uy, (x,0)=U,(a,0)=0, (Uy),(xy,0)=U,(5,0)=0

Uy).(x,,0)=U_(a0)=0, (Uy),, (x,,00=U_(b,0)=0 43.2)

i=0,1,2,...,N

5%,8°% ve 8y.,,0y,, parametrelerinin (4.3.2) denklemlerinde elemine edilmesiyle;

AS5° =r

seklinde matris sistemleri elde edilir.
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Burada A matrisi;
[54 60 6 0 0 0 oo, 0 |
o135 15y g 0
4 2 4
1 26 66 26 1 0 v, 0
I
0 ........ 0 1 26 66 26 1
0 o o 1 1 110
4 2 4
[ 0 0 0 6 60 54 |

50 =[s0,50.80,....85]"
r=[U(x,,0),U(x,,0).......U(x),0)] "
seklindedir.

4.4. Niimerik Coziimler

Burger denkleminin Kuintik B Spline Kolokeysin metoduyla niimerik ¢oziimleri elde

etmek i¢in standart bir problem iizerinde ¢alisalim.

Metodun dogrulugunu 6l¢mek i¢in analitik ¢6zliim ile niimerik ¢éziim arasindaki farki

L, ve L hata normlarini kullanarak inceleyelim. Burger denkleminin analitik ¢oziimii olarak;

N‘R

U(x,t)= — tZl,OSxSl,s=exp(L)
t X 8V
1+ ,|—exp(—)
U 4.4.1)

alalim. Baslangi¢ kosulu (4.4.1) denkleminde t=1 alinmasiyla bulunabilir. Sinir kosullari ise;

U0,1)=U(l,£)=0
U.0,0)=U,(1,{)=0

seklindedir.
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Hesaplamalar sonucunda elde edilen sonuglar ¢izelge halinde verilmistir.

v=20,0015, At=0,01 ve Ax = 0,005 alinarak;

Cizelge 41 v=0,0015, At=0,01 ve Ax = 0,005 alinarak elde edilen L, ve

L hata normlar1

Kuintik Kuintik
X B Spline Analitik B Spline Analitik
Kolokeysin Metodu Coziim Kolokeysin Metodu Coziim
t=1.7 t=1.7 t=2.5 t=2.5
0.1 0.05893 0.05882 0.04003 0.04000
0.2 0.11799 0.11764 0.08016 0.08000
0.3 0.17699 0.17647 0.12024 0.12000
0.4 0.23599 0.23529 0.16032 0.16000
0.5 0.29499 0.29412 0.20040 0.20000
0.6 0.35313 0.35216 0.24048 0.24000
0.7 0.00048 0.00053 0.28050 0.27995
0.8 0.00000 0.00000 0.05644 0.06040
0.9 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000
L, 2.26079¢-004 3.05381e-004
Lo 000118 0.00352
4.5. Sonug

Bu boliimde lineer olmayan Burger denkleminin Kuintik B Spline Kolokeysin
metoduyla ¢6ziimii verilmistir. Elde edilen yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziimlerle uyumlu oldugu
goriilmiistiir.  Ozellikle v viskozite sabiti kiigiik degerler aldiginda daha iyi sonuclar elde

edildigi goriilmektedir.
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5. SONUC

Bu calismada, Kuintik B-Spline Kolokeysin metodu kullanilarak lineer olmayan Klein-
Gordon Denklemi, RLW Denklemi ve Burger Denkleminin sayisal ¢oziimleri elde edilmistir.
Klein-Gordon denklemi i¢in farkli konum ve zaman araliklar1 kullanilarak yapilan hesaplamalar

sonucunda L, ortalama hata normu ve L, maksimum hata normu 6l¢iimlerinin iyi sonuglar

verdigi goriilmiistir. RLW denkleminde yontemin etkinligini gostermek igin tek Solitary dalga
¢Ozlimii incelenmis korunum sabitlerinin hesaplama boyunca ¢ok fazla degisiklik gostermedigi
goriilmistiir.  Burger denkleminde elde edilen yaklasik ¢oziimlerin tam ¢éziimlerle uyumlu
oldugu goriilmiis, ozellikle v viskozite sabiti kiiciik degerler aldiginda daha iyi sonuglar elde

edildigi goriilmektedir.
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