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OZET

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Girig boliimiinde tezin i¢inde kullanilacak olan
temel kavramlar ve denklemler tanitilmistir. Ayrica denklemlerin ¢oziimlerinde ortaya c¢ikan
hatalarin 6lgiimlerinde kullanilacak olan hata normlar ifade edilmistir. Denklemlere ait literatiir

taramasi yapilarak denklemlerin iizerinde daha 6nce yapilan ¢alismalardan s6z edilmistir.

Ikinci boliimde parabolik denklemlerin polinom olmayan spline fonksiyonlar
yardimiyla ¢oziimleri incelenmistir. Coziim algoritmasinin olusturulmasi, kesme hatasi ve
kararlilik analizi detayl bir sekilde ifade edilmistir. Coziimden elde edilen sonuglar ¢izelgede

belirtilmistir.

Ugiincii béliimde Bratu probleminin niimerik ¢dziimii incelenmis, uygulanan yéntemden
elde edilen sonuglar, Laplace, Ayristirma ve B- Spline yontemlerinden elde edilen sonuglarla

kargilastirilarak ¢izelge halinde verilmistir.

Dordiincii boliimde literatiirde iyi bilinen ve siklikla kullanilan Burger denklemi, besinci
bolimde de RLW(Regularized Long Wave)denkleminin niimerik ¢oziimleri incelenmistir.
Ozellikle RLW denklemi igin yontemin etkinligini gormek amaciyla solitary dalga hareketleri
incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Burger Denklemi, Bratu Problemi, Parabolik Denklemler, Polinom
Olmayan Spline Fonksiyonlar.
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SUMMARY

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, basic concept and equations
that used in the thesis are given. In addition, error norms are defined in this section. This error
norms are used computed the errors. Literature on the equations has been investigated and the

previous studies on the equations have been mentioned.

In he second chapter we examined, the solution of the parabolic equation with
nonpolynomial spline function. Construction of the solution algorithm, truncation error and

stability analysis has been expressed in detail. Computed results are tabulated in table.

After that, numerical solution of the Bratu’s problem examined and computed results
are compared with the Laplace, Decomposition and B-Spline Solution and this situation given
in the table.

In the fourth chapter well known in literature and frequently used numerical solution of
the Burger equation, in the fifth chapter numerical solution of RLW equation examined.
Especially to see the effectiveness of the method for RLW equation, solitary wave motion

examined.

Keywords: Burger Equation, Bratu Problem, Non — Polynomial Spline Functions, Parabolic
Equations.
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1.GIRIS
1.1.Polinom Olmayan Spline Fonksiyonlar

Polinom olmayan spline fonksiyonlar 1, x, x2, x3, sintx , costx seklindeki fonksiyonlar
kullanilarak polinom ve trigonometrik kisimlardan olusacak sekilde elde edilecektir. Burada t

spline fonksiyonun trigonometrik kisminin frekansi olup reel ya da imajiner bir deger olabilir.

Polinom olmayan spline fonksiyonlar icin olusturulacak olan model T parametresine
gore lineer olmayan bir bagintidir. Elde edilecek olan spline fonksiyonda 7 keyfi bir parametre
olacagindan uygun seg¢ilmesi durumunda iyi bir yaklasim olusturacagi ve metotun dogrulugunun
artacagl distiniilmektedir (Rashidina, 2006).Ayrica polinom olmayan spline fonksiyonlarin
trigonometrik kisimlarinin C* tiirevlenebilirligi, polinom spline fonksiyonlarda ortaya ¢ikan
diizglinlik kaybini da azaltacaktir. Bunun yam sira polinom olmayan spline’lar sadece
u(x, t)igin degil, ¢oziim kiimesinin her noktasinda u(x, t)’nin yiiksek dereceden tiirevleri i¢in

de siirekli bir yaklagima sahiptir.

Arastirilan polinom olmayan spline fonksiyonlarinin siniis ve kosiniis fonksiyonlarmi
icermesi, bu fonksiyonlarin polinomlarin birgok beklenen 6zelligini paylasmasit ve ardisik
tirevlerinin de siniis ve kosiniis olmasi agisindan hesaplamalarda kolaylik yaratacaktir.

(Scheid,1988; Zorsahin, 2009).
1.2.Parabolik Denklem

Parabolik denklemler i¢in baslangi¢-sinir deger problemleri degisik dalga siireclerinin
modellenmesi siire¢lerinde karsimiza ¢ikmaktadir. Bu tip problemlerin kesin ¢oziimlerine ¢ogu
zaman ulagilamadigindan dolayr niimerik yontemler biiylik 6nem arz etmektedir. Sik¢a
kullanilan yontemler sonlu farklar, sonlu elemanlar, sonlu hacim yontemleri gibi yontemler
bilinmektedir. Fark denklemleri ile agirlikli olarak adi ve kismi diferansiyel denklemler igin
baslangic-deger ve sinir-deger problemlerinin niimerik ¢oziim siireglerinde karsilasiimaktadir.
Bilindigi gibi fark semalar i¢in yaklagik metotlarda incelenmesi gereken asagidaki hususlar
bulunmaktadir: Fark semasinin kurulmasi, yakinsama hizinin tespiti, fark semasinin kararliligi,
yaklasim hatas1 ve yakinsama igin uygun algoritmanin kurulmasidir (Samarskii, 2001; Amirali,

2002; Smith, 1965).
Bu konularla ilgili literatiirde pek ¢ok arastirma vardir.

Ames (1977), kismi diferansiyel denklemler i¢in baslangigc-deger ve sinir-deger

problemlerinin ¢6ziim siireclerinde niimerik yontemler kullanmigtir. Saka (1998), parabolik



denklemlerden olan 1s1 denkleminin niimerik ¢6ziimlerini ele aldig: tezinde, 1s1 denklemlerini
degiskenlere ayirma metodu ile ¢oziimiinii inceleyerek, kararliligini ele almistir. Evans ve ark.
(2000), kismi diferansiyel denklemler i¢in niimerik yontemleri ele aldig1 kitabinda Parabolik
denklemler teorisini ele alarak, bu denklemler icin gelistirilen yontemlerin kararliligim
incelemistir. Samarskii (2001), fark semalari teorisini ele aldig1 kitabinda, parabolik denklemler
icin gelistirilen degiskenlere ayirma metodu, Maksimum prensibi ve enerji esitsizlikleri
metodlarmin kararliligini incelemistir. Amirali (2002), Niimerik analizin temel konularini ele
aldig1 kitabinda, singiiler pertiirbasyon 6zellikli fark semalarimi inceleyerek bu denklemlerin
kararligr {izerinde durmustur. Koca (2003), kismi tiirevler teorisini inceledigi kitabinda
parabolik denklemleri ele alirken, bir boyutlu 1s1 denkleminin degiskenlere ayirma metoduyla
¢Oziimiine deginmistir. Yildiz (2010), tek boyutlu parabolik denklemler i¢in fark semalarini
inceledigi tezinde fark semalar1 igin yOntemleri ve bu yontemlerin kararliligini ele

almistir(Sinar, 2011).
1.3.Bratu Problemi

Bratu problemi genis bir uygulama cesitliligine sahiptir. Bunlardan bazilar1 termal
yanma teorisi, yakit atesleme modeli, termal reaksiyon isleminin modeli, evrenin genisleme
modeli, geometri ve bagil 1s1 transferi ve nanoteknolojidir.

Birgok yazar (3.2) denkleminin analitik ve niimerik olarak ¢6zmeye caligmistir.
Omegin; Hikmet Caglar ve digerleri (Caglar, 2010) B-spline metodunu gelistirmistir.
(Buckmire, 2004; Jacobsen ve Schmitt, 2002; McGough, 1998; Mounim ve Dormale, 2006)
sonlu farklar metodunu kullanmistir.(Deeba vd., 2000; Khuri, 2004) ayristirma yontemini
kullanmigtir. (Syam ve Hamdan, 2006) Laplace déniisiim ayristirma metodunu, (Li ve Liao,
2005) hometopi analiz metodu, (Aregbesola, 2003) agirlikli kalanlar metodu, (Hassan ve Erturk,
2007) diferansiyel dontisim metodu, (He, 2006, 2008) J.H. tarafindan (3.2) varyasyonel
denklemi i¢in method kullanilmistir.(Rashidinia ve Jalilian, 2007; Rashidinia vd., 2007; Van
Daele vd., 1994; Ramadan vd., 2009; ul Islam vd., 2008; Akram ve Siddiqi, 2006; Usmani ve
Warsi, 1980) sinir deger problemlerinin ¢éziimi i¢in spline ve polinom olmayan spline
uygulamalart yapilmistir. (Mohsen vd., 2008) Bratu problemi i¢in multigrid metodu
uygulanmistir.(Tirmizi ve Twizell, 2002) lineer olmayan 2. mertebeden iki nokta sinir deger

problemleri i¢in yiiksek mertebeden sonlu farklar metodlart gelistirilmistir.
1.4.Burger Denklemi

Ele alinan Burger denklemi sok dalga yayilimlarimin yaklasim teorilerinde ve

uygulamalarinda (Cole, 1951)6nemli bir yer tutar.



Ayrica belirtilen sok dalga yayilimlarinin tiirbiilans modelinin olusturulmasinda da
onemlidir(Burger, 1948). Birka¢ yil Oncesine kadar kismi diferansiyel denklemlerin diger
formlarinda oldugu gibi Burger denkleminin (4.1) formu i¢in 6nemli ¢alismalar yapilmaktadir.
Bu calismalar hem teorik hem niimeriktir (El-Danaf, 2002; Gandarias, 1997; Harris, 1996;
Krstic, 1999; Ly vd.,1997; Ramadan vd., 2005; Ramadan ve El-Danaf, 2005; Weijiu, 2002; EI-
Danaf ve Ramadan, 2007).

Son zamanlarda ise farkli mertebelerden sinir deger problemlerinin yaklasik ¢oziimleri
i¢in polinom olmayan spline metotlar yardimiyla niimerik ¢ézlimler {izerinde yaygin ¢aligmalar

yapilmaktadir (Daele vd., 1994; Islam vd., 2005; Ramadan vd., 2007).

Ancak bu polinom olmayan spline fonksiyonlar yardimiyla kismi tiirevli diferansiyel

denklemlerin niimerik ¢dziimleri literatiirde ¢ok az yer almaktadir (Rahidinia vd., 2007).
1.5.RLW Denklemi

Bu denklem bilim ve miihendislik diinyasinda gesitli tanimlamalarda kullanilmaktadir.
Aym zamanda cesitli alanlarda birgok uygulamalara sahiptir. Ornegin; plazmada akustik

dalgalar, plastik ¢ubuklar, balon karigimli likit gazlar i¢in basing dalgalari, ...vb.

Bona RLW denkleminin analitik ¢dziimii i¢in baglangi¢c sinir deger probleminin 6zel
tirleri i¢in uygun oldugunu gostermistir (Bona ve Bryant, 1973). Boylece bu denklemin

niimerik ¢6zliimiiniin bulunmas1 6zel bir 6nem kazanmustir.

Kansa’s metodu, sonlu farklar metodu, Fourier metodu Galerkin yontemine dayanan
sonlu elemanlar metodu ve collocation metodu gibi farkli niimerik teknikler RLW denklemi i¢in
uygulanmistir (Islam vd., 2009).Son zamanlarda RLW denklemi Sinc-collocation, RBF
collocation gibi yontemlerle de ¢oziilmiistiir (Mokhtari ve Mohammadi, 2010, 2011; Mokhtari
ve Torabi Ziaratgahi, 2011).

Polinom olmayan spline fonksiyonlar metodu ile ¢oziim cesitli denklemler igin
incelenmigtir. Burger denklemi, lineer olmayan kiibik Schrédinger denklemi, lineer olmayan
Klein-Gordon denklemi, degisken katsayili dordiincii mertebeden dalga denklemleri, Bratu
problemi gibi (Griewanka ve El-Danaf, 2009; El-Danaf vd., 2011; Rashidinia ve Mohammadi,
2010, 2009; Jalilian, 2010).

1.6.Hata Normlan

Bazi kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éziimlerinde uygulanan yéntemin

gecerliliginin 6l¢iilmesi i¢in asagidaki hata normlart kullanilir.



Ly =lu—Ull, =

hata kareleri toplaminin karekokii ile
max
Ly = ”u_U”oo = i |ui_Ui|

maksimum hata normu olarak tanimlanir.

Burada u tam ¢6ziimii, U yaklasik ¢oziimii géstermektedir.



2. POLINOM OLMAYAN SPLINE FONKSIiYONLAR YARDIMIYLA PARABOLIK
DENKLEMLERIN COZUMLERI

2.1.Giris

Bir boyutlu lineer ikinci mertebeden 1s1 (veya difiizyon) denklemini diislinelim:

ou %u
—_— = —_ < < >
ot = Vo2 0<x<r, t=0 (2.1)

burada v termal 1s1 yayilim sabitidir.
Denkleme ait basglangi¢ kosulu;
ux,0)=¢x), 0<x<r (2.2)
x =0 vex = rigin sinir kosullari;

U(O' t) = gO(t)r u (T',t) = gl(t)’ t=> 0 (23)
seklindedir.

Burada u = u (x,t) seklinde bir fonksiyondur. x vet sirasiyla konum ve zaman

degiskenleridir.

Kabul edelim ki verilen baslangi¢ ve sinir kosullar1 yeterince diizgiin fonksiyonlardan
olugsun. (2.1) denkleminin niimerik ¢oziimii; O(k? + h?) sonlu farkina dayamr ve (2.1)
denkleminin ii¢ kosegensel lineer denklem sistemine indirgenmesi ¢esitli yazarlar tarafindan
basariyla gerceklestirilmistir. Smith (1985), Jain (1984), Hiberman (2004) vb. Son zamanlarda,
Sallam ve arkadaslar1 (2004, s.813-821) bir boyutta parabolik denklemler igin O(k* + h?) hata

mertebesine sahip kosulsuz kararli C1-kiibik spline collocation metodunu énermistir.

Bu ¢aligmada (2.1) denkleminin ¢6ziimii i¢in polinom olmayan kiibik spline metoduna
dayanan {i¢ asamali yeni bir metod elde edilmistir. 2.2. de, polinom olmayan kiibik spline
fonksiyonlarin elde edilisi verilmistir. Simdi de verilen (2.1) denkleminin ayristirilmasi igin
spline baglantilar1 kullanilacaktir. 2.3. de, kullanilan metodun formulasyonu yapilacaktir. 2.4.
de, sinir kosullarimi saglayan denklemler elde edilecektir. 2.5. de, kararlilik analizi yapilacaktir.

Son olarak 2.6. da niimerik hesaplamalar ile elde edilen sonuglar degerlendirilecektir.
2.2. Polinom Olmayan Kiibik Spline Fonksiyonlar

[a,b] araligim x; diiglim noktalar yardimiyla esit araliklara bolelim. Buna gore;



a=xo<x;<xp<...<xXp_1<Xp, = b
burada x; =a + lh ,l = 0,1,2, ..., nve h= b;—a dir.

S;(x),[a,b] araligmin her bir alt béliintiisii iizerinde C?[a,b] smifinda bir polinom
olmayan fonksiyondur. x; , (I = 0,1,2, ...,n) noktasindaki u( x ) interpolasyon fonksiyonu t
parametresine baghdir.[ a ,b] araligindaki S;(x) fonksiyonu , T — 0 iken bilinen spline
fonksiyonlara indirgenir.Her [x; , x;,4] araliginda,(l = 0,1,2, ..., n — 1) polinom olmayan S;(x)

fonksiyonu
Sl(X): al+bl(x - xl)+ ClSil’l[T(X - xl)]+dlcos[r(x - xl)], (24)
formundadir. Burada a;, b;, c; ve d;sabitler ve t keyfi parametredir.

uy,u(x;), i¢in bir yaklasim olsun. u;her bir aralik i¢in S;(x) yardmmyla (x; u;) ve
(%741 u;4+1) noktalarindan gecen karisik spline fonksiyonlardan elde edilir.(2.4) denklemindeki

katsayilar1 elde etmek i¢gin ilk olarak asagidaki esitlikler tanimlanir.

Si(xp)=uy,  S;"(x)=M,,

Sy (X 41)=Up41 S"(x141)=Mpyq . (2.5)
5" (x)=M;
ise;

S1(x) = a;th;(x — x)+ ¢;sin[t(x — x;)]+d;cos[t(x — x;)]

S'(x) = b + ¢; teos[t(x— x;)]—d; T sin[t(x — x;)]

S,"(x) = —¢;t?sin[t(x — x;)] —d; tcos[t(x — x;)]
5,"(x) = —cy?sin[t(x; — x;)] —d; t*cos[t(x; — x)] = M,
=—d; 1* = M,
T
bulunur.
Si(x)= w

ise;



Si(x) = a;+b(x; — x;) + ¢sin[t(x; — x;)] + dycos[t(x; — x)] =y,

=qtd; = y
a;=u;—d;
M,
a=u+ 2
bulunur.

Si"(x141) = My 44
ise;
S§y"(x141) = -sinft(xy4q — )] —d; T cos[T(x41 — x)]= My 41
= —¢;t? sin[t h] —d; t® cos[th] = M; ;4
= —¢;t%sin® —d; T2 cos® = M; ;4
—¢;T?sinf — (— %) % cosB = M; 4

M; cos®—M; 4
q=——Fr—
L T2 sinf

bulunur.
S1(x41) = U4
ise;
S1Ca41) = ap + b1 — x1) + ¢gsin[t(x41 — x)]+djcos[t(x 41 — x)] = U4
=a; + by h + ¢; sin[t h]+d; cos[t h]= u;44

=a; + b h+ ¢;sinf+d;cosb= u; 4

_ M; MjcosO—-Mpyq . M, _
=y + T—2+b, h + S sinf+( T2)cos@ = U4
M M My , Mi —
Uy —W— 5~ cos6 + 2 +T—2 cosfd =b h
b = Upr — U My M,
| =

h h t2

p, = 1~ Myy1-M,
! h 76




bulunur.

Cebirsel iglemler sonucunda asagidaki esitlikler elde edilir.

M U1 —U | MM,
a =u; +— b, = +
L U2 l h 10
M cos®—M4q
12 sinf

M,

C; = .
l 2

, dp = (2.6)
burada 6=thve [=0,1,2,..,n—1dir.
(%, u;) noktasindaki birinci tiirevin siirekliligini kullanarak

Sl_ll(xl): Sl’(xl) l = 0,1,2, e, = 1

esitlik yazilabilir. Buradan da asagidaki cebirsel islemlerin ardindan tekrarlama bagintisi elde

edilir.
Si1(x) = a; + by(x — x;) + ¢gsin[t(x — x;)]+d;cos[t(x — x;)]
S;'(x) = by + cyreos[t(x — x;)]—d; T sin[t(x — x;)]
S (%)) = by + ¢; tcos[t(x; — x;)]—d; Tsin[t(x; — x)]
S;'(x;) = b; + ¢; T cos0—d; t sin0
S'ta)=b+ct *)
Si-1'(x) = bi—1 + ¢;—1 Teos[t(x — x;-1)]—d;—1 T sin[t(x — x;-4)]
Si-1'(x) = by + ;g Teos[t(x; — x3-1)]—di—1 T sin[t(x — x;-1)]
Si—1'(x) = bj_1+c;_1 T cos(th)—d;_; T sin(th)
S1-1'(x) = bj_1 + ¢;—1 tcosb —d;_; T sind (**)
(*)ve (**) esitlikleri birbirine esit olacagindan;
b;+ ¢;t =b;_1+ ¢;_4 T cosO —d;_; T sind

Up1—W My M;  Mp.cos6—My,

h T0 T2 sinf
u—uj—q , Mj_M;_y , Mj_1 cosb—M; Mj_q .
Tcosd — (— T sinb
h 0 12 sinf ( 12 )

esitligin her iki tarafi ht?ile ¢arpilirsa;



U — t?u; + My, — My + h tMcotd — h tM;,; cosecd =

cos?8 .
M;_;htcotOM; 4+ h tsin6.M;_,

(0]
Tzul - ‘rzul_l + Ml - Ml—l +ht “in®

2 (Up41-2 w+uy_q ) = (-1+h t cosecO)M;,; +(2-2 h t cotd) M; + (-1+h T cosecO)M;_,
esitligin her iki tarafini 82 ile béliiniirse;
TZ
) (er-2 wruy ) =
1 1 1
(5) (6 cosecd — 1)M;,,+ 2(5) (1 -6 cotd) M; + (9—2) (6 cosecd — 1)M,;_,

aMyyq + 2BM; + oM, = (#) (U1 — 2up + up g, (2.7
burada

a=(e—12) (Bcosecd — 1), B = (eiz) (1—6cotd) ve 0=thdir

T — 0 iken 6— 0 olur.

(lgitr()) a =% ve lein% B =§ oldugu kolayca gosterilebilmektedir. Bu durumda (2.7)

asagidaki sekli alacaktir.

1 1 1 1
ng+1 + 2 ng + ng—1= (p)( Uppq — 2Up + Up—q)

h2
(g) (Myyq +4My + My_q) = (upyq — 2u; + uy—q). (2.8)

elde edilir.

2.3.Metot

R=[0,r]x[0,o0] bolgesi Ry, ynoktalar kiimesine ayrilsin. Bu noktalar grid noktalar1 olup

(x1, t;) seklinde gosterilir. Buradax;=l.h,l = 0,1,2,...,nn.h =1ve t; = j.k,
j =0,1,2,3. seklindedir. hvek sirasiyla konum ve zaman yoniinde adim biiyiikliikleridir.

(2.1)denklemi igin yeni bir yaklasim elde edilecektir. Bunu elde etmek i¢in denklemde
zamana gore tiirev yerine sonlu fark yaklasimi, konuma gore tiirev yerine de polinom olmayan
kiibik spline yaklagimi kullanilacaktir. U’nun zamana gore tiirevi igin asagidaki merkezi sonlu

fark yaklagimi kullanilir.



ederiz.
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— gty
) = (w )
2k

=uy’ + O(k?). (2.9)
(L, j) grid noktasinda (2.1) denklemi asagidaki sekilde ayristirilabilir.

U = Vlgyy!. (2.10)
(2.9) esitligini (2.10) denkleminde kullanip kesme hatasimi ihmal edersek (2.11)’ i elde

_ulj_l) _ ]
—Zk = le s (211)

burada M,’= Sl"(xl , tj), (xl , tj) noktasinda 2.spline tiirevidir.(2.11)’den

olur. Buradan da

ve

j_ @gtt-ug™h
M) = B (2.12)
j_ (e =g ™Y
My =———~——, (2.13)
Jj_ (- =y J 7Y
M;_4 = (2.14)

yazilir. (2.12),(2.13) ve (2.14) esitliklerini (2.7)’de yerine yazarsak ve ifadeyi basitlestirirsek;

(ul+1j+1_ul+1j_1)) ((uzj+1—uzj_1)) ((uz—1j+1—ul—1j_1)) _
0"( 2kv +2B 2kv ta 2kv -

1 . . .
(ﬁ) (U417 -2 +uy_47)
j-1 _

aup = aug T 2B =2Bu T oy T —awy T =

k.v i kv kv i
2h—2u,+11 - 4§u11 + 2§ul_1]

j+1 j+1 j+1 kv j kv j
oy T+ 28u T oy T - ZEulﬂf + 4Fu11 -
kv j j—1 j—1 j—1—
ZFul_lj —U.ul_lj —2Bul‘] —(lul_lj =0

(xul+1j+1+2[3ulj+1 + aul_1j+1-2/1u1+1j+4kulj-2kul_1j -

au;_/ 7t = 2Bu "t — oy /T =0 (2.15)
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elde edilir. Burada A ='}‘1—:ve o, parametrelerdir.
Uygun o, parametrelerinin se¢ilmesiyle (2.1) denklemi igin gesitli metotlar elde edilir.

i) Egert parametresi tanx = x denkleminin kokiinlin yarisina yakinsiyorsa a+B=%
saglanmis olur. Bu durumda o+f= %Ve o 7&% icin @ = %,B= § alindiginda (2.15) de O(k* + h?)
hata mertebesi elde edilir.

ii) Eger o= 1—12 ve B= = jse 0 zaman (2.15) de O(k* + h*) hata mertebesi elde edilir.

12

2.4. Siir Kosullarina Uyan Denklemin Cikarilmasi

Denklemin ¢6ziimii i¢cin homojen ve homojen olmayan Dirichlet sinir kosullar
uygulanabildigi gibi tiirev sinir kosullari olan Neumann kosullar1 ve homojen olmayan karisik

sinir kosullar1 da kullanilabilir.

i) Eger u(0,t) =g, (t)=0 ve u(1,t)=g,(t)=0 ise homojen Dirichlet sinir kosullar1 vardir.
i) Eger go(t)#0 veya g4 (t) # 0 ise homojen olmayan Dirichlet sinir kosullar1 vardir.

iii) (2.1) denklemi ilave tiirev siir kosullari ile diisiiniirsek, bu kosullar;

U (0,0)=p(t), u,(1,=q(t).
seklindedir.

x =0 noktasinda sinir kosulu sonlu fark terimidir. Yani;

Uy (D-u—1(t) _
1O - (2.16)

yazilabilir. Eger (2.15) denkleminde [ = 0 alinirsa;
oy I2Bug Y + oI -2Au, T4y 20y T oy T -2Bug Tt -au /=0 (2.17)
denklemi elde edilir. (2.16) ve (2.17) denklemlerinden u_, terimi elimine edilirse;
u-1()=uy (-2hp(t)
auy T 2Bug T+ auy T -20hp(t)4 1) -2y T +4hug S 20, T +40hp(E)- oy I
-2Bug’ -0y /T +20hp(tj_4) = 0
20,/ 2 Bug/ F-4huy T4y 20, T T -2Buy 1=

20hp(tj41) -4rhp(t;)- 20hp(tj_1) (2.18)
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elde edilir.
x = r noktas1 i¢inde benzer denklem elde edilir.

Un+1(D)—Un—1(0) _
s O na® - )

Un+1()= 2hq(Q)+uuy—1 (1)

@ Unt1? T+ 20hq(t41) +2B U/t + QU It — 2Au,-17 —4 2hq () +4Auy, - 20,4
—0Up_17 7 -20hq(tj-1)-2Puy " -0, -1 71 =0

20—/ +2Buy T — A, J AN, 20, T —2Bu, /Tt =
—20hq(tjs1) + 4Ahq(ty) + 20hq(ti_y). (2.19)

(2.15),(2.18) ve (2.19)’u kullanarak tiirev smir kosullari yardimiyla (2.1) denklemi

¢Oziilebilir.
iv)(2.1) denklemini karisik sinir kosullart ile birlikte diisiinelim:
u,(0,t) —wyu(0,t) = p(t), w; >0,
u,(1,t) —wou(l,t) = q(t), w, > 0.

Benzer sekilde x=0 noktasinda sinir kosulu merkezi farklar cinsinden

u1(f);:—1(f) —wyuy(t) = p (o). (2.20)

seklinde yazilir. (2.20) ve (2.17) denklemlerinden u_; terimi elimine edilirse;
20 + (28 — 2awih)u)™ — 42w + (42 + 4Aw, R)u) — 2au]" — (2B — 2aw h)u) Tt =
20hp(tj41) — 44hp(t;) — 2ahp(tj_1) - (2.21)

denklemi elde edilir. x =r noktasinda sinir kosulunu elde etmek igin u,,,, terimi elimine edilir

ve

20t + (28 = 2aw, )t — 4wl + (44 + 4Aw, )l — 2au)

n—-1
+(=28 + 2aw,h)ul " = —2ahq(tj41) + 42hq(t;) + 2ahq(t;_,) (2.22)

elde edilir. (2.15),(2.21) ve (2.22) denklemlerini kullanarak karisik smir kosullari ile (2.1)

denklemini ¢ozebiliriz.



13

2.5. Kesme Hatasi ve Kararhhk Analizi

(2.15) esitligini u(x;, t;) teriminin ve tiirevlerinin cinsinden Taylor serisine acarsak,
asagidaki kesme hatasini elde ederiz.

J_ j+1 j+1 Jj+1 Jj Jj_ j j-1 _ j-1 _ j-1
T) =au; +2Pu; ~ +auy_; —2u; +4Au; — 2Au;_, —auj,; — 2Py au;_y

= {o+ahDy+akDy+> ah? D3+ ak?DZ+ahkDy D+ .+2B+2sk+ﬁk2D§+§ Bk3D3+..+a
-ahD,+ akDﬁ% ah?D? +§ ak?DZ- ohkD, D;+.. .+4x-2x+2thx-thD,%-§ AR3D3+...-q

- hD,+ akDy— ah?D2- ~ ak?DZ+ ohkD, Dy+...-2B+2BkD,-Bk2DZ - Bk2DE+...
-ortahD,takDe— ah?D2- ~ ak?DE- ahkD, De+...-— ak®D}u] (2.23)

(2.23) ifadesi;
T/ = ([2v(2a + 28 — 1)]D? + [v (Za ~ %)]hZD;: + [%] KD}

1 1 j
+Ev (@ — <)Ih*Dg + -+ Ju! (2.24)
seklinde de gosterilebilir.

a, B ve A parametrelerinin farkli degerleri i¢in kesme hatalart elde edilebilir (2.15)

denkleminin kararlilig1 i¢in (2.15) denkleminin ¢6ziimiiniin (1,j) grid noktasinda
u{ = glelio, (2.25)

formunda oldugunu kabul edelim. Burada i=v—1, 0 reel ve £ genel olarak kompleks bir ifadedir.
(2.18) esitliginin (2.15) de yerine yazilmasiyla agsagidaki karakteristik denklem elde edilir.

(ae® + 2B + ae™0)E% + (—22e% + 42 — 21e79)¢ + (—ae'® — 28 —ae?) = 0. (2.26)
Bu denklem;
P&* + ME+ N =0, (2.27)
seklinde de yazilabilir. Burada
Q= ael? + 20 + ae”® M =—-22e" + 41 —22e7, N = —qel® — 2B — ae~ 1o,

dir. £=(1+2/1-z) dontigiimii altinda (2.20)’yi tekrar asagidaki sekilde yazabiliriz.
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(p—M+N)z2+2(¢p—N)z+ (@ +M+N) =0. (2.28)
|€] < 1 gerek ve yeter sart1 iging —M + N >0, ¢ —N >0,
@ + M + N > 0 olmalidir. Bu kosullar her reel 0 ag1 degeri igin saglanir ve o>0 ve >0 dir.
2.6.Niimerik Ornekler
U = Uyy, 0<x<l1, t>0,

2x, 0<x<05
”(x'o)_{ 1, 05<x<1.

u(0,t) =0, u(l,t)=1, t=>0

problemini ele alalim. Bu problem i¢in tanimlanan seri ¢éziimii

ulx,t) =x+ 2 (#) (sin (nz_n)) Sinnrxe " Tt

seklindedir. Bu serinin diizgiin yakinsakligi gosterilebilir.

Ele alinan problem polinom olmayan spline fonksiyonlar yardimiyla ¢o6ziildiigiinde elde
edilen sonuglar tablo halinde verilmistir. Tabloda ayrica diiglim noktalarinda elde edilen

maksimum mutlak hatalar (max|u(x;) — u;|) da verilmistir.
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Cizelge 2.1. Problemin ¢éziimiinde elde edilen maksimum mutlak hatalar.

h k A 0(k* + h?) O0(k*+h*) (Sallam,2004)

0.100 0.010 1.00 1.66 (-06) 1.50 (-08) 2.3 (-6)
0.050 0.010 4.00 5.60 (-07) 2.46 (-09) 6.0 (-7)
0.025 0.010 16.0 1.59 (-07) 1.22 (-09) 1.0 (-7)
0.020 0.001 2.50 1.01 (-08) 2.08 (-10) 7.6 (-8)
0.010 0.001 10.0 3.94 (-09) 2.44 (-11) 1.9 (-8)
0.005 0.001 40.0 6.95 (-10) 6.20 (-12) 4.7 (-9)
2.7. Sonuc¢

Tablodan goriildigii gibi uygulanan metot ile elde edilen hatalar diger yontemlerden
elde edilen hatalardan daha kiigiiktlir. Bundan dolay1 uygulanan yontemin gecerliligi ve etkinligi

anlasilmaktadir.
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3. BRATU PROBLEMININ POLINOM OLMAYAN SPLINE FONKSiYONLAR
YARDIMIYLA COZUMLERI

3.1. Giris

Bu bolimde Bratu problemi olarak ve (Caglar vd., 2010; Buckmire, 2004; Jacobsen ve
Schmitt, 2002; McGough, 1998; Mounim ve Dormale, 2006) ile verilen Liouville-Bratu-

Gelfand denklemini ele alalim;
Au(x) + 2e¥® =0, x €
u(x) =0, x €00, (3.1)

BuradaA laplace operatoriidiir, A > 0 ve £ smirh bir bolgedir.Asagidaki sinir kosullar

ile verilen klasik Bratu problemini ele alalim;
u' (x) + 2e¥®) =0,
u(0)=u(l)=0, 0<x<1. (3.2)

Bir boyutlu Bratu probleminin analitik ¢6ziimii agagidaki formda verilmektedir.

u(x) = —21n [%;8)5)],(3.3)

Burada 6 = vZAcosh(2) denkleminin ¢ozimiidi.

Bratu problemi A > A, igin sifir ¢dziime,

A = A, i¢in bir ¢ozlime,

A < A. i¢in iki ¢6ziime sahiptir.

Burada A kritik degeri 1= ;/2A sinh (%) denklemini saglar ve (Buckmire, 2004;
Jacobsen ve Schmitt, 2002; Boyd, 2003; Frank-Kamenetski, 1955) de hesaplandig1 gibi

Ac = 3,513830719 seklindedir.

Bu calismanin esas amaci bir boyutlu Bratu probleminin polinom olmayan spline
fonksiyonlar yardimiyla niimerik ¢6ziimlerini elde etmektir. Ayrica bu calismada metodun

yakisaklik analizi de incelenmistir.
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3.2. Metodun Tamimlanmasi Ve Sinir Kosullarinin Gelistirilmesi
[a, b] aralig1 tizerinde x; diigiim noktalar1 ile asagidaki sekilde bir boliintii diistinelim:
Aa=xyg <X <Xy << Xp_q <Xp=b,

Burada hzbn;a dir. (Rashidinia vd., 2007) da verilen polinom olmayan spline

fonksiyonlar1 arasindaki bagintilar (3.5)-(3.7) ve (3.9)-(3.10) gibidir.(Rashidinia vd., 2007) da ki
(3.10) bagintis1 spline fonksiyonlari igin tutarlidir.(3.2) problemi i¢in bu bagmti faydalidir. Buna

gore;

pM_p+tM;_q + sM; + 1M;yq + pMiy, =

1

nz la(uizz + ui2) + 208 — @) Uiy + wim1) + Ca — 48wy,

i=2..,n—2 (3.4)
Burada
a 1 1
p=atz, r=2[cCatm-@+p)|, s=2[g@+4p)+ (@ -26)

a= (%) (Bcsch — 1), B = (%) (1 — Bcoth),

1 /1 1 /1
w=gg-a)  m-ml-s) o=
Burada 7 spline fonksiyonunun trigonometrik kisminin sikligidir.x; diiglim noktasinda
onerilen (3.2) diferensiyel denklemi:
M; = — Ae™, (3.5)

Burada M; = S;'(x;), u; u(x;) tam degerinin yaklagik degeri ve S;(x) (Rashidinia
vd., 2007) da belirtilen polinom olmayan spline fonksiyondur.(3.5) esitligini (3.4) de yerine

yazarsak agagidaki formda lineer olmayan denklemler elde edilir.
(au;_p + pAh%e¥i-2) + (2(B — @)u;_1 + Ah?re¥i-1) + ((2a — 4B)u; + Ash?et)
+2(B — @)ujyq + Ah?reti+1) + (au;y, + Aph2e¥irz) =0, i=2(1)n—2. (3.6)

Lineer olmayan sisteminin tek ¢ozimiinii elde etmek i¢in sinir kosullarimi saglayan iki

tane daha denkleme ihtiyag vardir.
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(Rashidinia vd., 2007)’dan 6.mertebeden smir deger problemini elde etmek igin

asagidaki 6zdesligi tanimlayabiliriz:

3 5
Z aguy + h? Z bruy, + tlhgu(()B) =0, i=1,
k=0 k=0
" 8 ,
Y3 o itk + B2 S bl + tahBuP =0, i=n—1. 3.7)

Bilinmeyen a ve b katsayilarini elde etmek i¢in Taylor seri agilimlari yapilirsa asagidaki

a ve b katsayilar1 bulunmus olur.

2179
(ao,al,az,a3) = (-10,19,-8,-1), ty=tp_q = (60480)’

179 1057 39 41 -61 1

(bo,b1,b2,b3,b4,b5) = ( i ——.—
3.3. Kararhhk Analizi

Bu boliimde (3.7) simir kosullari ile wverilen (3.6) denkleminin kararlilik analizi

incelenilecektir. Denklem matris formunda yazilirsa;
AgUD + An2BfF D) = R, (3.8)

burada W (UMD) = eU“dir. Agve B matrisleri (n-1)x(n-1) boyutlu matrislerdir ve asagidaki
formda tanimlanir.
Ay = P,_1(1,21) Pp_1(—14,-1) + 6 P,_1(1,2,1), (3.9

burada;

z -y
-Xx z =y

Py_1(x,2y) = | \I (3.10)
J
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—-1057 -39 —41 61 -1
120 40 60 240 24
672 2952 672 12
360 360 360 360

12 672 2952 672 12

360 360 360 360 360

B = (3.11)
12 672
360 360 . .
12 _' 672 12
360 360 360
1 612927957 672
24 240 252 360 360
-39 —1057
360 o
Za1 40 120
60

dir.

D, = det( P,)’1 gosterir. Boylece son satir elemanlarina gore determinantm agilimi

asagidaki tekrarlama bagintisini verir.
Dy =2zDp_1-Xy Dp_, n=1,2,...,
D_1=0, Dy=1 (3.12)
Bir¢ok sonug bu fark denklemlerinden direk elde edilir.

Teorem3.1. (3.12) baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimi;

Zn xy = 0’
( y
| (1 +n) )" =1,
sm((n+1)9) _ z z (3.13)
{l 2608(9) ( sin(0) )' VXY = 2cos(9)'\/xy > 27
sinh((n+1)6) v = z 0< Jxy < f’
k(2 cos h(B)) ( sinh(6) )’ Y 2cosh(6) y 2

diir.
Ispat:
(Fischer ve Usmani, 1969) kullanilarak (3.12) nin karakteristik denklemi
s?—zs+xy =0, (3.14)

ve bu denklemin kokleri;
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zF,/z%—4xy

51'52= >

seklindedir. xy’nin degerine gore dort durum ortaya cikar.
1. Durum: Eger xy =0ise D, = c¢1(z)" ve Dy = ligin D, = (z)" olur.
2, .
2. Durum: Eger xy =§ ise D, =(c; + ¢ n)(g)" dir. D_; = 0ve Dy = 1 baslangig

kosullar1 kullanilirsa D,, = (1 + n) (g)" olur.

2.
3. Durum: Egerxy>§ ise \/xy = ve

2cos(0)

472 472
2 2
zZ+ |z Z Z
\’ 4c0s2(6) 4c052(9))n

> )"+ ¢,

Dp = ¢4 (

elde edilir. Sadelestirme yapildiktan sonra;

. . Zn
D. = (¢, e+ eg~ind
n ( 1 2 )chosn(g)

olur. Bu denkleme baslangi¢ kosullar1 uygulandiginda

_ (sin(n+1)6), z"
Dn_( sin(0) lzncos”(e)

esitligi elde edilir.

2
4. Durum: Eger O<xy<: ise /xy = ve

2cosh(0)
472 472
ZZ _ Z 7 — ZZ _ Z
4cosh?(0) n 4cosh?(0) n
- "+ el )

zZ+

D, =
n ¢ ( )

seklindedir. Yine sadelestirme yapildiktan sonra;

Zn
D, = (cyeM+ce)y———
n ( 1 2 )choshn(e)

elde edilen denkleme baglangi¢ kosullar1 uygulandiginda;

sinh((n+1)8), z"
sinh(8) ’2mcosh™(8)

Dy = (

Not: Yukaridaki teoremin ispatinda (3.10) daki P,,_; matrisinin 6zel durumu x =y =1

igin (3.27) de verilmistir.P;; (x, z, y)degerinin hesaplanmasi igin R; = Z?=1|Pi j| tanimlanirsa



|Piti(x, 2, )| = Ma x; R

burada P (x,z,y) = [P;],

| P21 (x, z, ) || belirlenebilir.
Teorem3.2.x,z,y € Si¢in P,_4(x,z,y) matrisi iyi kosulludur. Burada

S={(x,zx=0,z>0y>0,x+y <z}
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i¢in

(3.15)

. . . 2., .
Ispat: P,_;(x,z,vy) matrisi 0< xy < % icin monoton oldugunda P;1; (x,z,y) > Odur.

Ayrik sinir deger probleminin ¢oziilmesiyle R; elde edilir
—XRi_1+ZR;-yRiy1 =1,
Ry = Rn4+1 =0,
Pu1(x,2, )Pt (x,2,y) =1,
(3.17) denklemini ¥ = [111 ...1]7, ile carptigimizda

Po_1(x, 2, V)Pt (x, 2, )W =¥ => P,_1(x,z,y)R=W

elde ederiz. Burada; R=[ R; , Ry, ...

durum diistinelim.

(3.16)

(3.17)

,R,_1] dir. x,y vez’nin degerlerine bagli olarak birkag

1. Durum:xy = 0.Bu durumda y > 0 ve x = 0 kabul edelim. Béylece P;1,(0,z,y)

iist tiggensel matris haline gelir.

1 y yz yn—3 y‘n—Z
/; Z_Z Z_3 Zn—Z Zn—l\
| |
_ 1 b b
n—ll(O'Z'Y) = | z 72 z3 |'
| 1y |
z z2
1
VA
ve
-1 _1,.y,y ynt
P20,z )| = St )
z y

<——, =<1
yzZ —7y z

ise boylece;

(3.18)
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1
( ;! x:y: )
— Z Yy
1P74.(0,2,9)| < et X 0, 0<2<1, (3.19)
VA X
|== »=00<i<1

yazilabilir.

2
2. Durum:xy = i . Bu durumu incelerken iki alt durumdan s6z edecegiz.

i) Eger xy=§ ve x+y=z ise tek ¢Oziim x=y=§ dir. Bu durumda

) - 2 - .
P,_4 (%,Z, g) = % P,_1(1,2,1) olur. Bbylece Pn_ll(g,z, §)= - -1,(1,2,1) yazilabilir.(Henrici,

1961) yayimi kullanilarak;
[t (2.2 = s izl <2(E) = (5ot

. 2 y
i) xy = % vex + y > z ise iki olasilik soz konusudur. x > g Ly < gveya

x < § Ly > gdir. Simdi R,_; = Y11 P;j’i diisiinelim. Burada Py (x,2,y) = [ P;j ]

dir. Eger (n-1) —» oo, x > %sonra R;1, - o olur. Dolayisiyla P,_;(x,z,y) matrisi iyi kosullu
degildir. x < g yy > g icinde benzer islemler yapilabilir.
3. Durum: 0< xy < ? olsun. Bu durumda asagidaki durumlari inceleyelim.
() Eger 0< xy < éve O0<x+y<zise P,_1(x,z y)matrisi iyi kosullanmis olur.
(1) Eger 0< xy < Z—Zve x+y=zise P,_;(x,z y)matrisi iyi kosullanmis olur.
() Eger 0< xy < Z4—Zvex +y > zise P,_1(x,z y)matrisi kotii kosullanmig olur.
3.Durumun ispati1 kolayca (3.12) ve (3.13) tarafindan saglanir.
3.4. Niimerik Ornekler

Onerilen metodun gegerliligini ve etkinligini gostermek icin yakinsakligma dikkat

edilir.(3.2) sinur deger problemini diisiinelim. Bu problem farkli n degerleri igin ve

1 5 1 56 246

2P 12" 360"" =360 "° " 360

a =

degerleri i¢in incelenmistir.

Coziimde elde edilen maksimum mutlak hata Cizelge 3.1.’de verilmistir. n=10 i¢in
problemin ¢éziimiinden elde edilen mutlak hatalar (Caglar vd., 2010; McGough, 1998; Liao ve
Tan, 2007)’deki metodlarla karsilastirilarak Cizelge3.2.,3.3.,3.4.’de verilmistir. CizelgelerdeKi
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verilere gore uygulanan yontemden elde edilen sonuglar, yontemin iyi sonuglar verdigini

gostermistir.

Cizelge 3.1. Maksimum mutlak hata.

N A=3.51 A=2 A=1
8 3.51x10” 4.53x108 5.64x10°
16 1.45x107 1.76x10° 4.66x101t
32 1.02x10° 2.13x101* 8.33x1013
64 1.48x101! 2.87x1013 9.21x10%
128 1.58x1013 2.47x104 -

Cizelge 3.2. A =1 i¢in maksimum mutlak hata.

X Uygulanan Laplace[4] Aynistirma[13]  B-Spline[1]
Metot
0.1 5.77x1010 1.98x10® 2.68x10°3 2.98x10°
0.2 2.47x1010 3.94x10 2.02x10° 5.46x10
0.3 4.56x101 5.85x10° 1.52x10* 7.33x10°
0.4 9.64x10 7.70x10° 2.20x10° 8.50x10¢
0.5 1.46x1010 9.47x10° 3.01x10°3 8.89x10°
0.6 9.64x10 1.11x10° 2.20x10° 8.50x10
0.7 4.56x101 1.26x10° 1.52x10* 7.33x10°
0.8 2.47x1010 1.35x10° 2.02x10° 5.46x10
0.9 5.77x1010 1.20x10° 2.68x103 2.98x10°

Cizelge 3.3. A =2 i¢in maksimum mutlak hata.

X Uygulanan Laplace[4] Aynistirma[13]  B-Spline[1]
Metot
0.1 9.71x10° 2.13x10°3 1.52x107 1.72x10°
0.2 1.41x10® 4.21x103 1.47x10%? 3.26x10°
0.3 1.98x108 6.19x10°3 5.89x10°3 4.49x10°
0.4 2.42x10°8 8.00x10°3 3.25x10°3 5.28x10°
0.5 2.60x10°8 9.60x10°3 6.98x10°3 5.56x10°
0.6 2.42x10°8 1.09x103 3.25x10°3 5.28x10°
0.7 1.98x108 1.19x107 5.89x1073 4.49x10°
0.8 1.41x10® 1.24x10%? 1.47x10%? 3.26x10°

0.9 9.71x10° 1.09x102 1.52x102 1.72x10°
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Cizelge 3.4. A =3.51 i¢in maksimum mutlak hata.

X Uygulanan Metot B-Spline[1]
0.1 6.61x10° 3.84x102
0.2 5.83x10 7.48x107?
0.3 6.19x10° 1.06x10!
0.4 6.89x10° 1.27x10%
0.5 7.31x10°® 1.35x10!
0.6 6.89x10°¢ 1.27x101
0.7 6.19x10® 1.06x10*
0.8 5.83x10°6 7.48x102
0.9 6.61x10° 3.84x1072
3.5. Sonuc¢

Polinom olmayan Spline metodu uygulanarak yaklasik ¢oziimii elde edilen ikinci

mertebeden lineer olmayan sinir-deger problemleri, etkin ¢éziimlere sahiptir.



25

4. BURGER DENKLEMININ POLINOM OLMAYAN SPLIiNE FONKSiYONLAR
YARDIMIYLA COZUMU

4.1.Giris

Up +uu, — vy, =0, a<x<h, t=0 (4.2

formunda Burger denklemini ele alalim. Bu denklem igin sinir kosullari;

u(a, t) = ﬁl(t)' U.(b, t) = BZ(t)l
u,(a,t) =14, U, (b,t) = Ay, t=>0 (4.2)
seklindedir.

(4.2) deki son iki kosul 0 < v < 1 i¢in dogru baslangi¢ zamanidir. Bunun her zaman

saglandigini kabul edelim ve baslangi¢ kosulu olarak;
u(x,0)=f(x), a<x<b 4.3)
denklemini alalim.

Bu boéliimde polinom olmayan spline fonksiyonlar yardimiyla ¢éziim metodu
tanitilacak, kararlilik analizi yapilacak, ydntemin uygulanisina dair niimerik 6rnekler
sunulacaktir. Onerilen metodun etkinligini gostermek igin elde edilen niimerik sonuglar tablo

halinde gosterilerek yorumlanacaktir.

Bu ¢alismada, (4.1) lineer olmayan Burger denkleminin ¢oziimiine ait bir yaklagim elde
edebilmek icin polinom olmayan spline fonksiyonlarin uygulanmasiyla niimerik metod
gelistirilecektir. Bu ¢aligmadaki polinom olmayan spline fonksiyon trigonometrik ve birinci

dereceden polinomlar igerir.
4.2. Metot

Polinom olmayan spline metodunu uygulamak i¢in N>0 ve zaman adimi olarak k>0
secelim. Konum adimi olarak h = ﬁ, heri =0,1,...,N + ligin (x;, tj) diigiim noktalarinda

x; =a+ihveherj=0,1,..i¢in t; = jk olur.

u{ Eu(xi,tj), (x;, Uij) ikilisi ve (xj41, Uij+1) noktalarindan gegen karisik spline

fonksiyonunun P; (x, tj) yardimiyla elde edilen yaklasik ¢ézlimii olsun.

Bu durumda heri = 0,1, ..., N igin



Pi(x, tj) = ai(t]-) COS W(X - Xl') + bi(t]‘) sinw (X - Xl') + ci(tj)(x - xl-) + di(tj)

olur. Ul.j , Ul.j+1, Sij veSij *1 terimlerinin katsayilarini elde etmek igin ilk olarak

. . 5 . 5 .
Pi(xity) = U], Pilxisnty) = Uy B2 (xity) = 5], ve B2 (xisnty) = S,
tanimlanir. (4.4) ve (4.5) denklemleri kullanilarak;

Pi(xi_tj) = Ul]

ise;
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(4.4)

(4.5)

Pi(xi', t]) = ai(tj) cos W(Xi - Xi) + bl(tj) sinw (Xl' - xi) + ci(tj)(xi = Xi) + dl(t]) = Ul]

a;(t;) cos 0 + b; (t;)sin0 + ¢;(t;)(0) + d;(t;) = u/
ai(t;) + di(t;) = U/
a;+d; = Ulj
Pi(xis1,t)) = Uy

ise;

Pi(xi1,t) = a;(t;) cos w(xppr — x;) + bi(t;) sinw (xpq — x;) + ¢;(7) (i — ) + di(t))

— 1)
- Ui+1
: — g7/
ai(tj) coswh + b;(t;) sinw h + ci(tj)h +d;(tj)) = Ui,
a;cosf + b;sinf +c;h +d; = Uij+1.

PP (xt)) =S/

ise;

Pi(l) (x,tj) = —ai(tj)w sinw(x — x;) + b;(tj)w cosw (x — x;) + ci(tj)

Pi(z)(x,tj) = —a;(¢)w? cosw(x — x;) — b; (t)w2sin w(x — x;)

Pi(z) (xi,t;) = —a;(tj))w? cosw(x; — x;) — by (t))w? sinw (x; — x;)= Sij
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P (x,t;) = —a;(t;)w? cos 0 — b(t))w?sin 0 = 5
~ai()w? =5/
—CliW2 = Slj

P (i t)) = 4

ise;
Pl.(z)(x_tj) = —a;(t)w? cosw(x — x;) — b; (t)w2sin w(x — x;)
IDL.(Z)(xHLtj) = —a;(tj)w? cosw(x;41 — x;) — by (twisinw(x;q — x;) = Sij+1
—a;w? coswh — b; w? sinwh = Sij+1
—a;w?cos — b;w?sin § = Sij+1. (4.6)

elde edilir. Burada;

a;=a;() , bi=bi(t), c=ci(t;), di=di(t;)) ve 6=wh ’dirSon dért

denklemin ¢oziilmesiyle asagidaki ifadeler elde edilir.

) 2 J_oJ j j Jo_ol
@ = —h—ZS-] b = h®(cos8S; -S;, , = Ui 1-U; N h(S;,,—S7)
t 271" t 02sind ’ t h 62 !
Ryl
d; = ﬁSi +U;, 4.7

x = x;noktasindaki birinci tiirevin siireklilik kosulu kullanilarak yani;
D Y= pDp 4 o -
P, (xl, t J) =P (xl, t j)ahnarak asagidaki bagint1 elde edilir.
—ai(tj)w sinw(x; — x;) + b;(tj)wcosw (x; — x;) + ci(tj)
= —a;_1 () )wsinw(x; — x;_1) + bi_1 (g )w cosw (x; — x;—1) + ¢;-1(t;)
—ai(tj)w sin0 +b; (t;)wcos0 + ci(tj) = —ai_l(tj)w sinwh + b;_(tj)wcosw h + ci_l(tj)
bw+ ¢; = —a;_qwsinwh + b;_yw cos wh + ¢;_4
biw + ¢; = —a;_qwsinf +b;_iw cos 0 +c;_; . (4.8)

(4.7) esitliklerinin (4.8) de kullanilmasiyla asagidaki iiggensel sistem elde edilir.



burada

ve

dir.
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Heri =1,2,...,N igin

hz(cosesf vl U’ h(s!
wcos6

s/ . 2 j Jj
Si) j i h*(cosBS;_,-S7)
1+1 i+1 i+1”7°i i-1"°i
\I\l+ + S wsin 0 + P el SN
62sin@ h 62 92 i-1 62sind

J J J J
Ui B Ui—l + h(si _Si—l)

+
h 62
Joqrd joo_ _h* R —2h%cosd | 2h% . .j h?  hZ j
Uipr =20 + U, = (esine 92 i1t ( fsind 92) i 7 9sing 02
J Jj Jj Jj Jj J
ul,, —2u! +U! | =as!,  +BSs/+as], (4.9)
Burada
_ h? _h_2 __ —2h%cosé E
" @sind 62 B = Osind 62
ve
0%/ _ aU’ ou/
~ 5x2 ( )
dir.

(4.9) sisteminde j yerine j + % yazilmasiyla

1
j+; j+; Jj+ j+ )
U,f—2U; * +Ul = aS 2+ BS 2+a i L=12KN. (4.10)
.1
]+E _ . tj+1 +t
N
1 J*+3 1 J+3
j+s 1 0U; j+2 0U;
S = (—— 4+ (U H——
' v( ot S ox )
Sonlu fark yontemini kullanarak (4.11)’1 elde edilir.
jvr ulttyul 5 v ultl-ul 5 vl -ul

U, Zz%’aui Zz%VGEUi]ziHT_l' (4.11)
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.01
Bu formiilii kullanarak S i]+2 asagidaki gibi ifade edilir.

j+i
L ] ) <U. 2)
R (7 AR /7) E

piti_ U]+1 ul )
i vk Nl 2v

it1 i+1
+
h h

(4.12)
(4.11) ve (4.12)’yi (4.10) denkleminde kullanarak asagidaki sistemi elde ederiz.
Herbiri=12,..,N—-1j=0,1.2,..

j+1 j j+1 j j+1 j
Ul+1 + U1+1 -2 Ui + Ui + Ui—l + Ui— j+1

2 2 2 (Ul+1 l+1

i+1
h +

.1 1
J+3 J*3
U: 2) 1 j+1 j j . . <U- 2) JH1 g+l
+< 1) (Yier ~Via + Uit1~ Uit 1+ ,[))L(U-]-H _ U]) + L Ui 1 —U;
2v h h vk l l 2v

j+1 j+1 j j
Uiy, —Ui 4+ Uit~ Vi
h h

i+l
UlJ+1 i j+1 j <Ui]+2>
) (Ul -ul)+

2v

gerekli diizenlemeler yapilirsa;

1 a adi_ 1) ]+1 ( ﬁ_& a6i_1) Jj+1 _1, __a6i+1 B8 ]+1
( 2+vk 2vh U 1 +1ik 2vh+ 2vh Ul +( 2 vk 2vh th) i+1

a5i+1) ]+1 0551 1Nyl ( B | Béi 0551’—1) Jj 1, a | adiq
+ 1,8 1 _ %O\ gy Ay &4 B
( 2hv i+2 ( vk 2vh )U + + 2vh 2vh Ul + (2 + vk t 2vh

—abit1
i+1 +( 2hv )Ul+2

Béi
th)U

+ D} U’

i+2

]+1 j+1 j+1 ]+1_ j j j
AU+ BUTT + UL+ DU, = AU + BiU] + CiUL

(4.13)
Burada;

—a6i4q
Di = 2hv’ D = 2hv

1, «a a6i+1 +& 1 i a6i+1 _&

2 vk 2vh 2vh’ 2 vk 2vh 2vh’

_ B B& | adi, . B B& adi,
Be=t+ e oot o BT Y et T
ﬁ a5i_1
vk 2vh

1+ a adi_l
vk 2vh’ i
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dir. (4.13) sistemi N-1 denklem ama N+2 bilinmeyen i¢ermektedir. Coziim elde etmek igin {ig
tane ilave denkleme ihtiya¢ vardir. Bu denklemlerde (4.2) kosullarindan elde edilir.(4.2) deki ilk

kisim;

=Bi(t), Uhya =Baly), j=041,. (4.14)

ile yer degistirir fakat (4.2) deki son kisim asagidaki denklem ile ayrigtirlir.
U=y + Upoy = 13U}, + 11U}, ~ 8h— U,fv+1 = 8hA,(t;), j =0, (4.15)

Son denklem her zaman igin dogrudur. (4.13)-(4.15) denklemleri matris formunda

yazilirsa;
QU/TL = Q*UJ + 1! (4.16)
burada
— (11 1) 1) j
= (U Uy, Uy, U n 1'Un' +1)
1T 0 0 0 0 0 0 0
A, By C; Dy 0 0 0 0
O A2 Bz CZ DZ 0 0 O
o 0 =~ -~ :
Q = S S, . ., * ,
: 0 0 AN—Z BN—Z CN—Z DN—Z 0
0 o O 0 Ay-2 By2 Cy.; Dn-a
0 o O 0 1 1 -13 11
L0 0 O 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0
1 Bi Ci D 0 0 0 0
0 Ay By c; D3 0 0 0
* 0 E " " K .:‘ . . ;
Q" =|: T ,
0 0 Ax—z Bn—2 Cn—2 Dy, 0
0 o O 0 N-1 Bn-1 Cyoq Dn-s
0 o O 0 0 0 0 0
L0 0 O 0 0 0 0 0
ve

rl = (), 00, ,0,8h2, (), B2 (5 )T
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dir. Burada r/ (N+2) boyutlu siitun vektorii iken Q ve Q* (N+2)x(N+2) boyutlu matrislerdir.
a < x < biginU(x,0) = f(x), herbiri = 0,1, ,N + 1li¢in U? = f(x;) anlamina gelir.

Eger islemler bilinen U} yaklagimmin  tamamma tekrar  uygulanirsa

UZ, U3,  degerleri benzer sekilde elde edilir.
Hatirlatma:

(4.13) denklem sistemindeki lineer olmayan terimleri lineerlestirmek i¢in asagidaki

adimlar takip edilir.

1) j=0 i¢in §; yaklagik degerini Ul-o ’dan hesaplanan(Si0 ile hesaplariz. Bu ise her i =
0,1, ,N, i¢in §; = 51-0 = UiO demektir. Bu iglemi yapabilmek i¢in Q ve Q* elemanlarinin

hesaplanmasi gerekir. Boylece (4.16) dan U'elde edilir.

2) j=1 igin &; yaklasik degerini 0.5(U? + U}') den &} ile hesaplariz. Bu ise her i =
01, ,N, i¢in §; 6} = 0.5(U? + U}') demektir. Bu islemi yapabilmek icin Q ve Q*
elemanlarinin hesaplanmasi gerekir. Boylece (4.16) dan UZ2elde edilir.

3) j=ni¢in §; yaklasik degerini O.S(Uln_1 + UP) den 87" ile hesaplariz. Bu ise her i =
1,2,..,N, i¢in &; ~ 8! = 0.5(U!"* + U') demektir. Bu islemi yapabilmek i¢in Q ve Q*
elemanlarinin hesaplanmasi gerekir. Boylece (4.16) dan U™*elde edilir.

4.3. Kararhhk Analizi

Kararlilik analizi i¢in VonNeumann metodu kullamilir. Bunu yapabilmek i¢in (4.16)
niimerik algoritmasinda &;,, = 6; = ;1 = d alinarak (4.1) burger denklemindeki UU, lineer

olmayan terimi lineerlestirilmis olur. Von Neumann metoduna gore:
J_ i .
U; = ¢ exp(qoih), (4.17)

dir. Burada ¢ mod sayisi, ¢ = v—1, h adim aralig1 ve { diizenin genisletme faktoriidiir. (4.17)
denklemi (4.13) de yerine yazildiginda

<j+1{ A; exp(qe(i — 1)h) + B; exp(qyih) + } _
Ciexp(qp(i + Dh) + Dyexp(qp(i +2)h))

0 { A exp(qe(i — 1Dh) + B; exp(qyih) + } (4.18)

C; exp(qe(i + 1)h) + D; exp(qe(i + 2)h)

burada;



8iv1 =0; =61 =d

oldugundan
ad;y, ad , —abiy; —ad
YU 2hw 20" YT 2hw 20
1 a adiy1 , B6i 1 a ad pd * 1 a aditq
C.:= —= = _Zmw 4 PRV - 22 4 PR Cr= -4 = 4221 _
t 2 vk 2vh 2vh 2 vk  2vh + 2vh T 2 + vk 2vh
a ad Bd
vk  2vh  2vh’
B BSi | abi—q B Bd ad * B |, Béi
Bp=1+———"—"~"4+——+ = 14+———+4+—, Bi=—-14+—4+—
t + vk  2vh 2vh + vk  2vh + 2vh’ l + vk + 2vh
da ad
4B, Bl ad
vk 2vh 2vh
1 a adi—q 1 a ad * 1 a adi—1 1 a ad
A=—= =R, L1 S —_——— A== — _— - — _—
t 2 vk 2vh 2 + vk 2vh’ "l 2 + vk t 2vh 2 + vk + 2vh

dir. (4.18) denkleminin her iki tarafinin exp(qeih) ile boliinmesiyle;
{J*H{A; exp(—qoh) + B; + Ciexp(qoh) + D; exp(2qph)} =
{{A] exp(—qeph) + B + C} exp(qeh) + D; exp(2qph)}
Elde edilir. Euler formiilii kullanilirsa
exp(q¢) = cosp + gsing, ¢ = ph
yazilabilir. (4.20) denklemi agagidaki sekilde de ifade edilebilir.
{*1{A; exp(—q@) + B; + Ciexp(q¢) + D; exp(2q¢)} =

{I{A; exp(—q¢) + B + C; exp(q¢) + D; exp(2q¢)}.

B
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1
th_z+

adi—g
2vh

(4.19)

(4.20)

(4.21)

A (cos¢ — qsing) + B; + C;(cosp + qsing) + D;(cos2¢ + qsin2¢)} =

J{A; (cosp — qsing) + B} + C;(cosp + qsing) + D] (cos2¢ + qsin2¢)}.

Basit hesaplamalar yapilirsa;

gt _ {Aj(cosp — gsing) + B; + C;(cos¢p + qsing) + D; (cos2¢ + qsin2¢)}

¢ {A;(cosp — gsing) + B; + C;(cosp + gsing) + D;(cos2¢ + qsin2¢)}

¢J.¢ {(A} + C))cosp+D;cos2¢ + B} + q((C; — A})sing + D;sin2¢)}
g o {(4; + C))cos¢ + D;cos2¢ + B; + q((C; — A))sing + D;sin2¢)}
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_ X"+qY”

{ Xrar (4.22)
elde edilir. Burada;
X" = (A; + C{)cosp+D;cos2¢ + B;
X = (A; + C))cosp + D;cos2¢p + B;
Y* = (C; — A))sing + D;'sin2¢
Y = (C; — A;)sing + D;sin2¢ (4.23)

diir.(4.19) ve (4.23) denklemlerinden

X*_<1+a+ad+1+a+ad ,Bd) w4 —ad ) 1
= ok T 2o T2 okt Zon T 2on) €05 T gy, 0529

B B 6  adiy
vk 2vh  2vh
, P ,9 ad @

—1(+2)4“ 22, +(2) +
= B a ksm > sin? > B a)sin? > hsm >

X—( 1 a ad 1+a ad ﬁd) Lo ad 26 + 1
= ok 2on T2 T ok T 2on T 2un) €05 g, 0529

B fd ad

vk 2vh toon 2vh

_ da P .9 , P . P
= (ﬁ + 2a) o sin? 5 + 2sin o) (/3 2a)sin? > " oh sm >

—_ 1+a+a'd Bd <1+a+ad> +ad 5
= 2t mon Tzon 2T ok T o) |51t gy, Sn2¢

_ pd d )
=5 hsnd) sm [0)

v = 1+a +,Bd (1+a ad) +d )
“\27 %k " 2vn " 2u0m 2 ok T 2on) |5+ g, Sn2¢

— Bd ad
=or sing + Py sin2¢ (4.24)
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24y2 —

elde edilir. (4.13) iin kararlilik kosulu i¢in gerek ve yeter sart |{| = ’X:W*Z < 1 olmasidir.

Yukaridaki esitsizligi basitlestirerek
X% > x*? (4.25)

elde edilir. Burada Y2 = Y*2dir. Gegen esitsizlikten;

1 4a ¢
[E B+ 2a) — Esm2 E]

mn2® _ 2 p_ in2® _ad 2
[ZSm > vh(ﬁ 2a)sin S~ o5 Sin (,b]ZO (4.26)

elde edilir. B > 2a, B > 0 ve a > Oigin

[1(+2) 40('2(]5]>0
ok 15 a ok sin 5| 2
elde edilir. Bu ifade ile birlikte (4.26) dan
[ZSm - — (B — 2a)sin S~ o sin ¢] >0 4.27)

yazilabilir. Sistem kosullu kararhdir. § = 2a kosulunu saglayan tiim durumlarda sistem

kararlidir.
4.4. Niitmerik Ornekler

Bu boliimde Burger denkleminin yaklagik ¢6ziimii igin bir standart problem
incelenecektir. Uygulanan niimerik metodun dogrulugunu 6lgmek i¢in her diigiim noktasindaki
analitik ve nlimerik ¢oziimler hesaplanacak ve bunlar arasindaki farklar kullanilarak L, ve L,

hata normlar1 hesaplanacaktir.

(4.1)Burger denkleminin analitik ¢6ziimii (Ramadan vd., 2005)

_ (x/t)
ulx,t) = 1+(t/0) Y/ 2exp(x2/4vt)’ (4.28)

ile verilir. Burada

dir.

Analitik ¢6ziimdeki o = exp(1/8v) alinarak t = 1 i¢in (4.28) de baslangi¢ kosulu

hesaplanir. Sinir kosullari ise
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(1/t))

u(0,6) =0, u(l,6) = 1+(tj/0)/2exp(1/4vt})

(4.29)

seklindedir.
[lave kosullar u,(a,t) = :—xu(O, to) Ve u,(bt)= %u(l, tp) 0<v<1 igin
baslangi¢c zamaninda dogrulanir. Boylece (4.28) analitik ¢6zlimii bu kosullar1 da saglar.

Elde edilen niimerik sonuglar A(x) = 0.025 i¢in Cizelge (4.1.-4.4.) de Gzetlenmistir.
Cizelge 4.1.t = 3 aninda niimerik ve tam ¢oziimleri vermektedir. Cizelge 4.2.-4.3.-4.4. ise farkli

zaman adimlarinda

L, ve L hata normlarin1 vermektedir.

Cizelge 4.1. v = 0.05, At = 0.01, a = 0.2'107%vep = 6'10™*.

X; Tam Coziim Niimerik Coziim
0.0 0.0000000 0.0000000
0.1 0.0221546 0.0220390
0.2 0.0435601 0.0433457
0.3 0.0634297 0.0631439
0.4 0.0809113 0.0805862
0.5 0.0950889 0.0947549
0.6 0.1050300 0.1047120
0.7 0.1099090 0.1096260
0.8 0.1092040 0.1089760
0.9 0.1029440 0.1028100

1.0 0.0918946 0.0918946

Cizelge 4.2. v =0.05, At =0.01, a =0.2'10"%ve B =6"10"%

Zaman L, x 103 L, x 103
2 0.129883 0.203959
2.5 0.146748 0.235351
3 0.246727 0.334341
3.5 0.311609 0.428702
5 0.342211 0.482112




Cizelge 4.3. v=10.5, At=10.1, « =0.2'107%ve B =6"10"%.

Zaman L, x 103 Lo, x 103
2 0.6625430 0.9333200
2.5 0.3534180 0.4977590
3 0.2141600 0.3015790
35 0.1422560 0.2002460
5 0.0574751 0.0808847

Cizelge 4.4. v = 0.005, At =0.05, a =0.2'10"%ve B =4'10"%

Zaman L, x 103 Lo, x 103

2 8.015390 2.187940

2.5 9.622790 2.618230

3 9.835130 2.848630

3.5 5.998950 1.912170

5 1.520370 0.228921
4.5.Sonuc¢

Bu calismada Burger denkleminin polinom olmayan spline fonksiyonlar yardimryla
niimerik ¢6ziimi incelenmistir. Kararhlik analizi yapilmis ve sistemin kosullu kararli oldugu
goriilmiistiir. Elde edilen niimerik ¢oziimlerin tam ¢oziimler ile uyum iginde oldugu

goriilmektedir. Yontem denklemin ¢éziimii i¢in uygun bir yontemdir.
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5.RLW DENKLEMININ POLINOM OLMAYAN SPLINE FONKSIiYONLAR iLE
NUMERIK COZUMU

5.1.Giris
Lineer olmayan olusum denklemi olarak RLW denklemi

du(x,t) +

du(x,t) ou(x,t) 9 (0%u(xt)
ot ox Teutnt)— _“a_( ) (5.1)

t 0x2
seklindedir.

Bu ¢alismada ise RLW denkleminin polinom olmayan spline fonksiyonlar ile niimerik

¢Ozlimii incelenecektir.
5.2.Metot

(5.1) denklemi asagidaki baslangi¢ ve sinir kosullari ile ele alinsin.

u(a,t) = go(t), ulb,t) =g,(1t), t=0 (5.2)
u(x,0)=f(x), a<x<bh.

RLW denkleminin ¢éziimii i¢in niimerik algoritmayi olusturmak iizere n > 0,k > 0 ve

h = ﬁalahm. Bu durumda
x; = a+ih, i=012..,n+1
ti=jk, j=01,..

dir. Her j > 0 sabit sayist1 i¢in asagidaki spline fonksiyonlar ele alinacaktir.

|{ po(x,t;), x € [xo,x1]
P(x,t;) = 4' pa(x, tj)' : X € [x1, %7]
\

pn(x' tj)l x € [xn' xn+1]
burada
Di (x, tj) = ai(tj)cosw(x —x;)+ bi(tj)sinw(x —x;)+ ci(tj)(x —x;) + di(tj) (5.3)

Burada her i = 0,1, ..., n i¢in a;, b;, ¢; ve d; bilinmeyen katsayilardir. Ul.j, u(x;, t;) icin
bir yaklasim olsun. Yine Ul.j degeri p; (x, tj) yardimiyla elde edilir.(5.3)deki dort katsay1 igin
s/ ve ], degerleri (5.4) deki gibi olusturulur.

kapal1 bir gosterim gelistirilirse Uij , Uij+1,
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Uij = pi(xi. ty), Uij+1 = pi(xi+1,t),
=pi' (xi. t;), S =p{' (xi41. ;) (5.4)
(5.3) esitliginin katsayilan asagidaki sekilde elde edilir.
pi(x, t;) = a;(t;)cosw(x — x;) + b;(t;)sinw(x — x;) + () (x — x;) + d;(¢;)
pi(x.t;) = —a;(t;)wsinw(x — x;) + b;(t;)weosw(x — x;) + ¢;(¢;)
pi'(x,t;) = —a;(t;)w2cosw(x — x;) — b;(t; )w2sinw (x — x;)
s! = ()
Sij =p{'(x1, ;) = —a;(tj)wrcosw(x; — x;) — b;(¢;)w2sinw (x; — x;)
s/ = —a;(t;)w?cos0 — b;(t;)w?sin0

s} = —a;(t))w?

j
a4 = i
l W2

h?

— J
a = —57 Si

Ul-j = pi(xi.t;)
Uij = a;(tj)cosw(x; — x;) + by(t;)sinw (x; — x) + ¢;(;) (x; — x;) + di(t;)
UL.j = ai(tj)coso + bi(tj)sinO + Ci(tj)o + di(tj)

vl = a,(t) + di(ty)

. h?
Ul = —53 8] +di(y)
hZ
— ] ]

Sl =0l (xis1 1))

S]

L =—ai(t))w2cosw(x;q — x;) — bi(t;)w2sinw (x;41 — x;)
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2

Sl-j+1 ~ 52 Sijwzcoswh = —b;(¢t;)w?sinwh
, h? .02 62 .
Sl.]+1 ~ 52 Si] Pcos@ = —bi(tj)ﬁsme

. . 0?2
Sl.]+1 — Si]cose = —bi(tj)ﬁsinﬁ
3 hZ(Sijcose - Sl.j+1
P 02sinf

Us1 = Pi(xisn )
ul,, = a;(tj)cosw(x;p1 — x;) + bi(t;)sinw(xi1 — x;) + ¢ (t7) (ir — ) + di())
Ul.j+1 = a;(t;)coswh + b;(t;)sinwh + ¢;(¢;)h + di(t;)

Ulj+1 = ai(tj)COSB + bl(tj)smﬁ o Cl(t])h + dl(t])

. h? . h2(S!coso — S7. ) . R% .

o _ j +1) j j

U/, = ~ 52 S; cosf + LﬁzsinG Hlosind + ¢;(¢)h + U + 72 S;
: . h% h?(S{coso — S/ h?
_ gy j j +1) . j
¢i(tj)h= U, - U +92 S; cosf — lezsinH 22 sinf — 72 Si

. . . 2 J J 2 .
gl t _ h7(Sicos0=Siy1) % )
alt)) = Uip, — Ui +43 Sicost 92 g7 Si
L ] h
j j Jo_
c: = Uit~ U + h(Siy1= 5P (5 5)
L -_ .

h 62

Burada d; = d;(t;), ¢ = ¢i(tj), b = bi(t;) vea; =a;(t;) ve 6 =whdr. (x;t)
noktasinin birinci dereceden tiirevlerinden olusan pi'(xl-, tj) = pi’_l(xl-, tj) esitligi asagidaki gibi

yazilr.
pi(xit;) = pi_y (20 t;)
—a;(t))wsinw(x; — x;) + b;(t; )weosw (x; — x;) + ¢;(¢;) = —a;_1 (¢;)wsinw (x; — x;_1)
+ b (¢ )weosw (x; — x;—1) + ¢i—4 () -

—ai(tj)wsinO + bi(tj)wcosO + ci(tj) = —ai_l(tj)wsinwh
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+ bi_l(tj)WCOSWh + Ci—l(tj) .
biw + ¢; = —a;_qwsinf + b;_;wcos6 + ¢;_4 (5.6)

(5.5) deki katsayilar (5.6) da yerine yazilirsa;

hZ(Si]COSG — Sij+1 w Uij+1 — Ui] + h( Sij+1 — Sl])
02sin6 h 62
X h2(S) cos® — S/ vl - vl
=32 Sij_lwsinH + ( 1791251'719 l)wcosﬁ 4+t ; i1
+h(5ij — Si]—1)
92

gerekli diizenlemeler yapilirsa

; b W2 R\ [(—2h%6 2h2\ ; [ R* R%\
Uin =20+ Uiy = Osind 62 Sivs T Osind 62 Si + Osinfd 62 Si-1

j j il j J J
U, =20+ U_ =aS; ,+BS] +aS;_, (5.7
2 2 o2 2
elde edilir. Burada @ = (52— — =), p = = — 2 dir

j+1 ve j iki zaman seviyelerinin farkin1 (5.7) de yazarsak asagidaki denklem elde edilir.

(U-j+1— U_]

i+1 i+1

)= 20T = U+ (UL, - Ul =

a(Sitt— s/

i+1 i+1

Y+ B ST = sH+a(sIT - s ) (5.8)

Teorem 5.1. (5.8) fark denkleminin lokal kesme hatas1 agagidaki gibidir.

T/ = k(h? — 2a — B) DZD.u]

h? ;
+k? <— —a- E) DZ DFu!

2 2
k3 h*  2a B 2 n3.,J
+ z—?—g Dthui
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h?  «a ;

h*k | — ——| D¢Du’

* (360 12> et
h? «a ;

+h4-k2 - 6D2 J
<720 24) x Dt

+h*k3 R a D¢ D3ul + ---
4320 144) TFTETE T
Ispat: Taylor acilimi kullanilarak cikarilabilir.

Hatirlatma 5.2: « ve f h? ile orantilh olsun. Eger f + 2a # h? ise (5.8) fark

2
denkleminin lokal kesme hatast O(h?)dir. Eger a # ;l_zise bu denklemin lokal kesme hatasi

0 (h*)dir. Bu denklem igin O(h®) lokal kesme hatas da vardur.

Diger yandan (5.1) denklemini yeniden ele alirsak;

d (0%u(x,t) 1 N .
0x eu(x,t) 0x )

1 ou(x,t) ou(x,t)
T 92 ;u(x, t)) = ;(

ve asagidaki iinlii Cranck-Nicolson diizeni tiiretilebilir.

0%u(x; tjipg) 1 0%u(x;,t;)) 1
a—;z]“—;u(xi'tjﬂ) - T;]—;u(xi'tj)

k
= 4M—h(l +e€ u(xl-, tj+1)) + (u(xiﬂ, tj+1) - u(xi_l, tj+1))

k
+m(1 + e u(x, tj)) X (u(xl-H, tj) —u(x;_q, tj)) + 0(k3® + kh?).
Bu denklemden asagidaki fark denklemi elde edilebilir.
j+1 i1, +1 ‘ j+1 j+1 j+1 j ‘
S =Sl =W = U) +r(1+ ety - UL +r(1+eU]) (U, -
Ui_,) (5.9)
burada r = k/(4uh) ve i=1,...,n. (5.8) de (5.9) yazilir ve hesaplamalar yapilirsa

AU+ BUT + qultl = DUl + EU + RU (5.10)
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elde edilir. Burada;

i

Ai=1- % +2ar(1+ EUj_+11) +p(1+ eUin),

Bi=-2- g + 2aer(UlM - Uul*h),

¢ =1 _%_ 20r(1+ eUlt ) = (1 + eU!™h),

D, =1 —%+ 2ar(1+ eUl-j_l) -1+ EUij)'

Ei = —2 — g - ZaET(UiJ;_l - Uii_l),

Fr=1-%+ 2ar(1+ev],,) + B(1+ev)),

dir. (5.2) smir kosullar kullanilarak (5.10) denklemi n bilinmeyenli n denklemden olusan lineer
olmayan sistem Newton metodu kullanilarak ¢oziilebilir.(Griewanka ve El-Danaf, 2009; El-
Danaf vd., 2011)de uygulanan iteratif yontemle sistemi ¢6zmek tercih edilebilir. Bu amagla ilk

olarak bu sistem asagidaki gibi bir matris formunda yazmalidir.
MUJ*t + [J*1 = NUJ + R/, (5.11)

burada

) . ; T
vl = (vlu) ..ul_uly,

—Bl Cl O 0 0 0 e 0
A, B, C; 0 0 0 w 0
w=lg DD b
: 0 0 0 A,y Bn-1 Gy
0 0 0 0 0 An B,
E, F; 0 0 0 O 0
D, E, F, 0 0 O 0
I
: 0 0 0 Dpy En-1 Fna
0 0 00 O D, E,

ve
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. ; ; T
L+t = (4000 ..0cU 1),
. j j T
R/ = (D,U30...0F, U}, ) du.
5.3. Kararhlik Analizi

Bu boliimde, diizenin kararlilik analizini arastirmak i¢in standart VonNeumann metodu

kullanilir. Tlk basta, yerel sabiti € alarak RLW denkleminin dogrusal olmayan terimi eU,{1 ‘i

linearize yapmak gerekir. Von Nuemann metoduna gore;
UJ, = ¢J exp(ime) (5.12)

olur. Burada ¢ say1 modu, i=v—1 ve { diizenin amplifikasyon faktoriidiir.(5.12) denklemi (5.10)

fark denkleminde yerine yazilirsa;
I (Aexp(i(m — 1)¢) + Bexp(ime) + Cexp(i(m + 1)¢))
= (Dexp(i(m —1)¢) + Eexp(im¢) + Fexp(i(m + 1)¢)) (5.13)

olur. Burada

a
A=1—;+2ar(1+e)+ﬁ(1+s),

C=1—%—2ar(1+e)—ﬁ(1+s),

D=1—%—2ar(1+s)—,8(1+£),

F=—2-F

U
a
F=1—;+2ar(1+e)+ﬁ(1+s).

dir.(5.13) denklemi basit islemler sonrasinda asagidaki gibi olur.

_ Dexp(=ip) + E + Fexp(i¢p)
~ Aexp(—i¢) + B + Cexp(ip)’

Iyi taniml1 Euler formiilii kullamilirsa;
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_X+iy
T X—iY

olur. Burada X = (2 - 27“) cosp — 2 — % veY = r(1 + &)(2a + B)sing dir. Acik olarak

|¢] = 1 ve bu nedenle lineerlestirilmis diizen kosulsuz kararhdir.
5.4. Niimerik Ornekler

Bu bolimde (5.1) RLW denkleminin niimerik ¢6ziimii igin uygulanan ydntemin
gecerliligini test problemleri ile inceleyelim. RLW denkleminin ¢6ziimiiniin dogrulugunu

incelemek i¢in korunum sabitlerinin degerleri de incelenir.

Burada
C, = f;u dx,
C, =[] (u? + puy)? dx,
b
C; = f (u3 + 3u?) dx
a
seklindedir.

5.4.1.Tek solitary dalganin yayilimi
Ornek 5.1.

(5.1)denkleminin asagidaki sekilde verilen ve literatiirde iyi bilinen
u(x,t) = 3d sech(K(x — vt — xo))

analitik ¢6ziimiinii ele alalim. Burada

1 |ed

2 Jvu

dir. Bu analitik ¢6ziim 3d genligine ve v = 1 + ed hizia sahip tek solitary dalga ¢oziimiinii
verir. Baslangi¢ ve sinir kosullar analitik ¢oziimden elde edilebilir. € = p = lalinarak islemler
yapilacaktir. L2, L oo hata normlar1 ve Cy,C,, C3 korunum sabitleri hesaplanarak tablol de
gosterilmistir. Dalga hareketi boyunca L2 ve Loo hata normlarmnin sirastyla 4.02 x 107> ve

1.28 x 10~ °den kiigiik oldugu gozlemlenmektedir. Dalga hareketi boyunca solitary dalganin
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zirve yaptigi nokta 0.299989 olarak Ol¢lilmistir. Bu deger t = 20 zamaninda x = 22
konumunda gergeklesmistir. Zirve noktasinda tam ¢6ziim ile niimerik ¢6ziim arasindaki mutlak

hata 1.06 x 10~>den kiiciiktiir.

Cizelge 5.1. T = 20, = h?/4,a = —40 ve b = 60 degerleri icin tek solitary dalga hareketi.

h/k L2X104 L00X104 Cl C2 C3
Analitik Coziim 0.0 0.0 3.979908 0.81046249  2.57900743
Uygulanan Metot 0.125/0.1 0.40198 0.127649 3.979908 0.81046252  2.57900744
MQ [2] 0.125/0.1 2.06910 0.78027 3.979883 0.81046248  2.5790074
MQ [6] 0.125/0.1 2.06910 0.78027 3.979883 0.81046248  2.5790074
CBSCM1 [17] 0.125/0.1 2.6086 1.0299 3.979958 0.8104596 2.578999
CBSCM2 [17] 0.125/0.1 2.2050 0.8448 3.980016 0.8104624 2.519006
QBSCM [17] 0.125/0.1 0.4315 0.1321 3.979890 0.8104625 2.578999
QBGML1 [18] 0.125/0.1 1.9215 0.7337 3.979883 0.8104612 2.5790031
QBGM2 [18] 0.125/0.1 3.5489 1.2848 3.9798830 0.8104616 2.5790043
LGM [19] 0.125/0.1 2.19 0.86 3.97988 0.810465 2.57901
CDQ-CN [20] 3/0.1 2.58 0.68 3.97989 0.79613 2.57900
Kiibik BSDQ [21] 1/0.00125 29.4 114 3.97991 0.81027 2.57838
Quartik BSDQ [21] 1/0.00125 1.0 0.4 3.97987 0.81043 2.57890
Quintik BSDQ [21]  1/0.00125 0.6 0.2 3.97988 0.81043 2.57890
CDQ [27] 2.5/0.01 0.25 0.07 3.97989 0.81046 2.57900
QBSGM [28] 0.125/0.1 1.92 0.73 3.97989 0.81046 2.57901
QBSFEM [29] 0.125/0.1 3.7841 1.3993 3.97995 0.81046 2.57900

Ornek 5.2.
Biswas (2010) (5.1) denklemi i¢in asagidaki analitik ¢6ziimii tanimlamistir.

A

utot) = cosh?(B(x — vt))

Burada B solitary dalgamin ters genisligi(widthinverse), v = 1/(1 — 4uB?) solitary
dalga hizi, A = 12uvB? /€ solitary dalga genligidir. Lie simetri yaklagimi kullamlarak Biswas
ve arkadaglar1 (Biswas ve Kara, 2011) asagidaki korunum sabitlerini elde etmistir. Bu korunum

sabitleri yukarida tanimlanan solitary dalga denklemi i¢in hesaplanmistir.

Cn = fb(u—guxx)dx
a

1 b
Cp = —f (Bu? + pu2 — 2uui,,)dx,
a

(o)}
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1 b
Ce = ﬂf (_66u4 — Bepuug — epuPuy, + 603Uy + 3UF — 2l Uy — Pl lyyr)
a
— 6uv(—3uyg + Uy — Ullyryr) )d.

Bu degerler sirasiyla kiitle, momentum ve enerjiye karsilik gelmektedir. L2 ve
L o hata normlari, Cy,Cy,C3, Cp,Cp, C, korunum sabitleri hesaplanarak Cizelge5.2 de

gosterilmigtir.

Cizelge 5.2. B =0.13,T =20, n =800,k = 0.1, = h?/4,a = —40 ve b = 60 degerleri
icin tek solitary dalga hareketi.

Zaman L2x10° Loox10° (o C, Cs Cm C, C,

20(exact) O 0 3.3461 0.49176666 1.54004719 3.3461 0.24588 0.00311
0 0 0 3.3461 0.49176666  1.54004719 3.3461 0.24586 0.00309
5 0.5 1.9 3.3462 0.49176667 1.54004720 3.3462 0.24586  0.00309
10 1.0 3.7 3.3462 0.49176667 1.54004720 3.3462 0.24586  0.00309
15 1.4 438 3.3462 0.49176667 1.54004720 3.3462 0.24586  0.00309
20 1.8 5.7 3.3461 0.49176666  1.54004719 3.3461 0.24586 0.00309

5.4.2. Solitary dalgalarin etkilesimi

Hesaplanan sonuglar1 (Islam vd., 2009) ile karsilastirmak i¢in iki pozitif solitary
dalganin etkilesimi ¢alisilmistir. Bu solitary dalgalar i¢in homojen sinir kosullar1 ve asagidaki

baslangic kosulu kullanilmistir.
U(x,0) = 34ysech?(Ky(x — x;)) + 34,sech? (K, (x — x3))
Burada

kl = 04‘, kz = 03, X1 = 15,

=35 A=—"s, j=12.
*2 IT 1 ek
dir. Bu kosullar x = 15 ve x = 35 konumlarinda ve 5.333375ve 1.687502 genliklerinde
solitary dalgalarin olugsmasini saglar. Hesaplamalar [0,120] araligindat = 30 zamaninda vek =

0.1 zaman adimi1 kullanilarak n = 1200 diigim noktasi i¢in gerceklesmistir.

Bu hesaplama siirecinde en genis ve en kiiciik dalgalar birlesir ve ayrilir. Buna ragmen

orijinal sekillerini korurlar. Bu durum ¢t = 0,15,30 i¢in sekil 5.1.’te gdsterilmistir.
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Sekil 5.1.Iki solitary dalgamn etkilesimi.

Cy, C,, C3biiyiikliikleri Cizelge5.3.’de verilmistir.

Cizelgeb.3. Iki solitary dalganin ve ii¢ solitary dalganin etkilesiminde korunum sabitleri.

Zaman Cy C, Cs Zaman Cq C, Cs
0 37.9165 120.5 744.1 0 0.4289 1.088 6.12
5 37.9167 120.5 744.1 5 0.4290 1.088 6.12
10 37.9167 120.6 744.4 10 0.4290 1.089 6.12
15 37.9167 120.7 745.2 15 0.4290 1.090 6.13
20 37.9167 120.5 744.2 20 0.4290 1.088 6.12
25 37.9167 120.5 744.1 25 0.4290 1.088 6.12
30 37.9167 120.5 744.1 30 0.4290 1.088 6.12

Ug pozitif solitary dalganin etkilesimini inceleyelim. Bunun i¢in homojen smir kosullart

ve

(x,0) imfz h2 (K (x = %))
u\x, = ﬁsec jX—Xj
£1- 4K;

baglangi¢ kosullari ele alinsin. Burada

K, =039, K,=033, K, =18
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dir. Bu kosullar x = 10,x = 28,x = 42 konumlarinda ve 4.660878, 2.315379 ve 0.446691
genliklerinde solitary dalga iiretirler. Hesaplamalar [0,130] araliginda t = 40 zamaninda ve k =

0.1 zaman adimi1 kullanilarak n = 1300 diigiim noktas1 i¢in gergeklesir.

Bu islem sonucunda tiim dalgalar birlesir ve ayrilir. Buna ragmen carpigma sonucunda

orijinal sekillerini korurlar.

t =0,t = 20,t = 40 zamanlarindaki dalga etkilesimleri sekil 5.2.’de gosterilmistir.

1=l 1= |

Sekil 5.2. Ug solitary dalganin etkilesimi.

5.4.3. Tek dalgamin hareketi(Wave undulation)

Hesaplanan sonuglari (Islam vd., 2009) ile karsilastirmak i¢in
u(a, t) = ug, u(b,t) =0
smir kosullarini ve
u(x,0) = 0.5u5(1 — tanh((x — x.)/d))

baslangi¢ kosulunu kullanalim. Burada u(x,0) t = Oaninda denge seviyesinin altinda kalan su
yiizeyinin yiiksekligini, d durgun ve derin su seviyesi arasindaki egimi ve uy x = x, merkezli

su seviyesindeki degisimin biiyiikliigiinii verir. Hesaplamalarda parametre degerleri olarak

1
€=15  p=7u=01a=-36b=300x=0k=01n=1400,d=5d =2
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almarak karsilastirmalar yapilacaktir. Bu c¢alismada belirtilen parametreler kullanilarak RLW

denklemi i¢in t = 250 zamanina kadar hesaplamalar yapilmistir.

Ele alman dalganin t = 0,100, 200, 250 zamanlarindaki hareketi sekil 5.3. ve 5.4.’de

gosterilmistir.
0.12 T r r 0.2
0i 1.I i) 1 =100
oasf
0,08 | |
0.08 | - 0a - ”‘lh
0,04 | l
0,08
0,02 |
' I
0 I b I I al \
=10 o 100 200 a0 —1o0 ] 100 200 300
X x
0.2 0.2
st =200 ] o5} t=250
ot _— ! ll 15 o} _ : m-n,ltll‘
.05} | { oost ‘
I |
ot . at —
—100 0 100 200 oo -100 o 100 200 300

Sekil 5.3. d=5 dalgalanma profili.
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Sekil 5.4. d=2 dalgalanma profili.

d = 2igin ¢aligma zamaninin baslangicinda dalgalanma genligi biiyiimektedir. Bu ise

dalga hareketinin baglangi¢ dalgalanmasinin formu ile baglantili oldugu anlamina gelir.

5.4.4. Maxwell baslangi¢ kosulu

Hesaplanan sonuglar1 (Mokhtari ve Torabi Ziaratgahi, 2011) ile karsilastirabilmek i¢in

€ =1 igin RLW denkleminin niimerik ¢oziimiinii ele alalim. Ayrica farkli u parametre

degerleriyle homojen sinir kosullar1 ve Maxwell baslangi¢ kosulu

ile hesaplama yapilsin.

u(x,0) = exp(—(x — 7)?), x € [0,30]

Ele alman denklem igin h = 0.04, k = 0.01 ve u = 0.04, 0.01, 0.001 degerleri ele

alarak hesaplamalar yapilmistir. Bu durumda elde edilen Cy, C;, C3 degerleri Cizelge5.4.’de

verilmistir.
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Cizelge 5.4.pu = 0.04 (sol), u =0.01 (merkez) ve u = 0.001 (sag) ile tanimli Maxwell
baslangic kosullart i¢in degiskenler.

Zaman Cq C, Cs Cq C, C3 Cy C, C3
0 17724539 1.3035 4.7833 0.00177245385091 0.07855 3.48 1.7724539 1.255 4.78
1 17724539 1.3034 4.7833 0.00177245385091 0.07856 3.49 1.7724539 1.255 4.78
2 17724539  1.3034 4.7832 0.00177245385091 0.07857 3.49 1.7724538 1.255 4.78
3 17724539 1.3035 4.7832 0.00177245385090 0.07859 350 1.7724538 1.256 4.77
4 17724539  1.3035 4.7832 0.00177245385090 0.07860 3.50 1.7724539 1.256 4.77
5 17724539 1.3035 4.7832 0.00177245385090 0.07860 3.50 1.7724539 1.256 4.77
6 17724539 1.3035 4.7832 0.00177245385090 0.07861 350 1.7724539 1.257 4.77
7 17724539 1.3035 4.7832 0.00177245385090 0.07861 3.50 1.7724539 1.257 4.77
8 17724539 1.3035 4.7832 0.00177245385090 0.07861 3.50 1.7724539 1.257 4.77
9 17724539  1.3035 4.7832 0.00177245385090 0.07861 3.50 1.7724539 1.257 4.77

10 17724539 1.3035 4.7832 0.00177245385090 0.07861 3.50 1.7724539 1.257 4.77
11 17724538 1.3035 4.7832 0.00177245385090 0.07861 3.50 1.7724539 1.257 4.77
12 1.7724538 1.3035 4.7832 0.00177245385090 0.07861 3.50 1.7724539 1.257 477

Cizelge degerlerinden gorildigi gibi €y, C,, C3 sabitleri farkli ¢ zamanlart igin

korunmaktadir.
5.5.Sonuc¢

Bu calismada CrankNicolson algoritmasi kullanilarak kararli niimerik metot olarak ele
aliman polinom olmayan spline fonksiyonlar yardimiyla RLW denkleminin ¢6ziimii elde
edilmistir. Bu hesaplamada olusan yerel kesme hatas1 O(k? + h?) mertebesindedir. Ydntemin
etkinligini gostermek icin bazi test problemleri iizerinde calisilmistir. Bu test problemlerinde
elde edilen sonuglar ayni parametreler kullanilarak elde edilen benzer caligmalar ile
kargilagtirllmig ve bu sonuclarla uyum iginde oldugu hatta daha iyi sonuglar verdigi

gbzlemlenmistir.



52

6.SONUC VE ONERILER

Bu calismada, birbirinden farkli 6zelliklere sahip lineer olmayan kismi tiirevli
denklemlerin niimerik ¢6ziimleri i¢in polinom olmayan spline fonksiyonlar kullanilmistir. Elde
edilen ¢ozlimler incelendiginde uygulanan yontemden elde edilen sonuglarin genellikle Laplace,

ayristirma, B- Spline ve benzeri niimerik yontemlerden daha iyi oldugu goériilmiistiir.

Bu ¢o6ziim teknigi ile diger lineer olmayan denklemlerin niimerik ¢oziimleri de
incelenebilir. Yapilan ¢aligmalara bakildiginda uygulanan yontem, diger denklem ¢oziimleri i¢in

de iyi sonuglar verecek etkinliktedir.
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