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ÖZET 

İKİ BAĞLANTILI BÖLGELERDE TANIMLI DEĞİŞKEN ÜSLÜ 

SMIRNOV SINIFLARINDA YAKLAŞIM 

YÜKSEK LİSANS 

PELİN SU ADALI 

BALIKESİR ÜNİVERSİTESİ FEN BİLİMLERİ ENSTİTÜSÜ 

MATEMATİK ANABİLİM DALI 

(TEZ DANIŞMANI: PROF. DR. DANIYAL M. ISRAFILZADE) 

BALIKESİR, HAZİRAN – 2019 

 

Bu çalışma giriş, ön bilgiler kısmı, iki ana bölüm (3 ve 4. bölümler), sonuç 

ve kaynak kısımlarından oluşmaktadır. Giriş bölümünde verilen sonuçlar Reel 

eksenin belirli aralıklarında ve kompleks düzlemin belirli özelliklere sahip 

bölgelerinde tanımlı fonksiyonlar uzayında yaklaşım problemlerinin incelenmesi 

ile ilgilidir. Birinci ana bölümde, 𝛤 Dini düzgün Jordan eğrisi ile yapılandırılan 

Faber-Laurent rasyonel fonksiyonları tanımlanmış ve bu fonksiyonlar yardımı ile 

𝐿𝑝(.)(𝛤) uzaylarında yaklaşım teorisinin bilinen bir düz teoreminin ayrıntılı ispatı 

verilmiştir. İkinci ana bölümde, iki bağlantılı B bölgesinde tanımlı 𝐸𝑝(.)(𝐵) 
değişken üslü Smirnov sınıflarında yaklaşım teorisinin bir düz teoremi 

ispatlanmıştır. 

ANAHTAR KELİMELER:  

  
ANAHTAR KELİMELER: Değişken üs, Smirnov sınıfları, düz teoremler, Faber 

serileri, düzgünlük modülü. 
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ABSTRACT 

APPROXIMATION ON DOUBLE CONNECTED DOMAINS WITH 

VARIABLE EXPONENT SMIRNOV CLASSES 

MSC THESIS 

PELİN SU ADALI 

BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE 

MATHEMATICS 

(SUPERVISOR: PROF. DR. DANIYAL M. ISRAFILZADE ) 

BALIKESİR, JUNE 2019 

 

This work consists of introduction, auxiliary part, two main volumes 

(volume 3 and 4), conclusion and references parts. In introduction are given some 

results relating to the approximation properties of Faber polynomials and Faber 

rational functions constructed by given continuums in the complex plane. In main 

volume I (volume 3) the Faber- Laurent rational functions, constructed via Dini-

smooth Jordan curve 𝛤  are defined and then, the proof one direct theorem of 

approximation theory in the variable exponent Lebesgue spaces  𝐿𝑝(.)(𝛤) is given. 

In main volume II (volume 4), one direct theorem of approximation theory in the 

classes 𝐸𝑝(.)(𝐵), defined on the double connected domain are proved. 

KEYWORDS:  

 

 

KEYWORDS: Variable exponent, Smirnov classes, direct theorems, Faber 

polynomials, modulus of smoothness. 
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1. GİRİŞ 

 

Yaklaşım teorisinde genellikle belirli özelliklere sahip olan fonksiyonlara daha 

basit fonksiyonlarla yaklaşım problemleri incelenmektedir. Başlangıçta verilen 

fonksiyonlar uzayı araştırılan probleme göre değişmektedir. Özel halde belli 

aralıklarda veya kompleks düzlemin belli bölgelerinde analitik olup bölgenin 

kapanışında sürekli fonksiyonlar uzayı temel uzay olarak değerlendirilebilir. Bunun 

dışında, reel eksenin belli aralıklarında tanımlı Lebesgue uzayları veya kompleks 

düzlemin belli bölgelerinde analitik olup ek olarak bazı özelliklere sahip olan 

Smirnov fonksiyonları sınıflarında da yaklaşım problemleri incelenmektedir. 

 

Yaklaşım görevini üstlenen basit fonksiyonlar ise temel uzaya bağlı olarak 

cebirsel polinomlar, rasyonel ve trigonometrik fonksiyonlar olabilir. 

 

Özel halde C [a, b], 𝐿𝑝(0, 2π),  𝐸𝑝 (𝐺), 𝐿𝑝(𝛤) uzaylarında yaklaşım teorisi ile 

ilgili sonuçlar [1-4] kaynaklarında detaylı bir şekilde incelenmiştir. Bu kaynaklarda 

aynı zamanda bazı toplama yöntemlerinin yaklaşım özellikleri de incelenmiştir. Bu 

tez çalışmasında iki bağlantılı bölgede tanımlı değişken üslü Smirnov sınıflarında, 

Faber polinomları ve Faber- Laurent rasyonel fonksiyonlarının yaklaşım özellikleri 

incelenmektedir. 

 

 Yaklaşım teorisinde elde edilen sonuçların bir kısmı yaklaşım teorisinin düz 

teoremleri diğer bir kısmı ise yaklaşım teorisinin ters teoremleri olarak bilinmektedir. 

Düz teoremlerde belli özelliklere sahip fonksiyonlar sınıfında polinomları veya 

rasyonel fonksiyonlarla yaklaşım hızı değerlendirilir. Bunun için düzgünlük modülü 

denilen fonksiyonlar kullanılır. Ters teoremde ise polinom veya rasyonel 

fonksiyonlarla yaklaşım hızı verilen fonksiyonlar sınıfının diferansiyel özellikleri 

bulunur. Bu çalışmanın 1. ana bölümünde (bölüm 3) yaklaşım teorisinin bir düz 
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teoremi ispatlanmıştır. Bunun dışında bu problemle ilgili diğer bir problemin 

araştırılması 2. ana bölümde (bölüm 4) elde edilmiştir. 

 

 Değişken üslü uzaylar 1930 yılında Orlicz tarafından matematik literatürüne 

dahil edilmiş olsa da bu uzaylarla ilgili önemli araştırmalar 1970 yılından sonra 

yapılmıştır. Bu çalışmalar içerisinde Sharpadinov tarafından yazılan [5] monografisi 

yaklaşım teorisi açısından önemli bir araştırma kaynağı olmuştur. Bu kitapta 

değişken üslü uzaylarda yaklaşımın mümkünlüğü için p(.) değişken üssünün 

sağlaması gereken özellikler incelenmiş ve bu üssün belirli koşulları sağladığı 

taktirde trigonometrik polinomlar kümesinin Lebesgue uzaylarında yoğunluğu ispat 

edilmiştir. 

 

 Daha sonra [6] çalışmasında değişken üslü ağırlıklı uzaylarda yaklaşım 

teorisinin bazı düz ve ters teoremleri ispatsız olarak ifade edilmiştir. 𝐿𝑝(.)[0, 2π] 

uzaylarında yaklaşım teorisinin bir düz teoremi [7] çalışmasında ispatlanmıştır. Bu 

çalışmada aynı zamanda bazı özel toplama yöntemlerinin yaklaşım özellikleri de 

incelenmiştir. 

 

 𝐿𝑝(.)[0, 2π] uzaylarında trigonometrik polinomlar ile yaklaşım problemleri ve 

kompleks düzlemin belirli özelliklere sahip basit bağlantılı bölgelerinde tanımlı 

değişken üslü uzaylarda cebirsel polinomlar ile yaklaşımla ilgili bazı çalışmalar [8-

10] da yapılmıştır. 

 

 Değişken üslü uzaylarda yaklaşım alanında yapılan çalışmalar son yıllarda 

hızla artmaktadır. Bu tezde, araştırdığımız konu kompleks düzlemin iki bağlantılı 

bölgelerinde tanımlı değişken üslü Smirnov sınıflarının tanımı ve bu sınıflarda 

yaklaşım teorisinin bir düz teoreminin elde edilmesidir. Bu konuya oldukça yakın 

çalışmalar [11,12] çalışmalarıdır. Tezin 3.bölümünde bu çalışmalardan birincisinin 

detaylı ispatı da sunulmaktadır. Bu çalışmada kullanılan teknik ve yöntemler yardımı 

ile 4 bölümde iki bağlantılı bölgelerde tanımlı Smirnov sınıflarında Faber 

polinomları ve Faber rasyonel fonksiyonlarının özellikleri incelenmiş ve bunlar 
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yardımı ile inşa edilen Faber-Laurent rasyonel fonksiyonları ile yaklaşım teorisinin 

bir düz teorisi ispatlanmıştır. Burada not edilmesi gereken nokta, p(.) sabit olduğu 

durumda klasik Smirnov sınıflarında yaklaşım problemleri birçok matematikçi 

tarafından incelenmiştir. Detaylı bilgilere [7, 12-24] çalışmalarından ulaşılabilir. 

 



4 

 

2. ÖN BİLGİLER 

2.1 Temel Tanımlar ve Teoremler 

2.1.1 Tanım: Kompleks düzlemde bağlantılı ve açık kümeye bir bölge; 

bağlantılı ve kapalı bir kümeye de kontinyum denir [25, s.1]. 

2.1.2 Tanım: G, ℂ de bir bölge olsun. Eğer G içindeki her 𝜞 eğrisi yine G 

içinde sabit bir 𝒛𝟎 noktasına homotop ise G ye basit bağlantılı bölge denir. 

2.1.3 Tanım: Bir f karmaşık fonksiyonu bir 𝒛𝟎  noktasının belli bir 

𝑫(𝒛𝟎, 𝜹) , 𝜹 >  𝟎  komşuluğundaki bütün noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, 𝒛𝟎 

da analitiktir denir [26, s.97]. 

2.1.4 Tanım: [𝒂, 𝒃] ⊂ ℝ olmak üzere sürekli bir  

 

𝛤: [𝑎, 𝑏] → ℂ 

 

fonksiyonuna kompleks düzlemde bir eğri denir. Burada 𝛤(𝑎) ve 𝛤(𝑏) noktalarına 

sırasıyla eğrinin başlangıç ve bitim noktaları; bir 𝛤 eğrisi verildiğinde 𝛤(𝑎) = 𝛤(𝑏) 

oluyorsa 𝛤 ya kapalı eğri; 𝛤 türevi var ve sürekli ise 𝛤 ya diferansiyellenebilir eğri; 

diferansiyellenebilir bir 𝛤  eğrisi için 𝛤′ (𝑡) ≠ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]  oluyorsa 𝛤  ya düzgün 

eğri; bir 𝛤 eğrisi için sadece 𝑡1 = 𝑡2 durumunda 𝛤(𝑡1) = 𝛤(𝑡2) oluyorsa 𝛤 ya Jordan 

eğrisi denir [27]. 

 

 



5 

 

2.1.5 Tanım: [𝒂, 𝒃] ⊂ ℝ olmak üzere 

 

𝛤: 𝑧 = 𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡) 

 

sürekli eğrisi verilmiş olsun. ∀𝑛 ∈ ℕ için 

 

𝑡1 = 𝑎 < 𝑡2 < 𝑡3 < ⋯ < 𝑡𝑛+1 = 𝑏 

 

koşulunu sağlayan ∀𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, . . . , 𝑡𝑛+1 değerleri için  

 

∑|𝑧(𝑡𝑘+1) − 𝑧(𝑡𝑘)|

𝑛

𝑘=1

 

 

toplamı sınırlı kalıyorsa 𝛤 eğrisine sonlu uzunluklu eğri denir. Başka bir ifade ile 𝛤 

eğrisini gösteren z fonksiyonu sınırlı değişimli ise 𝛤 ya sonlu uzunluklu eğri denir 

[28, s.417]. 

2.1.6 Tanım: G, sınırı kapalı 𝜞 Jordan eğrisi olan sınırlı bir bölge, 𝒛𝟎 ∈ 𝜞 

ve 𝜞 nın 𝒛𝟎 da bir tek teğeti var olsun, 𝒛𝟎 ın komşuluğunda 𝜞 eğrisi normalin her iki 

yanı üzerinde bulunsun. Bu durumda eğer G içinde bulunan ve 𝒛𝟎 noktasında son 

bulan sürekli bir 𝓵  eğrisinin, 𝒛𝟎 ın komşuluğundaki kısmı, köşesi 𝒛𝟎  da bulunan, 

büyüklüğü 𝝅 den daha küçük olan ve açıortayı 𝜞 ya içten normal ile çakışan bir açı 

içinde kalıyorsa bu 𝓵 eğrisine açısal yol denir. Eğer G içinde analitik olan bir 𝒇(𝒛) 

fonksiyonu, z, 𝜞 zerindeki bir 𝒛𝟎 noktasına 𝜞 içindeki keyfi bir açısal yol boyunca 

yaklaşırken bir a değerine yaklaşıyorsa, kısaca 𝒇(𝒛)  açısal yollar üzerinden a 

değerini alır veya 𝒇(𝒛), 𝒛𝟎 noktasından açısal limite sahiptir denir [28]. 
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𝐺 , Γ Jordan eğrisi ile sınırlı, ℂ kompleks düzleminde sonlu bölge ve 𝐺−: =

 𝐸𝑥𝑡 𝛤 olsun. Genelliği kaybetmeden, 0 ∈ 𝐺  alalım. 𝕋:= {𝑤 ∈ ℂ: |𝑤| = 1} , 𝔻: =

 𝐼𝑛𝑡 𝕋 , 𝔻−: =  𝐸𝑥𝑡 𝕋 olsun.  

2.1.7 Teorem (Riemann Konform Dönüşüm Teoremi): G kompleks 

düzlemde sınırı en az iki noktadan oluşan basit bağlantılı bir bölge ve 𝒛𝟎 ∈ 𝑮 olsun. 

Bu durumda, G bölgesini 𝔻 ye  

 

𝑓(𝑧0) = 0 ve 𝑓
′(𝑧0) > 0 

 

koşulları altında resmeden bir tek konform dönüşüm vardır. [1, s.8] 

2.1.8 Teorem: Eğer G bölgesinin sınırı Jordan eğrisi ise, G nin 𝔻 ya her 

konform dönüşümü 𝑮 ye birebir ve sürekli olarak genişletilebilir. Aynı şekilde G nin 

sınırı bir Jordan eğrisi ise, 𝑪𝑮 nin 𝑪𝔻 ye her konform dönüşümü CG ye birebir ve 

sürekli olarak genişletilebilir [25, s.24]. 

2.1.9 Tanım: 𝜞 , kompleks düzlemde sonlu uzunluklu kapalı bir Jordan 

eğrisi olsun. 𝒑: 𝜞 → [𝟏,∞)  değişken üssü, 𝜞 üzerinde tanımlı Lebesgue ölçülebilir 

fonksiyon olsun. 

 

∫|𝑓(𝑧)|𝑝(𝑧)|𝑑𝑧|
𝛤

< ∞ 

 

koşulunu sağlayan ölçülebilir f fonksiyonları kümesine değişken üslü Lebesgue uzayı 

denir ve 𝐿𝑝(.)(𝛤) ile gösterilir. 
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2.1.10 Tanım: 𝜞 , kompleks düzlemde sonlu uzunluklu kapalı bir Jordan 

eğrisi olsun. Değişken üslü 𝑳𝒑(.)(𝜞) , 𝒆𝒔𝒔 𝒔𝒖𝒑
𝒛∈𝜞
 𝒑(𝒛) < ∞ Lebesgue uzayı 

 

‖𝑓‖𝐿𝑝(.)(𝛤): =  𝑖𝑛𝑓 

{
 

 

𝜆 ≥ 0:∫|
𝑓(𝑧)
𝜆
⁄ |

𝑝(𝑧)

|𝑑𝑧|

𝛤

≤ 1

}
 

 

< ∞ 

 

normu ile donatıldığında bir Banach uzayı olur. 

 

2.1.11 Tanım: G, basit bağlantılı bir bölge ve f fonksiyonu G de analitik 

olsun. 𝟏 ≤ 𝒑 < ∞ alalım. G de yerleşen ve 𝜞𝒏 → 𝜞 özelliğine sahip sonlu uzunluklu 

kapalı Jordan eğrilerinin bir (𝜞𝒏) dizisi için  

 

∫ |𝑓(𝑧)|𝑝

𝛤𝑛

|𝑑𝑧| < 𝑀 

 

olacak şekilde n’den bağımsız 𝑀 = 𝑀(𝑓)  sayısı bulunabiliyorsa 𝑓 ∈ 𝐸𝑝(𝐺)  dir 

denir. 𝐸𝑝(𝐺) uzayına Smirnov sınıfı denir [28, s438]. 

2.1.12 Tanım: G, basit bağlantılı bir bölge olsun. 𝒑(. ): 𝜞 → [𝟏,∞) Lebesgue 

ölçülebilir fonksiyon olsun. O halde  

 

𝐸𝑝(.)(𝐺):=  {𝑓 ∈ 𝐸1(𝐺): 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝛤)} 
 

uzayına G deki f analitik fonksiyonlarının değişken üslü Smirnov sınıfı denir. 
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𝑓 ∈ 𝐸𝑝(.)(𝐺) fonksiyonunun normu ‖𝑓‖𝐸𝑝(.)(𝐺): = ‖𝑓‖𝐿𝑝(.)(𝛤) olarak tanımlanır 

ve 𝐸𝑝(.)(𝐺) nin bir Banach uzayı olduğu görülür. 

2.1.13 Tanım:  𝑭, [𝟎, 𝟐𝝅]  aralığı ya da bir 𝜞 ⊂ ℂ  Jordan eğrisi olsun ve 

𝒑(. ): 𝑭 → ℝ+: = [𝟎,∞), Lebesgue ölçülebilir bir fonksiyon,  

 

1 ≤ 𝑝−: =  𝑒𝑠𝑠 𝑖𝑛𝑓
𝑧∈𝐹
 𝑝(𝑧) ≤ 𝑒𝑠𝑠 𝑠𝑢𝑝

𝑧∈𝐹
 𝑝(𝑧):= 𝑝+  < ∞                    (2.1) 

olsun. 

 

|𝐹| , F in Lebesgue ölçümü olsun. Eğer 𝑝(. ) , (2.1) ve ∀𝑧1, 𝑧2 ∈

𝐹 ve 𝑧1, 𝑧2 noktalarından bağımsız pozitif bir c sabiti için 

 

|𝑝(𝑧1) −  𝑝(𝑧2)|ln(
|𝐹|
|𝑧1 − 𝑧2|
⁄ ) ≤ 𝑐 

 

koşullarını sağlıyorsa, 𝑝(. ) ∈ 𝒫log(𝐹) denir. Eğer 𝑝(. ) ∈ 𝒫log(𝐹) ve 𝑝− > 1 ise o 

halde 𝑝(. ) ∈ 𝒫0
log(𝐹) olduğu söylenir. 

2.1.14 Teorem (Hölder Eşitsizliği): 𝒇 ∈ 𝑳𝒑(𝒛)(𝜞), 𝒈 ∈ 𝑳𝒑
′(𝒛)(𝜞), 𝟏 ≤

𝒑(𝒙) ≤ ∞,  
𝟏

𝐩(𝐳)
+
𝟏

𝐩′(𝐳)
= 𝟏 olsun. O halde  

 

∫|𝑓(𝑧)𝑔(𝑧)𝑑𝑧|
𝛤

≤ 𝑘‖𝑓‖𝐿𝑝(.)(𝛤)‖𝑔‖𝐿𝑝′(.)(𝛤), 𝑘 = 𝑠𝑢𝑝
1

𝑝(𝑧)
+ 𝑠𝑢𝑝

1

𝑝′(𝑧)
 

 

özel halde 𝑝(. ) = 𝑝 =  𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olduğunda k=1 olur. 
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2.1.15 Teorem (Minkowski Eşitsizliği): 𝟏 ≤ 𝒑(𝒙) ≤ ∞ olsun ve 𝒇, 𝒈 ∈

𝑳𝒑(.)(𝜞) olsun. O halde 𝒇 + 𝒈 ∈ 𝑳𝒑(.)(𝜞) ve 

 

‖𝑓 + 𝑔‖𝑝(.) ≤ ‖𝑓‖𝑝(.) + ‖𝑔‖𝑝(.) 

 

olur. 

2.1.16 Teorem (İntegral Minkowski Eşitsizliği): 𝟏 ≤ 𝒑(𝒙) ≤ 𝒑+ <

∞ olsun.  𝒇: 𝜞 𝒙 𝜞 → ℂ  ölçülebilir fonksiyonu ve tüm 𝒚 ∈ 𝜞 için 𝒇(. , 𝒚) ∈ 𝑳𝒑(.)(𝜞) 

olduğunu varsayalım. O halde  

 

‖∫𝑓(. , 𝑦)𝑑
𝛤

𝑦‖
𝑝(.)

≤ 𝑐(𝑝)∫‖𝑓(. , 𝑦)‖𝑝(.)
𝛤

𝑑𝑦  

 

olur. Burada 𝑐(𝑝), 𝑝(𝑧) e bağlı bir sabittir. 

 

𝑔 sürekli bir fonksiyon ve  

𝜔(𝑔, 𝑡): = 𝑠𝑢𝑝
|𝑡1−𝑡2|≤𝑡

|𝑔(𝑡1) − 𝑔(𝑡2)|, 𝑡 > 0 

süreklilik modülü olsun. 

2.1.17 Tanım: [𝒂, 𝒃] ⊂ ℝ olmak üzere sürekli bir 𝜞: [𝒂, 𝒃] → ℂ fonksiyonu 

kompleks düzlemde diferansiyellenebilir bir eğri olsun. 𝜞  eğrisi için 𝜞′ (𝒕) ≠ 𝟎,

∀𝒕 ∈ [𝒂, 𝒃] oluyorsa 𝜞 ya düzgün eğri denir. 

2.1.18 Tanım: 𝜞  düzgün Jordan eğrisi olsun. 𝜽(𝒔)  ile s değerine karşılık 

gelen eğri noktasına çizilen teğetin reel eksenin pozitif yönü ile oluşturduğu açıyı 

gösterelim ve 𝜽 nın 𝝎(𝜽, 𝒔) süreklilik modülü 
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∫ [
𝜔(𝜃, 𝑠)

𝑠⁄ ] 𝑑𝑠 < ∞, 𝛿 >

𝛿

0

0, 

 

koşulunu sağlıyor ise 𝛤 ye Dini- düzgün eğri denir. Dini- düzgün eğrilerin kümesi 𝔇 

ile gösterilir. 

2.2 Düzgünlük Modülü 

 

Klasik ötelemeye göre 𝐿𝑝(.)(𝕋) invaryant olmadığından bu uzayda düzgünlük 

modülünü tanımlamak için, 

 

𝜎ℎ𝑓(𝑤):=
1

ℎ
∫ 𝑓(𝑤𝑒𝑖𝑡)𝑑𝑡
ℎ

0

 

 

operatörü tanımlanır. Burada 𝑤 ∈ 𝕋, 0 < ℎ < 𝜋  dir. Bu operatör 𝑝 ∈ 𝒫log(𝕋) 

olduğunda 𝐿𝑝(.)(𝕋)  uzayında sınırlı olduğundan [27] düzgünlük modülünün 

aşağıdaki tanımı verilebilir. 

2.2.1 Tanım: 𝒇 ∈ 𝑳𝒑(.)(𝕋), 𝒑 ∈ 𝓟𝐥𝐨𝐠(𝕋) olsun. 

 

𝛺(𝑓, 𝛿)𝑝(.): = 𝑠𝑢𝑝
0<ℎ≤𝛿
‖𝑓(. ) − 𝜎ℎ𝑓(. )‖𝐿𝑝(.)(𝕋) 

 

şeklinde tanımlanan 𝛺(𝑓, . )𝑝(.): [0,∞) → [0,∞)  fonksiyonu 𝐿𝑝(.)(𝕋) de 𝑓  in 

düzgünlük modülüdür. 
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Vurgulayalım ki bu şekilde modül Sharapudinov’un [29] çalışmasında da 

kullanılmaktadır. 

2.3 Cauchy Singüler İntegrali 

 

𝛤 kompleks düzlemde kapalı sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi olsun. 

Bu durumda  

 

∫
𝑓(휁)

휁 − 𝑧
𝑑

𝛤

휁, 𝑧 ∉ 𝛤 

 

Cauchy integralini ele alalım. 

 

𝛤 üzerinde bulunan bir z noktasını göz önüne alalım. 𝑓 ∈ 𝐿1(𝛤) ve keyfi bir  

휀 > 0 için 𝛤(𝑧, 휀):= {휁 ∈ 𝛤: |휁 − 𝑧| < 휀} olsun.  

 

lim
→0
∫

𝑓(휁)

휁 − z
𝑑

𝛤 \ 𝛤(𝑧, )

휁 

 

limiti varsa bu limite Cauchy Singüler integrali denir ve  

 

𝑆𝛤𝑓(z) ≔ lim
→0

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓(휁)

휁 − 𝑧
𝑑휁

𝛤 \ 𝛤(𝑧, )

 

 

veya  
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𝑆𝛤𝑓(z):=
1

2𝜋𝑖
(𝑃. 𝑉)∫

𝑓(휁)

휁 − 𝑧
𝑑휁

𝛤 

  

 

şeklinde gösterilir. 

 

Verilen 𝑓 ∈ 𝐿1(𝛤) için 𝑆𝛤(𝑓), 𝛤  de hemen her yerde 𝑆𝛤(𝑓)(𝑧)  değerini alır. 

𝑆𝛤(𝑓) lineer operatörü Cauchy singüler operatörü olarak adlandırılır. 

2.3.1 Lemma (Privalov Lemması): Eğer Cauchy integrali 𝜞  üzerinde 

hemen her yerde 𝜞 nın bir tarafı üzerinde bulunan bütün açısal yollar boyunca belirli 

limit değerlerine sahipse, Cauchy singüler integrali 𝜞  üzerinde hemen her yerde 

mevcuttur ve Cauchy integrali 𝜞 nın diğer tarafı üzerinden 𝜞 üzerinde hemen her 

yerde açısal limit değerine sahiptir. Tersine, Cauchy singüler integrali 𝜞 üzerinde 

hemen her yerde mevcutsa Cauchy integrali 𝜞  nın her iki tarafı üzerinden de 

𝜞 üzerinde hemen her yerde açısal limit değerlerine sahiptir [28, s. 431]. 

 

Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝛤) , 𝑝 ∈ 𝒫log(𝛤) ise o zaman 

 

                         𝑓+(𝑧)≔ 
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(휁)

휁−𝑧
𝑑휁

𝛤
,  𝑧 ∈ 𝐺                                               (2.2) 

                      𝑓−(𝑧):=  
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓( )

−𝑧
𝑑휁

𝛤

,    𝑧 ∈ 𝐺                                       (2.3) 

 

fonksiyonları sırasıyla 𝐺 ve 𝐺−  de analitiktir ve 𝑓−(∞) = 0  dır. Privalov ’un 

lemmasına göre 𝛤 de hemen her yerde açısal yollar üzerinden limitleri vardır ve  

 

𝑓+(𝑧) =  𝑆𝛤(𝑓)(𝑧) +
1

2
𝑓(𝑧) ve 𝑓−(𝑧) =  𝑆𝛤(𝑓)(𝑧) −

1

2
𝑓(𝑧)          (2.4) 

 

formülleri 𝛤 de hemen her yerde geçerlidir. Bununla birlikte  
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                                   𝑓(𝑧) = 𝑓+(𝑧) − 𝑓−(𝑧)                                            (2.5) 

 

𝛤 de hemen her yerde sağlanır [9, s.431]. Dahası 𝑓0
−(∞) = 𝑓1

−(∞) = 0. 

2.4 Yardımcı Teoremler 

 

Γ, kompleks düzlemde sonlu uzunluklu bir Jordan eğrisi olsun. Jordan eğri 

teoremine göre her Jordan eğrisi kompleks düzlemi biri sınırlı diğeri sınırsız iki basit 

bağlantılı bölgeye ayırır. 

 

𝐺 , Γ Jordan eğrisi ile sınırlı, ℂ kompleks düzleminde sonlu bölge ve 𝐺−: =

 𝐸𝑥𝑡 𝛤 olsun. Genelliği kaybetmeden, 0 ∈ 𝐺  alalım. Ayrıca 𝕋:= {𝑤 ∈ ℂ: |𝑤| = 1}, 

𝔻: =  𝐼𝑛𝑡 𝕋 , 𝔻−: =  𝐸𝑥𝑡 𝕋 olsun. 

 

Riemann konform dönüşüm teoremine göre 𝐺− ve 𝐺 nin 𝔻− bölgesine 

konform dönüşümleri vardır. Bu dönüşümler sırasıyla 𝜑 ve 𝜑1 ile gösterilsin. Ayrıca  

 

𝜑 (∞) = ∞ , lim
𝑧→∞

𝜑 (𝑧)
𝑧⁄ > 0 

 

ve  

 

  𝜑1 (0) = ∞ , lim
𝑧→0
 𝑧. 𝜑1 (𝑧) > 0  

 

olsun. Bununla birlikte 𝜑 ve   𝜑1  dönüşümlerinin tersleri sırasıyla 𝜓  ve 𝜓1 olsun. 
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3. EĞRİ ÜZERİNDE TANIMLI DEĞİŞKEN ÜSLÜ 

LEBESGUE UZAYLARINDA FABER-LAURENT RASYONEL 

FONKİYONLARIYLA YAKLAŞIM 

3.1 Giriş 

Değişken üslü Lebesgue uzayları, Klasik Lebesgue uzaylarının bir 

genellemesidir. Burada p sabit üssünün yerini, değişken üslü fonksiyon 𝑝(. ) alır. 

Değişken üslü Lebesgue uzaylarının, mekanikte farklı uygulama problemlerinde, 

özellikle akışkan dinamiğindeki elektroreolojik akışkanların modellenmesinde ve 

ayrıca görüntü işleme çalışmalarında ve bazı fiziksel problemlerde kullanılması 

nedeniyle 1990’lı yıllardan itibaren bu uzaylara olan ilgi artmıştır. (Örneğin [5, 30, 1] 

monografları ve orada belirtilmiş kaynaklarda görülebilir) Günümüzde, potansiyel 

teori, maksimal ve singüler integral operatör teorisi ışığında bu uzayların temel 

problemleri ile ilgili yeterince geniş araştırma yapılmıştır. İlgili sonuçların sunumu, 

yukarıdaki monograflarda ve ayrıca [32-35] de bulunabilir. Ama değişken üslü 

Lebesgue uzaylarında yaklaşım problemleri özel olarak kompleks bölgede yeterince 

geniş olarak araştırılmamıştır. Bu arada, reel eksende tanımlanan periyodik ve 

periyodik olmayan fonksiyonların değişken üslü Lebesgue uzaylarında yaklaşım 

teorisinin temel problemlerinden bazıları Sharapudinov tarafından çalışılmış ve 

çözülmüştür [5], ayrıca bakınız: [29, 36]. 

 

Bu bölümde, Γ- Dini düzgün Jordan eğrisiyle oluşturulan Faber-Laurent 

serilerinin kısmi toplamlarının yaklaşım özellikleri çalışılmış ve değişken 

üslü  𝐿𝑝(.)(𝛤) Lebesgue uzaylarında var olan bir düz teoremin detaylı ispatı 

verilmiştir. 
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Verilen 𝑓 ve 𝛤 de tanımlı 𝑝(. ) değişken üssü için; 

 

𝑓0 (𝑤):=  𝑓 [𝜓 (𝑤)] ve 𝑓1 (𝑤):=  𝑓 [𝜓1 (𝑤)]                               (3.1) 

𝑝0(𝑤):= 𝑝(𝜓(𝑤)) ve 𝑝1(𝑤):= 𝑝(𝜓1(𝑤))                                    (3.2) 

 

olsun. 

3.2 Yardımcı Sonuçlar 

 

c, c1, . . . , ile genellikle birbirinden farklı olup sadece parantez içindeki 

parametrelere bağlı olan ve n den bağımsız sabitleri göstereceğiz. 

 

3.2.1 Lemma: 𝜞 ∈ 𝕯 ise 𝒇 ∈ 𝑳𝒑(.)(𝜞)  ⇔ 𝒇𝟎 ∈ 𝑳
𝒑𝟎(.)(𝕋) ⇔ 𝒇𝟏 ∈

𝑳𝒑𝟏(.)(𝕋) ve 𝒑 ∈ 𝑷𝒍𝒐𝒈(𝜞) ⇔ 𝒑𝟎 ∈ 𝑷
𝒍𝒐𝒈(𝕋) ⇔ 𝒑𝟏 ∈ 𝑷

𝒍𝒐𝒈(𝕋) olur.  

İspat. 𝛤 ∈ 𝔇 ise [37] e göre  

 

        0 < 𝑐1 < |𝜓′(𝑤)| < 𝑐2 < ∞ , 0 < 𝑐3 < |𝜑′(𝑤)| < 𝑐4 < ∞     (3.3) 

        0 < 𝑐5 < |𝜓1
′ (𝑤)| < 𝑐6 < ∞ , 0 < 𝑐7 < |𝜑1

′ (𝑤)| < 𝑐8 < ∞    (3.4) 

 

burada 𝑐𝑖 > 0, 𝑖 = 1,2, . . . . ,8 dir. (3.3) e göre, 

 

‖𝑓‖𝐿𝑝(.)(𝛤) ≤ 𝑐2 ‖𝑓0‖𝐿𝑝0(.)(𝕋) ≤ 𝑐2𝑐4 ‖𝑓‖𝐿𝑝(.)(𝛤) 

 

dir ve bu da  
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𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝛤)  ⇔ 𝑓0 ∈ 𝐿
𝑝0(.)(𝕋) 

 

olmasını gerektirir. 

 

Benzer bir yolla (3.4) den, 

 

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝛤)  ⇔ 𝑓1 ∈ 𝐿
𝑝1(.)(𝕋) 

 

elde edilir. 

 

Diğer taraftan eğer 𝑝 ∈ 𝑃log(𝛤),  𝑤𝑖 ∈ 𝕋, 𝑖 = 1,2  ise o halde 𝑤𝑖: = 𝜑(𝑧𝑖) ∈

𝕋,  𝑧𝑖 ∈ 𝛤  olur. (3.3) e göre |𝑝0(𝑤1) − 𝑝0(𝑤2)|ln (
2𝜋
|𝑤1 − 𝑤2|
⁄ ) ≤ 𝑐9|𝑝(𝑧1) −

𝑝(𝑧2)|ln(
|𝛤|
|𝑧1 − 𝑧2|
⁄ ) ≤ 𝑐10|𝑝0(𝑤1) − 𝑝0(𝑤2)|ln (

2𝜋
|𝑤1 − 𝑤2|
⁄ )  , ki bu da  

𝑝 ∈ 𝑃log(𝛤) ⇔ 𝑝0 ∈ 𝑃
log(𝕋) olmasını gerektirir. 

 

Benzer şekilde (3.4) ü kullanarak 𝑝 ∈ 𝑃log(𝛤) ⇔ 𝑝1 ∈ 𝑃
log(𝕋)  olduğu 

gösterilir. 

 

Eğer 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝛤) , 𝑝 ∈ 𝒫log(𝛤) ise o zaman 

 

𝑓+(𝑧) ≔ 
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓( )

−𝑧
𝑑휁

𝛤

=
1

2𝜋𝑖
∫
[𝜓′(𝑤)]

𝜓(𝑤)−𝑧
𝕋

𝑓0(𝑤)𝑑𝑤, 𝑧 ∈ 𝐺                       (3.5) 

𝑓−(𝑧):=  
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓( )

−𝑧
𝑑휁

𝛤

=
1

2𝛑𝐢
∫
[𝜓1
′ (𝑤)]

𝜓1(𝑤)−𝑧
𝑓1(𝑤)

𝕋

𝑑𝑤, 𝑧 ∈ 𝐺                  (3.6) 

 

fonksiyonları sırasıyla 𝐺 ve 𝐺− de analitiktir ve 𝑓−(∞) = 0 dır.  
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Dahası 𝑓0
−(∞) = 𝑓1

−(∞) = 0 ve 𝕋 de hemen her yerde  

 

                                                  𝑓0(𝑤) = 𝑓0
+(𝑤) − 𝑓0

−(𝑤)                                  (3.7) 

                                                   𝑓1(𝑤) = 𝑓1
+(𝑤) − 𝑓1

−(𝑤)                                  (3.8) 

dir. 

3.2.2 Lemma: Eğer 𝒈 ∈ 𝑳𝒑(.)(𝕋) , 𝒑 ∈ 𝓟𝟎
𝐥𝐨𝐠(𝕋) ise o halde  

 

𝛺(𝑆𝕋[𝑔], . )𝑝(.) ≤ 𝑐(𝑝) 𝛺(𝑔, . )𝑝(.) 

 

olur. 

İspat. 𝛿 ∈ [0, 𝜋], ℎ < 𝛿, 𝑤 ∈ 𝕋 olsun. Fubini teoremine göre 

 

𝜎ℎ[𝑆𝕋(𝑔)(𝑤)] =  (
1
ℎ⁄ )∫ 𝑆𝕋(𝑔)(𝑤𝑒

𝑖𝑡)𝑑𝑡
ℎ

0

 

= (1 ℎ⁄ )∫
1

2𝜋𝑖
(𝑃. 𝑉)

ℎ

0

(∫
𝑔(𝜏𝑒𝑖𝑡)𝑑𝜏

𝜏 − 𝑤
𝕋

)𝑑𝑡  

=
1

2𝜋𝑖
(𝑃. 𝑉)∫

(1 ℎ⁄ ) ∫ 𝑔(𝜏𝑒
𝑖𝑡)

ℎ

0
𝑑𝑡

𝜏 − 𝑤

𝕋

𝑑𝜏  

=
1

2𝜋𝑖
(𝑃. 𝑉)∫

𝜎ℎ(𝑔)(𝜏)

𝜏 − 𝑤
𝕋

𝑑𝜏 = 𝑆𝕋[𝜎ℎ(𝑔)(𝑤)] 

 

ve 𝐿𝑝(.)(𝕋) de 𝑆𝕋[𝑔] singüler operatörünün sınırlılığını kullanarak,  
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‖(𝑆𝕋(𝑔) − 𝜎ℎ[𝑆𝕋(𝑔)])(𝑤)‖𝐿𝑝(.)(𝕋) = ‖(𝑆𝕋[𝑔 − 𝜎ℎ(𝑔)])(𝑤)‖𝐿𝑝(.)(𝕋) 

                                                           ≤ 𝑐(𝑝)‖[𝑔 − 𝜎ℎ(𝑔)](𝑤)‖𝐿𝑝(.)(𝕋) 

 

elde edilir ki bu da 𝛺(𝑆𝕋[𝑔], . )𝑝(.) ≤ 𝑐(𝑝) 𝛺(𝑔, . )𝑝(.) ilişkisini gerektirir.  

3.2.3 Lemma: Eğer 𝒈 ∈ 𝑳𝒑(.)(𝕋), 𝒑 ∈ 𝓟𝟎
𝐥𝐨𝐠(𝕋) ise o halde  

𝛺(𝑔+, . )𝑝(.) ≤ 𝑐(𝑝) 𝛺(𝑔, . )𝑝(.) 

dır. 

İspat. 𝕋 de hemen her yerde 

 

𝑔+ =
1

2
𝑔 + 𝑆𝕋(𝑔) 

olduğundan lemma 3.2.2 vasıtasıyla istenilen eşitsizliği elde ederiz.  

3.2.4 Lemma: [12]. 𝜞 ∈ 𝕯 𝒗𝒆  𝒑 ∈ 𝓟𝟎
𝒍𝒐𝒈(𝜞) olsun. Eğer 𝒇 ∈ 𝑳𝒑(.)(𝜞), 𝜞 ∈

𝕯 ve  𝒑 ∈ 𝓟𝟎
𝒍𝒐𝒈(𝜞) ise o zaman 𝒇+ ∈ 𝑬𝒑(.)(𝑮), 𝒇− ∈ 𝑬𝒑(.)(𝑮−) olur. 

3.2.5 Lemma: [12]. 𝒈 ∈ 𝑬𝒑(.)(𝔻), 𝒑 ∈ 𝓟𝟎
𝒍𝒐𝒈(𝜞) olsun. Eğer 

 

∑ak(𝑔)w
k

n

k=0

,  

 

𝑔 nin orijinde Taylor serisinin n. kısmi toplamı ise o zaman ∀𝑛 ∈ ℕ  için; 
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‖𝑔(𝑤) −∑𝑎𝑘(𝑔)𝑤
𝑘

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑝(.)(𝕋)

≤ 𝑐(𝑝) 𝛺(𝑔, 1 𝑛⁄ )𝑝(.),  

 

olacak şekilde 𝑛 den bağımsız 𝑐(𝑝) > 0 sabiti vardır. 

 

𝛤 ∈ 𝔇, 𝐹𝑘(𝑧), 𝑘 = 0,1,2, . . ., 𝐺 nin Faber polinomları olsun. (bkz. [38]) 

Ayrıca 𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ ), 𝑘 = 0, 1, 2, . . ., 𝐺
−  sınırsız kontinyumunun 1/z ye göre Faber 

polinomları olsun. Bir sonraki Lemma, yaklaşan rasyonel fonksiyonlar ve cebirsel 

polinomların inşa edilmesinde önemli bir rol oynamaktadır. 

3.2.6 Lemma: [15]. Eğer 𝒛 ∈ 𝑮 𝐯𝐞 𝒛′ ∈ 𝑮− ise o halde ∀𝒘 ∈ 𝔻− için  

 

𝜓′(𝑤)

𝜓(𝑤) − 𝑧
=∑

𝐹𝑘(𝑧)

𝑤𝑘+1
  

∞

𝑘=0

ve  
𝜓1
′ (𝑤)

𝜓1(𝑤) − 𝑧′
= ∑−

∞

𝑘=1

𝐹
~

𝑘 (
1
𝑧′⁄
)

𝑤𝑘+1
 

 

olur. 

 

𝐹𝑘(𝑧)  Faber polinomları ve 𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ )  rasyonel fonksiyoları için aşağıdaki 

integral gösterimleri vardır; 

3.2.7 Lemma: Eğer 𝒛 ∈ 𝑮− ise o halde  

 

𝐹𝑘(𝑧) =  𝜑
𝑘(𝑧) + 

1

2𝜋𝑖
∫
𝜑𝑘(휁)

휁 − 𝑧
𝑑휁

𝛤

, 𝑘 = 0, 1, 2,.  .  . 

 

ve  
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𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ ) = 𝜑1
𝑘(𝑧) −

1

2𝜋𝑖
∫
𝜑1
𝑘(휁)

휁 − 𝑧
𝛤

𝑑휁, 𝑧 ∈ 𝐺 

 

olur. 

 

Lemma 3.2.6 ve (3.5), (3.6) yi hesaba katarak, verilen 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝛤) fonksiyonu 

için  

 

              𝑎𝑘 = 𝑎𝑘(𝑓):=
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0(𝑤)

𝑤𝑘+1
𝕋

𝑑𝑤, 𝑘 = 0, 1, 2,   .  .  .               (3.9) 

            𝑎
~

𝑘 = 𝑎
~

𝑘(𝑓):=
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1(𝑤)

𝑤𝑘+1
𝕋

𝑑𝑤, 𝑘 = 1, 2,   .  .  .                 (3.10) 

 

olduğu yerde 𝑓(𝑧) = 𝑓+(𝑧) − 𝑓−(𝑧) den yola çıkarak  

 

 𝑓(𝑧) ~∑ 𝑎𝑘𝐹𝑘(𝑧)
∞

𝑘=0
+∑ 𝑎

~

𝑘

∞

𝑘=0
𝐹
~

𝑘(
1
𝑧⁄ )                            (3.11) 

 

eşlemesini elde ederiz. 
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3.3 Ana Sonuç 

3.3.1 Teorem: 𝜞 ∈ 𝕯, 𝒑(. ) ∈ 𝓟 𝟎
𝒍𝒐𝒈(𝜞) olsun. Eğer 𝒇 ∈ 𝑳𝒑(.)(𝜞)  ise o 

halde ∀𝒏 ∈ ℕ için  

 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(. , 𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤) ≤ 𝑐(𝑝) [𝛺(𝑓0,
1
𝑛⁄ )𝑝0(.)

+ 𝛺(𝑓1,
1
𝑛⁄ )𝑝1(.)

], 

 

olacak şekilde 𝑛 den bağımsız bir 𝑐(𝑝) > 0 sabiti vardır.  

 

Burada 𝑅𝑛(𝑧 , 𝑓) rasyonel fonksiyonları, 𝑓 in Faber-Laurent serilerinin n. kısmi 

toplamları olarak inşa edilir. 

İspat. 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝛤) olsun. Yaklaşan rasyonel fonksiyon (3.11) den hareketle,  

 

𝑅𝑛(𝑓, 𝑧):=  ∑𝑎𝑘𝐹𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=0

+∑𝑎
~

𝑘𝐹
~

𝑘(
1
𝑧⁄ )

𝑛

𝑘=0

 

 

olarak inşa edilir. Bu durumda 𝑓(𝑧) = 𝑓+(𝑧) − 𝑓−(𝑧) bağıntısını dikkate alırsak  

 

‖𝑓−(𝑧) +∑ 𝑎𝑘
~
𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ )
𝑛

𝑘=1
‖
𝐿𝑝(.)(𝛤)

≤ 𝑐(𝑝)𝛺 (𝑓1 ,
 1

𝑛
)
𝑝1(.)
                (3.12) 

 

ve 

‖𝑓+(𝑧) − ∑ 𝑎𝑘𝐹𝑘(𝑧)
𝑛
𝑘=1 ‖

𝐿𝑝(.)(𝛤) ≤ 𝑐(𝑝)𝛺 (𝑓0 ,
1⁄ )

𝑝0(.)
                 (3.13) 

 

eşitsizliklerini ispatlamak yeterlidir. (3.7) ve (3.8) bağıntılarında 𝛤 da hemen her 

yerde w yerine sırasıyla 𝜑(𝑧) ve 𝜑1(𝑧) alınırsa, (2.5) dikkate alındığında  
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                            𝑓(𝑧) = [𝑓0
+(𝜑(𝑧)) − 𝑓0

−(𝜑(𝑧))]                                 (3.14) 

                            𝑓(𝑧) = [𝑓1
+(𝜑1(𝑧)) − 𝑓1

−(𝜑1(𝑧))]                             (3.15) 

 

elde edilir. 

 

Böylece (3.12) eşitsizliği ispatlanır. (3.13) eşitsizliği de benzer yolla ispatlanır. 

 

𝑧′ ∈ 𝐺 olsun. Lemma 3.2.7’nin 2. bağıntısını ve (3.15) i kullanarak 

 

∑𝑎𝑘
~
𝐹𝑘
~

(1 𝑧′⁄ )

𝑛

𝑘=0

=∑𝑎𝑘
~
𝜑1
𝑘(𝑧′)

𝑛

𝑘=0

− 
1

2𝜋𝑖
∫

∑ 𝑎𝑘
~
𝜑1
𝑘(휁)

𝑛

𝑘=0

휁 − 𝑧′
𝑑휁

𝛤

  

= ∑𝑎𝑘
~
𝜑1
𝑘(𝑧′)

𝑛

𝑘=0

− 
1

2𝜋𝑖
∫

∑ 𝑎𝑘
~
𝜑1
𝑘(휁) − 𝑓1

+(𝜑1(휁))
𝑛

𝑘=0

휁 − 𝑧′

𝛤

𝑑휁  

− 
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
−(𝜑1(휁))

휁 − 𝑧′
𝑑휁 

𝛤

 −  
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(휁)

휁 − 𝑧′
𝑑

𝛤

휁 

 

elde edilir. 

 

Lemma 3.2.4’e göre 𝑓1
−(𝜑1(휁)) ∈ 𝐸

𝑝(.)(𝐺) ⊂ 𝐸1(𝐺) ve bundan dolayı  

 

1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
−(𝜑1(휁))

휁 − 𝑧′
𝛤

𝑑휁 = 𝑓1
−(𝜑1(𝑧

′)) 

 

olur. 
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Bu nedenle,  

 

∑𝑎𝑘
~
𝐹𝑘
~

(1 𝑧′⁄ )

𝑛

𝑘=0

=∑𝑎𝑘
~
𝜑1
𝑘(𝑧′)

𝑛

𝑘=0

 

− 
1

2𝜋𝑖
∫

∑ 𝑎𝑘
~
𝜑1
𝑘(휁) − 𝑓1

+(𝜑1(휁))
𝑛

𝑘=0

휁 − 𝑧′

𝛤

𝑑휁 − 𝑓1
−(𝜑1(𝑧

′)) − 𝑓+(𝑧′) 

 

dir. 

 

𝑓+(𝑧) = 𝑆𝛤(𝑓)(𝑧) +
1

2
𝑓(𝑧) 

ve  

𝑓+(𝑧) = 𝑆𝛤(𝑓)(𝑧) +
1

2
𝑓(𝑧) 

 

bağıntılarına göre ve 𝛤 eğrisinin tüm z noktalarında açısal yollar üzerinde  

𝑧′ → 𝑧 olduğunda limit alırsak, 𝛤 de hemen her yerde  

 

∑𝑎𝑘
~
𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ )

𝑛

𝑘=1

=∑𝑎𝑘
~
𝜑1
𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=1

−
1

2
(∑𝑎𝑘

~
𝜑1
𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=1

− 𝑓1
+(𝜑1(𝑧))) 

−𝑆𝛤 (∑𝑎𝑘
~
𝜑1
𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=1

− 𝑓1
+(𝜑1(𝑧))) − 𝑓1

−(𝜑1(𝑧)) − 𝑓
+(𝑧) 

 

Bundan dolayı,  𝑓(𝑧) = 𝑓+(𝑧) − 𝑓−(𝑧) ve (3.15) bağıntılarından  

 

𝑓−(𝑧) +∑ 𝑎𝑘
~
𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ )
𝑛

𝑘=1
 = 
1

2
(∑ 𝑎𝑘

~
𝜑1
𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=1
− 𝑓1
+(𝜑1(𝑧))) 
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−𝑆𝛤 (∑𝑎𝑘
~
𝜑1
𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=1

− 𝑓1
+(𝜑1(𝑧))) 

 

elde edilir. 

 

Şimdi 𝐿𝑝(.)(𝛤) de 𝑆𝛤 nin sınırlılığı ve lemma 3.2.5 ve lemma 3.2.3 ten  

 

‖𝑓−(𝑧) +∑𝑎𝑘
~
𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ )

𝑛

𝑘=1

‖

𝐿𝑝(.)(𝛤)

≤
1

2
‖∑𝑎𝑘

~
𝜑1
𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=1

− 𝑓1
+ (𝜑1

𝑘(𝑧))‖

𝐿𝑝(.)(𝛤)

 

+‖𝑆𝛤 (∑𝑎𝑘
~
𝜑1
𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=1

− 𝑓1
+ (𝜑1

𝑘(𝑧)))‖

𝐿𝑝(.)(𝛤)

 

≤
1

2
‖∑𝑎𝑘

~
𝑤𝑘

𝑛

𝑘=1

− 𝑓1
+(𝑤)‖

𝐿𝑝1(.)(𝕋)

+ 𝑐1(𝑝) ‖∑𝑎𝑘
~
𝑤𝑘

𝑛

𝑘=1

− 𝑓1
+(𝑤)‖

𝐿𝑝1(.)(𝕋)

 

≤ 𝑐(𝑝) ‖∑𝑎𝑘
~
𝑤𝑘

𝑛

𝑘=1

− 𝑓1
+(𝑤)‖

𝐿𝑝1(.)(𝕋)

 

= 𝑐(𝑝) ‖∑𝑎𝑘
~
(𝑓1
+)𝑤𝑘

𝑛

𝑘=1

− 𝑓1
+(𝑤)‖

𝐿𝑝1(.)(𝕋)

 

≤ 𝑐(𝑝)𝛺(𝑓1
+, 1 𝑛⁄ )𝑝1(.)

≤ 𝑐(𝑝)𝛺(𝑓1,
1
𝑛⁄ )𝑝1(.)

 

 

elde edilir. 

 

(3.13) tahmini, lemma 3.2.7, (3.14) bağıntısı kullanılarak ve 𝛤 nin dışındaki 

tüm açısal olmayan yollar üzerinde limit alınarak ve (3.12) in ispat sürecinin son 

aşamasını tekrarlayarak elde edilir. Böylece (3.12) ve (3.13) tahminleri ispatı 

tamamlar. 
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Bu teoremden aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

3.3.2 Sonuç:  𝒇 ∈ 𝑬𝒑(.)(𝑮) , 𝜞 ∈ 𝕯 , 𝒑(. ) ∈ 𝓟𝟎
𝒍𝒐𝒈(𝜞)  ise, ∀𝒏 ∈ ℕ  için n 

den bağımsız 𝒄(𝒑) > 𝟎 sabiti ile 

 

‖𝑓 − 𝑃𝑛(. , 𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤) ≤ 𝑐(𝑝) 𝛺(𝑓0,
1
𝑛⁄ )𝑝0(.)

 , 

 

koşulunu sağlayan cebirsel bir 

 

𝑃𝑛(. , 𝑓):= ∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

𝐹𝑘(𝑧) 

 

polinomu vardır. Burada 𝑃𝑛(𝑧, 𝑓) polinomları, 𝑓  in Faber dizilerinin n. kısmi 

toplamları olarak inşa edilir.   

3.3.3 Sonuç: Eğer 𝒇 ∈ 𝑬𝒑(.)(𝑮−) , 𝜞 ∈ 𝕯 , 𝒑(. ) ∈ 𝓟𝟎
𝐥𝐨𝐠(𝜞)  ise o zaman 

∀𝒏 ∈ ℕ için,  

 

‖𝑓 − 𝑃𝑛(. , 𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤) ≤ 𝑐(𝑝) 𝛺(𝑓1,
1
𝑛⁄ )𝑝1(.)

 ,  

 

Olacak şekilde, 1 𝑧⁄  ye göre cebirsel bir  

 

𝑃𝑛(
1
𝑧⁄ , 𝑓) ∶= ∑𝑎𝑘/𝐹

~

𝑘(
1
𝑧⁄ )

𝑛

𝑘=0
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polinomu ve n den bağımsız 𝑐(𝑝) > 0 sabiti vardır. Burada 𝑃𝑛(
1
𝑧⁄ , 𝑓) polinomları, 

𝑓 in Faber serilerinin n. kısmi toplamları olarak inşa edilir. 

 

𝑝(. ) sabit durumunda, Smirnov sınıflarında yaklaşım problemleri detaylı bir 

şekilde çalışılmıştır. Bu yönde ilk sonuç 𝛤  analitik bir eğri olduğunda Walsh ve 

Russell [39] tarafından elde edilmiştir. 𝛤 ∈ 𝔇  olduğu durumda, düz ve ters 

teoremlerin ispatı S.Y Alper tarafından yapılmıştır. Sonrasında bu sonuçların farklı 

genellemeleri ve geliştirilmişleri ağırlıksız durumda [14, 15, 17, 22-24, 40] ve 

ağırlıklı durumda [16, 18-21] kaynaklarında çalışılmıştır.  

 

Değişken üslü Lebesgue uzaylarında yaklaşımla ilgili bazı sonuçlar benzer bir 

düzgünlük modülü kullanılarak ispatsız olarak [6-9] çalışmalarında verilmiştir. 

Dikkat edilecek olursa, Teorem 3.3.1 de kullanılan modüller, [6-9] çalışmalarında 

kullanılan modüllere göre daha duyarlıdır. 
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4. İKİ BAĞLANTILI BÖLGEDE TANIMLI DEĞİŞKEN 

ÜSLÜ SMİRNOV SINIFLARINDA RASYONEL 

FONSİYONLARLA YAKLAŞIM 

4.1 Giriş 

 

B, bir 𝛤  Jordan eğrisi ile sınırlı basit bağlantılı bir bölge olsun. 𝐿𝑝(𝛤) ve 

𝐸𝑝(𝐵) , 1 ≤ 𝑝 < ∞  sırasıyla 𝛤  eğrisi üzerinde Lebesgue integrallenebilir 

fonksiyonlar ve B de analitik fonksiyonların Smirnov sınıfı olsun.  

 

𝑓 ∈ 𝐸𝑝(𝐵) ise 𝑓  in 𝛤  de hemen her yerde açısal yollar üzerinden limitleri 

vardır ve bu limit fonksiyonu 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝛤) olur. 𝐿𝑝(𝛤)  ve  𝐸𝑝(𝐵) uzayları  

 

‖𝑓‖𝐸𝑝(𝐵) : =  ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝛤) ∶=  (∫|𝑓(𝑧)|
𝑝|𝑑𝑧|

𝛤

)

1

𝑝

, 1 ≤ 𝑝 < ∞ 

 

normuna göre Banach uzaylarıdır. 

 

𝐺 ⊂ ℂ, ℂ kompleks düzleminde iki bağlantılı bölge olsun. G bölgesinin sonlu 

uzunluklu 𝛤1 ve 𝛤2 Jordan eğrileri ile sınırlı olduğunu ve 𝛤2 nin 𝛤1 in içinde olsun. 

 

𝐺1
− ∶=  𝐸𝑥𝑡 𝛤1 , 𝐺1: =  𝐼𝑛𝑡 𝛤1  ve 𝐺2

− ∶= 𝐸𝑥𝑡𝛤2 ,  𝐺2: = 𝐼𝑛𝑡𝛤2  olsun. Genelliği 

kaybetmeden 0 ∈ 𝐺2  kabul edelim. 𝕋 ∶=  {𝑤 ∈ ℂ ∶  |𝑤| = 1} , 𝔻 ∶=  𝐼𝑛𝑡 𝕋 ,  𝔻− ∶=

 𝐸𝑥𝑡 𝕋 olsun. 
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İki bağlantılı G bölgesinde Smirnov sınıfını tanımlayalım. f, G de analitik 

olsun. Sınırları iki sonlu uzunluklu Jordan eğrisinden oluşan (𝛥𝜈)𝜈=1
∞  bölgelerinin bir 

dizisini alalım. 𝛥𝜈 bölgesinin sınırını 𝛤𝜈ile gösterelim. G bölgesindeki her kompakt 

alt kümenin belli bir 𝑛0 ∈ ℕ için 𝑛 ≥ 𝑛0 olduğunda 𝛥𝑛 bölgesi ile örtülsün. 

 

Eğer 

 

lim
𝜈→∞
sup {∫ |𝑓(𝑧)|𝑝|𝑑𝑧|

𝛤𝜈

} < ∞ 

 

koşulu sağlanıyorsa 𝑓 ∈ 𝐸𝑃(𝐺), 𝑝 ≥ 1 dir denir [41, s. 182]. 

 

4.1.1 Tanım: 𝜞𝟏, 𝜞𝟐 ∈ 𝕯 , 𝜞 ≔ 𝜞𝟏 ∪ 𝜞𝟐
− ve G, 𝜞  ile sınırlı olsun. 

𝑬𝒑(.)(𝑮):=   {𝒇 ∈ 𝑬𝟏(𝑮): 𝒇 ∈ 𝑳𝒑(.)(𝜞)}  kümesine G bölgesinde analitik 

fonksiyonların değişken üslü Smirnov sınıfı denir. 

 

 𝜑  ve 𝜑1  sırasıyla 𝐺1
−  ve 𝐺2  bölgelerinin 𝔻−  ye konform dönüşümlerini 

gösterelim. Bu dönüşümler için aşağıdaki koşulların sağlandığını varsayalım:  

 

𝜑(∞)  = ∞ , lim
𝑧→∞

𝜑(𝑧)

𝑧
> 0 ve 𝜑1(0) =  0 , lim

𝑧→0
 𝑧. 𝜑1(𝑧)  >  0 , 

 

𝜓 ve 𝜓1  sırasıyla 𝜑  ve 𝜑1  in tersleri olsun. 𝜑  ve 𝜓 , 𝛤1  ve 𝕋  ye sürekli 

genişletilebilirler, onların 𝜑′ ve 𝜓′ türevleri 𝛤1 ve 𝕋 üzerinde hemen her yerde açısal 

limit fonksiyonları sırasıyla 𝛤1  ve 𝕋  üzerinde Lebesgue ölçümüne göre 

integrallenebilirdir. Benzer şekilde 𝜑1  ve 𝜓1  fonksiyonları 𝛤2  ve 𝕋  ye sürekli 

genişletilebilirdirler, onların 𝜑1
′  ve 𝜓1

′  türevleri hemen her yerde 𝛤2  ve 𝕋  üzerinde 

açısal limitlere sahiptirler ve bu limit fonksiyonlar sırasıyla 𝛤2  ve 𝕋 üzerinde [28, 

s.419-438] Lebesgue ölçümüne göre integrallenebilirdirler. 
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𝐿𝑟 ∶=  {𝑧 ∈  𝐺1
− ∶  |𝜑(𝑧)| =  𝑟 > 1} , 𝐿𝑅 ∶=  {𝑧 ∈  𝐺2 ∶  |𝜑(𝑧)| =  𝑅 > 1} ve 

𝐺𝑟
−: =  𝐸𝑥𝑡 𝐿𝑟 , 𝐺𝑟 ∶=  𝐼𝑛𝑡 𝐿𝑟  ve 𝐺𝑅

−: = 𝐸𝑥𝑡 𝐿𝑅 , 𝐺𝑅 : =  𝐼𝑛𝑡 𝐿𝑅olsun.  

 

𝜑, 𝐺𝑟
−  de analitik olsun ve [𝜑(𝑧)]𝑘  sonsuzda k. mertebede kutup yerine 

sahiptir. 𝜑1  fonksiyonu ise 𝐺𝑅 de analitiktir ve [𝜑1(𝑧)]
𝑘  için sıfır noktası k. 

mertebeden kutup yeridir. Yaklaşan polinomları inşa etmek için bazı açılımlara gerek 

duyulmaktadır. [18] de kullanılan teknik yöntemler uygulandığında; 

 

𝜓′(𝑤)

𝜓(𝑤) − 𝑧
=∑

𝐹𝑘(𝑧)

𝑤𝑘+1

∞

𝑘=0

 , 𝑧 ∈ 𝐺𝑟 |𝑤| > 𝛤 ;  

 

𝑤𝜓1
′ (𝑤)

𝜓1(𝑤) − 𝑧
=  ∑ 
𝑘=0

∞

−
𝐹𝑘
~

(𝑧)

𝑤𝑘+1
 , 𝑧 ∈ 𝐺𝑅

−, 𝑤 ∈ 𝔻− 

 

elde edilir. Burada 𝐹𝑘(𝑧) ve 𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ ) sırasıyla 𝑧 ve 1 𝑧⁄  ye göre polinomlardır.  

 

Vurgulayalım ki 𝐹𝑘(𝑧) ve 𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ ) polinomlarından ilk defa [19] çalışmasında 

bahsedilmiştir. 

 

𝐹𝑘(𝑧) ve 𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ ), her k=1,2,…. için aşağıdaki integral gösterimleri vardır. 

 

             𝐹𝑘(𝑧) =  
1

2𝜋𝑖
∫
[𝜑(휁)]𝑘 

휁 − 𝑧
𝐿𝑟

 𝑑휁 , 𝑧 ∈ 𝐺𝑟 , 𝑟 > 1                        (4.1) 

             𝐹𝑘
~

 (1 𝑧⁄ ) =  −
1

2𝜋𝑖
∫
[𝜑(𝜉)]𝑘

𝜉 − 𝑧
𝐿𝑅

 𝑑𝜉 , 𝑧 ∈ 𝐺𝑅
− , 𝑅 > 1               (4.2) 
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𝐹𝑘(𝑧)  ve 𝐹𝑘
~

 (1 𝑧⁄ )  polinomlarına sırasıyla 𝐺1  ve 𝐺2  bölgelerinin Faber 

polinomları denir. Eğer 𝑓 , 𝐿𝑅 ve 𝐿𝑟 eğrileri ile sınırlı iki bağlantılı bölgede analitik 

ise k=1,2,… için Cauchy integral formülü ve 𝐹𝑘(𝑧) ve 𝐹𝑘
~

 (1 𝑧⁄ ) polinomlarına bağlı 

olan seri açılımlarından 

 

𝑓(𝑧)~ ∑𝑎𝑘(𝑓) 𝐹𝑘(𝑧)

∞

𝑘=0

 +  ∑𝑎
~

𝑘(𝑓) 𝐹
~

𝑘(
1
𝑧⁄ )

∞

𝑘=0

 , 

 

bağıntısı elde edilir. 

 

Burada  

 

𝑎𝑘(𝑓):=
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓[𝜓(𝑤)]. 𝜓′(𝑤)

𝑤𝑘+1
|𝑤|=𝑟1

𝑑𝑤 , 1 < 𝑟1 < 𝑟 , 

𝑎𝑘
~
(𝑓):=  

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓[𝜓1(𝑤)]. 𝜓1
′ (𝑤)

𝑤𝑘+1
|𝑤|=𝑅1

𝑑𝑤 , 1 < 𝑅1 < 𝑅 

 

olarak tanımlanır. 

 

𝑅𝑛(𝑓)(𝑧):= ∑𝑎𝑘(𝑓). 𝐹𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=0

+∑𝑎𝑘
~
(𝑓). 𝐹𝑘

~

(1 𝑧⁄ )

𝑛

𝑘=1

 

 

rasyonel fonksiyonuna f nin n dereceli Faber-Laurent rasyonel fonksiyonu denir. 

 

4.1.2 Tanım:  𝒛 ∈ 𝜞, 𝒓 > 𝟎 olsun. 𝜞(𝒛, 𝒓) ile 𝒛 merkezli 𝒓 yarıçaplı diskin 

𝜞 eğrisi ile kesişimini gösterelim. 
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𝑠𝑢𝑝
𝑧∈𝛤
 𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

|𝛤(𝑧, 𝑟)|

𝑟
< ∞ 

 

ise 𝛤  eğrisine Carleson eğrisi denir. |𝛤(𝑧, 𝑟)| , 𝛤  eğrisinin uzunluğudur. Carleson 

eğrilerinin kümesi S ile gösterilir. 

 

Basit bağlantılı bölge sınırlarının farklı özelliklere sahip eğriler olduğunda 

ağırlıklı ve ağırlıksız Smirnov sınıflarında yaklaşım teorisinin düz ve ters teoremleri 

matematik literatürde geniş bir şekilde araştırılmıştır. 𝛤 eğrisinin analitik eğri olduğu 

durumda bazı sonuçlar Walsh ve Russell tarasından elde edilmiştir [39]. 𝛤 -Dini 

düzgün eğri olduğu durumda düz ve ters teoremler S. Y. Alper tarafından 

ispatlanmıştır. 𝛤 , Carleson eğrisi olduğu durumda bu sonuçlar [14] çalışmasında 

Andersson tarafından genelleştirilmiştir. Ağırlıklı Smirnov sınıflarında ise Carleson 

eğri durumunda bazı sonuçlar [16, 18-21, 42] çalışmalarında verilmiştir. Bu 

problemler Smirnov- Orlicz sınıflarında [43-46] çalışmalarında incelenmiştir. 𝛤-Dini 

düzgün eğri olduğunda değişken üslü Smirnov sınıflarında yaklaşım teorisinin düz ve 

ters teoremleri [12, 47] çalışmalarında ispatlanmıştır. Benzer sonuçlar ispatsız olarak 

[6], [8] çalışmalarında verilmiştir. 

 

İki Carleson eğrisi ile sınırlı iki bağlantılı bölgede p- Faber Laurent 

fonksiyonlarının Smirnov sınıflarındaki yaklaşım özellikleri [48] çalışmasında 

öğrenilmiştir.  

 

Hemen her yerde 𝑧0 ∈ 𝛤, 𝑓 ∈ 𝐿
1(𝛤) için 𝑀𝛤(𝑓) Hardy- Littlewood maksimal 

fonksiyonu ve 𝑆𝛤(𝑓) Cauchy Singular integrali aşağıdaki gibi tanımlanır. 

 

𝑆𝛤(𝑓)(𝑧0):=  lim
𝑟→0
∫

𝑓(𝑧)

𝑧 − 𝑧0
𝑑𝑧

𝛤\𝛤(𝑧0,𝑟)
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𝑀𝛤(𝑓)(𝑧0):=  𝑠𝑢𝑝
𝑟>0

1

𝑟
∫ |𝑓(𝑧)||𝑑𝑧|
𝛤(𝑧0,𝑟)

 

 

4.1.3 Teorem: [33, 34] 𝜞 ∈ 𝕯, 𝒑 ∈ 𝑷𝟎(𝜞)  olsun. 𝑺𝜞: 𝒇 → 𝑺𝜞(𝒇),𝑴𝜞: 𝒇 →

𝑴𝜞(𝒇) operatörleri 𝑳𝒑(.)(𝜞) uzaylarında sınırlıdır. 

 

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝕋), 𝑝 ∈ 𝑃0(𝕋), 𝑟 = 1,2,3. .. olsun. 

 

𝛥𝑡
𝑟𝑓(𝑤):=∑(−1)𝑟+𝑠+1. (

𝑟
𝑠
) . 𝑓(𝑤𝑒𝑖𝑠𝑡)

𝑟

𝑠=0

, 𝑡 > 0  

 

𝜎ℎ
𝑟𝑓(𝑤) ≔

1

ℎ
∫ |∆𝑡

𝑟𝑓(𝑤)|𝑑𝑡
ℎ

0
 operatörünü tanımlayalım. 0 < ℎ < ∞  olsun. 

Teorem 4.1.3’e göre 𝑠𝑢𝑝
|ℎ|≤𝛿
‖𝜎ℎ
𝑟𝑓(𝑤)‖𝐿𝑝(.)(𝕋) ≤ 𝑐. ‖𝑓‖𝐿𝑝(.)(𝕋) < ∞  ve bundan dolayı 

aşağıdaki tanımın iyi tanımlı olduğu görülmektedir. 

 

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝕋), 𝑝 ∈ 𝑃0(𝕋), 𝛿 > 0  olsun. 𝛺𝑟(𝑓, 𝛿)𝑝(.): =  𝑠𝑢𝑝
|ℎ|≤𝛿
‖𝜎ℎ
𝑟𝑓(𝑤)‖𝐿𝑝(.)(𝕋) 

olarak tanımlanan 𝛺𝑟(𝑓, . ): [0,∞) → [0,∞) fonksiyonuna f nin r. düzgünlük modülü 

denir. 

 

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝛤1) için 

 

                                         𝑓0(𝑤):= 𝑓[𝜓(𝑤)]                                                    (4.3) 

 

ve 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝛤2) için  

 

                                    𝑓1(𝑤):= 𝑓[𝜓1(𝑤)]                                                     (4.4) 
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olsun. Açıktır ki 𝑓0 , 𝑓1  ∈ 𝐿
𝑝(.)(𝕋). 

 

𝐵, 𝛤∗ Jordan eğrisi ile sınırlı basit bağlantılı bir bölge ve 𝑓 ∈ 𝐸1(𝐵) olsun. O 

halde 𝑓  in 𝛤∗ de hemen her yerde açısal limiti vardır ve sınır fonksiyonu 𝐿1(𝛤∗) 

üzerindedir. 

 

Verilen 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝛤∗) fonksiyonu için; 

 

𝑓+(𝑧):=  
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(휁)

휁 − 𝑧
𝑑

𝛤∗

휁 =  
1

2𝜋𝑖
∫
𝜓′(𝑤)

𝜓(𝑤) − 𝑧
𝑓0(𝑤)

𝕋

 𝑑𝑤, 𝑧 ∈ 𝐵, 

𝑓−(𝑧) ≔  
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(휁)

휁 − 𝑧
𝑑휁

𝛤∗

= 
1

2𝜋𝑖
∫
𝜓1′(𝑤)

𝜓1(𝑤) − 𝑧
𝑓1(𝑤) 𝑑𝑤

𝕋

, 𝑧 ∈ 𝐵−, 

 

olarak tanımlanan fonksiyonlar sırasıyla 𝐵  ve 𝐵−  de analitiktirler ve 𝑓−(∞) =

0.  𝑓+, 𝑓− fonksiyonlarının 𝛤 de hemen her yerde açısal limitleri vardır ve aşağıdaki 

formüller de sağlanır: 

 

𝑓+(𝑧):=  𝑆𝛤(𝑓)(𝑧) +
1

2
𝑓(𝑧), 𝑓−(𝑧):=  𝑆𝛤(𝑓)(𝑧) −

1

2
𝑓(𝑧)                  (4.5) 

 

          𝑓(𝑧) = 𝑓+(𝑧) − 𝑓−(𝑧)                                                (4.6) 

 

formülü de sağlanır. 

 

 

4.2 Yardımcı Sonuçlar 
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c, c1, c2, … genellikle birbirinden farklı olup n den bağımsız sabitleri 

göstereceğiz.  

 

Bu alt bölümde Faber polinomları ve rasyonel fonksiyonların bazı 

gösterimlerini göstereceğiz. Bu fonksiyonların temel özellikleri [11, 38, 52] 

kaynaklarında bulunmaktadır. 𝐹𝑘(𝑧) ve 𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ )  nin integral gösterimleri 

tanımlanacak olursa; 

 

Eğer 𝑧 ∈ 𝐺𝑟
−ise o halde  

 

                   𝐹𝑘(𝑧) = [𝜑(𝑧)]
𝑘 +
1

2𝜋𝑖
∫
[𝜑(휁)]𝑘

휁 − 𝑧
𝑑휁,                                    (4.7)

𝐿𝑟

 

 

ve eğer 𝑧 ∈ G ise o halde  

 

                    𝐹
~

𝑘(
1
𝑧⁄ ) = [𝜑1(𝑧)]

𝑘 −
1

2𝜋𝑖
∫
[𝜑1(𝜉)]

𝑘

𝜉 − 𝑧
𝐿𝑅

𝑑𝜉                                   (4.8) 

 

dir. 

Cauchy integral formülünü kullanarak, 

 

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(휁)

휁 − 𝑧𝛤1

𝑑휁 −
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
𝛤2

𝑑𝜉 , 𝑧 ∈ 𝐺  

 

dir. 

Eğer 𝑧 ∈ 𝐺2ya da 𝑧 ∈ 𝐺1
−ise o halde  
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1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(휁)

휁 − 𝑧𝛤1

𝑑휁 −
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
𝛤2

𝑑𝜉 = 0.                                (4.9) 

 

𝐼1(𝑧) ≔
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(휁)

휁 − 𝑧
𝛤1

𝑑휁 ve  𝐼2(𝑧) ≔
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧
𝛤2

𝑑𝜉  

 

fonksiyonlarını tanımlayalım. 

 

𝐼1 fonksiyonu, 𝑧 ∈ 𝐺1 için 𝐼1
+  ve 𝑧 ∈ 𝐺1

−  için 𝐼1
−  analitik fonksiyonlarını, 𝐼2  

fonksiyonu ise 𝑧 ∈ 𝐺2  ve 𝑧 ∈ 𝐺2
−  için sırasıyla 𝐼2

+  ve 𝐼2
−  analitik fonksiyonlarını 

tanımlar. 

4.2.1 Lemma: [54]   𝜞 ∈ 𝕯 , 𝒑 ∈ 𝑷𝟎(𝜞) olsun. Eğer 𝒇 ∈ 𝑳𝒑(.)(𝜞) ise 𝒇+ ∈

𝑬𝒑(.)(𝑮) ve 𝒇− ∈ 𝑬𝒑(.)(𝑮−) dir.   

 

𝑓0 ∈ 𝐿
𝑝(.)(𝕋) için Lemma 4.2.1 𝑓0

+ ∈ 𝐸𝑝(.)(𝔻) ve 𝑓0
− ∈ 𝐸𝑝(.)(𝔻−), 𝑓0

−(∞) = 0 

olmasını gerektirir. Benzer şekilde 𝑓1 ∈ 𝐿
𝑝(.)(𝕋) ise Lemma 4.2.1,  𝑓1

+ ∈ 𝐸𝑝(.)(𝔻) ve 

𝑓1
− ∈ 𝐸𝑝(.)(𝔻−),  𝑓0

−(∞) = 0 olmasını gerektirir. 

 

(4.6) ya göre 𝑘 = 0,1,2.. için, 

 

𝑎𝑘(𝑓) =
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
+(𝑤)

𝑤𝑘+1
𝕋

𝑑𝑤 −
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
−(𝑤)

𝑤𝑘+1
𝕋

𝑑𝑤 =
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
+(𝑤)

𝑤𝑘+1
𝑑

𝕋

𝑤 

 

ve 
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𝑎
~

𝑘(𝑓) =
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
+(𝑤)

𝑤𝑘+1
𝑑𝑤

𝕋

−
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
−(𝑤)

𝑤𝑘+1
𝑑𝑤

𝕋

=
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
+(𝑤)

𝑤𝑘+1
𝑑𝑤

𝕋

 

 

dir. 

 

Böylece 𝑎𝑘 , 𝑘 = 0,1,2.. ve 𝑎
~

𝑘, 𝑘 = 1,2,3.. sırasıyla 𝑓0
+ ∈ 𝐸𝑝(.)(𝔻) ve 𝑓1

+ ∈

𝐸𝑝(.)(𝔻) fonksiyonlarının Taylor katsayılarıdır. 

4.2.2 Lemma: Eğer 𝒈 ∈ 𝑳𝒑(.)(𝕋) , 𝒑 ∈ 𝑷𝟎(𝜞)  ise 𝒓 = 𝟏, 𝟐, 𝟑..  için 

𝜴𝒓(𝒈
+, . )𝒑(.) ≤ 𝒄.𝜴𝒓(𝒈, . )𝒑(.) olacak şekilde bir pozitif c sabiti vardır. 

İspat.  𝑔 ∈ 𝐿𝑝(.)(𝕋) olsun. Öncelikle 𝛺𝑟(𝑆𝕋(𝑔), . )𝑝(.) ≤ 𝑐. 𝛺𝑟(𝑔, . )𝑝(.) 

olduğunu gösterelim. 

 

휁 = 𝑢𝑒𝑖𝑠𝑡 değişken dönüşümünü ve Fubini teoremini kullanırsak, 

 

𝜎ℎ
𝑟[𝑆𝕋(𝑔)(𝑤)] =

1

ℎ
∫ 𝛥𝑡

𝑟𝑆𝕋(𝑔(𝑤))𝑑𝑡
ℎ

0

 

=
1

ℎ
∫ ∑(−1)𝑟+𝑠+1

𝑟

𝑠=0

(
𝑟
𝑠
) 𝑆𝕋 (𝑔(𝑤𝑒

𝑖𝑠𝑡)) 𝑑𝑡

ℎ

0

 

=
1

ℎ
∫ ∑(−1)𝑟+𝑠+1

𝑟

𝑠=0

ℎ

0

(
𝑟
𝑠
){
1

2𝜋𝑖
(𝑃. 𝑉)∫

𝑔(휁)

휁 − 𝑤𝑒𝑖𝑠𝑡
𝕋

𝑑휁}𝑑𝑡 

=
1

ℎ
∫ ∑(−1)𝑟+𝑠+1

𝑟

𝑠=0

ℎ

0

(
𝑟
𝑠
) {
1

2𝜋𝑖
(𝑃. 𝑉)∫

𝑔(𝑢𝑒𝑖𝑠𝑡)

𝑢𝑒𝑖𝑠𝑡 − 𝑤𝑒𝑖𝑠𝑡
𝕋

𝑒𝑖𝑠𝑡𝑑𝑢}𝑑𝑡  

=
1

ℎ
∫ ∑(−1)𝑟+𝑠+1

𝑟

𝑠=0

ℎ

0

(
𝑟
𝑠
) {
1

2𝜋𝑖
(𝑃. 𝑉)∫

𝑔(𝑢𝑒𝑖𝑠𝑡)

𝑢 − 𝑤
𝑑𝑢

𝕋

}𝑑𝑡  



37 

 

=
1

2𝜋𝑖
(𝑃. 𝑉)∫

{
1

ℎ
∫ ∑ (−1)𝑟+𝑠+1

𝑟

𝑠=0

ℎ

0
(
𝑟
𝑠
)𝑔(𝑢𝑒𝑖𝑠𝑡)𝑑𝑡}

𝑢 − 𝑤

𝕋

𝑑𝑢 

=
1

2𝜋𝑖
(𝑃. 𝑉)∫

{
1

ℎ
∫ 𝛥𝑡

𝑟(𝑔(𝑢))𝑑𝑡
ℎ

0
}

𝑢 − 𝑤

𝕋

𝑑𝑢 = 𝑆𝕋[𝜎ℎ
𝑟𝑔(𝑤)] 

 

elde edilir. 

 

ℎ ≤ 𝛿 olduğunda supremuma ve norma geçersek Teorem 4.1.3 

uygulandığında, 

 

𝛺𝑟(𝑆𝕋(𝑔), . )𝑝(.) = 𝑠𝑢𝑝
ℎ≤𝛿
‖𝜎ℎ
𝑟[𝑆𝕋(𝑔)(𝑤)]‖𝐿𝑝(.)(𝕋)                                          

      = 𝑠𝑢𝑝
ℎ≤𝛿
‖𝑆𝕋[𝜎ℎ

𝑟(𝑔)(𝑤)]‖𝐿𝑝(.)(𝕋)                                          

≤ 𝑠𝑢𝑝 
ℎ≤𝛿 
𝑐‖𝜎ℎ
𝑟𝑔(𝑤)‖𝐿𝑝(.)(𝕋)                                                   

                                                  ≤ 𝑐. 𝑠𝑢𝑝 
ℎ≤𝛿 
‖𝜎ℎ
𝑟𝑔(𝑤)‖𝐿𝑝(.)(𝕋) = 𝑐𝛺𝑟(𝑔, . )𝑝(.)           (4.10) 

Böylece (4.5) ve (4.10) yardımı ile 

 

𝛺𝑟(𝑔
+, . )𝑝(.) ≤ 𝑐{𝛺𝑟(𝑔, . )𝑝(.) +𝛺𝑟(𝑆𝕋(𝑔), . )𝑝(.)} ≤ 𝑐. 𝛺𝑟(𝑔, . )𝑝(.) 

 

elde edilir.  

4.2.3 Lemma: [49] 𝒈 ∈ 𝑬𝒑(.)(𝔻), 𝒑 ∈ 𝑷𝟎(𝜞) olsun. Eğer ∑ 𝜸𝒌(𝒈)𝒘
𝒌𝒏

𝒌=𝟎
 g 

fonksiyonunun orijine göre Taylor serisinin n. kısmi toplamı ise her 𝒏 = 𝟏, 𝟐, .. için  
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‖𝑔(𝑤) −∑𝛾𝑘(𝑔)𝑤
𝑘

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑝(.)(𝕋)

≤ 𝑐𝛺𝑟 (𝑔,
1

𝑛
)
𝑝(.)
, 𝑟 = 1,2,3, . .. 

 

olacak şekilde n den bağımsız pozitif c sabiti vardır. 

4.3 Ana Sonuç 

4.3.1 Teorem: 𝜞𝟏, 𝜞𝟐 ∈ 𝕯 ve 𝑮, 𝜞𝟏 ve 𝜞𝟐 ile sınırlı iki bağlantılı sınırlı bir 

bölge olsun. 𝜞 ≔ 𝜞𝟏 ∪ 𝜞𝟐
− alalım.  Eğer 𝒇 ∈ 𝑬𝒑(.)(𝑮)ise her 𝒏𝟎 ∈ ℕ için  

 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓)‖𝑝(.)≤ 𝑐. [𝛺𝑟 (𝑓0,
1

𝑛
)
𝑝(.)
+ 𝛺𝑟 (𝑓1,

1

𝑛
)
𝑝(.)
]  

 

olacak şekilde pozitif bir 𝑐 sabiti vardır. Burada 𝑟 = 1,2,3, . . . ve 𝑅𝑛(𝑓),

𝑓 fonksiyonun 𝑛. Faber- Laurent toplamıdır. 

İspat. 𝑝 ∈ 𝑃0(𝛤), 𝛤: 𝛤1 ∪ 𝛤2
−, 𝛤1, 𝛤2 ∈ 𝔇 ve 𝑓 ∈ 𝐸

𝑝(𝐺) olsun. Bu durumda  

 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤) ≤ ‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤1) +
‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤2) 

 

𝑓 ∈ 𝐸𝑝(.)(G) olduğundan 𝑓0 ∈ 𝐿
𝑝(.)(𝛤1), 𝑓1 ∈ 𝐿

𝑝(.)(𝛤2), 휁 ∈ 𝛤1, 𝜉 ∈ 𝛤2 için (4.3), 

(4.4) ve (4.6) kullanıldığında  

 

                      𝑓(휁) = 𝑓0
+(𝜑(휁)) − 𝑓0

−(𝜑(휁))                           (4.11) 

 

ve 

 

                     𝑓(𝜉) = 𝑓1
+(𝜑(𝜉)) − 𝑓1

−(𝜑(𝜉))                           (4.12) 
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Şimdi  

 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤1) ≤ 𝑐 {𝛺𝑟 (𝑓0,
1

𝑛
)
𝑝(.)
+𝛺𝑟 (𝑓1,

1

𝑛
)
𝑝(.)
}              (4.13) 

 

ve 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤2) ≤ 𝑐 {𝛺𝑟 (𝑓0,
1

𝑛
)
𝑝(.)
+𝛺𝑟 (𝑓1,

1

𝑛
)
𝑝(.)
}               (4.14) 

 

doğruluğunun gösterilmesi gerekir. 

 

Öncelikle, (4.13) değerlendirmesini ispatlayalım. 𝑧′ ∈ 𝐺1
−olsun. Bu durumda 

(4.7) ve (4.11) bağıntılarından,  

 

∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

𝐹𝑘(𝑧′) = ∑𝑎𝑘[𝜑(𝑧′)]
𝑘

𝑛

𝑘=0

+ 
1

2𝜋𝑖
∫
∑ 𝑎𝑘[𝜑(휁)]

𝑘𝑛

𝑘=0

휁 − 𝑧′
𝛤1

𝑑휁               

=∑𝑎𝑘[𝜑(𝑧
′)]𝑘

𝑛

𝑘=0

+ 
1

2𝜋𝑖
∫
∑ 𝑎𝑘[𝜑(휁)]

𝑘𝑛

𝑘=0

휁 − 𝑧′
𝛤1

𝑑휁               

−
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
+(𝜑(휁))

휁 − 𝑧′
𝛤1

𝑑휁 +
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
−(𝜑(휁))

휁 − 𝑧′
𝛤1

𝑑휁              

+
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(휁)

휁 − 𝑧′
𝑑휁

𝛤1

                                                                

 

elde edilir. 
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𝑓0
−(𝜑(휁)) ∈ 𝐸1(𝐺1

−) olduğu için, 

 

−𝑓0
−(𝜑(𝑧′)) =

1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
−(𝜑(휁))

휁 − 𝑧′
𝛤1

𝑑휁  

 

olur. 

 

Bu nedenle, 

 

∑𝑎𝑘𝐹𝑘(𝑧
′)

𝑛

𝑘=0

=∑𝑎𝑘[𝜑(𝑧
′)]𝑘

𝑛

𝑘=0

                                                          

−
1

2𝜋𝑖
∫

[𝑓0
+(𝜑(휁)) −∑ 𝑎𝑘(𝜑(휁))

𝑘𝑛

𝑘=0
]

휁 − 𝑧′

𝛤1

𝑑휁       

−𝑓0
−(𝜑(𝑧′)) +

1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(휁)

휁 − 𝑧′
𝛤1

𝑑휁                  (4.15) 

dır. 

∑𝑎
~

𝑘𝐹
~

𝑘(
1
𝑧′⁄ )

𝑛

𝑘=1

= −
1

2𝜋𝑖
∫

∑ 𝑎
~

𝑘[𝜑1(𝜉)]
𝑘𝑛

𝑘=1

𝜉 − 𝑧′

𝛤2

𝑑𝜉                                              

=
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓1
+(𝜑1(𝜉)) −∑ 𝑎

~

𝑘[𝜑1(𝜉)]
𝑘

𝑛

𝑘=1

𝜉 − 𝑧′

𝛤2

𝑑𝜉                       

=
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓1
−(𝜑1(𝜉))

𝜉 − 𝑧′
𝛤2

𝑑𝜉 −
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧′
𝛤2

𝑑𝜉                           

 

olur. 
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Şimdi 𝑓1
−(𝜑1(𝜉)) ∈ 𝐸

1(𝐺2) fonksiyonuna Cauchy integral formülü 

uygulanırsa,  

 

∑𝑎
~

𝑘𝐹
~

𝑘(
1
𝑧′⁄ )

𝑛

𝑘=1

= −
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧′
𝛤2

𝑑𝜉                                                                              

+
1

2𝜋𝑖
∫

𝑓1
+
(𝜑1(𝜉))−∑ 𝑎

~

𝑘[𝜑1(𝜉)]
𝑘𝑛

𝑘=1

𝜉 − 𝑧′

𝛤2

𝑑𝜉                       (4.16) 

 

olduğu görülür. 

 

Bu durumda 𝑧′ ∈ 𝐺1
− için (4.15), (4.16) ve (4.9) bağıntılarından  

 

∑𝑎𝑘𝐹𝑘(𝑧
′)

𝑛

𝑘=0

+ ∑𝑎
~

𝑘
𝑘=1

𝑛

𝐹𝑘
~

(1 𝑧′⁄ ) = ∑𝑎𝑘[𝜑(𝑧
′)]𝑘

𝑛

𝑘=0

      

−
1

2𝜋𝑖
∫

[𝑓0
+(𝜑(휁)) −∑ 𝑎𝑘(𝜑(휁))

𝑘𝑛

𝑘=0
]

휁 − 𝑧′

𝛤1

𝑑휁 

−𝑓0
−(𝜑(𝑧′)) +

1

2𝜋𝑖
∫

𝑓1
+(𝜑1(𝜉)) −∑ 𝑎

~

𝑘[𝜑1(𝜉)]
𝑘

𝑛

𝑘=1

𝜉 − 𝑧′

𝛤2

𝑑𝜉 

 

elde edilir. 
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Şimdi 𝑧′ → 𝑧 ∈ 𝛤1olduğunda 𝛤1 dışında tüm açısal yollar üzerinden limit 

alırsak hemen her yerde  

 

𝑓(𝑧) −∑𝑎𝑘𝐹𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=0

+∑ 𝑎
~

𝑘𝐹
~

𝑘(
1
z⁄ )

𝑛

𝑘=1

= [𝑓0
+(𝜑(𝑧)) −∑𝑎𝑘(𝜑(𝑧))

𝑘
𝑛

𝑘=0

]                            

                                  −
1

2
[𝑓0
+(𝜑(𝑧)) −∑𝑎𝑘(𝜑(𝑧))

𝑘
𝑛

𝑘=0

]                                 

                            +𝑆𝛤1 [(𝑓0
+ ∘ 𝜑) −∑𝑎𝑘(𝜑)

𝑘

𝑛

𝑘=0

] (𝑧)                                  

                                                            −
1

2𝜋𝑖
∫

∑ 𝑎
~

𝑘[𝜑1(𝜉)]
𝑘 − 𝑓1

+(𝜑1(𝜉))
𝑛

𝑘=1

𝜉 − 𝑧

𝛤2

𝑑𝜉                (4.17) 

 

elde edilir. 

 

𝛤1 için Teorem 4.1.3 uygulanıp (4.17) bağıntısı ve Minkowski eşitsizliği 

kullanılacak olursa, 

 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤1) ≤ 𝑐 {‖𝑓0
+(𝑤) −∑𝑎𝑘𝑤

𝑘

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑝(.)(𝕋)

+ ‖𝑓1
+(𝑤) −∑𝑎

~

𝑘𝑤
𝑘

𝑛

𝑘=0

‖

𝐿𝑝(.)(𝕋)

} 

 

olduğu görülür. 

 

Burada 𝑎𝑘ve 𝑎
~

𝑘 katsayıları sırasıyla 𝑓0
+ ve 𝑓1

+ fonksiyonlarının orijine göre 

Taylor katsayılarıdır. 
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Lemma 4.2.2 ve lemma 4.2.3 kullanıldığında eşitsizlikten,  

 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤1) ≤ 𝑐 {𝛺𝑟 (𝑓0,
1

𝑛
)
𝑝(.)
+ 𝛺𝑟 (𝑓1,

1

𝑛
)
𝑝(.)
} 

 

elde edilir. 

 

𝑧′′ ∈ 𝐺2 olsun. Bu durumda (4.8) ve (4.12) ye göre  

 

∑ 𝑎
~

𝑘
𝑘=1

𝑛

𝐹𝑘
~

(1 𝑧′′⁄ ) = ∑ 𝑎
~

𝑘
𝑘=1

𝑛

(𝜑1(𝑧
′′))
𝑘
−
1

2𝜋𝑖

∫

 
 
 ∑ 𝑎

~

𝑘
𝑘=1

𝑛

(𝜑1(𝜉))
𝑘

𝜉 − 𝑧′′

𝛤2

𝑑𝜉                           

= ∑ 𝑎
~

𝑘
𝑘=1

𝑛

(𝜑1(𝑧
′′))
𝑘
+
1

2𝜋𝑖

∫

 
 
  𝑓1

+(𝜑1(𝜉)) − ∑ 𝑎
~

𝑘
𝑘=1

𝑛

(𝜑1(𝜉))
𝑘

𝜉 − 𝑧′′

𝛤2

𝑑𝜉   

−
1

2𝜋𝑖
∫
 𝑓1
−(𝜑1(𝜉))

𝜉 − 𝑧′′
𝛤2

𝑑𝜉 −
1

2𝜋𝑖
∫
 𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧′′
𝑑𝜉

𝛤2

                                 

 

𝑓1
−(𝜑1(𝜉)) ∈ 𝐸

1(𝐺2) olduğundan,  

 

𝑓1
−(𝜑1(𝑧

′′)) =
1

2𝜋𝑖
∫
 𝑓1
−(𝜑1(𝜉))

𝜉 − 𝑧′′
𝛤2

𝑑𝜉  

 

ve bu bağıntıdan; 

∑𝑎
~

𝑘𝐹
~

𝑘 (
1
𝑧′′
⁄ )

𝑛

𝑘=1

=∑𝑎
~

𝑘

𝑛

𝑘=1

(𝜑1(𝑧
′′))
𝑘
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+
1

2𝜋𝑖

∫

 
 
  𝑓1

+(𝜑1(𝜉)) − ∑ 𝑎
~

𝑘
𝑘=1

𝑛

(𝜑1(𝜉))
𝑘

𝜉 − 𝑧′′

𝛤2

𝑑𝜉 

                                          −𝑓1
−(𝜑1(𝑧

′′)) −
1

2𝜋𝑖
∫
 𝑓(𝜉)

𝜉 − 𝑧′′
𝑑𝜉

𝛤2

                                    (4.19)  

 

olduğu görülür. 

 

𝑧′′ ∈ 𝐺1 olsun. Bu durumda (4.1) ve (4.11) bağıntılarından,  

 

∑𝑎𝑘𝐹𝑘(𝑧
′′) =  

1

2𝜋𝑖

𝑛

𝑘=0

∫
∑ 𝑎𝑘[𝜑(휁)]

𝑘𝑛

𝑘=0

휁 − 𝑧′′
𝛤1

𝑑휁                                         

=
1

2𝜋𝑖
∫

[∑ 𝑎𝑘(𝜑(휁))
𝑘
− 𝑓0
+(𝜑(휁))

𝑛

𝑘=0
]

휁 − 𝑧′′

𝛤1

𝑑휁             

+
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓0
−(𝜑(휁))

휁 − 𝑧′′
𝛤1

𝑑휁 +
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(휁)

휁 − 𝑧′′
𝛤1

𝑑휁,                  

 

ve 𝑓0
−(𝜑(휁)) ∈ 𝐸1(𝐺1

−) için Cauchy integral formülü uygulandığında,  

 

∑𝑎
~

𝑘𝐹
~

𝑘(z
′′)

𝑛

𝑘=1

=
1

2𝜋𝑖
∫
𝑓(휁)

휁 − 𝑧′′
𝛤1

𝑑휁 

+
1

2𝜋𝑖
∫
[∑ 𝑎𝑘(𝜑( ))

𝑘
−𝑓0
+(𝜑( ))

𝑛

𝑘=0
]

−𝑧′′

𝛤1

 𝑑휁       (4.20) 
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elde edilir. 

 

(4.19), (4.20) ve (4.9) bağıntılarından 𝑧′′ ∈ 𝐺2 için,  

 

∑𝑎𝑘𝐹𝑘(𝑧
′′)

𝑛

𝑘=0

+ ∑𝑎
~

𝑘
𝑘=1

𝑛

𝐹𝑘
~

(1 𝑧′′⁄ ) = ∑ 𝑎
~

𝑘
𝑘=1

𝑛

(𝜑1(𝑧
′′))
𝑘
 

+
1

2𝜋𝑖

∫

 
 
  𝑓1

+(𝜑1(𝜉)) − ∑ 𝑎
~

𝑘
𝑘=1

𝑛

(𝜑1(𝜉))
𝑘

𝜉 − 𝑧′′

𝛤2

𝑑𝜉 − 𝑓1
−(𝜑1(𝑧

′′)) 

+
1

2𝜋𝑖
∫

[∑ 𝑎𝑘(𝜑(휁))
𝑘
− 𝑓0
+(𝜑(휁))

𝑛

𝑘=0
]

휁 − 𝑧′′

𝛤1

𝑑휁 

 

elde edilir. 

 

𝑧′′ → 𝑧 ∈ 𝛤2 olduğunda 𝛤2 dışında açısal yollar üzerinden limit alırsak (4.11) 

e göre 𝛤2 de hemen her yerde  

 

𝑓(𝑧) −∑𝑎𝑘𝐹𝑘(𝑧)

𝑛

𝑘=0

+ ∑𝑎
~

𝑘
𝑘=1

𝑛

𝐹𝑘
~

(1 𝑧⁄ ) = 𝑓1
+(𝜑1(𝑧)) 

−
1

2
[∑𝑎

~

𝑘[𝜑1(𝑧)]
𝑘

𝑛

𝑘=1

− 𝑓1
+(𝜑1(𝑧))] 

−𝑆𝛤2 [∑𝑎
~

𝑘(𝜑1)
𝑘 − (𝑓1

+ ∘ 𝜑1)

𝑛

𝑘=0

] (𝑧) 

−
1

2𝜋𝑖
∫

[∑ 𝑎𝑘(𝜑(휁))
𝑘
− 𝑓0
+(𝜑(휁))

𝑛

𝑘=0
]

휁 − 𝑧

𝛤1

𝑑휁                 (4.21) 
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olur. 

 

𝛤2 durumunda Teorem 4.1.3 uygulandığında (4.17) ve Minkowski 

eşitsizliklerini de kullanarak, 

 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤2) ≤ 𝑐 {|𝑓0
+(𝑤) −∑𝑎𝑘𝑤

𝑘

𝑛

𝑘=0

|

𝐿𝑝(.)(𝕋)

+ |𝑓1
+(𝑤) −∑𝑎

~

𝑘𝑤
𝑘

𝑛

𝑘=0

|

𝐿𝑝(.)(𝕋)

}  

 

olduğu görülür. 

 

Burada 𝑎𝑘ve 𝑎
~

𝑘 katsayıları sırasıyla 𝑓0
+ ve 𝑓1

+ fonksiyonlarının Taylor 

katsayılarıdır. 

 

Sonuç olarak lemma 4.2.2 ve lemma 4.2.3 kullanıldığında,  

 

‖𝑓 − 𝑅𝑛(𝑓)‖𝐿𝑝(.)(𝛤2) ≤ 𝑐 {𝛺𝑟 (𝑓0,
1

𝑛
)
𝑝0(.)
+ 𝛺𝑟 (𝑓1,

1

𝑛
)
𝑝1(.)
}      (4.22)  

 

olur. 
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Burada (4.18) ve (4.22) bağıntılarını dikkate alırsak Teorem 4.1.5’in ispatını 

elde etmiş oluruz. 

 

Teorem 4.3.1, özel halde r=1 durumunda [11] çalışmasında ispatlanmıştır.  

 

p(.)=p sabit olduğu durumda Faber-Laurent rasyonel fonksiyonlarının yaklaşım 

özellikleri [48] çalışmasında incelenmiştir. 
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5. SONUÇLAR 

 

 

Bu tez çalışmasında değişken üslü Smirnov sınıflarında yaklaşım teorisinin düz 

teoremleri araştırılmıştır.  

1. Dini düzgün eğrilerde tanımlı 𝐿𝑝(.)(𝛤) değişken üslü Lebesgue uzaylarında 

Faber polinomları ve Faber rasyonel fonksiyonları yardımı ile inşa edilen 

genelleşmiş polinomların yaklaşımı ile ilgili bilinen bir düz teoremin ispatı 

verilmiştir. 

 

2. İki bağlantılı bölgelerde değişken üslü Smirnov sınıfları tanımlanmıştır. 

 

3. Değişken üs fonksiyonlarının belli koşulları sağladığı taktirde iki bağlantılı 

bölgelerde tanımlı Smirnov sınıflarında yaklaşım problemleri incelenmiş ve bir düz 

teorem ispatlanmıştır.  
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