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UZET

Bes boliimden olusan bu ¢alismada Spektral teori, Banach ce-
birleri ve Banach cebirlerinde sembolik hesaplamalar uzerinde ¢ali-
s1lmistir,

Birinci bolimde, sonlu boyutlu H Hilbert uzaylari ilizerinde
taniml1 bir T operatoriiniin spektral ayrisimi verilmistir.

tkinci bolumde, Banach cebirleri tanimlanarak birkac¢ drnek
verilmistir. Banach cebirinin bir elemanini spektrumu ve spektral
yaricap tanimlanmistir. Ayrica, Banach cebirlerinin kokliileri ta-
nimlanms ve yari-basit Banach cebirleri iizerinde durulmustur.

Ociincii bolimde, Gelfand donisiimii tanimlanmis ve Ozellikleri
Uzerinde durulmustur. Gelfand;Neumark teoremi kanitlanmistir.

Dordiincii bGliimde, Banach-Stone teoremi kanitlanmistir. Dedis-
meli C* cebirlerinin vzellikleri lizerinde durulmustur.

Son bglimin ilk kesiminde vektor degerli holomorfik fonksiyon-
larin zayif yakinsakli1gi tanimlanms, komp1eks fonksiyonlar teorisi-
‘nin iyi bilinen Cauchy, Liouville teoremleri verilmis, ayrica fonk-
siyonlarin Taylor ve Laurent serilerinin a¢ilimlari yapiimstir.Kat-
sayilari Banach cebirlerinde olan kuvvet seri]erinin yakinsak11g1
arastirilmistir. tkinci kesimde, Banach cebiri i¢inde katsayilar
kompleks olan kuvvet serilerinin yakinsakligr arastirilmstir. Son
ic kesimde ise gercel Banach cebirleri lizerinde m-spektrum R2
den gercel Banach cebirleri lizerine tanimlanan fonksiyonlarin m-ana-

1itikligi tanimlanms ve calisiimstar.



SUMMARY

In this work, vhich consists of five chapters, spectral Theory,
Banach Algebra and sembolic calculus on Banach Algebra have been
studied.

In the first chapter, the spectré]~reso1ution of a T operator
defined on finite dimensional Hilbert space has been given.

In the second chapter.-Banach algebras have been defined and
some examples have been given. Then the spectrum and spectral radius
of one element of Banach Algebra have been defined. In addition, the
radicals of Banach Algebras have been defined and semi-simple Banach
Algebras have been considered.

In the third chapter, the Gelfand mapping has been defined and
some properties discused. Also, Gelfand Neumark theorem has been proved.

In the fourth chapter, tne Banach-Stone theorem has been proved
and related fo the properties of comutative C*-Algebra.

In the first section of the last chapter, weak convercence of
vector valued Holomorfic functions have been defined. The Cauchy,
Liouville theorems have been proved for Banach Algebras The conver-
gences of power series coefficients in Baﬁach Algebras have been
investigated.

In the second section, the converyence of power series with.
coefficients in complex Banach Algebras haye been investigated.

In the last three section, the m-spectrum of an-element of
a Real Banach‘A1gebra has been defined. The m-Analiticity of functipns

2

from QCR™ to a real Banach Algebra has been defined and investigated.
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GIR1S

Hilbert uzaylari icindeki operatorlerin spektral teorisi
1900-1930 yillary arasinda Hilbert, Carleman ve Von Neumann ta-
rafindan gelistirilmistir.

1941 y1linda Gelfand ve ogrencileri tarafindan Banach cebir-
leri tanimlanmis ve Banach cebirleri kullanilarak spektral teori ge-
nellestirilmistir. Son zamanlarda baslayan yerel kompakt gruplarin
temsilleri teorisinde, Von Neumann cebirleri kullanilarak biiyik 1i-
lerleme sadlanmistir. Von Neumann, son makaleleriyle bu cebirlerin
siniflandirilmasina biiylik katkida bulunmustur.

1972 yilinda yapilan genel siniflama teorisi, Tomido ve Connes'-
in tanimlamis olduklari dedismezlere (invarians) dayandirilarak ya-
pilmistir.

Banach cebirleri lizerinde ki 1ilk calismalar 1950 yilinda Lorch
tarafindan Oklahoma-Stilwoter colloquim da spektral teori sempozyu-
munda "Normed rings, the first decade" adl1 makalede sunulmustur.

Son calismalar, Banach cebirine ait elemanlarin spektrumlarinin
genellestirilmesi, Banach cebirleri lizerinde taﬁ1m11 veya kompleks sa-
y1lar kiimesi lizerinde tanimli, dederlerini Banach cebiri lizerinde a-

lan fonksiyonlarinin sembolik hesaplamalari ilizerinde yogunlasmistir.



I .BULOM

SONLU BOYUTLU SPEKTRAL TEOR?

1.1.GENEL BILGILER :

T bir H Hilbert uzayi lizerinde bir operatdr olsun. T nin en
basit hali, bir x vektoriini kendisinin sabit bir katina donlstiirmesi
halidir. Bu durumda 3xeK i¢in Tx= Ax yazilir.

Tx = Ax (1.1)
esit1igini sajlayan bu xeK sayisina T nin aygendederi, si1firdan

farkla: x vetorine de T nin aygenvektorii denir. T nin bir aygendege-

rine karsilik bir ya da daha fazla aygenvektori bulunabilir. Ancak
bir vektdrle ilgili bir tek aygendeder vardir. H={0} durumu onemsiz
oldugundan H#{0} kabul edilecektir.

As T nin bir aygendegeri olsun. "0" vektori ve A ya kars:
gelen biitliin vektorlerin kimesini M ile gosterelim. Boylece
Me{xeH : T(x)=axI={xeH : (T-AI)(x)=0} =Cek(T-AI) olur. T.=T-iI, ve

A
(,‘ekaNT ile gosterilirse M=NT olur. M=y. , H nin kapali bir

A A T
altuzayidir. Bu M=NT uzaymna T nin ) ya ka%s1 gelen aygenuzay1
A

denir. T nin M ye kisitlamasi1 M ic¢indeki her vektori kendisinin )
katina gotiirir. M altuzay oldugundan kendisine ait vektorlerin X ka-
tiny icerir. Dolayisiyla T(M)gM olur. Yani M, T altinda dedismez
kalir.

X bir vektor uzayr p:X » X, PP=P2=P kosulunu saglayan bir
lineer doniisim ise P ye bir izdiisiim denildidi biliniyor.

H bir Hilbert uzayr P:H - H bir izdiisim doniisiimi ve P* = P

oluyorsa P ye dik izdusiim donlisimi denir.
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Hnin My, Myy.oo M) altuzaylar: verilsin. i#j iken MiJ'Mj

veya denk olarak MiJ.M1+M2+...fM2+...+M

- oluyorsa bu altuzaylara

ikiser ikiser diktirler denir.

Spektral Teorem diye bilinen teorem asagidaki bicimde ifade
edilebilir,

H bir Hilbert uzay:r ve T, H liizerinde tanimly herhangi bir
operator olsun. T nin farkl: aygendegerleri 11,A2,...,Am; bunlara
karsilik gelen aygenuzaylar M1, MZ""’Mm ve P1,P2...., Pm Ter
de bu aygenuzaylar izerindeki izdiisiimler olsunlar. Bu durumda asa-
gidaki ifadéler denktir.

1) Mi ler ikiser ikiser diktirler ve H y1 iiretirler.Yani

H=M1e M, ®...0M dir. .

Pi ve T= .§

11) Pi ler ikiser ikiser diktirler, I=
1 i=1

nm~Mm3

;
I11) T normaldir.

1 => Il gerektirmesi soyle goriilebilir. M,

j ler ikiser‘iki—

ser dik ve Mi’ M. H nin kapaly altuzaylari olduklarindan P1P1=0

J
olur. Bu her i#j idc¢in P]..LPJ. olmas1 demektir. ({1, sh.275-276)
Mi Ter H y1 lrettiklerinden xeH ise xiEMi olmak lizere

X= X1+X2+...+Xm

biciminde tek bir yazima sahiptir. Buna T uygulanirsa

T(x)

T(x1+x2+...+xm)

T(x1)+T(x2)+...+ T(xm)

1l

olur. Bu yazim T nin H lizerindeki hareketini geometrik a¢idan ac¢ik
ve mikemmel bir bicimde ortaya koyar. Simdi bu sonucu Mi aygenuzay-
lart lUzerinde tanimli olan Pi izdusim doniisiimleri cinsinden

-2 -



yazalim. i#j i¢in Pin=0 oldugundan Mig;Mi' ve P1X=Xi olur.

¥xeH i¢in
I{x)= x = X+ Xote e sy Xy
P, (x) Py (x) 4.+ Pm(x)

= (P1+P2+...+Pm) (x)

P,

oldugundan I-= 1 3 (1.2)

M3

i
yazalir., ¥xeH ig¢in

Tx

AXgthXote ooy X
= A1P1(X)+A2P2(X)+...+Aum(X)

(A

1P1+)~2P2+...+>\um(x)
olur. Buradan

T =
.i

: AP (1.3)

nM =

olarak yazilir. (1.3) yazimina T nin spektral ayrisimi denir.

IT => III gerektirmesi soyle . qdrilebilir.

T spektral ayrisima sahip olsun. T normal donusiimdiir. Yani
T*, T nin adjointi olmak ilizere T*T = TT* dir. Gercekten;

T* =AT P1+A2P2 +...+>\um
oldugundan

TT*= (A1P1+A2P2+...+Aum)(A1P1+A2P2+...+Aum)

2 ' 2
‘=]A1] P1+IAZFP2+...+]AIHI P

dir. Benzer sekilde

T*T =|A112P1+|A2|2P2+.,,+‘Xm]2Pm

olup T*T = TT* dir.



II1 =1 oldugu gosterilirse kanit bitecektir. Ancak bunu ka-
nitlamak i¢cin genis bir On bilgiye gerek vardir. Bu on bilgileri
vermeye gecmeden su soruya cevap arayalim: H tizerinde tanimli her T
operatdri bir aygendedere sahip midir?. Bu sorunun cevaby olumsuzdur.
Gercekten H¥ , lizerinde taniml T[(x1,x2,...)J= (0,%45%5:...) opera-
toruniin hi¢ bir aygendederi yoktur. Ciinkii (T-AI)(x)= Tx-AIx= Tx-)x=
(0,x1,xz,xs,...)-(-Ax1,-Ax2, “Mgeeed) =0y X =AXp s X9 =AXg, .00 )=0 dir,
Buradan -x,=0 , X =Mo=0, ... sXn-1"M, =0, ... =0 olur.  bir aygen-
deder olacagindan M0 dir.0 halde x1=0 olmak zorundadir.Bu ise Xp=Xg=
...=xn=...=0 olusunu verir. 6=(0,0,...) bir aygenvektir olmadigdindan
T nin hicbir aygendederi yoktur. Simdi de su soruyu cevaplayalim.Han-
gi sartlar altinda H lizerindeki Bir T operatorii bir aygendedere sahip
olur. H bir kompleks Hilbert uzay ve sonlu boyutlu ise T operatdriiniin
bir aygendegere sahip olacadir ileride gosterilecektir. i ler farkla
aygendegerler; Pi ler ikiser ikisermdik ve I=121Pi olan sifirdan
farkli izdisumler olmak lizere T= g APy yazimma T nin spektral
ayrisimi denilmisti. Teoremin III?=1s1kk1 T normal operatdrlerinin
bir spektral ayrisima sahip oldugunu styler.

Simdi (IIT)==>(I): kanitlamak icin gerekli on bilgileri verelim.

1.2 MATRISLER, DETERMINANTLAR VE B1R QPERATURON SPEKTRUMU

Bu kesimdeki ilk amacimiz H Uzerindeki her operatoriin bir aygen-
dedere sahip oldudunu kanitlamaktir. Bunu elde etmede matris teoremleri-
nin bazilarini kullanacadiz.Bu amacla bu temel fikirlere kisaca deginip,
baz1 tanimlamalar yapacagiz.

B={e1,e2,...,en}, H i¢cinde siralanms bir taban olsun.Bdylece
H i¢cindeki her vektor e, lerin bir lineer bilesimi olarak tek bir sekil-

de yazilir.EGer T,H lizerinde bir operatdr ise her\ej icin
-4 -



n

Te, _ I
3= a0 o8 (1-4;

yazilir. Bu durumda siralt B tabanina gore T den elde edilen n

tane o.. skalerleri T nin

ij
o1 op e op |
% %2 ...
(r1=10g= | : Do : (1.5)
%n1 %2 ... % |

nxn

matrisini olustururlar. [T] kisaca [T]= [“ij] formunda yazilabilir,

1.2.1. TEOREM : A ={[a;;] tosieK o iyd= 1,2,...,0}

nxn ° ~ij 1,3=
B(H)={T : T :H->H Tineer doniisim} ,

B= {e], ez,...,en} F: Aﬁ—-—*B(H)
o551 = F[Loy1]  donisimi
lineer izomorfizmadir.

1.2.2. TEOREM : B= {ei} H dg¢in bir taban, T : H->H bir operator

ve T nin B ye gore doniisim matrisi [T] olsun. Bu durumda B(H)
H Uzerindeki operatérler kiimesinden nxn matrfs?erin An kiimesi -
zerine T— [T] biciminde taniml1 donistm bir izomorfizmadir.
Kanit : (81 ,Sh. 28)
T, ve T, H lizerinde iki operattér olsun. Bu durumda asadi-

daki Ozellikler saglanir;

]+ 1] = [T +7,] (1.6)
a[fy] = - [oTy] » aek (1.7)
T, = [7,117,] (1.8)

T— [T] donusiiminde "0" operattriiniin gorintisi s1fir matrisidir.

Birim operatoriniin goriintiisii ise

s = 0, i#j ’ '
RN (1.9)
1 . i=j



olmak lzere [8;;] birim matrisidir,
An matrisler kimesi toplama, skalerle carpim ve matris car-
pimi islemleriyle cebirsel bir sistem olarak diisiiniiliirse An bir

kompleks cebir olur. Buna n. dereceden total matris cebiri denir.

An » H lizerindeki operatorler i¢in bir gosterim sistemidir.

1.2.3. TANIM : [o.] e Ay icin

[aij][Bij] = [Bij][aij] = {31j]

esitligini saglayan bir [Bijle'An varsa [aijj ye tekil olmayan

matris denir. Boyle bir matris varsa tektir. [Bij] ye Ezij] nin ter-

st denir ve [o;;]7 = [8;;] file gdsterilir,

1.2.4. TEOREM : B, H nin bir tabani1 ve T. B ye gore matrisi

[aij] olan bir operatdr olsun. Bu durumda
(2) T tekil degil ancak ve ancak [o;;]  tekil degildir.
-1 _ =l .
(b) [OL.”] = [T ] dir.

Kanit : ([3],sh. 285)

T, H lzerinde herhangi bir operattr olsun. B ye gore [T]B
matrisi B nin secimine baglidir. Simdi su sorulari cevaplamaya ca-
Tisalim;

(2) B degistiginde [T]; nasil degisir?.

(b) B' = {fy, fy,....f, )} H nin baska bir tabam ise [T];
ve [T]p. arasindaki iliski nedir 2.

Uncelikle (b) nin cevabini verelim. B' niin 6gelerini eski

taban Odeleri cinsinden yazalim.



f-l = 'Y-l]e] + Y]Zez +o0at 'Y-lnen

2 5 Y2181 * Yppfp t*eert von8y

* 3
.

fo = W18 * Mn2®2 et Ypn®n

Y11 Y2 *** Mnp

Y21 Y22 s Yop

. * e L]
» . s e .

a1 "h2 **° Ypn

N

dersek A(ei)=fi dir.

A ya B_tabanindan B' tabanina gecis matrisi denir. Buna gore

[“ij] ve [Bijj » B ve B'yegore T nin matrisi iseler (1.4) den

n

. n
, = .. @, f, = qq (G .
TeJ ifl a;5 €5 Ve T 3 151 813 f1 olur
n
Aej = iflyij e; dir. 1.2.4 teoremden [yij] tekil degildir. Sim-

di Tfj yi yeniden hesaplayalim.

n n n n
5702 B B (BB Pe s B B (T i)

n n
Tihb kR e e
n n
Tfj= TA ej =T ( kE]ij ek) = kE]YkiT(ek)
n n n n ‘
= kflykj( {E]aik ei) = i§1( kE]aik ij) e, dir. Tfj ler

n n
esit oldugundan kZ]yik Bj = z]aik Yg; olur. Buradan da
= k:: .

[Yij][sij]'z [aij]EYij] ve [y;;]  tekil olmadigindan
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-1
[Bij] = [Yij] [O‘ij] [Y-;J'] (1.10)

elde edilir. Bu ise

-1
[Tlg: = [RIg" [Tz [Alg (1.11)
esitligini verir.
(1.10) esitligini sadlayan [0‘1'3'] ve [Bij] matrislerine

benzer matrisler denir. Matrislerin benzerligi bir denklik bagintisi-

dir. Gercekten, bu bagintiyr = ile gUstererek ;
(1) [aij] # [oj3]  oldugunu gsterelim. 18551 = [Gij]-] ol-
_ ) . .
dugundan Euij] = [5ij] Eiij][aij] olur. = badintis1 yansimalidir,

(i) [aij] = [Bij] olsun.

[313] = [Yij] [U'ij] [Y,-J-] (1.12)
olan tekil olmayan bir EYij] matrisi vardir. Buradan (1.12) nin
her iki yanini soldan EYij] matrisi ile carparsak
EYij][Bij] = [@ij]fyij] olur. Bu son esitligin her iki yanini sag-

-1 . _ .
dan [y;s]7 ile carparsak  [ogs] = [r;;) 8531 bvy;]  olur. Buradaki
EYij 7 hipotezden tekil olmayan bir matris idi. Buradan da
[8;5] ¥ [og5] olur.

(111) [o;5] = [By5] ve  [By4] * [ris] ise [o451 2 EYijI

. ) -1 ) -1
midir 2. [Bij] = [?1j] B’ij] [aij] ve EYij] = [bij] [Bij][bij]
olan [aij] ve [bij] gibi iki tekil olmayan matris vardir,
- -1 1. -1 -1
[Yij 1= [bij] [31j] [bij] = [bij] ([aij] [0‘15] [aij'])[bij]
-1 -1 '
=( [b\.j] [aij] ) [0’-13' ( [a'ij] [bij])

=(fag;] Dy D ogz] € faggdlyg)  dir

-8 -



Buradan [“ij] 2 [yij] olur. Boylece matrislerin denkliginin bir
denklik bagintis1 oldugunu gostermis olduk.
Simdi su teoremi verelim;

1.2.5. TEOREM : A~ icindeki 1iki matrisin benzer olmasi icin gerek

ve yeterli kosul H nin farkli tabanlarina gére bu matrislerin ayn1 T
operatoruniin matrisleri olmasidir,

H iizerinde verilen bir operator farkli: tabanlara gore bircok
matris verebilir. 1.2.5 Teorem bu matrislerin birbirine nasi1 bagl
oldugunu verir. $imdi bir operatoriin matrisinin basit bir formda ya-
zil1p yazilamayacagil sorusu ortaya ¢ikar. Bu ise matrisler teorisi-
nin Kanonik Form problemidir. Bu yondeki en Onemli teorem Spektral
teoremdir. Bunu ileride matrislerle de ifade edecediz. Kanonik Form
teoremlerini kanitlarken genellikle matrisler kullanilmaz. Ancak
matrisler bazi amaglar i¢in oldukca kullanislidirlar. Urnedin H lize-
rindeki bir operatoriin aygendegerlerinin bulunusunda kullanilir.

Determinantlar 1ineer denklemlerin cozimiinde sik si1k kullanil-
salar da bunlarin kuramsal alandaki kullanimlari olduk¢ca Onemlidir.
Matrislerin tersinir olup olmadiklari determinantlar kullanilarak ko-
layca belirlenebilir.

Simdi determinantlarin bazi dnemli Gzelliklerini verelim, Duij}
nxn tipinde bir matris olsun. Bunun determinant: det([aij]) ile gos-
terilir. Determinant asagidaki ozelliklere sahip skaler degerli bir
fonksiyondur.

(1) det ([5131) =1

(2) det (Exij][eij])= det (Bxij]) det ([Bij])

(3) det (Euij]) #0 ¢=>Bxij] tersinirdir.

(4) det ([oy] -A[éij]) ifadesi n dereceden kompleks katsay1-

-9 -



11 bir polinomdur.

Bir matrisin determinanti genellikle

%11 %12 cee Qg
%21 %292 se+ Ogp
%n %n2 vee %nn

seklinde yaz111r,

Simdi H lizerinde bir T operatori diisiinelim. B ve B', H nin
farkl1 iki tabani olsun. T nin B ve B' ye gore doniisim matrislerinin
tamamiyla farkli olduklari biliniyor. Ancak bunlarin determinantlari
aynidir.,

1.2.6. TEOREM : B ve B' , H nin farkl1 iki tabani olsun. T nin bu ta-

banlara kars1 gelen matrislerinin determinatlari esittir.
Kanit : [Tlg =[dij] ve [Tlgi = [8i5] ise
-1
[8550= 045 o451 [v45]
olan tersinir bir Eyij] matrisi var oldugu biliniyor. Buradan
-1
det ( [Y'ij] [“,J-] [Yij])

det ([yij]-]) det ([0;;]) det ([oy)])

det ([YU.]") det ([r;5]) det ([o;;])

fl

-1
det ( ly;;) .[yijj) det (Iaij])
det ([&;]) det (fo;;])

det ([a;5])
olur.

0 halde bir T doniiylimiiniin determinanti tekdir. Boylece deter-

minant fonksiyonu B(H) lizerinden K ya tanimli bir skaler dederli

- 10 -



bir fonksiyon gibi disinlilebilir. Sonu¢ olarak asadidaki Gzellikleri

verebiliriz ;

(1') det (I) =1
(2')

(3')

(4') det (T - aAl)

katsay111 bir polinomdur.

ifadesi

det (TlTZ) = det (T]) det (T2)

det (T) # 0 <) T tersinirdir.

A ya gore n. dereceden kompleks

Simdi. aygendegerlerin varligi problemini determinantlari kul-

lanarak sonuc¢landirmaya ¢alisalim.

1.2.7. TEOREM : T,

gendegeri
masidir. ( <> det (T-

Kanit : (g], ch. 289)

Al) =0 dir.)

H lizerinde bir operator olsun.

olmas1 i¢in gerekli ve yeterli kosul

Teoreme gore T nin aygendegerleri

A T nin. bir ay-

T- xI nin tekil ol-

det (T-AI)=0 denkleminin

fark1li kokleridir. Bu denkleme T nin Karakteristik denklemi denir.

[T]B =[pij] ise T nin karakteristik denklemi

0.]]')\

%12

%1

olur. Bdylece T nin aygendederlerinin bulunmasi problemi

denkleminin

bu denklemin kompleks

0,]2 e a‘l

n
Uop A «er Opp
%2 ... %A

det (T-al)=0

koklerinin bulunmas1 problemine doniisiir. (4') 6zelligi

A dediskenli n. dereceden bir polinom oldu-

gunu sdyler. Cebirin esas teoremine gore bu denklemin n tane kokiiniin

var oldugunu biliyoruz. Bu koklerin bazilarinin cakisik olmasi dogal-

dir.

1.2.8. TEOREM : T, H iizerinde bir operator ise T nin aygendegerleri

- 11 -



kiimesi kompleks sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir. Aygendegerlerin
say1s1  H nin boyutunu gecemez.

1.2.9. TANIM : T nin aygenaegerleri kiimesine onun Spektrum'u denir.

Bu kime o(T) ile gbsterilir.

{ icinde sonlu kiimeler kapali ve sinirli1 olacaklarindan o(T)
¢ nin kompakt bir alt kiimesidir.

Simdi skaler cismi kompleks sayilar olan H Hilbert uzayina
neden ihtiya¢ duydugumuzu acikliga kavusturalim. Eder H Hilbert uza-
yinin skaler cismi R olsaydi, T donisiiminin spektrumu bos olabi-

lirdi. Urnegin 5 T : R2 > RZ, R2 icindeki her vektori 90° dondu-

ren bir doniisim olsun. veIR2 icin < Tv, v > =0 dir. Bu donisiimin
bif aygendederi olsaydi Tv = Av olurdu. Buna gdre de

<TV, V> = <CAV,V> .= A<SV,V> = ) ]]v]]2 =0 olurdu. Buradan Ai=0 olur
ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla T nin ne aygendederi ne de aygen -
vektoriu vardir.

Urnekten goriiliiyorki aygendederlerin varligi, kompleks. sayila-
rin 6zelliklerine temelden baglidir. Bu 0zelliklerin en basta geleni
ise cebirin esas teoremidir. Bu nedenle gercel sayilar tercih edil-
mez. Matris ve determinantlar aygendegerlerin varlidinin kanitinda

bir arac¢ olarak kullanilirlar. Bu ise 1.2.8. teoremin kanitinin H nin

sonlu boyutlu oldugunda gegerli oldugunu gbste}ir.

1.3. SPEKTRAL TEOREM :

Uncelikle bu bdlimin ana amaci1 olan spektral teoremi tekrar
ifade edelim.

T, H Uzerinde tanimlanan keyfi bir operattr olsun. T nin fark-
11 aygendederlerinin kiimesinin, kompleks sayilarin bos olmayan sonlu

bir alt kiimesi oldugunu biliyoruz. A], Az,...,x T nin farkli aygen-

m
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dederleri; M,, M,,...,M bunlara karsi gelen aygenuzaylar ve
12 72 m

P1, P2,..., P bu aygenuzaylar lizerindeki izdiisiimler olsun. Buna

m
gore spektral teorem asagidaki ifadelerin birbirine denkligi ola-

rak ifade edilir.

1.3.1. SPEKTRAL TEOREM :

Asagrdaki ifadeler birbirine denktir;

I. M, Ter ikiser ikiser diktirler ve H y1'iretirler.

II. P, 1ler ikiser ikiser diktirler,
m )
: Pi ve T= ifl A Pi dir.

I=
i

M3 =

III. T normaldir.

Kanit : I => II ==>1II1 oldugu 1.1 kesimde kanitlandi. IIJ =)1I
oldugunu gosterirsek kanit biter. Unce kanitta kullanacagimiz birkag

teoremi verelim.

1.3.2.TEOREM : T normal olsun. x in T nin ) aygendederine kars:

gelen vektor olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul x in T* in
aygendederine karsi gelen vektor olmasidir.
Kanit : T normal ve XA T nin bir aygendegeri olsun.

( T- AI(T-AI)*

(T-AIN(T*-XI) = TT* - TXI -2IT* + 33l
T*T - XIT- T*(AI) + (XI)(Al)
TH(T-AL)-AI(T-A1) = (T*-XI)(T-AI) =(T-pAI)*(T-xI)

dir. 0 halde T- AI normal olur. Bu durumda ¥xeH dicin

n

[(T-AT) (x| = [(T* =XI)(x) || dir. Buna gire
X, T nin A aygendegerine karsi gelen bir vektordiir. <=> Tx = »x
<=> (T-AI)(x) = 0 <==>“(T-AI)(x)||= 0 <==>|](T*-XI)(x)]|=0 <=3

(T*-XI)(x)=0 <=> T*x= ix <=> x, T* 1n ) aygende§erine karsi ge-
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len aygenvektordiir.

1.3.3.TEOREM:»T normal ise Mi ler ikiser ikiser diktirler.

Kanit: i#j ic¢cin XigMi ve xngj olsun.

Ai<RiaXs> = AgXgaXs> = <TX1,Xj> o(T normal oldugundan),

* = 3 = .
<X1"T xj>-<xiij> -Aj <x1,xj>
P ARG X5 dir. Dolayisiyla (xi-xj)<xi,xj>= 0

olur. ), fkj oldugundan <XjeXg> = 0 dir. Bu vektdrier M, ve Mj igin-

deki herhangi vektdrier olduklarindan Mi ler ikiser ikiser diktirler.

Buradan Aj<XgeX

1.3.4.TANIM: M, H nin altuzayil, T(MICM ve T(Ml)g;Mlﬁse MyeTvi

indirger denir.
1.3.5.TEOREM: T Normal ise Mi ler T vi indirger.

fanit: Mi Terin T altinda de§ismez oldudu aciktir. M,i ler T* altin-

o> - — * - e
da da invaraattirlar. x15Mi==° Txi- AsXy =S T X3= AX; =) XixieMi

dir. Mi hem T hem de T* altinda degismez oldugundan M.i T yi indir-
ger.
Simdi de asadidaki lic teoremi kanitsiz olarak verelim;

1.3.6.TEOREM: P,H uzayinin kapali bir altvektor uzayi lizerinde bir iz-

diisim olsun. M uzayinin bir T doniisimiini indirgemesi i¢in gerekli ve
yeterli kosul TP = PT olmasidir.

1.3.7.TEOREM: Eger P ve Q H uzayinin M ve N kapali altvektdr uzaylar

@izerindeki jzdiislimler iken,
MLV olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul PQ = 0 olmasidir.( &
@P’ = 0 d'lY'.)

%.3.8.TEOREM: P1,P2,...,Pn H nin M1,M2,...,Mn kapall lineer altuzay-

lar1 lUzerinde izdiisimler jse P = P1+P2+...+Pn nin bir jzdisiim olmas1

igin gerekli ve yeterli kosul Pi lerin ikiser ikiser dik (i#j icin
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Pin = 0 ) ve dolayisiyla P nin M = M1+M2+...+Mn zerinde bir izdii-

siim olmasidir.

Kanit : ([9] , sh. 273- 277)
1.3.9.TEOREM: T Normal ise Mi ler H y1 olusturur,

Kanit: 1.3.3.Teorem ile Mi ler ikiser ikiser diktirler. 1.3.7. ve

1.3.8.Teoremler ile M =M +M2+.;.+Mm H nin kapalir lineer altuzayidir.

1
Mi ler T yi indirgedi§inden her Pi i¢in TPi = PiT olur. Boylece
TP = PT sonucu elde edilir. Boylece ° T nin N}-e kisitlanmisi aygen-
vektorieri olmayan bir operatordiir. Bu ise H ilizerindeki biitiin opera-
torlerin aygen dederlerinin olmas1 gerektigi ile celisir. Buradan
ML =\0§ olur. Buradan ise H = M olur ve M, ler H y1 gererler. Bu
spektral teoremin kanitini tamamlar.

Simdi T Normal operatdriiniin ayrisiminin tekligdini gostermek ve
T nin spektral ayrisiminin H sonsuz boyutlu durumuna genellestirmesi
diisiincesini verebilmek i¢cin asagidakileri verelim. T Normal ise

T = APy #aPy+e . id P (1.13)
ayrisimina sahiptir,

P, Ter ikiser ikiser dik olduklarindin (1.13) in her iki yani-
nin karesini alirsik

m
- 1%, (1.14)
i=1

ifadesini elde ederiz. Daha genel olarak herhangi bir pozitif n tamsa-

y1s1 i¢in
m
n _ n
T = if1xipi ' (1.15)
elde edilir.
0 m
T = I P,
o1 1 (1.16)
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oldugundan (1.15) ifadesi n=0 i¢in de dogrudur.
p(z) komleks dediskenli ve kompleks katsay1l1 herhangi bir po-

Tinom olsun. (1.15) su sekilde genisletilebilir:

m
p(T)= .z p(x;) P, (1.17)
i=

¢ikar. Gercekten bir p(z)=322+iz+3 polinomu ig¢in

2 m o, m m
p(T)= 3T +iT+31 =3 Ik Ai P.+i % P1+ 3P,
i=t 1= e
2 m
= 21(3Ai +ix+ 3)Ps = I p(Ai) P, olacaktir.
i= i=1
. ;(Z"' )\1)(2"}\2)...(Z-)\j_1)(2'>\j+1)-..(Z")\m) (].]8)
J A ALY (ALA Ah, Y(ALSA, )L (XA
( J ])( J z)v-o( J J_])( J J+1) 00( J m)
polinomunu tanimlayalim. ¥i,j = 1,2,...,m icin
p;(%;) = {0 P L 8y (1.19)
1 s 1=j

ve her j icin pj(T)=Pj olur. (1.19) aciktir. Uzel olarak
i=1,2,3,4 ve j=2 ig¢in pz(T)= P, oldudunu gorelim. 1i#j
icin P;P.=0 {di. Buna gore |
-A A A
(T-X 1) (T-AS1)(T-A,1)

p,(T)= - o (A=(A A (A=A 0) (A -A))  arsek)
2 (=2 )Xy -23) (A=A, ) 2717273 2 s

1! : A 0 A
= K. (]E](A1-)\1)P1)(i£]()1-3)P1)('i=§ i~ 4)P'i)
R TN Y - -
= g (O MIP APy Cg-4)Pge (-2 0Py

[(Ay-23)P1+(0p-23)P,+(A3-23)Pa+(2g-23)P,]
(424071 # (=2 )P+ (g2 )Py + (241 )P ]
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=

L0023 g2 )Py +(apm20) Opmdg) By )P, |,

T -

>l-—l~.

(Ag27) 0o-2g) A2y )P5 = P,

olur. Genel durumda ¥j =1,2,...,m i¢in
Pj (T) = P, (1.20)
oldugu ayni yolla goriiliir.
Kabul edelim ki, T nin bir baska spektral ayrisim
T = oqQy +apQp+e.toy O ' (1.21)

olsun, Bu durumda o ler farkl: kompleks sayilar Q; ler sifirdan
k

farkll ikiser ikiser dik izdisiimler ve I=3% (
i=1

ToqQtaglptee ety Oy TTe T =hiPyedgPp +omis AP

5 oluyor demektir.

yazimlarinin terimlerin sirasy haric Gzdes olduklarini gosterecediz.
Unce 0 lerin tamamen T nin aygendederleri oldudunu kullanalim.
Qi# 0 oldugundan Qi lerin goriintii kiimesinde sifirdan farkli bir
x vektori vardir ve i#j kicin Qix=x ve ij=0 oldugundan

Tx = 3

a.0.(x) =a.x
i-l'l'l 1

olur. Bu a. nin T nin bir aygendegeri oldugunu gosterir. A T nin
' k k

aygendederi ise Tx=xx= AI{x) = I Qi(x)= I AQi(x) olur. Diger
i=] i=
k Kk
taraftan Tx= 3 “iQi(x) oldudundan 3 (A-ai) Qi(x)=0 dir. Q.
i=] i=] !

ler ikiser ikiser dik olduklarindan (x#0 olan en az bir vektdr var-
dir) bunlar arasinda sifirdan farkli vektorler lineer bag1mez olur.

Buradan her i icin A = oy olur. Bu ise Ai, lTerin kiimesinin

o4 lerin kiimesine esit oldudunu verir. Buradan

T =34Qy + 2,0, +...+ A0
™ 272 m
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seklinde yazilabilir. Daha once tanimlanan pj polinomu T ye uygu-

lanirsa Qj=pj(T) ve dolayisilya Qj=Pj oldugu goriilir. Bu da no-
tosyon ve terimlerin sirasi hari¢ (1.13) ve (1.21) gbsterimlerinin
esit oldudunu verir. Bu da T nin spektral ayrisiminin tekligi de-

mektir.

T nin M], MZ""’ Mm aygenuzaylari ikiser ikiser dik olsun-

lar ve H y1 iretsinler. Her bir Mi uzayl icinden birim vektorler-
den olusan ikiser ikiser dik bir taban secilebilir. Mi lerin bu ta-
banlarinin birlesimi H i¢in bir birim dikey taban olur. Buna bag-

11 olarak T nin gosterim matrisi asadidaki kdsegen matris olur.

‘¥ dicin d; M. nin boyutu, NIy dyxd. 1ik kdsegen matris yani

i 0'\
N 705 D olmak lizere

a2

M B}

(Tls =

T};ﬁ;_
dir.

Tersine H nin bir tabaninin T nin kdsegen matrisini olus-
turdu§unu kabul edelim. Taban vektdrleri yeniden diizenlenirse T nin
matrisi yeni tabana gore (1.22) formuna girer. Bu durumda T nin

spektral ayrisim

m
T=1

Aipi formundadir. Buradaki A ler farkli komp-
i=1
m
leks sayilar, Pi ler ikiser ikiser dik izdiisimler ve I= I Pi dir.
i=1

T nin A aygendegerlerinin farkli ve Pi lerin bunlara karsi gelen

- 18 -



aygenuzaylari lizerindeki izdisiim donlisimi olmalari spektral ayrisi-
min tekligini garanti eder.

Spektral Teorem;

I, II ve IIl ifadelerinin birbirine denk oldugunu ifade eder.
Yukaridaki aciklamalar yeni bir denk kosulu ortaya cikarir.

IV. H min T nin kidsegen matrisi olarak yazilabilen bir birim

dikey tabani vardir.

Simdiye kadar yapilanlar ve yapilacak olanlari soyle Ozetleye-
biliriz.
Spektral teorem bir ¢cok kaynakta su sekilde verilir:

N bir normal.operator olsun. N ler farkli kompleks sayilar Pi ler

m
ikiser ikiser dik ve I= ¥y Pi olan izdiisimler olmak lzere
h i=1
= )
N 1=121P1 (1.23)

bi¢iminde yazilir. Kisaca N normal operatdriiniin spektral ayrisim
vardir. Bunun bbyle verilis nedeni (1.23) yaziminin sonsuz boyutlu
duruma genisletilebilir olmasidir.

Biz spektral teoremi verirken konunun cebirsel ve geometrik
yoniine esit bigcimde dnem verdik. Sonsuz boyutlu durumda (1.23) yazi-

minin genellestiriimesi iki deGisik yaklasimla yapilir.

Analitik Yaklasim : A bir self-adjoint (A*=A) operator olsun.

Ay
m
A= 1 AP,
i=1 11

formunda yazalim. A nin self-ajoint secilmesinin nedeni A; aygen-
degerlerinin gercel olmasi, dolayisiyla siralanabilir olmasidir.Bun-

larin M <9< eee< Ap bi¢ciminde siralandigini kabul edelim.
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P,i jzdistimlerini kullanarak

E, =0

X

EA1 =P

E, =P,+P

Ao 172

E)‘m = PytPot.. 4P

izdisim donlislimlerini tanimlayalim. Buradan

P By - By
Py = EAZ B EA]

P =E -E

mT T

olur. A=A1P]+k2P2+...+Aum

m
q(E, <E, J4ho(E, <E, Jee.uth (. -E, )= A (E, -E, ).
Y " L M A Amer g2t A Ao

m
AE.= E, - E denirse A= 3 A AE1.
i M-t i=1"

yazilir. Sonsuz boyutlu
bir H Hilbert uzay: lizerinde tanimla bir A self-ajoint operatoriiniin
spektral ayrisiminin

A=/ AdEX
oldugu [Lorch, E.R; 1962 ] da kanitlanmistir. Bu sonug¢ N bir nor-
mal operator oldugunda da dogrudur.

Cebirsel ve Topolojik Yaklasim : N normal operatériiniin

m
N= 3 A.P.
R A
i=] -
p(N) = = p(x;)P;
i=1
bigiminde yazilabildigini gormiistik. N nin butiin polinomlari kiimesi

yaziminin herhangi bir p polinomu igin

g(H) nin bir alt cebirini olustururlar. Bu cebir pj(N)= Pj yapan
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pj(N) polinomlarinida i¢erir. N nin biitiin aygendederlerinin kiimesi-
ni X dile gosterelim. $imdi X {Uzerinde taniml1 biitlin polinom fonk-

siyonlarinin cebirini gozoniine alalim. Bu cebir pj(xi)= 61 bigi-

iJ
mindeki Ps polinomlarini ve X lizerinde tanimli kompleks degis-

kenli siirek1i biitiin fonksiyonlari icerir. Yani bu cebir C{X) dir.

m

p(N) = ¢ p(ki)Pi yazimindan p(N) yi C(X) icindeki p polinom-
i=1

larina karsilik getiren

p(N) =p (1.24)
doniistimii bitin cebirsel islemleri korur. p(N) nin aygendederleri
,p(ki) lerdir. N normal operator oldugunda normu,aygendeﬁerlerinin
en biiyligiiniin normuna esit olacaktir. Bu p(N) - p donistmiiniin bir
izometrik izomorfizma oldudunu gosterir. VkieX icin N(Ai)=xi dir.
H sonsuz boyutlu oldugu durumda N nin spektrumunu veren C nin bir
X kompakt Hausdorff altuzayr bulunur. Yukaridakiler ggrcek]estiri-
Tirse bu N nin spektral ayrisiminin aynen génis1eyebi]ece§ini ve-

rir. Bundan sonraki ii¢ bolimde bunu gerceklestirecegiz.

Boliimii. sonlu boyutlu durumda simdiye kadar yapt1k1ar1m1;§

aciklayan bir ornekle kapayacagiz.

URNEK : 4 -2 1
[1]= -2 1 2 , R3 izerinde bir operator
1 2 4

olsun. T nin spektral syrisimini bulalwim, 11k olsrak T nin aygen-
dedelerini bulalim.

(T-AI)(x) =0 esitligi si1firdan farkli bir clizliime sahip-

tir. <=> 4-) -2 1 Xy
-2 1- 2 2 \ X5 =0



B

£

katsayilar matrisinin determinanti. sifirdir. &5

4-x -2 1
2 1 2| = =) (1-5)2=0 <=> A=-1 o A5
1 2 a-

“ikinci olarak A=ts A2=5 aygendederlerine kars1 gelen aygenuzay-

lari bulalim. k1=-1 icin

"2 XZ =0
1 2 1

sisteminin ¢oziim kiimesi MA =M_, dir. Yani
1

{x1 + 0.x2 * X3 = 0
0.x1 4 x2+2x3 =0

sisteminin cozlm uzay1 M_1 dir. Bu sistemin ¢oziim uzay1 RS icinde
bir dodrudur. Bu uzayin bir tabani, x3=1 alinirsa x1=-1 . x2=-2
bulundugundan  (-1,-2,1) dir. Yani M_, = {(-1,-2,1)) yaz1lablir,

Benzer diislince ile A2=5 i¢in

-2 1T X

sisteminin ¢6zim uzayr M_ =M dir.

(4]

x1+2x2-x3=0
sisteminin ¢0ziim kiimesi bir diizlemdir. Bu uzayin bir tabam x1+2x2~x3=0
da sirasiyla (x2=05 x3=1) ve (x2=1, x3=0) yazilirak (1,0,1),(-2,1,0)
€1,0,1),(-2,1,0)} bulunur. Bdylece M= <(1,0,1),(-2.1,0)> olur.
(-1,-2,1) vektoru , (1,0.1) ve (-2,1,0) vektorlerine dik oldugun-

dan M_,, My aygenuzaylari diktirler ve R Mg @M dir.
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P4 ve Py sirasiyla M, ve Mg iizerinde R in dik izdustimle-
ri ise stR3= x1s:M_1$ x?_eM5 olmak lizere X=Xy+X, yazilir. Bura-
dan x= X +X,= P_,(x) +Pc(x)  olur.

T(x) = T(x))+T(x,)

[}

-1x1+5x2
-1P_1(x)+5P5(x)
(’1P-1+5P5)(X)

"

n

Boylece T nin spektral ayrisimi

T = -1P_,+5P,

1
olarak bulunur, -

B= {f1=(-1,-2,1), o= (1,0,1) , f3=(-2,1,0)},]R3 Un bir dikey tabani
olur, R3 Un bu tabana gore T nin matris gosterimi kidsegen matris

olur. Simdi bunu bﬂ1a11m.

-1 ] 4 -2 1 SR
T(F) =T ([-21)=|-2 1 2 2112
1 1 2 4 11 -1
Il
= -f, = -1f1f0f2+0f3 — ‘
1 4 2 2 B 5
T(fz) - T ( 0 )= '2 1 2 0 = 0 =5f2
1 1t 2 4 1 | 5
- | |
= 0f, + 5f,40f,
2 | 4 -2 1 27 o]
T(F3) =T (| 1 J )= |2 1 2 1 1= 15 J
L 1 2 a4 0 Lo
= 0f1+0f2+5f3
1 0
-[T]‘B = 0 S
0 0 5 olur.
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11.B0LOM

BANACH CEBIRLER! OZERINDE GENEL UN HAZIRLIKLAR

Bir Onceki bolimdeki spektral teoremin ¢alisilmasinda topolo-
jiden bagimsiz bir yol izlenmistir. Clinkii sonTu boyutlu bir durumda
biitiin operatdrler siireklidir.

Bundan sonraki 3 boliim i¢inde topolojik ve cebirsel diislinceler
silsilesi birlestirilecek ve ortaya Banach cebirleri konusu ¢ikacak-
tir. Onceki boliimiin son kismindaki uyarilar, X kompakt Hausdorff
uzay olmak lizere C(X) cebiri ile Hilbert uzayi lizerindeki opera-
torlerin cebiri arasinda Onemli iliskiler olabilecedini ileri siirer.
Banach cebiri bu iliskileri kurabilecedimiz basamak sistemdir.

Bu bolumiin amaci teoride yarar saglayacak bir kac¢ sart koymak-
tir.

2.1. TANIM VE BAZI UZELLIKLER

2,1.1. TANIM : A bir kompleks Banach uzayi ve birimli bir cebir olsun.

(1) Wy dcin Jxy sk ]| | v | | (2.1)
(1) Je | =1 (2.2)

ozellikleri saglaniyor ise A ya bir Banach cebiri denir.

2.1.2. TEOREM : Herhangi bir Banach cebirinde c¢arpim Jjointly siirek-

1idir.
Kanit : Xg > Xs YoV iken XY XY oldugunu gosterelim.
IR A (R A e M S N A P L I R A A R L ST
esitliginin sag yam X, >X ve y -y iken s1fira gider.Bura-
dan XY XY dir. ‘

Bir A Banach cebirinin bir Banach altcebiri e yi ig¢eren
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A nin kapali bir altcebiridir. A nin Banach altcebirieri A ile
ayni cebirsel islemlere sahip olan ayni birimli ve ayn1 norma gbre
Banach uzay1l olan A nin altkiimeleridir.

Reel durumda ortaya ¢ikan ek kosullardan kaginmak i¢in komp-
leks cebirler ile ¢alisacadiz. Banach cebirinin birimli oldugunu kaw
bul edece§iz. Birimsiz Banach cebirleri ile calismakda ¢ok yaygindir.
Bu durumda teorinin asil amaci ayrik grup olmayan yerel kompakt ce-
birlerin grup cebirlerinin ¢alisilmasidir.

Asagidaki Banach cebiri orneklerine bakalim.

Fonksiyonlar veya operatorlerin Banach cebirlerinin vektor
uzaytl islemleri noktasal tanimlanirlar. Banach cebirleri; lizerindeki
carpimin tanimlanisina gore adlandiriliriar.Carpma noktasai ise Ba-

nach cebirine Fonksiyon cebiri, carpma bileske ise operatdr cebiri

ve carpma convolgtion ise grup cebiri denir.

2.1.3. URNEK :

éj En onemli Banach cebirlerinden biri bir X topolojik uzaya
lizerinde tanimlanan bitiin sinirl1, slirekli kompleks fonksiyonla-
rin C(X) kimesidir. X in kompakt Haudorff oldudu durumu dzel bir
oneme sahiptir. X in tek noktadan olustugu .durum da ise C(X)
Banach cebiri, en basit Banach cebiri ile bir tutulur.
(b) Kompleks diizlem igindeki
D={z: |z] €1}

kapal1 birim yuvarini diistinelim. D® (D nin i¢i), (tzerinde analitik

ooooo

olan fonksiyonlardan olusan kime C(D) nin birimini iceren bir
altcebirdir, Kompleks analizdeki Morera teoreminin basit bir uygu-

lamasiyla bu cebir kapalidir. Bu yiizden C(D) nin bir Banach altce- -

- 25 -



biridir. Bu cebire disk cebiri denir.

2.1.4. URNEK :

(a) B bir Banmach uzay: olsun. B Uzerindeki operatérlerin
B(B) kiimesi bir Banach cebiridir. Birim operattriin cebirsel anlam-
da birim olmasini garanti etmek 1i¢in B nin asikar olmayan bir

Banach uzay1  oldugunu kabul etmeliyiz.

(b) Asikar olmayan bir H Hilbert uzayi uzerinde tanimli
operatorlerin g(H) kiimesi bir Banach cebiridir. Bu B(B) cebiri-
nin 6zel bir durumudur ve T—T* eslemesi yapilirsa toplamsal

yapinin hazir oldugunu goririiz.

(c¢) g(H) nin bir altcebiri i¢indeki operatorlerin adjointle-
ri yine bu altcebire ait iseler bu cebire self-adjoint cebir de-
nir. B(H)nin bir self-adjointaltcebirine C*-cebir; denir. Bu

konu ileride tekrar ele alinacaktir.

(d) g(H) nin zayif operator topolojisi T - <Tx,y> formun-
daki bitiin fonksiyonlarla liretilir. Yani bu topoloji biitiin fonk-
siyonlarin herbirini siirekli kilan en kaba topolojidir.

[<Txoy> =<Toxoy> | s || T-To |l [ x]| |yl
esitsizliginden <Tx,y> donuslmleri norm topolojiye gore de sii-
reklidirler. Bunlari siirekli yapan en kaba topoloji zayif topoloji
olacagindan norm topoloji zayif topolojiden dahakabadir . Boyle-
ce zayi topolojiye gore kapali kﬁme1er norm topolojiye gore d:
kapalidir.

Cf—cebiri zayif topolojiye gore kapali ise bu cebire Neumann

‘cebiri denir. Neumann cebirleri [4] ° de etraflica incelenmistir.

- 26 -



2.1.5. URNEK :

(a) 6= {91,955-++» g,} bir grup ise onun LKG), arup cebiri,
G lzerinde tanimlanan biitiin kompleks fonksiyonlarin kiimesidir. Top-

Tama ve skalerle carpma noktasal olarak tanimianmistir ve norm

~n
IF1= = || fley) | (2.3)
i=1
ile tanimlanir. Carpma tanim1 altinda yatan gercedi gormek digin
on
f(g;) = o; olmak lzere f= izl 059

yazmak uygun olur. Bu yazimi ve G deki carpimi ku]]anaraklw(g) icin-

deki carpim

n n n
(1§1a191)(j51659i) = Bk (2.4)

bi¢iminde tanimlanir. Burada

LR a8 2.5
k 9,959 i (2.5)

(2.4) in sol yan1 a¢il1r ¢ikan ifadede G nin ayni elemanlarini ice-
ren terimler toplanir.

Bu fikirler L](G) nin elemanlari fonksiyonlar oldudunda
carpim taniminin asagidaki bi¢iminde verilebilecedini Onerirler.
f,gsL1(G) olsun. Bunlarin ¢arpimi fxg biciminde gGsterilir ve
bunun 9 daki degeri asagidaki bicimde verilir.

n -1
(f+g)(g )= 2 flg;)alg;) = = fgq; )algy) (2.6)
949579 J=1
bu carpima f ve g nin .convoliisyonu denir. G nin herbir eleman1
bu elemanda ! diger elemanlarda o olan fonksiyona karsi getiri-
lirse G ye L1(G) nin bir alt kimesi goziiyle bakilabilir. Ayri-
ca G nin igindeki carpim ile L1(G) i¢indeki ¢arpim yani convolis-

yon  uyusurlar. G nin birimine L1(G) i¢inde karsi gelen eleman
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L1(G) nin birim elemanidir.

n n n
1 ove [+ T (Fxq)(g)] = I |z flg.a.7") glg.
Hell e | fxgl a 9)(g,) | k=1l,_] 995 ) 9 gJ)l

i

J—
! ? | flava: N lelen)]
_k=] ih gkgj ggJ‘
T3 1flees ] lele))]
— . » 0 .
RANRL LY (g
2 lele)| I [Flag = 2 lotas)| [IF]
—j=] ggj kel 9k9j _J'=1 ggj
11 2 leley) | Yol
A J| =l f
I g lglgs) | =l f1l llg

olur.
(b) G={...,-2, -1, 0,1,2,...} tamsayilarin toplamsal grubu

olsun. Bunun L1(G) grup cebiri G lizerinde tanimly ve

¥ lf(n)l

.

serisini yakinsak yapan f kompleks fonksiyonlarinin kimesidir.Li-
neer yap1 islemleri noktasal olarak tamimlanirlar. (a) sikkindan f
ile g nin convolutionu

(fxg)(n) =
n

nm™8

f(n-m) g(m)

jle verilir. Norm ise

[+

f£1= 2 [f(n)]

m:-co

olarak tanimlanir. G dogal olarak L,(G) icinde kapsanir. L,(6) bir
Banach cebiridir. Gercek dodru gibi bir ayrik olmayan grubun grup
cebiri integral teorisine dayandirildigr i¢in birimsiz kabul edi-
len Banach cebiri de kullanisli olur. Bu fikirler modern analizde

verimli ve giizel bir c¢alisma alani olustururlar. Bunu incelemek
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konumuz disindadir.

Yukarida tanimlanan Banach cebirleri c¢ok ve farklidirlar.
Bunlardan baska Banach cebirleri de vardir. Boliumiin kalan kisminda
C(X) ve C*-cebirleri ile ilgilenecegiz.

Genel teori hepsine uygulanacaktir. Herhangi bir A Banach
cebirine B(A) min bir altcebiri goziiyle bakilabilecedi icin B(A)
Banach cebiri bu anlamda biitiin Banach cebirlerini kapsar.Bunu gor-
mek i¢in

MaZ A——-..)@)
X —s M (x) = ax

olmak lizere

A — 8(A)

a— Ma
biciminde tanimlanan doniisim bir izomorfizmadir. Mes A daki birim
operatordir. Boylece her aeA ic¢in Ja| = || M, || oldugunu gbre-
biliriz. Styleki ||M (x)]| = |Jlax||s |la]l |Ix]] dir. Buradan
IMyllslia Il olur ve [N Il = suptIM () & x| < 13 2 M ()]
= Jla || buradan da lla]ls|| M, ]l oldugundan | a|l =| Ml olur.

Biylece a "Ma doniisimii A dan  Bg(A) nin bir altcebiri iizerine
bir izometrik izomorfizmadir. Bu karsilik getirme A iizerindeki o-
peratorlerin Banach cebiri ile soyut Banach cebirlerini kurmamiza

imkan verir. Bu bir yerde grup teorisindeki Cayleyin teoremine ben-

zetilebilir.

2.2.Tersinir ve Tersinir Olmayan Elemanlar : A bir Banach cebiri,
G de A icindeki tersinir elemanlarin kiimesi ve S de A icindeki
tersinir olmayan elemanlarin kiimesi olsun. eeA ve e_1=e oldugun-
dan G e yi iceren bir carpimsal gruptur. 0 in A iginde carpmaya
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gore tersi olmadigindan 0eS dir.

2.2.1.TEOREM : | x-e]] <1 i saglayan her x eleman1 tersinirdir ve
x1 - T (e-x)" (2.7)
n=0
dir. veya _ o
()71 = 5 (2.8)
n=0

Kanit : r= |[x-e]| alirsak r<l dir. Buradan |[(e-x)"|s|(e-x) ] "=r"

olur. Bu ise o n
z (e-x)

n=1

serisinin kismi toplamlar dizisinin Cauchy dizisi oldugunu sdyler. A

=3

tam uzay oldugundan kismi toplamlar dizisi I (e-x)" ile goster-
n=1
digimiz A nin bir elemanina yakinsar. Simdi x1= e+ r (e-x)" ol-
n=1
=]
dugunu gosterelim. y=e + I (e-x)n diyelim. A lizerindeki carpim

n=1
Jointly silirekli oldugundan

y-xy= (e-x)y = (e=x) [e+ ; (e-x)n]= (e-x) + T (e-x)n+1
‘ n=1 n=1
=(e-x) + ; (e-x)"= ; (e-x)" = e + ; (e-x)" - e = y -e
n=2 n=1 n=1

buradan ise y-xy=y-e dir. Biylece xy=e oldu. Benzer sekilde

1 dir.

yx=e oldugu goriilir. Yani y=x_
2.2 . TEOREM : S kapaly bir kiimedir.
Kanit : S= ANG oldugundan G nin a¢ik oldugunu gostermek kanit

i¢in yeterlidir.

X6  ve €= ! secilirse B(x ,e) G dir. Gercekten
-1 0
Ixg "

1 < I

xeB(x_,e) => ||x-x_|| < —  olur. x_e¢G oldujundan x_ tersinir-
0 l 0 ”x-1” 0 0
0
. -1 o N -1 -1

dir. |x; x-e“ =l x, x-x01x0” = [ xg (x=x )< Ix "l [x-x, || <1
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oldudu a¢iktir. 2.2.1 teoremden -x;1x tersinirdir. Bu da x;1x in
G icinde oldudunu styler. X, ve x;1x G ic¢cinde ve x=xo(x;1x)

yazilabildiginden xeG olur. Buradan

1
B(x , —= 1C.G
® xg

olur. G aciktir, Sonuc olarak S kapalidir.,

G acik A yerel baglantili oldugundan G nin bilesenleri hepsi
acik kimedir.
2.2.3. TEOREM : 6 —3 G

x-----;x'1 doniistimii bir homomorfizmadir.

Kanit : x— x'1

» 1:1, Ortendir. Sirekli oldugunu gosterelim. xoeG

ve x, G nin [xx ] < 2”‘)(;1] kosuluna uyan bir tgesi olsun.
I x=x, || < = Ti I xgtx-el) =) ex Dl 0 x5 fixex e g <
yani xS Tx-e | <% (2.9)
" oldugundan x]'xeG dir ve 2.2.1 Teoremden
xx =00 e e nz] (e~x>"x)" (2.10)
olacaktir, Simdi (2.10) u kullanarak
P B O T Ul Y Pl B P gy
S 1GN Jer z teagte)
= Ih 2 teaghn)
§ I I E el ™ = kgt o evkox] n°§0u e=x; "
= Il lex; xum buradan
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. R o
”x-1_x;1” P lixg 11 1l 1 1xg=x]] 2.11)

- xS hxgx]

1

(2.9) dan <? olacaktir. Buradan ise
1- ”x;1x-e”
PINRRE o I PE
It s a —— g2 ] llxex
l-nxox-e”

elde edilir. Bu ise x—» x°1 donlisliminiin siirek1i oldugunu gosterir.

"5 x doniisimide siireklidir. 0 halde x—s x~| di-

Ayn1 sekilde x~
nlisimii  bir homomorfizmadir.

X, A nin bir elemani olsun. x in tersinir olup olmadigdr x in
kendine badl1 oldugu kadar A ya da badlidir. Gercekten x A nin bir
tersinir elemani olsun., x i iceren A nin bir A' Banacah altcebiri
gozonine alindi§inda x tersinir olmayabilir. A" , A y1 Banach
altcebiri kabul eden bir Banach cebiri ise x A" de de tersinir o-
lacaktir.

Bir sonraki kisimda A nin tersinir olmayan elemanlarinin A

nin biitin genislemelerinde de tersinir olamayacagin1 gorecediz.

2.3.SIFIRIN TOPOLOJIK BULENLE?I :

2.3.1.TANIM : a) A bir Banach cebiri, zeA olsun. Eger izl =1 ve
2z — 0 veya z,z— 0 olan bir (zn)"eNGEA dizisi varsa z ye

sifirin bir topolojik bdleni denir.

b) A i¢inde sifirin biitiin topolojik bolenlerinin kiimesi 2z
jle gosterilir.
UYARI : Cebirsel olarak sifirin btlenleri topolojik olarakta sifirin
boleni olacagi ac¢iktir.

2.3.2.TEOREM : Z , S nin bir alt kﬂmesidir.

Kanit : zeZ olsun.  (z.) \&A ¥neN icin llz, Il =1 ve
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2z —> 0 olur. zeG olsaydi ¥neN ig¢in zn=z'1(zzn)-—-> 0 olur-
du. Bu ise [z | =1 olusu ile gelisir. Bu z ¢ G olusunu verir. Bu-

radan zeS dir. Biylece Z &S elde edilir.

2.3.3. TFOREM : S nin siniry, Z nin bir altkimesidir.

Kanit : S kapal1 kime oldugundan G ic¢indeki dizilerin limitleri S

icinde ise S nin sinirindadir. (rn)g;G s —2Z ve 2zeS olsun,

n
zeZ oldugunu gosterecegiz.

| TS
-4 = n (z rn)

-
n
oldugundan (r;1) dizisi sinirsizdir. Gergekten aksi olsaydi ¥neN
icin nr;1z -e ||<1 olacakt: ve buradan r;1z tersinir olacagin-
dan z=rn(r;1z) tersinir olur. zeG olur ki bu 2z nin secilisi

ile celisirdi. Buradan {r;1} sinirsizdir, “r;1“ + o  kabul

-1
r
e . _n _
edebiliriz. z = dersek [z [[ =1 ve
hr;1H
-1 -1
zr T+ (z=r )r
2z = _1n = - = nn__ . 11 +(z-rn)zn + 0
Irg" |l Ira' ! firy 1l
olur. Buradan da zeZ olur. Z, S nin sinirin1 bulundurur.

Bu teorem oldukca onemlidir. A bir A' Banach cebirinin
Banach altcebiri icine gomiilsiin. A daki tersinir olmayan elemanlar
A' de tersinir olabilirdi. Ancak A nin bu tersinir olmayan eleman
sifirin topolojik boleni ise bu 6Ge A' de de sifirin bir topolojik
boleni olur. Dolayisiyla A' de de tersinir olmaz. Bir anlamda A nin
sifirin topolojik boleni olan tersinir olmayan 0geleri devamli ter-
sinir olmayip A nin mimkiin olan biitiin genisliemeleri i¢inde de terse
sahip olmazlar.2.3.3 Teorem, S nin sinirinin bu anlamda kalici oldu-

gunu soyler.
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2.4, SPEKTRUMLAR :

T, asikar olmayan bir Hilbert uzayi iizerinde bir operator
olsun. T nin spektrumu

olT) = {A] T - Al singiilerdir}
bi¢iminde tanimlanir. Tanimin boyle yapilisina neden olan geometrik
fikirleri vermistik. Sonlu boyutlu durumda o(T) nin icindeki bir
sayl1 T ile elde edilen Oyle bir sayiydi ki; sifirdan farkli bir
vektorin T altindaki goriintiisii; bu sayr ile bu vektdrin carpimiy-

mis gibi, elde ediliyordu. Spektrumun bu formu cok Onemlidir.

2:4.1, TANIM : A bir Banach cebiri ve X€A olsun.
o(x) = {a] x-xe, tersinir de§ildir} C € (2.12)

kiimesine x in spektrumu denir. o(x)= €\o(x) kimesine de x in

resolvent kimesi denir. x in ‘spektrumu x e bagls olduéu kadar
A ya da baglidir. Bu nedenle gerekirse o(x) verine oAIX) notas~
“yonu kullanilacaktir,
2:4.2. TANIM : A bir Banach cebiri ve xeA olsun.
x (A) ¢ p(X)— A (2.13)
A —— x(2) = (x-re)”!

doniisiimiine X in resolventi denir.

2.4, .3.TEOREM : A bir Banach cebiri ve xeA olsun.

a) p(x), € nin {z: |z|21]x]]} altkimesini kapsayan bir

acik kimedir. x —» x(A) ya doniistimii siireklidir.

bY |al> [Ix]] d¢in Xep(x) ve
- n
x(A) = -z X (2.14)
n=0 A"t :
dir. Bu sebepten [Al> Ix]]  dcin
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Ix s Ler- Xyt (215)
(Al [A]

ve |A] > igin x(A) — 0 dir,
c) o(x) kapalr ve sinirlidir. Bu yiizden kompaktir.
d) Eger X, u € o(x) ise
x(2) - x(u) = (A-u) x(2) x(u) (2.16)

bagintisi saglanir. Bu bagintiya Resolvent denklemi denir. Ayrica

x(2) x(uw)= x(u) x(2) dir.
Kanit : a) AOEp(x) icin B(Ao,e)g;p(x) oldugunu gostermeliyiz.

g=c ! ve Ae B(Ao,e) alalim. 2ep(x) oldugunu

[ (x-2ge) 7]

gostermemiz yeterli olacaktir.

(x-xe) (x-koe)-[(x-koe)-(x-lg)]

(x-Aoe){e-(x-Aoe)-1[(X-AOE)-(X-Xe)]} (2.17)

(x~rg) bir terse sahiptir. Ciinkii

[} (x=2g) " {lx-age)-(x-2e ] 1] = 1(x-2,8) 7 a1 (x2e) ™1 |-, |
elde edilir. de B(A .e) => !A-Ao! €= — 1 oldugundan
H(x-2ge) |

Il (x=2,8) " | (x=age) =(x=rg)|l[ <[l (x=age) I famag

- gllkx-ae) e =1 (2.18)
elde edilir. 2.2.1 teoremden, (2.17) ve (2.12) bagintilarindan
(x-Ae) bir terse sahiptir. Buradan Xep(x) buradan da
B(Ao,e)g;p(x) bir yani p(x) ac¢ik dolayis1 ile g(x) kapalidir.
Buna gbre (x-le) tersi

x(1)= (x-2e) 7' fe=(x-2 e) 7 [(x=2e)-(x-2)]. 3" (x-2e) ™", (2.9) dan
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[(x-2,2) " g )) " (xage) ™!

1
=

TRxk:]
o

[X(A N"-1)" (A= o) X(x)]

IIMS nMS

x0) = 5 (010" [x(2, "™ (2.19)

3

elde edilecektir. 2.2.3 Teoremin kanitinda
2l Gy

ifadesinde x yerine (x-xe) ve Xo yerine (x-Aoe) alindiginda ifa-
1

lx= 7]

X%, 11 <

de J(x-ae)-(x-r,e) || = |&-A,] < saglanacagindan

(2.11) ifadesinden de
I 207 2 (x-age)-(x-ne)) |

il (x-xe)'1-(x—xoe)’11|s :
1| (x2ge) | 1 (xage)=(xne) |
olarak elde edilir.Bu ise
EESTERICW

x(2) -x(x.) (2.20)
u 13 1= xOg) a2, |

dir. Boylece x - x(1A) ya donUsimi sreklidir.

b) |x|>x|| ise Aep(x) olacagr aciktir.

x(2) = (x-3e) 7= - %(e- %)'1 , (2.8) den
_ . l_ X b x"

n
olur. Bu sebepten [A[|> |[x]|] i¢in -%5%L-<] oldugundan T -3£——
A n=0 A"

serisi yakinsaktir. Buna gore

- 15 e Loyl L gy’
Anox Tx_l_no A [A] n=0" A
= lll ]l[x]l ]ll( - H—JD olacaktir. |A] + = ‘icin x(A)+ 0
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olacagr a¢iktir.

c) p(x) ag¢ik oldugundan o(x)=Clpo(x) kapalidir. o(x) in
sinir1i11§ini gosterelim.
olx) € {z :]z]s ||x|] } (2.27)
oldugunu iddia edersek bu dogru olacaktir. Gercekten Aeo(x)
a{z: |z|s:[x]]}. 0lsun. Bu ise Al x| = %f?-<l buradan ise
o N

(e- %)-1 = 3 X serisi yakinsaktir. Buradan e- f- tersinirdir,

n=0 A"
=> x-pe tersinirdir. Bu ise Aeo(x) olmas1 ile celisir.Boylece
(2.21) saglanir. Buna gore o(x) sinirlidir. o(x) kapali ve sinirla
oldugundan kompakttir.

d) A,uec(x) ise x(A)= x()\)(x-ue)(x-ue)'1

x(2) (x-ue) x(n)

x(2) [x-xe+(A-u)e] x(u)
x(A) (x-xe)+(x=u) x(x)]x(u)
x(u)+(x=u) x(u)

i

Buradan

x(A) = x(u) = (-u) x(A) x(u)
resolvent denklemi elde edilir. Benzer sekilde

x(u)- x(x) = (u-2) x(u) x(x) (2.22)
olacadindan (2.16) ve (2.22) denklemlerinden x in resolventinin
kommutatif oldugu goriiliir.

2.4. 4TEOREM : o(x) bos degildir.

Kanit : U, A {izerinde (A* dual uzayinin bir elemani) bir fonksi-

yonel olsun. U fonksiyonunu
U(a) = U (x(x))

-

olarak tanimlayalim. U(}X), p(x) resolvent kimesi lizerinde tanimlh
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ve siirekli fonksiyon olur. Resolvent denkleminden
"x(2) = x(u) = G) x() x()
u(x(2)) = ulx(u)) = (x=p) u(x(x)) ulx(u)) elde edilir.
ulx(x))-u(x(yu))

Buradan = u(x(x)) u(x{u)) dir. 0 halde
A=u ’

tim  -u)-ulw) u([x(u)]z)
A~y Ay ’
olur. Buradan da u(3). p{x) in herbir noktasinda tiirevlenebilirdir

ve u siirekli oldudundan

Jua)] s Jull  Ix(2))
clacagindan ) » o => x{()) ~0 =>  u(p)+ 0 olur.

Simdi o(x) in bos oldugunu kabul edelim. p(x)=C€\o(x) =C\g =>
po(x) = € olacagindan kompleks analizin Tliouville teoremi geregi
her € d¢in u(r)=0 olur. u, A Uzerinde herhangi bir fonksi-
yonel oldugundan her 2e€ d¢in x(X)=0 olur. Hicbir elemanin ter-
si "0" olamayacagindan bu imkansizdir. Buradan o(x) # ¢ olacaktair.
UYARI : Boyle bir calismada Tiouville teoreminin kullanilisi bizi
sasirtmamalidir. Bu calismalarin 0zel durumu olan sonlu boyutlu du-
rumda cebirin esas teoremi kullanilmisti. Cebirin esas teoremi Tiou-
ville teoreminin bir sonucu olarak ifade edilebilecedi i¢in liouvil-
le teoremi bu teoremin kanitinda kullanilabilir,

Sonuc olarak o(x). € nin bos olmayan kompakt bir altuzayi-
dir.

2.4.5. TANIM : A bir Banach cebiri ve xeA olsun.

r(x) = sup { [A]} (2.23)
reo(x)

ile tanimlanan r(x) sayisina x in spektral yaricapi denir.
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UYARI : o(x)={z: |z] < [[x]} oldugundan Osr(x)s [|x|| dur.
S1firdan farkli her odesi tersinir olan birimli bir cebire

bolim cebiri denildigini biliyoruz.

2.4.4 Teoremin en onemli sonucu 2.4. teoremdir.

2.4.6.TFOREM : Bir A bolim cebirinin biitiin 6geleri A nin biriminin

skaler katlarindan olusur.

Kanit : x, A nin bir eleman1 olsun. 3ie€ i¢in x=Ae oldugunu gos-

termeliyiz. Kabul edelim ki ¥x.e€ di¢in x# Ae olsun. Buradan
¥ 2e€ di¢in x-Ae # 0 dir. BOylece A bir bolim cebiri oldugundan
¥ 2eC dcin x-xe tersinirdir. Buradan ise o(x)=¢ olur. Bu ise
o(x)# ¢ olusu ile celisir. 0 halde 3ieC d¢in x=Ae olur. A nin
her elemani e nin bir skaler kati olarak yazilabilir.

A bir bolim cebiri olsun.

¢ : A—H €

x =xe +p(x) =p(xe) = 2

bi¢ciminde taniml1 ¢ bir izometrik izomorfizmdir. 2.4.7 teorem, bt-
1im cebiri olan bir Banach cebirinin € ye 6zdes oldugunu styler. Bu
ise gelecek bdlimde verilecek olan yap1 teoremlerinin temelini olus-
turur.

€ nin kendisinin bir bolim cebiri oldudu a¢iktir. € bdlim ce-
biri olan Banach cebirlerinin en basitidir. 2.2.7 teoremden ¢ nin
b6lim cebirlerinin hepsini karakterize eden tek bir Banach cebiri
oldugu goruliir.

0", s1firin bir boleni oldugu ig¢in “0" biitiin Banach cebir-

leri icinde sifirin topolojik bolenidir. Tersine

2.4.7. TEOREM : A bir bolim cebiri olsun. A icinde sifirin topolojik

bolenlerinin kiimesi sadece {0} dan olusuyorsa A=C dir.
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“Kanit : xeA olsun. o(x) #¢ oldufundan 4(x) bir A sinir nokta-
sina sahiptir. x-)e noktasy da S tersinir olmayan elemanlar kiime-
sinin sinirina aittir. Dolayisiyla 2.3.3 teoremden x-Ae sifirin
bir topolojik bolenidir. Hipotez geredi A icinde sifirin topolo-
Jik bdlenleri kiimesi {0} oldujundan x-je =0 veya x=Ae dir. x,
A nin herhangi bir 6desi oldugu ig¢in A=C dir.

A ic¢indeki carpim ile norm arasindaki temel badinti

fxy lls fx [l flw]

ile verilmistik. A=C oldugu zaman ters esitsizlik saglanabilir.
2.4.8.TEQREM : A Uzerindeki norma gore

xy 2 K| x|l ||¥]]
olan en az bir K>0 sabiti varsa A=C dir.

Kamit : [[xy [z K[| x|. jy|| esiteizligini sadlayan en az bir K>0
say1s1 bulunsun. Bu durumda sifirin topolojik bdlenleri kiimesi sade-
ce {0} dan olusur. 2.4.7 teoremden A=C olur.

Simdi A genisletildidi zaman bir xeA nin spektrumunun
durumunu inceleyelim.

2.4, 9.TEOREM : A bir A' Banach cebirinin altcebiri ve xecA olsun.

x in A ve A' ye gore spektrumu arasinda su iliskiler vardir:
1 op (x) cop(x)
2) gA(X) in her sinir noktasy cA.(x) in de sanir noktasi-
dir.
Kanit : 1) e g1 (x) ise x-e A' idginde tersinir degildir. ACA'
oldugundan x-Xe, A icinde de tersinir degildir. Buradan AecA(x)
olur. Bu ise cA.(x)g;oA(x) demektir,
2) 2 gA(x) in bir sinir noktas1 olsun. Bu durumda x-)e

A dg¢indeki tersinir olmayan elemanlar kiimesi olan S nin bir sinir
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noktasidir. Buradan x-ixe sifirin bir topolojik bolenidir. Boylece
x-)e¢ A' dic¢inde de sifirin bir topolojik btileni olur. Buradan da
x-xe A' de tersinir dedildir ve AeoAix) dir. Buradan A , oN(x)
in sinir noktasidir.

Bu sonu¢ genel olarak bir Banach cebirinin genisledidi zaman
her elemaninin spektrumunun daraldigini gosterir. Bundan baska si-
nir noktalari kaybolmadigr i¢in o(x) "ici bos" olacak bicimde biizii-
lir.

2.4.i0. URNEK : D={z : |z| <1} lizerinde taniml1 ve i¢ bdlgesinde

analitik olan biitiin kompleks fonksiyonlarin A disk cebirini gbzo-
niine alalim. feA dise f D liizerinde ve i¢ bolgesinde analitiktir.
Dolayisiyla f kompleks analizdeki maksimum modiil teoremi uyarin-

ca maksimum dederini sinirda alir. Yani

Il Ting {]f(2) |} TZTS? {|f(2)]}

olur. Bu A, A'=C{{z: |z| =1}) Banach cebirinin bir altcebiridir.
feA, f(z)=z alalim. o,(f)=D ve ¢,.(f)=3D dir. Buradan
op (f)=cp(f) olur.

2.5. SPEKTRAL YARICAP 1CIN FORMOL

A genel bir Banach cebiri ve xeA olsun. x in spektral ya-
riapin1 r(x)=sup { |A] : 2eoy(x)}  seklinde tamimlanmisti. A nin
x ile lretilen altcebirini A' 1ile gosterelim. A', x in biitiin

polinomlar1 kimesinin kapanisidir ve

r(x) =sup { |[A] : AsoA(x)}

sup { |Ab : 2eopi(x)}

olur. Bu esitlik r(x) in x in kuvvet serisine esit olabilecegdi
fikrini ortaya ¢ikarir.
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2.5.1 UN TEOREM : ofx") = [u(x)]" (2.24)

dir.

Kanit : ), sifir olmayan bir kompleks say1 ve ) nin farkl1 n. kok-
leri M Apsesesly olsun. Bdylece

x-ye = (x-x]e)(x-xze)...(x—xne) olarak yazilir. Bu esitsizlikten

x"-xe tersinir de§ildir <=> 31 ig¢in X=};€ tersinir dedildir.

Buradan Aieg(x) <=> Ae[b(x)]n olacaktir.

2.5.2. TEOREM : r(x) = Tim |x"| /" dir. (2.25)
n > w
Kanmit : 2.5.1 ©n teoremden
r(x") =[r(x)]" (2.26)

dir ve (2.21) den r(x")g| x"|| idi. Buna gére r(xn)=[r(x)]ngu X"
dir. Buradan her nelN ic¢in r(x)s| xn“1ﬂ‘.o1ur.r(x)<a olan bir
a icin sonlu sayida n ler harig¢ biitlin n ler icin I xn" 1/n< a
oldugunu gostermek kanit i¢in yeterlidir. [A]>]|x] ise (2.13) den
x(a) = 271 % X
n=0
oldudu biliniyor. Eder u herhangi bir fonksiyonel. ise biitiin IX]>] x|

® oy . _
igin ulx()=a"" T UL <o [re)e T oulx™) A
n=0 A n=1

2.4.5 teoremin kanitinda u(x(a)), |a|>r(x) bolgesinde analitik
fonksiyon ve |x|>|x| bolgesinde Laurent agilimina sahiptir.Komp-
Teks analizden |a|>r(x) ic¢in de bu agilim gecerlidir. o, r(x)<a< @

. I n
olacak bicimde bir gercel say: ise 3 wu (530 serisi yakinsaktir.
n=1 o

Bunu terimleri sinirli bir dizi olusturur. Bu her fonksiyonel icin
n
dogru oldugundan (550, A icinde sinirli bir dizi olur. 0 halde

o LN
aK>0 , ¥nelN dicin | xn sk olur. Buradan ”xnn]/" < kN dar.

a
Yeterince biiylik n ler i¢in n lerin sonlu sayidakileri haric

-4 -



r(x)-e<r(x)s |x"|] N p(x)se => r(x)= Tim ||x"| 1/n
Bu da kaniti tamamlar. n=>

2.5.3.TANIM: {Xe€ : |A|$ r(x)} kapali diskire x in spektral diski

denir,
r(x)=0 olsa bile o(x) kapali ve bos olmadigindan spektral dis-
kinin sinir lzerinde en azindan bir spektral noktz vardir.

2.5.4.TEOREM: Bir kompleks A Banach cebirinin komutatif iki x, y ele-

mani igin
rix+y)s r(x)+r(y) ve r(xy)s r(x) riy) (2.27)
dir.

Kanit: rixy)=Tim [(xy)™ 117 1im %" 0 svim o <" V"
n> « n > o n- o

sr(x)r(y) olacaktir. (2.27) daki ilk esitligin kanits

icin a>r{x) ve B>r(y) verilen sabitler ve meN olsun. yle ki nm

icin x| o ve |y"| 28" olsun. £=|x| , n=] y|| koyarsak

k=0,1,2,... igin Mxkllsgk ol ykﬂgnk elde edilir. n22m i¢in

-max ()Y 4+ 1+ max (Y

Osvsm-1 @ Osvem-1 B

olmak lizere
n -
I (X+y)"ll=ll 2 (C)X"y" Y s vgo( )Il x| 1y
, v n—v

< 2 (" ) gv n- v+ Z (Ma¥a" Vs 5 (" )

v=0 v=m Y v-n-m+1

i

): ( ) v n V( g_)v + z ( ) v n V ; (n)aVBn‘V(n)n'V
v=0 o v=m ven-m+1¥ 8

v,n=v

Sy y (9)a'8"™ = y(a+s)"

v=0 ¥
elde edilir. Buradan r(x+y)s(a+g) V¥ dir, Buradan r{x+y)sr(x)+r(y)

elde edilir.

- 43 -



2.6. KUKLO VE YARI-BASSTLIK

Bir A Banach cebirinin yari-basitligi tanimi son paragrafta

verilecektir. Bunun i¢in kokli tanimi gerekmektedir.

2.6.1. TANIM : A nin bir I altkiimesi asadidaki 6zellikleri saglar-

sa buna bir ideal (veya iki yonli ideal) denir.

(1) I, A rmin bir altvektor uzay:

(2) iel => ¥xeA igin xiel

(3) el ==> ¥xeA i¢in ix€l

Eder bu kosullardan sadece (1) ve (2) (veya (1) ve (3)) sad-
laniyorsa I ya sol ideal (veya sag ideal) denir

A komutatif bir cebir oldugu zaman, sag, sol ve iki yonlii ide-
al kavramlari uyusacaktir.

A daki ideallerin ozellikleri, A nin tersinir ve tersinir ol-
mayan elemanlarinin ozellikleri ile yakindan ilgilidir. Simdiye ka-
dar su ifadeleri kullandik;

A nin bir x elemani tersinirdir denince xy=yx=e olacak
sekilde bir y elemanin var oldudunu anliyoruz. Buradaki amaci-
miz i¢in xy=yx= e ifadesini xy=e ve yx=e seklinde ayirmak yarar-
11 olacaktir,
2.6.2.TANIM : x€A i¢in yx=e olacak sekilde bir y eleman1 varsa
x e sol tersinirdir denir,

Eger x sol tersinir dedilse sol tersinir degdildir denir.

Benzer sekilde sad tersinirlik ve sag tersinir olmama tanim-
lanabilir.

Eder x hem sad hem de sol tersinir 1ise yani yx=g ve xz=¢
olan y ve z elemanlari varsa

y=y.e=y(xz) =(yx)z = e .z=2
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dir. Bu x in tersinirligi ile aynidir. Buna gore x'1=y=z olur.

2.6.3. TANIM : A daki bir maksimal iki yanli ideal diger hic bir

has ideal tarafindan kapsanmayan bir has iki yanli dideal olarak

tanimlanir. Buna benzer olarak A daki bir maksimal sol ideal diger

higbir has ideal tarafindan kapsanmayan bir has sol ideal olarak
tanimlanir,

Zorn Lemma direkt uygu]an1r§a her has sol ideal bir maksimal
sol ideal icine gomilir. {0} bir has sol ideal oldugundan maksimal

sol idealler kesinlikle vardir.

2.6.4.TANIM : A nin blitiin maksimal sol ideallerin arakesitine A nin
radikali denir. Bu radikali R 1ile gdsterilir. Kisalik olsun diye
R =NMLI 1ile gosterilir. Maksimal sol ideallerin arakesiti olan
R, bir has sol idealdir.

Ayni fikirler sol idealler i¢in yapi11di1§1 sekilde sag ideal-
ler i¢inde yapilir ve formiile edilir. Maksimal sag ideallerin ara-

kesitini de NMRI ile gOsterelim.

2.6.5.TEOREM : R =M LI =MRI dir. Yani A nin maksimal sol ideal-
lerinin arakesit kiimesi, maksimal sag ideallerin arakesit kiimesine
esittir. Bu sebepten A nin radikali iki yanli has idealdir.

- Simdi bu teoremi kanitlamak i¢in asagidaki Lemmalari verelim.

R=MM LI olsun. Buna gbre;

2.6.6 .LEMMA : Efer reR ise e -r sol tersinirdir.

Kanit :e%r,nin°sol tersinir olmadigini kabul edelim. Bdylece

L = Ale-r)={x(e-r) : xeA } = {x- xr : xeA }
e-r yi iceren bir has sol idealdir. Daha sonra L yi é-r yi iceren

bir M maksimal sol ideal i¢ine gomebiliriz. r eR oldugundan,
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e= (e-r) +r
M dg¢indedir. Bu ise M=A olmas1 demektir. Bu ise celiskidir.0 hal-
de e-r sol tersinirdir.

LEMMA : Eder reR ise e-r tersinirdir.

Kanit : reR ise €-r onceki lemmadan sol tersinirdir. Buradan
s(e-r)="e olacak sekilde A ig¢inde bir s eleman1 vardir. Buna
gore s sag tersinirdir.ve s=e-(~s)r dir. reR ve R nin bir sol
ideal olmasindan (-sr)eR dir. Unceki lemma tekrar uygulanirsa
s=e-(-sr) sol tersinirdir. s hem sag hem de sol tersinir oldugundan
tersi {€-r) olan bir tersinir elemandir. Boylece e-r de tersi s

olan bir tersinir elemandir.

2.6.7.LEMMA : Eder reR ise¥x dc¢in e-xr tersinirdir.
Kanit : R bir sol igeal idi. Buradan xreR dir.Boylece e-xr gecen
lemmadan tersinirdir.
2.6.8.LEMMA : EGer r, .Xx igin e-xr tersinir olmasi Gzelligini
saglayan A nin bir elemani ise reR dir.
Kanit : r £ R olsun. ‘Ohalde r herhangi bir M maksimal sol ideal
i¢cinde dedildir.

M + Ar = {m + xr : mgM, XxeA}
kimesi r ve M yi iceren bir idealdir. Bdylece M+Ar=A ve en az bir
x ve bir m igin

m+ Xr =g
olur. Buradan m=e-xr M i¢inde olur ki,hicbir has ideal tersinir
elemanlari icermedigi icin bu mimkiin dedildir.Bu lemmanin sonucu ola-

rak
NMLI

NMRI

{r : e=-xr, her x i¢in tersinir} (2.28)

{r : erx, her x fd¢in tersinir} (2.29)
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Simdi (2.29).ve (2.28) nin birbirine esit oldugunu kanitlayalim.Bu-

nun d¢in simetrik1idi kullanmak yeterlidir,

2.6.9. LEMMA : e-xr tersinir 1ise e-rx de tersinirdir.

Kanit : e-xr tersi s=(e-xr)'1 olan tersinir bir eleman olsun. Bu-

radan (e-xr)s= s(e-xr)=e bidylece s=(e-xr)'1=é+xr+(xr)2+... ve

i

(e-rx)"1 e+(rx)+(rx)2+(rx)3+... = P XATXPXAPXPXr X+, . .

"

2P (X+XrX+XPXr+, .. ) = e+r (8 EXPHXPXP+XPXPXr+. . . ) X

é+r(e-xr)'1x = e+rsX

it

oldugundan
(erx)(e+rsx)=(e+rsx)(e-rx)=e dir. Buda e-rx in ‘ersx

tersi ile tersinir oldugunu gosterir,

Boylece 2.6.5. teorem detayli olarak kanitlanmis olur.

2.6.10TANIM . : A nin radikali {0} ddealine esit ise A ya yari-ba-

sit denir. Yani A min sifir olmayan herbir elemani bir maksimal
sol idealin disinda ise A ya yari-basit denir.

Yukarida bahsedilen fikirler dogal olarak sadece cebirseldir.
Bu fikirler sadece A Banach cebirine uygulanmakla kalmaz. Yani bi-
rimli her cebir veya halkada da uygulanabilir. Bununla beraber biz
A Banach cebiriyle ilgilenecediz.

Simdi bu fikirleri kisim 65 in sonuclari lizerine tasiyalim.
A igindeki biitiin singiiler elemanlarin S kiimesinin kapalil1§1
biliniyor. I, A ic¢inde herhangi (sol, sad veya iki yanl1) ideal
ise cebirsel operatﬁr]erin JoinﬁgsUrek1i]iginden I ayn1 cinsten
bir idealdir. Herhangi bir has ideal, has kapali S kiimesi ic¢cinde
bulundugundan herhangi bir P has 1idealinin kapanisi ayni cinsten
bir has idealdir. Bu su demektir.

2.6.11.TEOREM : A dic¢indeki her maksimal ideal kapalidir.
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Kanit : Eder bir L maksimal sol ideali kapali dedilse L, L[ has
sol idealinin bir has altkimesidir ve bu L nin maksimalligi ile
celisir.” -

2.6.5..Teorem ve 2,6.11.Teoremi birlikte ele alarak asa§ida-

ki teoremi verebiliriz.

2,6 12, TEORFM : A nin R radikali bir has kapali iki yanli idealdir.

2.6 . 13.TFOREM : EGer I, A icinde bir has iki yanli1 ideal ise A/I

bo7iUm cebfri bir Banach cebiridir,
Kamit : A/ 1
{Ix+1] = inf [Ix+ill : iel}
ile tanimlanan norma gore asikar olmayan bir kompleks Banach uzay1
dir.
Ek olerak A/I acikca birimi e+I olan bir cebirdir ve
||le+1]| =inf {Jle+i|| : iel}ls |lg|| =1 dir. $imdi de norm icin carpimin
sagladigr esitlik su sekilde gosterilir.

|| (x+1) (y+I) || = [xy+1}]| =inf {||xy+i] : iel}

A

inf {[[(x+i,)(y+i,) ] ¢ i4el, iéel}

A

inf {1 x+i1” Hy+12” i,e1, 1281}

b |
*
inf {H'x+i1" JR T3 infl | x+12" . 1261}

[x+1lH y+1]

olur. Daima |e+I|< 1 oldudundan

Je+1] = [ (e+D)?| s le+1 |2
olur. Buradan ise

1] e+ I
clacaktir. Bu da [e+I] =1 olmas1 demektir.
Simdi bu bolimiin bir sonucu olan teoremi verelim.

2.6 .14 TEOREM : A/R yari-basit Banach cebiridir..
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Kanit : A —> A/R  dogal homomorfizmi A daki maksimal
X — x+R
sol idealler ile A/R ig¢inde bunlara karsi gelen maksimal sol didel-
ler arasinda bire-bir bir esleme oldugundan kanit tamamdir.
Asagidaki boliimlerde hemen hemen yalnizcadedismeli Banach
cebirleri ile ilgilenilecektir. Bu tip cebirin tiim idealleri iki yan-
11 ve radikalleri onun maksimal ideallerinin kesisimi oldugu icin

dedisme]i olmayan cebirlerden daha kolay calisilabilir,
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111.BULOM

DEGISMEL I BANACH CEBIRLERININ YAPISI

Bir X topolojik uzayi lizerinde tanimlanan biitiin sinirlt ve
stirek1i kompleks degderli fonksiyonlarin C(X) kiimesi bir Banach ce-
biridir. Bu bdliimdeki amacimiz Gelfand Naimark teoremi olarak bili-
nen teoremi kanitlamaktir. Bu teorem her komutatif A Banach cebiri-
nin uygun bir X kompakt Hausdorff uzayi ic¢in C(X) 1ile tzdes ola-
cagin1 ifade eder. Buradaki X uzayi A nin i¢ yapisindan elde edi-

Tecektir.

3.1. GELFAND DONOSOMO

A herhangi bir komutatif Banach cebiri olsun. 11k teoremimiz

A nin yap1 teorisinin temelini olusturmaktadir.

3.1.1.TEQREM : A bir -Bahach cebiri ve M.A ic¢inde bir maksimal ide-

al olsun. A/M bolim cebiridir ve € ye esittir.

A, AM=C
X X(M)=x+M

bi¢ciminde tanimlanan dogal doniisiim, A icindeki bir x elemanina € °
icinde bir x(M) kompleks sayisini karsilik getirir. Bu donlisiim
asagidaki ozelliklere sahiptir.

(1) (x+y)(M) = x(M) + y(M)

(2) (ax)(M) = ox(M)

(3) (xy)(M) = x(M) y(M)

(4) x(M)=0 olmasn i;in gerekli ve yeterli kosul xeM olmasidir.

(5) e(M) =1

(6) [x(M)|<[x|

n

n
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Kanit : M, A icinde kapali ve iki yanli ideal oldugundan A/M Banach

cebiridir. A birimli oldugundan M bir halka ideali olarakta maksi-
maldir. Bu nedenle A/M bir bolim cebiridir. Bu durumda A/M nin 6-
geleri birimin skaler katlarindan olusur. Bu ise A/M=C olusunu ve-
rir. (1)-(5) ©zellikleri doniisiimiin homomorfizma olmasindan elde e-

dilir. | x(M) = |x+M| = | x+M |= ;2;{||x+m[|gﬁx“

dir. Boylece (6) Uzelligini de gdsterdidimizden kanit biter.
Bu kanit, bir onceki boliimdeki teoremlerin kanitlarina baglidir.
§ A birimli ve komutatif bir halka olsun. A nin cisim olmas1 i-
¢in gerekli ve yeterli kosul A nin biitiin ideallerinin sifirdan fark-
11 olmasidir” teoremini kullanabilmek i¢in A y1 komutatif alalm.
3.1.1 Teoreminin ifadesi ic¢indeki

A— A/M=C

X ——y X(M)=x+M
doniistimiinde x(M) gosterimi ile (M nin dedil) x  in bir fonksiyo-
nu gosteriliyordu. Ancak notasyona i1k bakildiginda bu bize x in
sabit M nin dedisken oldugu izlenimini verir. Bu notasyona uygun
bir donlisiimii soyle verebiliriz. A nin biitlin maksimal ideallerinin
kiimesini AY ile gosterelim.

X: L — €

M s X(M)=x(M) =x+M

seklinde X fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda bu notasyon esas
kimlidine kavus mus olur.

A= {X: xeA)
diyelim. qu, lizerinde ﬂ nin 6geleri ile iiretilen zayi1f topolojiyi
olusturalim. Bu topoloji A nin tiim 6§e1erini siirek1i kilan en kaba

topolojidir ve bir alt taban Ggesi
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S(X, My,e)={M e TN [X(M)-X(M_) |<e)

bi¢imindedir. Bu topoloji ile ‘JT{ uzayina A nin maksimal idealler

uzayi denir.,

3.1.2. TANIM : Yukaridaki gosterimlerle A —

x) =)

X —>

doniisiimire Gelfand doniisiimii denir.

3.1.3. TEOREM : A — Egc(’m) donusimii norm kiiclikten bir homo-
X — X
morfizmadir. Asagidaki Gzellikler vardir.

(1) A nin A formu C(TM) nin birimini iceren ve 7Tl niin nok-
talarini ayiran Oﬂﬂ) niin bir altcebiridir.

(2) A nin R radikali x=0 olan biitin x elemanlarinin kiimesi-
ne esittir. Boylece x—»X  donlsiminin izomorfizma olmasi icin ge-
rekli ve yeterli kosul A nin yari-basit olmasidir.

(3) A icindeki bir x eleman1 tersinirdir <=> x hicbir maksi-
mal ideale ait degildir <=> WMe TIL  dicin X(M)#0 dir

(4) A nmin herbir x elemaninin spektrumu X fonksiyonunun deger
bolgesine esittir. x in spektral yaricapi, X in normuna esittir.Yani
olx) = X(MN) ve r(x)=sup|X(M)| =| X|| dir.

Kanit :’nl uzerindeki topolojinin tanimlanis1 X fonksiyonlarinin sii-

rekliligini garanti eder. 3.1.1 Teoreminin (6) sikkindan Xlar sinir-
TidirTar ve [X[= sup [X(M)|<] x| olur, bu ise x -+ X doniistimiiniin
T Mem

A dan C(T) icine norm kiiclilttlglini verir. Bu doniistimin homomorfizm
oldugu ise 3.1.1 teoreminin (1),(2) ve (3) siklarindan goriiliir.

(1) x =+ X nin bir homomorfizma olusundan A nin C(T) niin
bir altcebiri oldugu aciktir. A s T{ ntin noktalarini ayirir. Gercek-
ten; M1#M2 alalim. ==> 3xeA 1i¢in xeM, fakat x¢M2 dir, Bu x igin
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x(M,)=0 fakat X(M,) #0  olmasidir. Her Me'TT?j icin e(M)=1 dir.

(2) A nin R radikali biitiin M lerin arakesiti jdi. 3.1.1.Teore-
min (4). sikkindan ise X(M)=0 <=> xeM idi. Bu ise (2) nin ifade-
sidir.

(3) 3.1.1. Teoreminin (4). sikkinin degili "x tersinirdir =>
x hicbir M ye ait degildir" idi. Buradan bir tersinir elemaninin hig
bir has ideal icinde olamayacadi ¢ikar. x tersinir dedilse
Ax= {yx: yeA} , A nin x i iceren bir has jdealidir ve bir M maksimal
ideali ig¢indedir.

(4) x in spektrumu o(x) olsun.

aeo(Xx) <=> x-xe tersinir dedildir.

<=> e T i¢in (x-ae)(M)=0 dir.

<=> 3Me TIL icin (X-ae)(M}=0 dir.

<=> aMe TTL ic¢in X(M)= A dir.
=> o(x)=X(M)  olur. r{x)=sup {|r]:rea(x)} ={|X(M)] : Me‘Ir(}=i19H
olarak elde edilir. Bu ise kanit1 bitirir.

Son olarak 1T1 "niin kompakt Hausdorff uzay oldugunu gdstere-
1im. A*, A nin eslenik uzayr olmak iizere A* 1n, S*= {f:feA*,| f|| <1}
kapali birim yuvari zayif* topolojiye gore kompakt Hausdorfftur.
Bunu gormek i¢in 7T1 niin $* 1n kapali bir altuzayr (kiime ve topo-
lojik olarak) cldugunu gostermek yeterlidir.

"3.1.4.TANIM : ¥x,yeA ve f bir fonksiyonel olsun.

f(xy)=Ff(x).f(y) ve f#0 ise f ye carpimsal fonksiyonel denir.

3.1.5.LEMMA : f1, f2 A Uzerinde iki carpimsal fonksiyohe] ve
cekf1=cekf2=M olsun. Bu durumda f1=f2 dir.
Kamit : 11k olarak bir o skaleri icin f,=af, oldugunu gdstere-

cediz. Bunun icin f1#0 oldugunu kabul edelim. f1=0 ise fZ#O
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olamaz. Gercekten fZ#O olsaydi cekf1=M=A ve f2:A + € oldugun-
dan cekfz#A olur. Bu ise cekf1=cekf2 olusu ile c¢elisir. Boylece

] 1
f1=0 ise f2=0 dir.Kabul edelimki f1#0 olsun.3x eA icin f1(x Y#0 olur.

V- —X_ diyetin. f,(V)=F1X) o1 dir Boylece f,40 oldugunda f,(v)=1
f1(X ) f1(X')

olan 3veA vardir.¥ xeA icin y=x-f1(x).v vektoriuni tanimliyalim.

fe(y)=fy (x-F, (x)v)=F, (x) -F, (x)f (v)=F, (x)-F, (x)=0 => y cekf, =cekf,
=> f,(y)= fo(x)-f, (x)f,(V)=0  => f,(x) =f1(x)f2(v) olur. Buradan

o= fz(v) secilirse fz(x)=af1(x) => f,=af, olur. §imdi o nin
1 e esit oldugunu gosterelim.

0. (£,00)% = af (x2)= £,(x)=(F,(x))%= (afy(x))2= o2(F,(x))2
dir. Vecekf1=cekf2 oldugundan da a¥0 dir ve a2=a oldugundan

a=1 olmak zorundadir => f1=f2 dir.,

3.1.6.LEMMA : A bir Banach cebiri ve f A Uzerinde tanimli, siirekli
carpimsal bir fonksiyonel olsun. f nin cekirdedi A nin kapali maksi-
mal bir idealidir.

Kanit : M= cek(f) diyelim. MCA ve M nin bir ideal oldugu aciktir.
£71({0})= M={x:f(x)=0} , f sirekli ve {0}cC kapali oldugundan

M kompakttir. Simdi M nin has ideal oldugunu gosterelim. M#A dir.
Gercekten; M=A olsaydi f=0 olurdu. Bu ise S nin carpimsal fonksi-
yonel olusu ile celisirdi. M#{0} dir. Gercekten; M={0} olsaydi s1i-

firdan farkln her zeA ig¢in f(z)#0 olurdu. Bir zoeA, 20#0 icin

z .
_ o b e -
v= _?TEET eA dir. ve f(v)=1 dir. y=x-f(x)v#0 diyelim.

fly)=f(x)-f(x) . fF(v)=Ff(x)-F(x)=0 = > yeM ={0} olur ki bu y#0 olu-
suyla celisir. M, A nin bir has idealidir. Simdi de M nin maksimal
oldugunu gosterelim. Kabul edelimki M maksimal olmasin. Bu durumda

Anin M & NZA olan bir N ideali vardir, Bu durumda zeN fakat
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zéM olan 8zeA  vardir. Buradan f(z)#0 dir. v= -%—5 dersek
f(z

f(v)=1 dir. ¥xeA dc¢in y=x-f(x)veA y1 tanimlayalim. f(y)=0 => yeM
=> McN => yeN => x=y+f(x)veN olur. => ¥xeA icin xeN dir.
=> AgN olur ki bu bir ¢eliskidir. 0 halde M maksimaldir.

A lizerinde tanimly bitiin carpimsal fonksiyonellerin kiimesini
C¥ ile gosterelim. Yani
C¥= {f: f: A>C, f#0, f siirekli, ¥x yeA id¢in Ffxy)=f(x)f(y)lol-
sun. Bir Me M0 dcin fy: A= C, fy(x)= x(M) ile tanimlr f, do-

nustimiinlin carpimsal fonksiyonel oldudu ac¢iktir,

3.1.7. TEOREM : 7Tl maksimal idealler uzayindan, carpimsal fonksiyo-

neller kimesi Uzerinde tamimln M - fy,  fenksiyonu 1:1 ve ortendir.
Kamit : M,, Mye T ve M,#M, olsun. 3xeA icin xeM, ve x¢M,
olur. Bu durumda " (x) =x(M1)=0 ve fy (x)=x(M2)#0 dir. Boylece
1 2
fM #fM olup M~ fM fonksiyonu 1:1 dir. $Simdi fonksiyonun or-
1 72

tenligini gosterelim. feC‘-’F herhangi oge olsun. ¢ekf=Me T(\ diyelim.
fM ile f nin ¢ekirdek uzaylari ayni oldugundan f=fM olur. Boyle-
ce M -+ fM fonksiyonu Ortendir.

Bu teorem, A i¢indeki maksimal ideallerin belirlenmesi cebir-
sel problemini; A lizerindeki c¢arpimsal fonksiyonellerin bulunmasi
analitik problemine doniisebilecegini verir. 3.1.1 Teoremin (5) ve (6)
siklarindan fM fonksiyonelinin normu 1 olacadindan TT\, S* 1n
bir‘altkﬁmesi olarak goriilebilir., S*

Fx : S* »C
f - Fx(f)=f(x)
olarak tanimly F fonksiyonelleri S* lizerinde zayif topolojiyi

X

gore kompakt Hausdorff idi. F, Tleri ™ ye kisitlarsak Fx=§ olur,

X
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Gergekten,

FX(fM) = fM(X)-‘-’ x{(M)= x(M)
dir. Bu nedenle S* 1n TR_'ye indirgendigi topoloji ile iniin kendi
topolojisi ayni olur. Bu yaptiklarimz TTl'yU S* 1n bir altuzay: o-

larak gormemizi saglar.

3.1.8. TEOREM : T[] maksimal idealler uzayr kompakt Hausdorfftur.

Kanit :1Tl, S* in bir altuzayi olarak dUsUnUlebi]iyordu.’nlfnUn kapa-
11 oldugunu gdstermek kanit i¢in yeterlidir. |

X= n {f: feS* ve f(xy) =f(x)f(y)}
X,yeh

X, TTI ile s1fir fonksiyonelinin bilesimine esittir ve

X = N [f: feS* ve flxy)-F(x)f(y)=0}
X,YeA

=N {f: et ve F, (f) -F (f)F,(f)=0}
X,Yeh Xy 4 y

=N {f: feS* ve (F_,-F F )(f) =0}
XsyeA \ Xy Xy

=0 (F )~ ((01)

-F F
x,yeA X XY

yazilir. X, $* n kapali bir altkimesidir.
FptX>C , Fy(f) = {] L
Lo, f=0
disiiniiliirse 1Tz s X ic¢inde kapali olur. Dolayisiyla S* i¢inde de
kapaly olur. Boylece qtl kompakt ve Hausdorfftur.
TT“L kompakt Hausdorfftur. X lari siirekli kylgn ve kompakt

Hausdorff olan biitiin topolojiler 'Y(L 'nUn topolojisine esit olur-
ler. Gergekten, bir kompakt uzaydan bir Hausdorff uzaya tanimly 1:1

ve siirekli fonksiyonlar homemorfizma olaca§indan TTZ lizerindeki bu
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topoloji tektir.

Sonu¢ olarak yukaridaki ifadelerden yari-basit Banach cebiri-
nin; A dan elde edilen 771' kompakt Hausdorff uzayi icin;771_Uzerin-
de siirekli kompleks degerli fonksiyonlarin C{J{) cebiri i¢ine izo-

morf oldugu sonucu ¢ikar. Buna Gelfand Temsil Teoremi denir.Genel-

de norm bu izomorfizma ile korunmaktadir. Bu nedenle temsil edilen
cebir-?(l izerinde taniml1 slrekli fonksiyonlari bitiremez. Bu ise

bir eksikliktir. Bu eksik1idi bir sonraki bolimde giderecegiz.

3,2, r(x)=Tim |x"| '™ FORMOLONON UYGULAMALARI

Degismeli bir A Banach cebiri ve A nin A dan C(M) nin A
altcebirine tanimli olan Gelfand doniisiimiinli calismaya devam edece-
giz. 11k olarak bu doniisiimiin norm koruyan olmasini garantileyen bir

teorem verelim.

3.2.1. TEOREM : Asagidaki kosullar denktir,

(1) Her xeh dgin ||| =[x
(2) Her xeA igin  r(x)=| x|
(3) Her xeA dcin | X ||= |x]|
Kanit : (1) => (2): Her xeA icin "x2" =|| ﬁ]z olsun.
”x4” = |KX2)2” = ”x2H2= ﬂx”4 olur. Boyle devam edilerek ¥keN

igin ank" = ”x“Zk oldugu elde edilir. Spektral yaricapin daha
dnceki ifadesinden r(x)=lim [x"|["/"=1im |x =] x| oldugu elde edi-
lir.

(2) => (1): |x2] = r(xB)=(r(x))2=] x|Z olur.
(2) => (3): 3.1.3 Teoremden sadlanir.
A nin C(7n) ye ne kadar yakin oldugunu gorebilmek ig¢in asa-

gidaki tanimi verelim.
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3.2.2.TANIM : A bir Banach cebiri olsun. ¥xeA icin  Me J[| oldugun-

————

da y(M)= X(M) olacak sekilde yine A dg¢inde bir y elamani varsa

A ya, self-adjointtir denir.

3.2.3. TEOREM : Eger A self-adjoint ise A, C(][|) icinde yogundur.

Kanit : 3.1.3. Teoremin (1) inden R birim fonksiyonu iceren ve

niin noktalarini ayiran C(TM) niin bir altcebiri oldugunu biliyoruz.
A bir altcebir oldugunda R de C(M) niin bir altcebiridir. Hipotez-
den A da 7(2 niin noktalarini ayiran birim fonksiyonu, ogelerinin
esleniklerini iceren C(fI[) nin bir altcebiridir. Kompleks Stone-
Weierstrass teoreminden A = C(Tﬂ) olur. Boylece A, C(1T]) icinde
yogundur.

Yukaridaki iki teoremden su teorem verilebilir.

3.2.4. TEOREM : Eger A self-adjoint ve VxeA icin [ x°] =| xj?

jse x + X Gelfand donusiimi A dan C(T) lizerine bir izometrik
izomorfizmadir.

Kamit :| xzu = x|]2 oldujundan 3.2.1 teoreme gére x - X donii-

siimi normu korur. Bu nedenle bu donilisim A dan A Uzerine izometrik
izomorfizmadir. A, C([[) idginde kapali ve 3.2.3 teoremden A.cam)
i¢inde yodun oldugundan A=C(T}) olur ve kanit biter.

3.3. BANACH CEBiR! ICINDEK! INVOLUTIONLAR

Bir onceki kesimde verilen A nin self-adjointlik sarti, A nin
kendi yapisindan oldukca uzak ek bir sart oldudu icin bu sartin ger-
ceklesmesi olduk¢a zordur. Bu kesimde bu eksikligi gidermeye calisa-
cadiz. 3.2.4 Teoremi uygulayacagimiz operator cebiri ile daha yakin
bagintilar gelistirecediz.

3.3.1. TANIM : a) A bir Banach cebiri ve oeK, x,yeA olsun.
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A+ A ya x- x* donlsimi asagidaki ozelliklere sahipse bu doni-
simiin A Uzerinde bir involution denir. oc K, X,y € A

1) (x+y)* =x*+y*

2) (ax)* = ax*
3) (xy)* = y*x*
4) x** = x

b) A Banach cebiri bir involusyona sahipse A ya bir Banach*-
cebiri denir.

c) x* elemanina x in adjointi denir.

d) A nin bir altcebiri elemanlarinin herbirinin adjointlerini
iceriyorsa bu cebire self-adjointtir denir.

e) A, A' 1iki Banach*-cebiri, f:A -~ A' bir izomorfizma ve

VxeA dgin  f(x*)=(f(x))* oluyorsa f ye *-izomorfizmasi denir.

3.3.2. TEOREM : A bir Banach*-cebiri olsun.

(i) A»> A, x > x* donistmi 1:1 ve ortendir.

(i) e* = e dir.

(iii) 0* = 0 dir.
Kanit : (§) x*=y* = (x*)* =(y*)* =3 x=y olur. Yani dbnisim
1:1 dir.

(i) e*=e.e*=e** e* =(e.e*)*=e**=¢ dir.

(ii1) 0+x* = x* =(0+x)* =0*+x* => 0=0* dir.

3.3.3. TANIM : A bir Banach * cebiri olsun. ¥x¢A icin | xﬂZ=H xx* ||

oluyorsa A ya B*-cebiri denir.

3.3.4, TEOREM : Bir A B*-cebirinde

a) ¥x€A dcin x| =] x*|| dir.
b) ¥xeA dcin | xx*[| =] x[[|x*] dr.
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c) A>A, x - x* doniusiimi streklidir.

Kanit : a) ﬂx]]2 =|k*x || <{|x|| |x*|| oldugundan | x|<fx*|| dir. Bura-

dan da |x*||s{|x**|| = ||x|| olur. Bu nedenle | x*||=|x| d1r.

b) | x|P=[l x sl jx lI=]l xI[| x*|| diger taraftan | x|2=| xx*]
oldugundan | xx*|| = [ x||%=]|x|| || x*| olur.

c) Involution siireklidir. Gercekten I xx=x*{f =] (x -x)*|| =

Ix,-x|l ~dir. Boylece de x + x iken x* »x* olur.Bu involution
un siirek1iligini verir.

Daha Once verilen Banach cebiri ©rneklerinden bazilari dogal
involutiona gore Banach*-cebiridirler.

1) X herhangi bir topolojik uzay olmak lizere C(X) Banach
cebirinden kendi lizerine f*(x)=F(X) ile taniml1 involution donisi-
miine gore bir B*-cebiridir.

2) H Herhangi bir Hilbert uzay olmak iizere g(H) dan g(H)
ya her operatori adjointine tasiyan T - T* doniisiimi involutiondur.
Buna gore g(H) B*-cebiridir. Ayrica C*-cebirleri g(H) nin self-
adjoint Banach a1fcebir]eri olduklarindan onlarda B*-cebirleridirler.

3) ¢ bir sonlu  grup olmak iizere, L(G) grup cebirinden
kendi ilizerine f*(gi)=;?E?T; biciminde tanimli involutiona gore
Banach*-cebiridir ve | f|| =| f*|| dir.

Fakat Disk cebiri B*-cebiri dedildir. Gergekten, f(z)=z ana-

Yitiktir. Ancak f*(z)=z analitik degildir.

3.3.5. TANIM : A bir B*-cebiri olsun. xeA nin adjointi x* olsun.

(i) x=x* ise x e self-adjointtir.

(i1) xx*=x*x ise X e normaldir.

(ii1) x=x* ve x2=x ise x e izdusim denir.

-60-



3.3.6. TEOREM ! X, bir B*- cebiri ig¢inde normal bir eleman ise

)= Ixf dir,

Kanit : x| = xx|sq {J % dir. Diger taraftan | x¥| 2] x 2 =(x*| | x|)?
= Jxsx) =] Gox)axex | =llxtxce)= | xoxoex | =] (002 |

= P2 | s x4 IxP) => fx YsI®]  oldugundan | x2| =] X2

dir.

Bu sonu¢ B*-cebirleri ile Hilbert uzaylar lizerindeki opera-
torler arasinda yakin bir iliskinin oldugu savini gi¢clendirir. Bu
iliskinin varligyr ileride goriilecektir.

3.4. GELFAND-NEUMARK TEOREM

Simdi 3.2.4 Teoreminin son durumunu ifade edelim.

3.4.1. TEOREM : A degismeli B*-cebiri olsun. x - X Gelgand donlsumu
A dan C(T) degismeli B*-cebiri iizerine bir izometrikx izomorfiz-
masidir.

Kanit : A degismeli oldugundan A nin her elemani normaldir. Bu ne-
denle ¥xeA igin "x2M = | x]l2 dir. Ayrica A nin self-adjoint ol-
dugunu gosterirsek kanit biter. tddiamiz X = ;_ZH) dir. Bunun
icin ilk olarak x self-adjoint ise WM eT[] icin X(M) niin gercel
olacagini kanitlayalim.

Kabul edelimki bu dogru olmasin bu durumda =Me T[1 icin

X(M) = a+ig » B#0 olurdu. x self-adjoint ‘0ldugundan y= X0€ da
B
self-adjointtir. Ayrica

Pl
g = 2298 (M) = 1 (xqe)M

B B
= L (xM)- ce(M) = (avig) M - S
B B B
= & LB ooe Ly
8 B 8
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den ¥(M)=i dir. Buradan (y-ei)(M)=0 = y-eieM oiur. Bu MeﬂTﬁc1n
M* ={m* :meM} nin bir maksimal ideal oldugu A i¢indeki involution
dan agiktir. M*, (y-ei)* =y+ei 6Jesini bulundurduundan y(M*) =-i
olur. K>0 bir say1 ise C;f;EE)(M*)=-i(1+K) olur. Buradan
tks] y-ike < || 9-iRe]
oldugu gﬁrﬁ]ﬁr; Benzer big¢imde
| 14ks | y+ike] s] F+ike]
olur. Bu iki esitsizligi taraf tarafa carparak
(1+€)%s | y-ike] || y+ike| =] (y+iKe)*| | y+iKe]
= || (y+iKe)*(y+iKe) || =] (y-iKe)(y+iKe) |
- y2ukPe] s| v2 5

2

olur. Boylece 1+2K s ¥y dir. K Keyf{ sabit oldugundan bu imkansiz-

dir. Bu celiskiden x self-adjoint ise X gerceldir.

X, A n1niherhangi bir eleman1 ise Xx*(M)=x(M) oldugunun g&s-
terilmesi kanit i¢in yeterlidir.
_ X#X* _ X-=X* - o -
y= =5 Ve 7= 5 self-adjoiit ve X=y+iz oldugu ag¢iktir.

Bu nedenle

x*(M)=(y-iz) (M) =§(M)-1Z = y(M)-1Z(M) '=F(M)+iZ(M) =X(M)
oldugunu y(M) ve;Z(M) nin gergel o]ma]ar1ndah elde ederiz. Bby1éce
kanit bitmis olur.

X Kompakt Housdorft oldugunda C(X) in degismeli B*-cebiri"
oldugunu bildigimizden kanitlaa1gimiz teorem her de§ismeli B*-cebi-
rinin uygun bir } kompakt Hausdorff uzayi ic¢in C(X) e dzdes oldugu
nu ifade eder. Yéni degismeli B*-cebirleri soyut C(X) lerdir.

Simdiye kadar degismeli B*—cebir]eriy]é ilgilendik. Degisme-
11 olmayan B*;cebir1er1ne uygulanan bir'béska Gelfand Neumark tedfe-

mi vardir.
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Her C*-cebirinin bir B*-cebiri oldugunu daha once gordiik. Bu-
nun tersi de dogrudur. A bir B*-cebiri ise A nin verilen yapisindan
olusturulan bir Hilbert uzay1 icin A, B(H) ya izometrik*-izomorfizm

olur. Bu nedenle B*-cebirleri soyut C*-cebirleridir.
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1V.BULOM

BAZI UZEL DEGISMEL! BANACH CEBIRLER?

Bu bolimdeki amacimiz daha once sonlu durum i¢in sundudumuz

spektral teoremin genel bir formunu ifade etmek ve kanitlamaktir.

4.1. C(X) DEKt I1DEALLER VE BANACH STONE TEOREM?

Bu kesime sirekli fonksiyonlarin Bahach cebirleri ile ilgili
ek bilgiler vererek baslayalim. 11k olarak X kompakt Hausdorff
iken X in noktalariyla C(X) in maksimal idealleri dogal bir yolla

bire-bir eslendigini kanitlayalim.

4.1.1.TEOREM : X bir kompakt Hausdorff uzay, [} de C(X) degismeli

B*-cebirinin maksimal idealler uzayi olsun. Herhangi bir xeX dcin
M= { fe C(X) : f(x)=0 } < c(X)

ile taniml1 M., C(X) in bir maksimal idealdir. X den T\ ye x > M,
ile tanimlt donlsim 1:1 ve Ortendir. Bu donisiim yardimiyla X myﬁ
belirlediginden TTZ ile X topolojik olarak esittirler. Dolayisiy-
Ta C{T): C(X) e esit olur.

Bu durumda Gelfand dénustmi C(X) den kendi lizerine dzdeslik
doniislimiidir.
Kanit : x, X d¢inde herhangi bir eleman olmak lizere

MX = { fe C(X) : f(x)=0 } kiimesi C(X) in maksimal has idealidir.

fl

Gercekten fM : CX)— K, fM (f)
X X

f(x) carpimsal fonksiyoneli-

ni tanimlayalim.

Gekfy = { fe COX) 2 Fy (£) = £(x)

0} =M olur.
, X

Herbir xeX d¢in M, maksimal ideal ve Mxem diir.
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Simdi X den 771’ye‘tan1m11 x > M, donUstminin 1:1w Orten-
1igini gorelim. x,yeX ve x#y olsun. X kompakt Hausdorff oldu-
gundan normaldir. Urysohn teoremden f(x)=0. f(y)#0 olan en az bir
fe C(X) vardir. f(x)=0 oldugundan fe Mx fakat f(y)#0 oldugun-

dan  féM

y dir. Buradan Mx#My olur. Boylece x- Mx dontisiimi 1:1

dir.

M, C(X) in bir maksimal ideali olsun. ¥feM icin f(x)=0
olan bir xeX bu]aca§1z. Kabul edelim ki bdyle bir x bulunmasin.
Bu durumda ¥xeX dic¢cin f(x)#0 olan en az bir feM vardir. f(x)#0

ve f slirekli oldugundan x 1in ©yle bir u komsulugu vardir ki

X
¥zeU, icin f(z)#0 olur. Herbir xeX d¢in bu isi tekrarlarsak
11; {UX:xeX} » X uzayinin bir acik ortiisi olur. X kompakt oldugun-

n
dan ax1,x2,....xnex oyleki X=121 Uxi olur. M nin bu xiex

(i=1,2,...,n) lere karsi gelen f; leri kullanarak

g= 121 fi?; = 1‘g1]f‘i|2 "~ fonksiyonunu tanimlayalim. M ideal oldudu
icin geM dir. g nin tanimlanisindan V¥xeX d¢in g(x)>0 dir. Boy-
lece g, C(X) dcinde tersinir bir 6de olur. Buradan M=C(X) olurki
bu M nin C(X) in bir has ideali olusu ile ¢elisir. Bu geliskiden
X in dyle bir x eleman1 vardir ki M dc¢indeki her 6de bu x igin
sifir degerine sahip olur. Me - icin  3xeX, Oyleki x » MX=M
olur.

Bu incelemelerin 1s1§1nda qT1'7& X i kullanarak elde edebi-
Tiriz. X ile qTL‘kompakt Hausdorff olduklarindan bu iki uzayi ele-
manlari ayni olan bir kiime lizerine oturtulmus farkl1 iki kompakt
Hausdorff uzayiymis gibi disiinebiliriz. Unceki boliumden f - f
Gelfand donustmini C(X) den C(TN) Uzerine 1:1 bir dontstimdir.
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Oradaki notasyonlarla F(Mx) =f(MX)= f”x(f) =f(x) oldugundan f=f
ve dolayisiyla C(TM)=C(X) olur. 7| ve X kompakt Hausdorff ol-
duklarindan tamamen regiilerdirler. C(T1],C) ve C(X, €) sirasiyla
'ﬂ]'nﬁn ve X in noktalgrim ayirirlar. Bu nedenle de C(T[,€) nin
lzerinde irettigi zayif topoloji ile T ’/niin kendi topolojisi
cakisir. Ayni sekilde C(X,C) nin X lizerinde lirettigi zay1f topolo-
ji ile X in orjinal topolojisi ayn;.olur. C(M)=C(X) oldugundan
XTI_ve X in topolojileri ayni olurlar.

Boylece X kompakt Hausdorff iken: X in noktalariyla C(X) in
maksimal ideallerinin dogdal olarak bire-bir eslendigi gosterilmis
oldu.

Simdi de X kompakt Hausdorff uzay iken X in kompakt altkii-
meleriyle C(X) 1icindeki has ideallerin bire-bir eslenebilecedini
gosterelim.

4.1.2.TEOREM : X bir kompakt Hausdorff uzay olsun. Bu durumda X

jcindeki bos olmayan her F kapali altkiimesine C{X) icinde

I(F) = {fe C(X) : f(F)=0}
bi¢iminde tanml1 bir kapali, has I(F) ddeali karsilik gelir.X in
bos olmayan kapali altkiimeler ailesinden, C{(X) ic¢indeki kapal1
has idealler ailesi {Uzerine tanimln F - I(F) donusimi 1:1 ve
ortendir,
Kanit : X kompakt Hausdorff ve FCX kapali bir altkiime olsun.
I(F) ={ feC(X) : f(F)=0)} kimesi C(X) in bir kapal1 has idealdir.
X in bos olmayan kompakt alt kiimeler ailesinden C(X) in kapall
has idealleri iizerine tanwmli F =+ I(F) doniisimi 1:1 dir. Ger-
cekten; F

1 F,EX kapali altkimeler ve F1#F2 olsun. Bu durumda

axoex oyleki X € F1 fakat xo#Fz dir. X tamamen regiler oldu-

~-6€ -



dundan en az bir siirekli f fonksiyonu igin f(xo)#O ve f(FX)=0
olur. f£I(F2) fakat fZI(F1) olur =) I(F,)#I(Fz) olur.

Simdi ortenligi gorelim. I, C(X) idcinde bir kapal1 has ideal
olsun. I nin sifir olmayan bir ideal oldugunu kabul edelim. I(F) = I
olan bir FeX kapali altkimesi bulmaliyiz. F={xeX : ¥fel icin
f(x) = 01} kimesini tanimlayalim. F nin i¢inde bos olmayan kapa-
11 bir has altkime oldugu agiktir. Gercekten; I kapali, has bir ide-
al olduundan I bir maksimal ideal icindedir. X in noktalariyla mak-
simal idealler bire-bir eslenebildigi i¢in F#¢ dir.

Simdi I(F)=1 oldugunu gosterelim. ICI(F) oldudu agciktir.
Boylece geriye I(F)&I oldugunu gostermek kaliyor. feI(F) olsun.
f#0, f(F)=0 dir. Kabul edelim ki FeG, G acik ve f(G)=0 olsun.
G' =X\G bos olmayan kapalir bir kiimedir. Dolayisiyla kompakttir. Bir
xeG' d¢in 3gel O©yleki g(x)#0 dir. Aksi halde X in I altuza-
yinin tamamen regilerligi ile celiski ortaya ¢ikar. Gergcekten xeG'
ise x#F olur. F kapali oldugundan 3gel 3 g(F)=0 ve g{x)#0 ol-

malidir. g slirekli oldugundan g, x in bir u, komsulugunda sifirdan

X
farklidir. Bunu her bir xeG' i¢in tetrarlarsak

W= {u, @ xG'} G nln bir acik brtisi olur. G' kompakt oldu-

gundan 3ux s U

n
, Xz,..., uy EXA 3G6'= ‘9 u, . olur, Bu

n i=1 i

uy (i=1,2,...,n) 1lere karsi gelen 9; leri kullanarak
i

nes
N M3

% 191‘2 diye bir 9% fonksiyonunu tanimlayalim.

9:9; =
i=t U =t
gogI dir ve ¥xeG' i¢in gd(x)>0 dir. Tietze genisleme teore-
minden. G' lizerinde A fonksiyonunun C(X) d¢inde bir h fonksi-
g

0
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yonuna genisletilebilir. goth dir ve ¥xgG' dg¢in goh(x)=1 dir,
f= fogooh denirse fel oldugunu goOsterirsek; buradan I(F)cl
ve I= I(F) olur. Dolayisiyla F » I(F) donlsimi X in kapali
kiimelerinden C(X) in kapali has idealleri kiimesi lizerine ©orten
bir doniisim olur.

Simdi fel oldugunu gosterelim. Her >0 idg¢in

K= {x : |f(x)] < %-} ve L= {x : |f(x)] 2 e} kapal1 kimelerini tani-

yalim. f#0 oldugundan € yeterince kiiclik se¢cilirse L#g olur.

X normal uzay KNL=¢g oldugundan boyle bir €> 0 i¢in Urysohn
Lemma kullanilirsa g(K)=0, g(L)=1 olan bir g:X » [0, 1] siirek-
1i fonksiyonu (geC(X)) vardir. h=Ffg diyelim. heC(X) dir. Bu h
fonksiyonu ig¢in

| f=hll =l f-fg|l =|| f(1-g)| s ¢ olur, h, G= {x: f(x) < %}

kiimesi iizerinde sifir olur. FE€G ve G acik oldugundan hel dir.
Buna gore f, I nin bir y1§11ma noktasidir. I kapali oldudundan bii-
tiin y1§11ma noktalarini bulundurur. fel dir ve kanit biter,

Simdi bu teoremin bir sonucunu verelim.

4.1.3. TEOREM : X bir kompakt Hausdorff uzay ise C(X) icindeki

her kapali ideal, onu iceren maksimal dideallerin arakesitine esittir.

Kanit : Maksimal ideallerin bos ailesinin arakesiti C(X) i verece-
ginden kaniti C(X) in I kapal1l has idealleri icin yapmak yeter-
lidir. 4.1.2 Teoremden bos olmayan kapali her F kiimesi i¢in I(F)=I
dir. I y1 dceren maksimal idealler kesin olarak F nin noktalarina
karsi gelen maksimal ideallerden olusur. Bu nedenle fel(F) <=>
f(F) = 0 <=> her bir xeF {icin f(x)=0 <=>M = {fe C(X) :f(x)=0}

. . . . T . - N
olmak lizere herbir xeF id¢in fch dir <=> fe¢ xeF MX .
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I(F) =1 = N M olur ve kanit biter.
xef X

Simdiye kadar bir kompakt Hausdorff uzayin topolejisinin ve
noktalarinin C(X) deki maksimal ideallerden elde edilebilecegini
4.1.1 Teoremde gordiik, Maksimal idealler tamamen cebirsel nesneler
olduklarindan, X uzay1 hem kiimesel ve hem de topolojik olarak C(X)
in yapisindan kesin olarak belirlenir. Bu nedenle asagdidaki teorem

aciktir,

4.1.4. TEOREM (Banach-Stone Teorem): X ve Y kompakt Hausdorff uzay-

larinin homeomorfik olmalari icin gerekli ve yeterli kosul bunlara

kars1 gelen C(X) ve C(Y) fonksiyon cebirleri izomorfiktirler.

4.2.STONE-CECH TIKIZLAMASI :

Kompakt Hausdorff uzay olmayan bir X topolojik uzay ig¢in bir
onceki kisimdaki 4.1.1 Teoremin ifadesinin nas1l dedisecedini merak
ederiz. X topolojik uzayi ne olursa olsun C(X) in bir dedismeli B*-
cebiri, onun ’fﬂk maksimal idealler uzayi kompakt Hausdorff uzay ve
X -+ Mx donusimi de X den TN\ ye bir doniisiim olur. Buradaki prob-
lemimiz X den M ye tanimli x » M, donustmtntn 1:1 1igi, or-
ten1igi homomorfizma veya izomorfizma olup olmadi§r hakkinda hicbir
sey soOylememektir.

X uzayinin tamamen regiiler olmadidini kabul edersek x - Mx
doniistimi X den 77\ nin bir altuzayina 1:1 homomorfizma olacagin-

dan bu kabulle birka¢ ilgin¢ sonuc elde edilebilir.

4.2.1. TFOREM : X tamamen regiiler veVY], dedismeli C(X) B*-cebiri
icinde maksimal idealler uzayi olsun. X den TN\ niin bir altuzayina

tanimli x » Mx donusiimi bir homeomorfizmadir. X ile X in bu doni-
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sim altindaki gﬁrﬁntﬁsﬁ eslestirilirse

(1) X, YN\ niin yodun b{r altuzayidir.

(2) C(X) dg¢indeki her fonksiyon C(Y) ic¢indeki bir fonksi-
yona genisler ve bu genisleme tektir.

(3) Y, M niin (1) ve (2) deki kosullar1 sadlayan bir kompakt
Hausdorff uzay ise bu durumda WV\,den Y vye X in noktalarini sabit

birakan orten bir homomorfizma vardir.

Kanit : X i tamamen regiler almakla x + M donUstmiinin 1:1 Ti-
gini garanti ettik. X in T} di¢indeki gorintiisi ile X i Gzdesleye-
1hn.1Y\ niin X altkimesi 1ki topolojiye sahiptir. Bu topolojiler

X in kendi orjinal topolojisi ve YY\_ niin X uzayina indirgedigi
topolojidir. Simdi bu topolojilerin esit olduklarini gorelim. C(X) den
C(M™) LUzerine taniml1 f » F Gelfand doniistimiinlin bir izomorfizma
oldugunu ve ¥xeX , ¥feC(X) dcin de f(x)=F(x) oldugunu biliyoruz.
Bu gozlem bizi C(X) <dcindeki fonksiyonlarin tam olarak, C(M) deki
fonksiyonlarin X e kisitlamalarindan olustudunu sGyler. X tamamen
regiiler oldugundan C(X) ile Uretilen zayif topoloji ile bu topo-
loji e51§ olurlar. Boylece X, 17\ niin bir altuzayi olarak kabul
edilebilir. Bu yorum ayn1 zamanda X in Y\ ig¢inde yodun oldugunu
gosterir. C(X) deki her fonksiyonunda »C(Tn) icinde bir tek genis-
lemesi vardir. Simdi (3) un kanitini verelim. f -+ f doniisumi C(™)
den C(X) e bir izomorfizmadir. f', f nin C(Y) deki genislemesi
olmak iizere f - f', C(X) ten C(Y) ye bir izomorfizmadir. Bu i-
zomorfizma bir xeX “ig¢in C(M) dcinde x e karsi gelen maksi-
mal idealleri, C(Y) dcinde x e karsi gelen maksimal ideallere ta-
s1ir. Banach-Stone teoremine gore bu doniisiim ’VY\ den Y lzerine

X in noktalarini sabit birakan bir homeomorfizmadir. Buradan X in
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Stone-Cech tikizlamas1 olan C(X) in Y\ ye esit oldugu gorulir.
Bu anlamda 'YY\ ve C(X) in yodun bir altuzay. kabul eden bir kom-
pakt Hausdorff uzaya esit oldugu sOylenebilir. Sonu¢ olarak bir X
tamamen regiiler uzayin Stone-fech tikizlamasinin tek oldugunu ve
C(X) in maksimal idealler uzayina esit olarak kabul edilebilecedini
gordiik.

4.3. DEGISMELY C*-CEBIRLER?

Bu boliimde bir H# {0} Hilbert uzay1 ilizerindeki operator teo-
riye Onceki bgliimde kanitlanan sonuglari uygulayacadiz. g(H) ve bu-
nun biitlin self-adjoint Banach altcebirlerinin (yani H ilizerindeki
operatorlerin C*-cebirleri ) B*-cebiridirler. Bu durumda Gelfand-

Neumark teoremi ©zel olarak soyle ifade edilebilir.

4,3.1. TEOREM : A, H lizerindeki operatorlerin bir dedismeli C*-cebirji

olsun. m . A nin maksimal uzay1 olsun. Bu durumda A dan c(m) ye
TT bigiminde tanimlanan Gelfand doniisUmi bir izometrik *-izo-

morfizmadir.

4.3.2.TANIM : H bir Hilbert uzay: {Ti}g;B(H) operatorier ailesi ve-
rilsin. g(H) n1n {T;} kiimesini kapsayan en dar Banach altcebirine
Q(H) n {Ti} ile liretilen-altcebiri denir.

Tanimlanan altcebir T, ierin polinomlarinin kiimesinin kapa-
nisidir, Uzel olarak N, H lizerinde tanimlanan normal operattr ise
{N, N*} kiimesinin lrettigi altcebir self-adjoint Banach altcebir
olacajindan bir degismeli C*-cebiridir. Buna N ile Uretilen C*-ce-

biri denir. Bu durumda 4.3.1 Teoremi sgyle ifade edilebilir.

4.3.3. TEOREM : N, H lizerinde normal bir operatdr olsun. A, N ile
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iiretilen degismeli C*- cebiri olsun. M\, A min maksimal idealler
uzay1l olmak lizere A dan C(M)) ye tanimly T » T Gelfand doniisii-
mi bir izometrik *-izomorfizmasidir.

Bu bilgileri kullanabilmek icin ilk olarak A ig¢indeki bir o-
peratoriin spektrumunun A nin bir elemani olarak spektruma esit ol-
dugunu gostermektir.

Bunu gosterebilmek i¢in asagidaki bilgilere ihtiyacimiz vardir.

4,3.4. LEMMA : X bir kompakt Hausdorff uzay ve A, C(X) in bir Banach

altcebiri olsun. f, C(X) dcinde tersinir olan bir gercel fonksiyon

ise f A ig¢indede tersinirdir.

Kanit : F nin deder bolgesinin R nin sifiri icermeyen kompakt bir
altkiimesi oldugu aciktir. ZCR kompakt ise polinomlar ailesi
C(Z, R) icinde yodundur. Stone- Weirstrass yaklasim teoreminden

Z= f(X) €R kompakt kiimesi icin ¥teZ ve € >0 ic¢in |p(t)- %1<g
olan bir p polinomu vardir. Buradan ¥xeX i¢in

[p(f(x) - ;%;5 | <€ ve boylece || p(f)- %-" <g

olan bir p(f)eA vardir. A kapalr ve %- A nin bir yi1d11ma nokta-

s1 oldugundan %~ A dadir. f, A ig¢inde tersinirdir.

4.,3.,5. TEOREM : A, H lizerindeki operatdrlerin bir C*-cebiri olsun.

A igindeki bir T operatori B(H) da tersinir ise A da da tersinirdir.

Kan1t:(1: Durunb: T self-adjoint olsun. B, T ve,T'1 ile liretilen
‘ 1

B(H) nin altcebiri olsun. T ve T~ self-adjoint ve degismeli olduk-
larindan B nin degismeli C*-cebiri oldugu aciktir. M , B nin mak-

simal idealler uzayi ise B C(M™) ye izometrik *izomorftur.
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Bu nedenle T, C(T\) i¢inde gercel bir fonksiyon ile temsil
edilebilir. C= ANB, B nin bir Banach altcebiridir. Bu nedenle c(m)
niin bir Banach altcebirine dizomorfiktir. T. C ve B de tersinir ol-

dugundan Lemma geregi T'} C ye aittir. Dolayisiyla T'1

» A ya ait-
tir. T, A da tersinirdir.

(2. Durum): T self -adjoint olmasin. U=TT* dersek U, A da self-adjoint
operatdrdiir. U, g(H) da U'1=(TT*)'1=(T*)'1T'1=(T'1)* 71 tersine
sahiptir. Boylece 1. durumdan U'1, A ya aittir. A degismeli oldu-
gundan UU'1=T(T*U'1)=(T*U'1)T=I dir. Buradan T =T*y"! oldugu
ortaya ¢ikar. T'1, A ya aittir. Bu da kanit1 tamamlar.

Bu teorem H lizerindeki bir T Gperattriiniin spektrumunun, A
i¢cindeki bir eleman olafak spektrumuna esit oldudunu gostermek baki-
mindan Gnemlidir.

N. H lizerinde bir normal operattr olsun. N ile liretilen cebi-
rin C*-cebiri oldudunu biliyoruz. Simdi bu cebirin maksimal idealler
uzayinin N nin o(N) spektrumuna izomorf oldudunu kanitlayacagiz.
Boylece de N ile iretilen C*-cebirinin maksimal idealler uzayinin

somut bir temsilini bulmus olacagiz.

4.3.6. TFOREM : N, H lizerinde bir normal operatér, A N ile liretilen

dedismeli C*-cebiri ve 7Y\ A nin maksimal idealler uzayir olsun.Bu
durumda N ye Gelfand doniisiimii altinda karsy gelen ﬁeC(WYQ fonksi-

yonu M den o(N) ye homeomorfizmadir.
Kanit : | niin N altindaki gériintistinin  o(N) ye esit oldugdu
(3.1.3 teoremden) gorilir. T\ ve o(N) kompakt Hausdorf olduklarin-

dan N nin 1:1 oldugunu gostermek, -YVL ile o(N) nin homeomorfiz-

ma olduklarin1 gostermek i¢in yeterlidir. Mys My € ™\ digin
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NM,) = (M)

olsun. Buradan ﬁ*(M1)= ﬁ(M1) = ﬂ(MZ) = ﬁ*(MZ)

olur. N ile N*, M1 ve M2 de ayn1 dederlere sahiptirler. A, N ve
N* 1n lirettigi cebir oldugundan N ile N* 1n biitiin polinomlarinin ka-
panisidir. C(M) icindeki biitiin fonksiyonlar N ve N* 1n polinomla-
rinin diizgiin Timitleridirler. Dolayisiyla C(TYv i¢indeki biitiin fonk-
siyonlar M, ve M2 Uzerinde ayn1 dedere sahiptirler. C (W),
niin noktalarini ayirdigindan M1=M2 olmak zorundadir. (Gercekten,
My My e\ ve My # M, dcin afe CCYq) f(M,) # f(Mz) dir.
Boylece N donlsimi Y den o(N) ye 1:1 dir. Dolayisiyla home-
omorfizmadir.

Bu eslemeye ™\ ye € nin o(N) kompakt altuzay: goziiyle baka-
biliriz. ¥zeM| cin N(z)=z olur.

4.3.7. TEOREM : N. H {iizerinde spektrumu o(N) olan bir normal ope-

rator ve A N ile liretilen degismeli C*- cebiri olsun.
(i) A mn WY\ maksimal idealler uzayl o(N) ye esittir.
(ii) A dan C(m) ye T~ T olarak tanimlanan Gelfand donii-
sumi izometrik -=izomorfizmadir.
(iii) N ye Gelfand donisiimi altinda karsi gelen ﬁ-dbnﬁsﬁmﬁ
nin 6gelerini sabit birakir. Yani V¥ze YV igin ﬁ(z)=z dir.

H nin sonlu boyutlu oldugu durum icin bu teorem su sekilde

yorumlanir. H sonlu boyutlu iken o(N) farkls x1,x2,...,xm komp-
leks sayilarindan olusur. P, lar C(M) icinde Pi(aj)=61j bigi-
‘minde tanimli fonksiyonlar olmak tzere

- m

N= I Aipi

i=1
biciminde yazilirsa ¥, 51715 o(N) icin ﬂ(xi)=xi olur. Buradan
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- m
Pi lara A d¢inde karsi gelen Pi doniisimleri I Pi=I olan
i=1

ikiser ikiser dik sifirdan farkli izdiisim donlisimleri olmak Uzere

N=
i

AP

1 i

ne3

i
yazilabilir. Bu da 1.1 kisimdaki ele alinan N nin spektral ayrisi-
mindan baska bir sey dedildir.,

Boylece son teorem spektral teoremin genellestirilmis seklidir.

Bu teoremin onemli bir ka¢ sonucu vardir,

1) N=0 <=> o(N)={0}

2) N tersinir degildir <=> o(N) 0 1 icerir.

3) o(N*)=c(N)

4y N self-adjointtir <=> o(N) gercel sayilardan olusur.

5) N birimseldir <=> o(N) {z :|zl= 1}

6) N bir izdiusimdir <=> o(N) {0,1} dir.
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V.BULOM

BANACH CEBIRLER? OZERINE SEMBOL 1K HESAPLAMALAR

5.1. VEKTUR DEGERL! HOLOMORF1K FONKSIYONLAR, ZAYIF YAKINSAKLIK :Bu

Bu kisimda € ~ A fonksiyonlar ic¢in kompleks fonksiyonlar
teorisinin temel kavramlari (tiirev, integral) ve temel konularini
(Cauchy teoremi ve integral formiili, Taylor ve Laurent ac¢ilimlari,

Liouville teoremi) Banach cebirlerine genellestirilecektir.

5.1.1. TANIM : A, K iizerinde bir normlu uzay A, K nin bos olmayan

bir altkimesi olsun. f: A +> A vektor dederli fonksiyonunu diisii-

nelim.
F(A)-F(x,)
A+ A, iken |———— - f' ()l ~ 0 (5.1)
AAg

clacak sekilde f'(n.) varsa f ye AeA noktasinda diferensiyel-
0 0

Tenebilirdir deriz. f'(xo) a M. noktasinda f nin 1. tiirevi de-

0
nir. Buna gbre daha yliksek tlirevin nasi11l tanimlanacadi agiktair.

Her UeA' igin

f(A)-f(2) u [f(x)]-U[F(x))
lim U [-—f—-—-il-] = Tim [FOTuIFO, 2 (

A* A A=hg A > AO A-lo

5.2)

sadlayan f ye =zayif diferensiyellenebilirdir denir. Bu ifade

(5.1) den elde edildiginde dikkat edelim. Tersine olarak A kompleks
ve tam ise zayif diferensiyellenebilirlik diferensiyellenebilirligi-
ni gerektirdigini gosterecegiz. Simdi zayirf yakinsaklik terimini ta-
nimlay1ip agiklayalim. Bunun i¢in de bilineer ve dual sistemleri gbz-
den gec¢irelim. Burada kanitini atladigimiz birka¢ teorem verelim.

5], sh.78
([5], sh.78) e



A ve A iki vektdr uzay1 olsun. AxA* izerinde XeA, x+eA+
olmak lizere (x.x*) » <X;xt> fonksiyoneli A ve A* ya gore li-
neer ise (A,A*) ikilisine bilineer sistem denir.

(A,A+) bir bilineer sistem ise herbir x" vektori igin

ux+(x) = <X x> (5.3)

bi¢iminde taniml Ug+s A lizerinde bir fonksiyoneldir.
T:A" > A*: T(x") =u+ biciminde tanimlanan T donisimiide 1ine-
er donlisumdiir.

A" nin farkli elemanlarinin A iizerinde farkli lineer fonk-
siyoneller lretmesi icin gerekli ve yeterli kosul T(x*) =0 olmasi-
dir. Yani V¥xeA dcin <x,x™> =0 => x'=0 olmasidir.

Bu durumda A, A* 1n T(A™) altuzayina izometrik olup bu uzay

ile belirlenebilir. Benzer sekilde A daki herbir x elemani A* tizerin-
de v, X)) = <x,x™> (5.4)
bi¢ciminde tanimli bir fonksiyonel iiretir. A dan (A+)* icine x ~» Vy
biciminde tanimly dogrusal doniisiimii bir izometrik doniisim olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul ¥x'eA™ igin < X,X'>=0 => x=0

gerektirmesini sadlamasidir.

5.1.2. TANIM : (A, A*) bir bilineer sistem olsun. ¥xeA icin

X,xt>=0 => x*=0 oluyorsa (A,A*) sistemine bir sol dual sistem

denir.
¥ e’ igin <x,x+> =0 ==> x=0 oluyorsa (é,A+)

sistemine bir sag dual sistem denir.

(A,A¥)  sistemi hem sag hem de sol dual sistem ise sadece dual
sistem denir.

(A,A*) sol dual sistem olmak uzere her bir x*eA* dgesi icin
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xt(x) =<x,x*> ‘ (5.5)
ile taniml1 doniislim A lizerinde bir fonksiyoneldir.
(A,A+) sad dual sistem olmak lizere herbir xeA odesi igin
x(xT)= < x> (5.6)

ile tanimlanan doniisim A* iizerinde bir fonksiyoneldir.

A lizerinde lineer fonksiyoneller ise

5.1.3. LEMMA : Ugs Upsewns Uy

A lizerinde bir u fonksiyoneli i¢in

n
VQ1N(UV) < N(u)

yazilabiliyorsa, yani
u,(x) = uz(x) = .....=un(x) =0

olusu u(x)=0 olusunu gerektiriyorsa u lineer fonksiyoneli

UpsUpsenes Uy lineer fonksiyonellerinin dogrusal bilesimi oiarak
yazilir,

5.1.4. TEOREM : (A,A*) bilineer sisteminin bir sol dual sistem olma-

s1 icin gerekli ve yeterli kosul sonlu ¢okluktaki lineer bagimsiz
x;,x;,...,x;eA+ vektorlerine karsilik i,j =1,2,...,n idgin

* —-—
<X.i ’Xj > = Gij (5‘7)

olacak sekilde x1,x2,...,xneA vektdrlerinin var olmasidir. Bu yol-

+

. + _+
1a belirlenen XpsXgseeasXy V& XyaXoseuesXp

vektorleri lineer

bagimsizdir.

5.1.5. TEOREM :(A,A*) bir dual sistemdir.

5.1.6. TANIM : (A,A%) bir bilineer sistem ve (xn)sA bir dizi olsun.

+ . .
her x'eAt dgin
+ +
KX > > <X X (5.8)
3

oluyorsa (xn) dizisine xeA ya A' -zayif yakinsar denir. (Sembol
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olarak x> X olarak gosterilir).

5.1.7. TEOREM : (A,A¥) bir sag dual sistemse A* zay1f limiti tektir.

Kanit : <xn,x+> < x,x+> ise (<xn,x+> - <x,x+>) + 0 dir. Yani
<X =X, xt> >0 dir. . {A,A") nin bir sag dual sistem oldugun-
dan XX > 0 dir. Yani Xq > X olan bir tek x noktasi vardir.
Yukaridaki teoreme gore A*-zay1f yakinsak11g1 (xn) Iineer
formlarinin dizisinin x lineer formuna noktasal yaklasmasindan bas-

ka bir sey dedildir.

5.1.8. TANIM ]<xn,x+>| her x* dic¢in bir Cauchy dizisi veya denk

olarak Tlim (<xn,x+> ) her x* i¢in varsa (xn) ye AT-zayif-Cauchy
dizisi denir. A* zayif Cacuhy dizisi A'-zayif limitine sahip olmak
zorunda degildir. A* dan bir (x;) dizisinin x'e A* ya A-zay:f
yakinsak11§1 benzer sekilde tanimlanir ve benzer ifadeler elde edilir.

A bir normlu uzay ve (A,A') temel dual sistemimiz olarak sabit-
Testirirsek A'-zayif yakinsak dizisine kisaca zayif yakinsaktir deriz
Bu durumda X => X in anlami A' lzerindeki siirekli lineer (xn) form-
larinin dizisinin x lineer formuna noktasal yaklasmasidir. (Bun-
dan boyle siirekli lineer formlari u ile gaéterecegiz).

Su teoremi kanitsiz olarak verecediz.

5.1.9. TEOREM : A normlu uzayinda bir (xn) zay1f Cauchy dizisi sinir-

Tidir. x —x den Ix]] <Viminf] xnﬂ oldugu elde edilir.

Bir uneA' siirek1i lineer“form1ar1n1n A zay1 yakinsak dizile-
ri hakkindaki teoremleri Kanitlamak istersek A nin tamligina ihtiya-
cimz vardir,

Norm anlamindaki yakinsaklik zayif yakinsakligi gerektirir. Bu-

nunla beraber tersi genel olarak dogru dedildir. Bu sebeple Banach
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uzayinda zayif yakinsak kuvvet serilerinin norm anlaminda yakinsak
olmalari gercekten onemlidir. Bu iddiayi 5.1.10 a hazirlik dicin

yaptik. (xeA. oeK icin xa=ax olduguna dikkat edelim).

5.1.10. TEOREM : A bir Banach uzay1 olsun ve akeA katsayilariyla

> k
T a, (A=) (5.9)
ko K 7O
kuvvet serisi x1#xo icin zayif Cauchy serisi oldugunu kabul ede-
1im. Yani bitiin ueA' i¢in

- k

r oula,)(a-2) (5.10)

k0 K O

o k o —_

var olsun. Bu durumda E ak(x~xo),, serisi \A'Ao\<ll1‘lol icin

norm anlaminda yakinsaktir.
Kanit : (5.10) dan biitlin ueA' dgin

Tin [u a,(0-2)¥]=0  dir. 5.1.5 teorem ile k=1,2,...
K oo o

icin uak(x1-xo)k | sv olan bir y>0 vardir. Eger
q: =[A-xg |/]Aq=2g 1 <1 ise zouav” serisi yakinsak ise Zoav
v= v=

serisi Caachy serisi olur. Uzay Banach uzayi oldugundan yakinsaktir.
Bu durumda genellestirilmis licgen esetsiz1igi olarak bilinen

o

HVEO a, |l < Iay 1 (5.11)

z
v=0
esitsiz1igi gerceklenir. (15}, 8.1.Teorem). Bu ifade yardimiyla biitiin
k lar i¢in

a0 0K =) 8, (-2 0K g% vk (5.12)
| agta=2g) | kM TA! 1195 g e
oldugu elde edilir. O halde =z Hak(x-xo)kﬂ yakinsar ve I ak(x-xof

zay1f Cauchy serisi oldugundan yakinsaktir.
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5.1.11. TEOREM : Katsayilari A Banach uzayinin elemanlari olan bir

; ak(x-x )k kuvvet serisi A_ nin agik
k=0 0 )

U: =B se) = ek |a-2g|<e)

¢ komsulugunda zayif Cacuhy serisi ise 0 norm anlaminda yakinsaktir,

ayrica acW icin
Kk
T olall 1]

ayn1 sekilde yakinsaktir (mutlak yakinsaktir) Bu seri "W iizerinde

FO) = 2 a, (-0 (5.13
I a, (-2, )

vektor dederli fonksiyonunu tanimlar. f fonksiyonu U lizerinde her
mertebeden tlireve sahiptir. f nin tiirevleri seriden terim terim tii-

rev alinarak elde edilir. Yani

00 = & (ken#)..okay (A2 g)* " (5.14)

k=n
ozel olarak n
n 7 (3,)
f'(x,)= n! a, dir. Buradan a = - dir. Boylece
|
ok n!
()

f(a) = : 0 1 2k

k=0 —-]:r—-— (x Xo) (5.15)

yazilir.

Kanit : zoak(x-xo)k Ag M e komsulugunda zayif Cacuhy serisi
— k=

ise bir onceki Onerme geredince seri norm anlaminda yakinsaktir. Sa-
dece,xo=0 ve n=1 ic¢in diferensiyellenebilirlik iddiasi kanitlana-
caktir. Keyfi bir UgE' igin

FOO = U [F(0)])- kfz_"o u(a ¥

ile FAW - K fonksiyonelini tanimlayalim. AeW igin
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F'() = 1 Ulka <!
k=1
ve

F' (o) =k§1 Ulk(k-1)a 12k

oldugu a¢iktir. Boylece (8.17) teoreminden

ka Ak'1 ve 3 (k-1)ka,\
k & k

oo

k&1

k-2

serileri biitin Ac¢ W i¢in yakinsaktir. Ayrica
3 - *® 2 k-z
|a]<e icin k22 (k-1)k] a, || ¢ ™ <

olur. Bu sebepten x,x1eﬁl farkl1 noktalari igin

f(k)‘f(k1) € " k-1 _ 1 k
——— - I_Kka, | 5 A=
A=)y k=1 A-X1 420 k=0
© k‘1 1 . -] k k 00
I kapa = | a-a +I (a -ag)a, |- ka )
® *k'k1k k-1
= I ———————~?ak- X kk1
k=1 A'A1 k=1
k k
A=A
1 k-1
= Z kA a
k=1 [ A= X1 1 ] k
olur. |3, l<.pce  alalim.  |A-xg|<u 4] ise |A]<p
edilir ve
m.m A
A=A - - - -
Voo amtom2y o4, m2, (m=1,2,...
1 1 1
A‘A1
ifadesinden biitin A lar ig¢in
m.m
m_ _ A=A - _ _
A AR 1 (-xg) =17 T 2A1+...+ A" 2

1

Ly

(5.16)

k] _

k-1

(5.17)

elde

.)

+A1m'1)(x-x1)]

W (I S N L PR YT P WL P L
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< l )\_)\1 l (um-1+um-.1+. . .+um'1+pm"1)
= A=)y mpm-1 olur. Boylece (5.18)
)\k"l k
| — - =]Ak'1+xk'2x1+...+xx1k'2+x1k‘1-kx1k‘1]
A-)\1
= lxk'1+xk'2A1+...+Ax1k'2+x1k"-(x1k’1+x1k'1+...+A1k'1)l

0K TS o R 2 KD 2001 (5.18) den

4]

Al 2 A [ama | (k2R3 K72 e |

=g ] (k=D 2 b (203 K2

A

A

A2 | (Ck=-1E Za(k-2)08 34, L4 2)

"

=2 W20k #(k-2) %L 41)

k-2

2

olur.

"

Buradan 0<|A-3y|<u-|rq] icin (5.17) esitliginin sag yanindaki seri
‘kesinlikle yakinsar ve

|———— - I ka),

s = Doyl o5 (keDk] o | ¥
A= >\1 k=1 k=2

™N |

oldugu (5.16) dan goriiliir. Bu f n{n 1. tirevinin varligini gosterir.
Sonraki ifadeler ac¢iktir.

T, C i¢inde bir yonlendirilmis, kapali, diizgiinlestirilebilir
egri ( bundan boyle, boyle bir egriye integrasyon yolu diyecediz.) ve
A bir kompleks Banach uzayi ise

f:T +A

siirek1i fonksiyonu ig¢in genel durumdaki gibi
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JF(A) d 2
T
yol integralini tanimlayalim. (integralin varligr kompleks fonksiyon-

lar teorisindeki gibi tanimlanir.) Bu tanim ic¢in asagidaki ozellikler

vardir.
JIEG)+ g)] da= rF()da+ sgla)da
T T r
[7£(\)dx < mak|] f(1)]]. (r nin uzunlugu) (5.20)
T Ael
Her u eA' icin u[F(\)d]= s u[f(x)]dr (5.21)
T r -
ve E bir kompleks Banach uzayi olmak uzere TeL(A,A) iigin
T sf(A)dx = JT f(A)dr (5.22)

dir. (5.21) esitligirbizim iciade oldukca Onemlidir. Diger tanimlar
sunlardir:

As C nin (bos olmayan) bir a¢ik altkiimesi, A bir kompkks Banach
uzayl olsun. f : A > A fonksiyonu A nin her noktasinda diferensi-
yellenebilir ise f fonksiyonuna lokal holomorfiktir deriz. Ostelik
A baglant1l1 yani bdlge ise f A  icinde holomorfiktir deriz.Za-
y1f lokal holomorfiklik zayif diferensiyellenebilirlik yoluyla tanim-
lanir, 5.1.8 Teoremi ile

XH (A-Ao)k
kuvvet serisi, tanim btlgesinin i¢ kisminda holomorfik fonksiyon yak-

lasimi ile tanimlanir.

5.1.12.TEOREM. ( Cauchy integral teoremi): Eger f: A+ A, A bolge-

sinde holomorfik ve TysTy A iginde ayni baslangic ve ayni bitim .
noktasina sahip iki integrasyon yolu olsun, ry verT, homotop ise-

ler

FE(A)da = sF(X)d)
T Ty
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olur, Uzel olarak eder T, A nin yegiine i¢ noktalarini igeren
bir kapalil egri ise

Sf()d A=0 (5.23)
dir. r

Kanit : A Uzerindeki her bir u slirek1i fonksiyoneli i¢in

ul 5 FO)A]=ru[f Jn=ru[f O] da= u[/F(A)dr)
F1 F1 F2 P2
oldugundan dnermenin ilk kismi elde edilir. Buradaki esitligin orta-
daki esitlik bir kompleks integral olduguna dikkat edelim. Ayni sekilde
ulsf(x)d x]= su[f(x)] d a= 0 = u(0) olacagindan
r r
Jf(x)dy =0
T
dir.

5.1.13. TEOREM : A bolgesi basit baglantili, f: A -~ A holomorfik

(veya zay1f holomorfik ) olsun. Bu durumda f her mertebeden diferen-

siyellenebilirdir ve bu tiirevler icin n=0,1,2,.... olmak lizere

o) = TN g (5.24)
2]1! 1" (g_x)n+1

Cauchy integral formilii .gecirlidir. Burada T, A i¢inde y1 ig¢in-
de bulunduran basit kapali, positif yonlendirilmis basit kapali, po-
.zitif yonlendirilmis integrasyon yolu olarak verilmistin. Ayrica f

A nin her Ao noktasinda akcA igin

f0) = 1 ak(x-xo)"' (5.25)

seklinde kuvvet serisine agilabilir. Bu seri A nin i¢ noktalarim
iceren ko merkezi en genis acik disk icinde yakinsaktir.
Kanit : Keyfi bir ueA' ig¢in

F(A)=u [ £(2)]
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alirsak hipotezden F, A nin ig¢inde holomorfiktir. Buna gore kompleks

analizdeki Cauchy integral formiillerinin

n=0,1,2,... icin F"() =L, FlE) 4 (5.26)
yisks n+1
2l T (ex)

seklinde olduunu biliyoruz. Ayrica F(r)= u[F(x)], Ao civarinda

n0,1,...  igin u[fV]= ¢ [ 5 U FLE)] (-2 )X (5.28)
" iein uLfG] k=1 [mi C (ga )" €19

kuvvet serisine ac¢ilabilir. Burada C tamamen A icinde kalan Ao et-
rafindaki herhangi bir diskin pozitif yonlendirilmis siniridir.

(5.28) serisi bu sekildeki L diski lizerinde yakinsaktir. Eger y yu

integral basina etki ettirirsek zayif olarak

® 1 fz) . k
g [— 7 dg] (A=2,)

kuvvet serisi U da 'yakinsaktir. Yine f fonksiyonu 5.1.8 Teoreme

gore 1L da her mertebeden diferensiyellenebilirdir.

5.1.14. TEOREM (Liouville Teorem) : C izerinde holomorfik ve sinir-

11 fonksiyonlar sabittir.

Kanit : f, C ilizerinde holomorfik ve sinirli bir fonksiyon olsun. ugA'

i¢in

FO) = ul £(1))
olan bir fonksiyon ise F de C de holomorfik ve siniriadir. Boylece
klasik Liouville teoremine donmis oluruz.
Butin Alar icin u[f(A)]= u[f(0)] dir. Bu keyfi bir ueA’
icin elde edilebildiginden biitiin A lar i¢in f())=f(0 ) dir.
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5.1.15. TEOREM (Laurent Acilimi) : 0<|x-xgl<r olan A Tarin f holo-

morfik fonksiyonu a,,beA olmak lizere

® - b
k k
f(a) = » a, (a2 )'+ 3 — (5.2%)
k=0 KO0 Ty (r=2g)

formunda ifade edilir. Buradaki katsayilar

1 () d
a, = s
“omi ¢ e
(5.29)

b= —— s fO=) o
i C

dir. Burada C, O<p<r ile (|A-Ao] =5) pozitif yonlendirilmis bir
egridir.

Kanit i¢in ueA'
yeterlidir. Bu durumda kompleks analizdeki

sirekli lineer fonksiyonellerinin alinmas1

Laurent ag¢ilimina baki-

labilir,

5.1.16. TANIM :

5.1.15 Teoreminin hipotezleri altinda;
(1) Biitiin bk‘ lar si1fir oluyorsa Ao @ kaldirilabilir aykim

nokta denir.
(i1) n>p dg¢in b,=0 ve bp #0 ise Ay @ P. dereceden bir

kutup noktasi denir.

(iii) Sonsuz coklukta bn#O ise A a esas aykiri nokta

0

denir.
1. mertebeden bir kutup noktasina basit kutup denir.

5.2. BANACH CEBIRLERINDE KUVVET SER1LER}

Bir A Banach cebirinde kuvvet serilerinin iki tipini disiine-

1im. Bunlardan biri
® n
E a (A-Ao)

aeA ve a,aeK ile
n *%0 n=0
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©
* . . . s . n
digeri ise qek ve X.xeh ile n>:=0 ocn(x-xo)
dir. 11k tipi 5.1 de ¢alistik. Simdi de dkinciyi diistinelim. Calis-
malarimizain daha basit olmasi i¢in x,=0 alacagiz. Buradan genel du-
ruma Xx yerine X=X almak yeterli olacaktir.

A, bir kompleks de§isken olmak iizere
n

©

I aph (5.29)
n=0
nimerik kuvvet serisinden
© n
b} o X (5.30)

n=0

kuvvet serisini diisinebiliriz. (5.29) serisinin analitik ozellikleri-
ni kullanmak istedigimizden (5.29) serisi sadece A=0 i¢in yakin-
sak degil yani 1imsupQ/E::ﬁ2m oldugunu kabul edecediz. Ek ola-
rak hicbir yerde yakinsak olmayan kuvvet serilerine karsilik Zanx"

serileri var olabilir. x in nilpotent oImas1 bu duruma ©rnektir.

Asagidaki teoremi kanitsiz olarak verelim.

“

5.2.1. TEOREM : = — 1 (5.31)
Timsup¥Ta, !
yakinsaklik yaricapi sifir olmayan
I an)\n
n=0 (5.32)

kompleks kuvvet serisini ve x, r(x) spektral yaricapt A i¢inde bir
eleman olarak alalim., Bu durumda

(<]
n
I anx

2o 5.33)

r(x)<r iken yakinsak ve r(x)>r i¢in iraksaktir,; yani o(x) spek-

trumu, (5.32) kuvvet serisinin yakinsaklik diski i¢inde kalirsa ya-

kinsar veya o(x) spektrumu (5.32) kuvvet serisinin disina tasarsa
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1raksaktir.
1imsupr|an| =0 i¢in r==  oldujuna dukkat edelim.

(Kuvvet serilerinin yakinsak oldugu yer]erdé). Bu durumda W¥xeA igin
(5.33) yakinsaktir.

A=C alinmirsa, 5.2.1 Teorem r(x)=|x| oldugundan kompleks se-
rileri i¢in bilinen yakinsaklik teoremi elde edilir. Boyle seriler
i¢in onlarin yakinsakliklari ile ilgili hicbir iddia |x|=r olan
xeC i¢in yapilamadigindan r(x)=r durumunda (5.33) iin yakinsayip
yakinsamadi1§1 hakkinda bir sey styleyemeyiz.

Eger kompleks degerli f fonksiyonu |r|<r dig¢in holomorfik
yani,

£()) = d

n

oA

n (5.34)

Wt 8
o

olan A 1lar i¢in, ayrica x, r{(x)<r olan bir kompleks A Banach

cebirinin bir elemani ise bu durumda f(x) i

f(x) = 3 X
n=0

" (5.35)
ile tanimlariz. Serilerin yakinsakligi 5.2.1 teoremle ifade edilmis-
tir.

f(A) 0 Yo Ate.uto A" polinomu ve bir vektor uzayinin
A endemorfizmi igin f(A)=a I+ajA+...+a A" alabiliriz. Bir Banach
uzayinin tim siirekli endomorfizmlerinin Banach cebirinden bir A
icin bu tanim aynen gec¢irlidir. Clinkii bir polinom sonsuz yakinsaklik
yaricapli bir kuvvet serisidir,

Simdi (5.34) esit]igilkl< r de holomorfik olan f fonksiyo-

nu ayni zamanda yaricapi<r olan 0 merkezli pozitif yonlendirilmis

T cemberi icindeki biitlin A Tlar i¢in
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f{)\)=—271r—1r1{ f(£)(£-1) e (5.37)

Cauchy tntegral Formiili ile temsil edilebilir.(5.37) de X yerine x
alarak

f(x)= — 1 f(g)(ge-x)~ d&- — f(&)r dg
2rn r 2Mi T

esitlidinin gecerli olup olmadigini bulmak istiyoruz.Burada r(x)<r
ve r(x)<( I nin cap1) r oldudunu kabul ediyoruz.r,f nin holomorfik

diski i¢cinde kalir ve onun i¢ kismindaki x in spektrumlarini igerir.

ani  , k=1

1
f —y d&= (5.38)
% 0 s k#l,keZ

dUsUnces1 altinda n=0,1,2,... ve her ugA' i¢in

u(———~f (e"r )dé )-U(———-f g"(ge-x)'1d€ =u(-1—-fgn 14e- 5Y4d8
203 1 2mi aQIir g €

2
" 107 Gl e E R X L)
ZIi T £ n= 0 it g g*¢g’

LA u(g"'1e+xgn“2+x2gn'3+...+xg +XE~ +...)dg

2Mi T

-——Jfgn 1u(e)dg + L u(x)E"CdE +eut S u(xn)g-1dg
2nir T r

‘s u(x"”)a'zdg+ )

= u(x") re” dg —u(-— x".2mi)=u(x™)
211 T 211

elde edilir.Buna gore

~1-fg"r de=x"  dir.Boylece
o &
—1—-f f(g)rgd5-~—-— I A( Z anE rg)dg-——— I a s €nr dg
TMi T 211 ' n=0 2Mi n=0 " T
=y an.2nix"= 5 anx" =F(x)
211 n=0 n=0

elde edilecektir.
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5.2.2 TEOREM: kompleks degerli f fonksiyonu |A{<r icin holomorfik ve

x, r(x)<r olan bir A kompleks Banach cebirinin bir elemam ise

F(x)=—— / £(A)rydr
AIi T

denklemi gecerlidir.Burada 1, r(x) (T nin cap1)<r ile verilen sifir

etrafinda pozitif yonlendirilmis bir cemberdir.

533, BIR REEL BANACH CEBIRINDEK! ELEMANLARIN BAGLI SPEKTRUM

Reel Banach cebirlerinde bir elemanin spektrumundan bahsetmek
i¢in Banach cebirlerini karmasik yapmak gereklidir. Bu islem Once
fedakarlik olarak goriinmez. Fakat orjinal cebirin icindeki idempo-
tentleri iretmek icin cebirdeki'b{r elemanin ve sol resolventini-kul-
land1§imiz zaman bazi1 zorluklar ortaya ¢ikacaktir. Asagida bu prob-
Temle ilgilenecediz. Spektrum kavraminin faydali bir genellemesini

verecegiz.

Bundan boyle A, bir e birimli reel Banach cebirini gostere-
cektir,

5.3.1. TANIM : e,b,mgA olsun.

. 2 . L i 2
°m(b) = {(x,y)eR" : b-(xe+ym) A da tersinir degﬂ}_C_R (6:39)
ile tanimlanan cnﬁb) kimesine b'nin m-spektrumu (veya m ye
bagl1r b nin spektrumu) denir.
b nin m-resolvent kimesi olan

so(0) ={0GY)ER?  [b-(xesym)] A} S R (5.40)

om(b) nin R i¢inde timleyenini tanimlar.
Eger A bir kompleks:Banach cebiri (ve dolayisiyla gercel
cebir) ve m=i 1ise bu durumda b nin i-spektrumu ve i-resolventi

sirasiyla bilinen b nin spektrumu ve b nin resolventidir. Bundan
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boyle o(b) den bahsedildiginde bunun kompleks spektrum oldugunu
anlayacagiz. Eger A bir gercel cebir fakat kompleks cebir degilse
b nin spektrumu dedigimizde Ac cebiri i¢inde b nin kompleks spek-
trumunu anlayacagiz. Gercel ya da kompleks Banach cebirlerinde bir
b elemaninin gercel spektrumu dedigimiz zaman b- xe tersinir olma-
yacak bicimdeki x gercel sayilarinin ailesini anlayacagiz. Gelfand
teorisinden iyi bilindigi gibi komutatif Banach cebirleri i¢in

olb) = {u(b) : U, A dan € idcine si1fir olmayan homo-

morfizm } ve gercel spektrum (b)= RN o(b) dir.

Uncelikle cm'(b) nin ne zaman bos kimeden farkli oldugunu
gorelim. Burada m iizerine ne tiir kisitlamalar konulacagi sorusu

akla gelebilir. $imdi asadidaki ornekleri inceleyelim.

5.3.2.URNEK : A, 2x2 tipindeki kompleks matrislerin €2*% kiimesi

olsun. 5 i |
b=la+ o |. L P olsun,

2 2 1 0 i
- f(x +y )

-1 0 0 1 0 ~i

2=x-1y 2-y ‘l
-t -x+~1'.y_‘|

b-(xe+ym)

tersinir olmayacak sekilde (x,y)tsIR2 vardir &)

=0 dir.<=> -2x+21‘y+x2-1'xy+ixy+y

2-x-1 2~y
[ Y 2+2.-y =0 dir <=>

-1 ~X+1y

(2-y-2x+x2+y2)=+21y%0 <==> 2-y-2x+x2+y2=0 ve y=0 <=> x2—2x+2 =0

2

dir. Buradan x"-2x+2=0 denkleminin R de ¢tziimi olmadigindan

op(b) =¢ dir.
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? i 1} i 17 [-1 o
ne= 1= =-] ve
0 -1] L0 -] 0 -1
[ i 17 T2 21 T2i 2§ ]
mb= =
Lo -if {1 of | i 0
2 21 [i 17 T1ai 2-21)
bm= =
- -1 0] L0 -1 -1 -1

oldugundan mb # bm dir.

5.3.3. URNEK : A = €22 |, b=ie, m=e

‘ 1 0 1 0] - j-x-y 0
o(b) ;i -X -y =
m 0 1 0 1 0 di-x-y |

matrisinin tersinir olmamasinda elde edilen (x,y)eR2 dir.

1 0
0 1

'i"x’y 0 2
= =0 &) (i-x-y)*=0 =
0 i=X-y
PRI 4 . Y . . 2.2 . _
=1=iX=iy=ix+X"+xy-iy+yx+y =0 =) (=1+x"+y“+2xy)+i(-2x-2y) =0 (=
-1+x2+y2+2xy=0 ve X=-y dir. <=> -1+x2+x2-2x2 = 0 <=> 1=0 olur.

Bu miimiikiin olamayacagindan om(b)=¢ tur.

1-x 0
0 1-x

<=>o@{1} dir. Ayrica mb=bm elde edilecektir.

m-xe-= =(1—x)2=0 <=> x=1 <=3 m-xe tersinir degil

5.3.4. TEOREM : A birimli bir Banach cebiri b,meA olsun. Eger

mb=bm ve ofn) nin en az bir noktasi gercel degilse om(b) bos degildir.

Kanit : A#¢ olmak lizere A=a+iB , m nin orjinal spektrumunda gerg¢el
olmayan bir nokta ve R', A nin maksimal kapali Banach altcebiri ol-
mak lizere m,beA' olsun. 0 zaman A' niin her bir elemaninin orjinal

spektrumu A ve A' de aymidir. Gelfand teoriyle
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u(m) = r=a+ iB
olan A' den C icihe bir u homomorfizmi vardir. u(b)=y+is§ olsun.
Bu durumda - u(b-xe-ym)=u(b-xu(e) -yu(m) = y+is-x-y(a+iB)
=(y-x-ya) +i(6-yg)
elde edilir. y= 2 ve X=y~ S o koyalim. Buradan u(b-xe-ym)=0
dir. Dolayisiyla B(x,y)ecm(b) bS'lunur. Bu da kaniti bitirir.
Eger b ile degdismeli olan A daki idempotentleri iireten bi-

linen spektrumundakine benzer integrasyon teorisini gelistirecegiz.
5.3.5. URNEK : A= szz » b=e, m= B ﬂ alinirsa daha Onceki or-

neklerdeki benzer islemlerle cm(b)= {(x,y) : x+y=1} sinirsiz ve
baglantilidir. Burada mb=bm ve o(m)= {1,i} dir.
| Sonlu boyutlu durumda cm(b) nin de sonlu olup olmadi§1 soru-

su ortaya ¢ikar.

5.3.6. URNEK : A= RZ | b= [’ 0} = [" 1] olsun. Bu durum-

0 2 10

da gy(b) = {% yaricapli, ( % ,0) merkezli cember}
= {(x- -g—)z*fyz-‘-( -% )2}. o(m)={i,~i} ve mP=-e dir.

Fakat mb#bm dir.
5.3.5 Urnede gore o(m)AR = ¢ oldugu durumda m yi incelememiz ge-
rekir. A nin bu tip g]emaﬂam icin asagidaki terim kullanilabilir.
Furada, A daki baz1 elemanlar ve R® nin elemanlar1 arasinda
bir dzdeslik kuracagiz. Yani her (x,y)eR? icin
(x,y)=z=xe+ym ,
(x,-y)=z=xe-ym (5.41)
dir. o(m)NR=¢g olan m igin; (x,y)#0 <=> xe+ym A i¢inde ter-

sinirdir. Bunu daha sonra kullanacagiz. -

-
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(5.41)den z nin , ® icinde |z|=(x2+y?) 2 ve A icinde

l|z]] olmak Uzere iki normu olusur.

e 2 5up 127
- inf |z v ety
ERAR ’ ¥ z)=

pozitif sabitlerini tanimlayalim.
Eder z, R? i¢inde sifir olmayan herhangi bir nokta ise ku-
tupsal koordinatlarda z=(rcos8, rsing) ve
I|z]] =]} (rcosB)e+(rsind)m|| =r| cos8.e+sin8.m|| ve
|cosB.e+sinB.m|| =1 ve r= |z| oldugundan

vslelsl 2l vyl

(5.43)
1,1 -1
g 12| s Iz sy, |2]

olur. 5.3.5 ve 5.3.6 Urneklerin dogrultusunda asagidaki teoremi

verebiliriz.

5.3.7. TEOREM : A birimli bir gercel Banach cebiri olsun. Eger

m,beA ve o(m)NR=¢g ise her (x,y)eom(b) j¢in I(x,y)}SYzh bldir.

Kanit : (x,y)e:]R2 ve (x,y)zxe+ym=z alalim. Eger |z]>v,lIb] ise

z'1 A icindedir. Ciinki o(m)l\]2¥¢ ve (x,y)#0 oldujundan z=xe+ym

A icinde tersinirdir. Ostelik

Ioz™ sl 275 = 12 ls L vl <1 i o v
, 2

den bz~1¢ A icinde tersinirdir. Buradan ise (bz'1—e)z=b-z de A
i¢inde tersinirdir.’Dolay15y1a z ¢ om(b) dir. 0 halde

2= (x,y)eq,(b) olursa |(x,y) |y, ] b]| olmaladir.

5:3.8. TANIH : bymeA icin r (b)= sup{|(x,y) | :(%,y)ec (b)} (5.44)

sayisina b nin ®- spektral yaricap1 denir.
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5.3.7 Teoremden r_(b) ALY (5.45)
esitsizligi elde edilir.
Bilinen spektral yaricaptaki esitsizlide benzer olarak

rp(b)sl b | olmasini bekleriz. Ancak asagidaki ornek boyle olma-

digin1 verir.

5.3.9. URNEK : A=C ve ¢ gercel sayisini 0O<e<! olarak secelim.

Buna gore m=ci alinirsa Yo= é- ve b=1 alinirsa

1 1
ap(b)= (0, —-)} ve r (b)= = =

= = (> . )‘1 - (x+i -1
Yp=sup [z° j 13754' xe+ym) | ;i‘lel x+isy) '

2=t

- i ie

stp | ———| e | ——r%—gx u
(XZ 2 2)1/2

=S -——2—-27— = 8 T‘z'z

]zTB1 X +e"y lZTE1 (xC4ety?) /2

|z]=1 oldugundan X2 y2 =1 i saglayan x ler i¢in bu ifade en bii-

yiuk olmalidir. Bunun i¢cinde x=0 ve y=1 almak dojru olacaktir. Bura-
dan ise Yp= %4 elde edilir. om(b) nin elemanlar1 b-xe-ym € icinde
tersinir olmayacak sekildeki (x,y) ler oldugundan b-xe-ym= i-x-yei
=0 olmalidir. Bu x=0, y= 1- olmasini gerektirir. Buradan ise

op,(b) ={(0;E-)} elde ed111r. Ayn1 sekilde rm(b)=E'=Y2" b}l olarak

elde edilir. .

5.3.10.TEOREM: A birimii bir gercel Banach cebiri olsun. Eder m,beA
ise o (b), R? icinde kapalidir. |

Kanit: pm(b) nin acik oldugunu gostermemiz yeterlidir. (xo,yoiepm(b)

olsun. Bu durumda b-zo= b-(xoe-yom) A ic¢inde tersinirdir. A icinde

tersinir elemanlarin kimesi a¢ik oldugundan; b-zo in bir e-komsu-

Tugunda A nin tersinir elemanlari mevcdttur.(e>0)
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Her z=xe+ym i¢in

I (b-2)=(b-2) [|= llzy=z] = (xo=le+(y,yImlisl x| +Iy,=y] inl
elde edilir. Eger (xo,yo), (x,y) ye yeteri kadar yakin ise b-z, A

igindeki b-zo etrafindaki e- yaricapli kiirenin ic¢indedir. Bura-
dan (x,y)epy(b) dir. Dolayisiyla p (b) aciktir,

5.3.11. SONUCF: A birimli bir gercel Banach cebiri olsun. Eder b,meA,
mb=bm ve o(m)N R=¢ ise cm(b), R nin bos olmayan kompakt bir
alt kiimesidir. ‘
Kanit : Hipotezden ve 5.3.4 teoremden om(b) bés degdildir.5.4.5 den
om(b) sinirlidir ve 5.3.10 teoremden cm(b) kapal1 oldugundan
om(b) ® nin kompakt bir altkiimesidir.

Asagidaki teoremde o(m)N R =¢ kosuluna bir ek kosul veri-

lerek  ofm) nin-cok biiyiik olmamasi engellenmistir.

5.3.12. TEOREM : b ve m, mb=bm o{m)N R=¢ ©Ozellikleriyle bir ger-

¢el Banach cebirinin elemanlari olsunlar. Bu durumda

(2) Eger olm) ve o(b) nin her ikiside sonlu ise o, (b) sonlu-
dur.

(b) Eger o(m). ve o(b) nin her ikiside sayilabilir ise om(b)
de say11ab11irdir.'
Kanit : b, meA’ ve A', A nin maksimal komutatif alt cebiri olsun.
Eger (x.y)ecm(b) ise A' den C icine bir u homomorfizmi ic¢in

u(b-xe-ym)=0

dir. o(m)=ao+ig , B#0 , o(b)= y+is olsun.. 5.3.4 teoremin

altindaki gibi y= —%—- ve x=y-a( —%~J veya (x,y)=(y-a(—%—), g~)

alalmm. k=1,2,3,... i¢in {ak+18k} ile o(m) nin elemanlarini
ve 1=1,2,3... ig¢in {y2+162} ile o(b) nin elemanlarini géste-

relim. Dolayisiyla;
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k=1,2,3,... i¢in
0,6 §
k% %
Om(b)ﬁ{Yz '—B“k‘ > ‘-'BT(—'}

(5.46)
2=1,2,3,... i¢in
olur. Bu ise (b) ve (b) nin durumlarina bagl: olarak (a) ve (b)
yi verir.
Eder B ve M komutatif nxn tipindeki matrisler ve o(M)
gercel olmayan sayilari iceriyor ise on(B) diizlemde sonlu bir
kiimedir.

m-ANAL1T1K FONKSIYONLARIN TAEOR1St

Bu kesim Banach uzayinda analitik fonksiyonlar i¢in islenen
teoriye paralel olarak- m-spektrum icin bir teori gelistirecegiz.

Bundan boyle m, spektrumu gercel noktaya sahip olmayan bir
gercel Banach cebirindeki bir eleman olacaktir. R? deki noktalar
i¢cin (5.41) in notasyonlari kullanilacaktir.

f, R® .igindeki bir @ btlgesinden A Banach cebiri igine

’

bir fonksiyonu gosterecektir,

Eger f,(x,y) = lim Fx+ax,y) -F(x,y)
Ax >0 AX

fy(xy)= Tim F(x,ay+y) -f(x,y)
ty 0 ry

kuvvetli limitlerinin herbiri Q da sulunuyorsa ve sonuc¢taki fx
ve fy fonksiyonlari 2 dan A icine sirekli ise f foﬁksiyonuna
C'( Q) dadir diyecediz. Bu durumda asagidaki fonksiyonlari tanimla-

yabiliriz.

5.3.13. TANIM : £ C'(2) ve® da fom 'f=0 ise fye 2 da

m-analitiktir denir. Burada f.= —°—f ve f.= O f dir.
X ax Y oy
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ve (5.47)

|
|
o

Q2 QD
51
N

Q

pd

Q

«<

diferensiyel operattrlerini tanimlayalim. (Bu formiiller (5.41) den
formal olarak ¢ikar.

5.3.13 Tanimdaki kisaltiims rotasyonlar ile 3; =0,fx-m'#y=0
1z
seklinde yazilir. .

5.3.14.TANIM : 25 £1(2)= 1im (a2) " V[f(2+82)-F(2)] Timiti A icin-
82 Az> 0 '

de varsa f ye 1R2 i¢cinde bir z noktasinda m-diferensiyellenebi-~

tirdir denir.

Not : Burada Az=(Ax)e+(Ay)m bir skaler olmadidindan bu tanim bili-

nen diferensiyellenebilirlik tanimindan farklidir.

5.3.15. TEOREM : feC'(Q) olsun. Bu durumda f nin @ dc¢inde bir z

noktasinda m-diferensiyellenebilir olmasi icin gereki ve yeterli ko-

of _
sul z de 3y =0 dir.
vy of .
Bu durumda f'(z)= & (z) dir.

oz

Kanit : f' var olsun. Az=(Ax)e alindiginda f'(z)=fx(z) ve z=(Ay)m
alindiginda ise f'(z)= m-1fy(z) elde edilir. Boylece z dederinde

! = _-1 = - -1 = d ...'..a_f_.—
f (z)-fx(z)—m fy(z? > fx(z) m fy(z) 0 saglandiginda 33 =0
elde edilir.

Tersine , -%;—= fx(z)-m'1fy(z)=0 olsun. 1Tk olarak Az=(Ax,Ay) ise

[f(z+Az)-f(zﬂ-AXfx(z)-Ayfy(z)=0x(lAzl ) (5.48)
yani |pz| > 0-iken &f(z+Az)-f(zﬂ-Axfx(z)-Ayfy(z)
|82/
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gostermeyi amac¢liyoruz.
u, j'uf =1 olan A lizerinde bir gercel siirekli fonksiyonel
ve z=(x,y) ve az=(h,k) olsun.
u [f(z+A2)-f(Z)-Axfx(Z)-Ayfy(Z)]
= U f(x+h,y+k)-uf(x,y)-ufx(x,y)h-ufy(x,y)k
. = u f(x+h,y+k)-uf(x,y+k) . -

+ uf(x,y+k)-uf(x.y)-ufx(x,y)h-ufy(x,y)k (5.49)
dir.

Simdi ger;e1 dederli fonksiyonlarin diferensiyeli i¢in 0.D.T.
ni uygulayalim.

Bir 050,51 igin .
uf(x+h,y+k)-uf(x,y+k)=ufx(x+61h,y+k)h | ve

Os 8,2 1 icin (5.50)

uf(x+h,y+k)-uf(X+h,y)=ufy(x}h,y+92k)k

elde ederiz.(5;49)‘ ve {5.50) nin kombinasyonlarindan
I u|f(z+Az)-f(z)-Axfx(z)-Ayfy(z)! I
=Hufx(x+ 91h,y+k)h~ufx(x,y)h+ufy(x,y+92k)-ufy(x,y)kH

Sllu [ I, (x+0,h,y+k) =F, (x,y) || he] £, (x:y40,k)~f (x,y) | K]

=] (x+8,h,y+k) -, (x,y) || h+] fy(x,y+92k)-fy(‘x,y)ll k
= T(8,, 6,) olur.

91 ve 92 u ya baglidir. Fakat fx ve fy her ikiside slirek-
1i oldugundan yeteri kadar kiicik h ve k secebiliriz.
T(91,92)§e1h+ezk 0§91§ h<1, 058,sk<t ve {Az] ~ 0 dken
?im €47 1im €5° 0 dir.

Bu sebepten i1k olarak h ve k secersek bu son esitligin u dan
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bagimsi1z oldugunu garanti edebiliriz.

Hahn-Banach teoremi ile her bir h ve k iciny ufl =1 ve
Jul fz+az)-f(z)~ -axf, (z)- Ayf (z)]”

= f(Z+AZ)-f(Z)-AXfX(Z)'Ayfy(z) I
olan bir gercel siirekli lineer fonksiyoneli vardir.
Az + 0 iken ng1= 11’m52=0 ile
llf(Z+AZ)-f(Z)-Axfx(Z)-Ayfy(z) | seqh+e,k  oldugu yukarida-
kilerden goriilir. Bu da A i¢in (5.48) in sadland1§ini kanitlar.
Simdi (5.48) kullanarak
(AZ)'1[f(Z+A2)~f(2)]=(AZ)'1[Axfx(z)*rAyfy(Z)]m.[Az;
= (Az)'1[Axfx(z)mymfx(z)"w(|Az])]
= (Az)'1 (AzZ) [fx(z)+(Az)'!G,(]Az])] olur.

(5.47) den f'(2)= fx(z) =.%ﬁ(z)+ % m'1fy(z) = %;— (z) olduu elde

edilir® f(z)=z ise

3z _ 1 Iaz -1 3z

1 -1 . -
2c - 2L - m = —e-m m |=0 oldugundan f m-analitik ve
a3z 2 |[ax J 2[ ) g

oy

fl

'd’% (z) = % [g_)z? em 3-327.-! —;—[e+m'1m]= % [2€] =e dir. Eger

f,ge C'(Q) ve her zeQ icin f(z)m=m f(z) (5.51)
== (f.g) = g+f ve (5.52)
az
-:—-(f.g)= of —.g+f. 39 dir . Gercekten
Y 3z 3z
3 _Veralf.g), -1 a(fg)y _ 1 1af 39 . .
5z(f-9)= E([W‘g m —a‘y—} =7 ['a‘:r~9*f~ w7
af ag _ 1 of . -1 of 173g , -1 ag
K sy 9*F )} 7Ll *m ay]‘ 9+f. 5 [a_x ”" ”5:7]

- —S;.gif-g—% oldugu gbriilir. Ayn1 yolla ikinci esitlik elde edilir.
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Bu sartlar altinda f ve g m- analitik ise

af.g . 2 g +f §§-=0.g+f.0=0 olacagindan f.g de m-analitiktir.

oz 9z oz

(5.51) esitliginin her iki tarafinin diferensiyelini alirsak

o mem gg- ve g;-m=m of

f m=mf_, f m=mf —
L oxny 52 57

y * %z (5.53)

elde edilir. f tersinir ise f'1 in de m ile dedismeli oldudu agik-

tir.
-1 -1
fo(x y)-f (x,y) _ f(x_,y)-f(x,y) -
0 = ~f 1(x0’y) ° f 1(an)
Xo“X » XO'X
ve 1 -1
f(xy )=F '(x,y)  _ fx,y )-f(x,y) -
L -f 1(x,yo) 0 = £ N (x,y)
YooY YooY

oldugundan feC'(Q) ise f'1ec‘(9) dir.

8, c-1y__ =1 Of o~ B re=Ny__e=1 f -1
pf )= e ve —(f )=f 0 o f

3z 9z

olacaktir. Boylece f m-analitiktir ve f m ile degismeli ise £

var oldugu durumda m-analitiktir.

CAUCHY FORMOLO

RZ

de bir @ bdlgesi n baglantili (n sonlu) bir kiime ise
bu kiimeye diizgiindiir denir (Burada @ bir T sinirina sahiptir)
dz= dx+mdy
notasyonunu kullanalim.
Eger g:o » A (g dizgln bir bolge) C'(p) da ise
rg(z)dz= s g(z)(dx+mg(z)dy= s g(z)dx+mg(z)dy dir.
Bagit sUrek{i disiinceler ile bE integral vardir. Bu A daki

dederler ile fonksiyonlar i¢in yol integralinin taniminin genisle.
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tilmesidir. [4].
9= 1) 2" dz (5.54)
ile q¢A sabitini tanimlayalim. Kompleks degiskenli analitik fonksi-
yonlarin alisilmis teorisinde g= 2ni dir. m- analttik fonksiyonlar
i¢cin Banach cebirimizde kompleks dediskenli fonksiyonlarin teorisine
benzer olarak q nun spekturumuna bagdli bir sonu¢ elde edelim.

5.3.16.LEMMA: meA, o /mR =@ icin q ile ilgili elemanlar tersinir-

dir. Uzellikle o (p)C{ -2ni,2ni} vec (m) tamamen list yari diizlemde
kalirsa o (q)={ 2mi} dir.

Kanit: A', m yi'iceren A nin bir maksimal de§ismeli altcebiri olsun.
u: A' > € icine bir homomorfizma olsun. of{q)= s2mi oldudunu gdster-
mek yeterlidir. u carpimsal ve Tineer oldugundan

u(q)=(z[£1u((xe+ym)"1dz) =!z!é1 u((xe+ym)'1(dx+mdy))

=[z|£1 ut(xe+ym)'1)(dx+u(m)dy) =lZ|£1 {u_(xe~1-,\/m))'1 (dx+u(@)dy)

s, — (d d
|z]=1 x+yu(m)( x+u(m)dy)

elde edilir.g(m) N R=g oldugundan u(m)=A=a+iR (R# 0)-oisun. Bu du-
I .

rumda u(q)-‘2|£1—§:§x (dx+Ady) dir.

TexayAZE+in  (E=xsya, n=yB) x=£- g Ly= -

d%= dx+Ady .olsun. Bu durumda C, z-diizleminde |z|=1 in goriintiisi o1-

2,2

mak lzere u(q)= S %7-dcdir. |z]=1 ise x“+y“=1
C

(£~ F)? +(g-)% =1,
2.2
B &

dir. LHS. Eve n da taniml1 bir quadratik formdur. Boylece C orijjin

- 2@8€n+(1+a2)n2 =62

etrafinda bir elipstir.
E=x+yo , M=y 8
denklerinden z ler |z k1 iizerinde pozitif yonde hareket ederken,
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C elipsi civarinda B>0 iken pozitif yonde
B<0 iken negatf yonde
hareket ettigi goriulir. Bu sebepten u(q)=2mi(sig8) dir. Bu durumda
otq) {-2ni, 2ni} ve o(m) Ust yar: dizlem ise o(g)=2ri dir.

5.3.17.S0NUC: 5.3.16. Lemmanin hipotezleri altinda eder o{m)C UHP

(ist yar1 diizlem) ise n quasinilpotent oldugu zaman q= 2rie+ n dir.
Kanit: Eder u, A dan € ye bir homomorfizm ise

u(q-2rie) =ulqg)-2ni u(e)=2ri-2ni=0 dir. o{q-2rie)={0} ve gq-2nie=n
olur.(quasinilpotentlikten)

53.18.TEOREM (Cauchy teoremi): f, Q dam-analitik ve T, T Q olan bir

diizgiin alt bdlgenin sinir1 olsun. Bu durumda

Jf(z)dz=0 (5.55)
T
dir.

Kanit: u, A lizerinde bir lineer siirekli fonksiyonel ise

u(y fdx) = fu(f)dx = f(Uof)dx+Lg;dy (Green teoreminden)
r T T
P Q

= éf(Qx-Py)dxdy =éf -(uof%,dxdy =-éf u(fy)dxdy

dir Benzer seii]de

u( smfdy) = f u(mf)dy+_0.dx (Green teoreminden)
T T
Q P

= IJ(QX-Py)dXdy =[f m(uof)xdxdy¥ ffu(mfx)dxdy
Q Q Q

elde edilir. Boylece fx=m'1fy veya mfx—fy=0 1 kullanarak

u(s fdz )=5 u(f)dz = su(f)(dx+mdy) = Sfu(f)dx+u(mf)dy
T T T p Q

= gfzf(Qx-Py)dxdy = {Zf(‘umfx)-u(fy))dxdy

=éf u(mfx—fy)dxdy =0
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bu her u i¢in dogru oldugundan

Ji(z)dz=0

T
dir.

s=(& n)zge+nm ile ds=edf+mdn notasyonu asagida kulanilacak-
tir.

5.3.19.TEOREM( Cauchy integral Formiilii ): f, 2 da m-analitik ve

feC(2) olsun (I @ nun siniri). Bu durumda  daki sabit z icin
f(z)=q'1 Fis-2)"" £(s)ds (5.56)
Kanit: Bu dUsUnc£1erden dolay1r f nin m-analitikliginin kabuli ye-
terlidir. @ da sabit z ve Q€c1kar11m1$ z noktasi etrafinda € yari--
. ¢apl1 bir kiicik diski ile @ da bdlge olsun. (5.55) i QE btlgesine

uygulayarak Cauchy teoreminde z ile s yi ve f ile (s-z)'1f(s) yi

yerdedistirirsek
S(s-2) Vf(s)ds=  f(s-2)"£(s)ds (5.57)
r |s-z| =€

olur.

f(s-2)"Yds= ss7! ds=q oldugundan

|s-z|=¢ ls|=¢
| r(s-2) ' (s)ds-pf(2) || = n (s-2) " (F(s)-F(2))ds |
|s-z|=¢ : s-2|=¢

A

I (s=2) " IECs)-F(2) | 1 ds |
s-z|=¢

-.z-
f, C'(Q) da oldugundan bu son ifade de ¢ ~ 0 iken ifade

s Y2Y1“S_2|£€ls-zl-1Hf(s)-f(z)}llllds] y1y2(2H15up‘H f(s)-f(z)|

s1fira yaklasir ve (5.57) den (5.56) elde edilir.

5.3.20. TEOREM (1iouv51]e Teoremi) : f, Ig nin her noktasinda

m-analitik ve simirly ise f fonksiyonu sabit bir fonksiyondur.
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Kanit:T @, Remax(|zy]s]z]) yaricapli merkezi sifirda olan pozitif
yonlendirilmis bir cember olsun. Cauchy integral formiliinden
1’(21)=q'1 g(s-z)'1f(s)ds . f(zo)=q'1 {(s-zo)'1f(s)ds dir.
I fz)-fzg) | =] a7 %l(s-z1)'1-(s-zo)'1 |£(s)ds) |
<107 Iz~ (572D (5-20) 7 (5-2) s)es
sEa7 I 1 (zyzg)smz) T sz (s)as

S P N AN N LOY T

s11a7 I8 ¥B 12yzg) s —L92 L

I |s-z,{[s-z;]
a2 20 2z s |ds |
u q-1llY; :2” 0 e ey DO - izgD
JaIvimlazl
(R-IZ”)(R"IZUD '

R+ iken | f(z1)-f(zo)]]§0 olacagindan f(z,)=f(z;) dir. Buna

gore f fonksiyonu sabittir.
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