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uzEr

Serbest tlirev ve dugiim polinomlari hakkindaki bu ¢alismada
izlenen plan asagidaki gibi bzetlenebilir;

I. Bdlimde, serbest grup ile ilgili On bilgiler sergilendi.

11, B6lumde, dudiim ve diiglm problemiyle i1gili tanim ve teo-
remler sergilendi.

I11.B61limde, grup halkasinda Fox'un tanimladidr serbest
tlirev ve yUksekzmertebeden serbest tiirev kavramlari verildi. Bu kav-
ramlarla uyusacak‘sekilde baz1 teknikler ve bazi tzellikler sergi-
lendi.

IV. Bgliimde, Kn-Kelebek diiglimii ve Pretie] diigiimiiniin serbest
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SUMMARY

In this study, the summary qf the free derivations and
the knot polynomials has been given in this flowing plane.

In chapter I, the background knowledge concerning the
free group has been given.

In chapter 1I, the definations and theorems concerning
the knot and knot problems have been given.

In chapter III, in the group ring; the free derivation
and heigh order derivation concept defined by Fox have been
given. Some techniques and characteristics that are appropriate
with those concept have been exhibited.

In chapter 1V, knot bolynomia]s and Alexander matrixs of
Kn-Butterfly knot end pretzel knot have been calculated by free

derivation.
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GIR1S

Her G carpimsal grubuna ilistirilen grup halkasi i¢in <
tamsayilar halkasina gére ZG grub halkas1 teskil edilebilir. ZG

nin bir elemani, G nin elemanlarini tararken z;ﬁ agg toplam ile
g

verilir. Burada a_ tamsayisi, sonlu sayida g haric s1fira esitdir.

g

ZG i¢cinde toplam ve carpim sirasiyla sOyle tanimlanir,

za g +=zbgg =3 (ag+bg)g

(zagg)( zbgg) =3 (zhag'ﬁﬂ by) ¢ dir.

Z nin a elemant ZG nin a.1 elemani ile dzdeslenir ve G nin
g éﬂfman1 ZG nin 1.9 eléman1 ile 6zdeslenir. Boylece Z ve G ZG nih
alt kiimeleri olarak goz oOniine alinir. .

H grubu i¢ine G grubunun bir - homomorfizmi ZG nin ZH ici-
ne halka homomorfizmini olusturur. Bu halka homomorfizmi grup homo-
morfizmin1h lineer genislemesi olur. ve V¥ ile gbsterilir.

¥ (Zagg)= Ia dir,

&
G herhangi bir grup ve V¥geG i¢in o(g)=1 ile tanimlanan
0:6 + Z doniisiiminii goz oOniine alalim. 0:ZG -~ Z halka homomorfizmi
olmak lizere o' nun tek genislemesine asikarlayici.denir, yani
oz "igi)=2 n; olur.
(1953, 1954, 1956] da R.H. Fox serbest diferansiyel hesap-
lamada cebirsel bir temel ve teorinin genellemesini vermis ve onu

grup halkasinda kullanms. [1973] de J. Birman, <§]',s..,sm'> R

F=<s],sz,...,sn> nin bir tabani1 “olmas i¢cin gerek ve yeter kosul



35 .
(—1) Jakobieni ZF lizerinde tersinir olmasidir, teoremini ispat-
35 ‘

J
lamis. Daha sonra f198ﬂ de Burde, G-Zierhang,H. analizdeki bileske
fonksiyonun tiirevine benzer sekilde serbest tlirevi uygulamis.
R.H. Fox tarafindan serbest tiirev sdyle tartmlanmistir. Bir
ZG arup halkasinda tiirev, asagidaki kosullari sagliyorsa A:ZG - ZG

doniistimii olarak adlandirilir.

A(E)A+ A(n)

1) a(g+n)

2) A(E n) = A(EM%+EA(N), E,me Z6

Buradaki o doniisimi augmentation didealdir. G nin elemanlari i¢in

2 daha basit sekle indirgenir. g,heG ic¢in

3) alg.h) = a(g) +g a(h)

K uzayda diizglin pozisyonda bir diuglm ve aeP(K) lizerinde bir
¢ift nokta olsun. a'ya ait olan {ist ge¢it noktasini tasiyan dogru
parcasina a'ya ait Ust ge¢it denir. Yine a'ya ait olan alt gecit
noktasindan EE;R+ uzakliginda bulunan iki dodru parcasina a'ya
ait alt gecitler denir. O halde p(K)'ya ait her ¢ift nokta lize-
rinde K'nin ¢ dodru parcasi lst ve alt ge¢itler olarak adlandi-
ri1ir. Buradaki alt ge¢itlerde I. ve II. alt gegitler olarak su se-
saga dodru ise iist gecitin Ustiinde kalan alt gec¢ite I. alt gecit,

altinda kalan alt ge¢ite de II. alt geg¢it adi verilir.

I. Alt ge¢it (Xi)

5> Ust gegit (Xi)

II. A1t gecit (xk)



Herhangi bir diigiimlin 1. ge¢it noktasina takilan bu lic dogu-

s sree

ray X xj, Xk ise diglim grubunun 1. bagintisi r1.=x1.xjx1.xk sek-

linde yazilir. Bu bagintinin degiskenlefine gore serbest tiirevieri

Ezi = 1- x.x.ii
axi 1.
L

axj

T L iR
axk %3517k

Bu ifadeleri su sekilde dzetleyelim.
lr“

1-t u indisli doguray iist gecit ise
ari ari ay i

oy —) = ( -——) = t u indisli doduray 1.alt gecit ise
oX axu

-1 u indisli doduray II.alt ge¢it ise

se s

K dlizgiin pozisyonda n geg¢it noktasina sahip bir diiglim olsun.

G= {XT’XZ""’Xn : r],rz,...,rn} dugim grubu i¢in Alexander

matrisi; ~ -
R P
SX] axz o axn
2 2 2
Blryaraaees by ay | (5) S g
A =(aij)"( "2 n))= 04 X1 o,
g ze) | s :
or &Y or & o OY
n n n
( 879- ( ax ) * e ( BT_)
1 2 n
- -

Alexander matrisinin her elemaninin kofaktorlerinin mutlak dageri-

ne Alexander polinomu denir. Yani A(t)= !Aij] dir.



Fbxf un serbest tiirev kavram1na gore n tek ve ¢ift indis-
14 Kn-Kelebek digiimiiniin ve pretzel dﬁgﬁmﬁnﬁn Alexander pb]inom]a-
ri s1ras1y1a “ | ' .
By (1) = (ne1)t-(3ne) 3+ (an+1) 2= (30410t +(n+1)
A2n+1(t) = (n+1)t4-(3n+1)t3+(4n+3)t2-(3n+3)t+(n+1)
At) = 6t2-11t46

seklinde bulundu.



I. BOLOM

GENEL BILGILER

1.1. SERBEST GRUPLAR

Serbest gruplar, gruplar teorisinde koordinat sisteminin
analitik geometride oynadi§i role benzer bir rol oynar. Analitik
geometride incelenen geometrik sekil bir veya daha ¢ok denklem
ile ifade edilir. Bu denklemler se¢ilen koordinat sisteminin ek-
senlerini temsil eden dedisik harflerle yazilir.

Grup temsilleri ig¢in serbest gruplarin tanimini yapmaya

calisalim.

1.1.1. TANIM : X, bir (G,.) grubunun bir alt klmesi olsun. Eder
G grubunun her elemani, X kimesinin elemanlarinin pozitif ve ne-

gatif kuvvetlerinin bir carpimi olarak yazilabiliyorsa, yani,

G= Ct] OLZ Qn
= Gp(X)— {xix =gy .9y “e.v g, gieXsa LEZ)

ise X kimesine G grubunun bir doduraylar kiimesi denir.

1.1.2.TANIM ¢ Bir serbest do3uraylar kiimesine sahip olan bir gru-

ba serbest grup (free group) denir.

1.1.3.TANIM : Kuvvet sayisi a olarak (o#0) verilen herhangi bir

kimeye alfabe denir ve A ile gdsterilir.

1.1.4. TANIM : Alfabenin elemanlarina harf denir.

1.1.5. TANIM : a, alfabenin bir eleman1 olmak Uzere a.a...a=a"

ifadesine bir hece denir. Burada neZ olup, a’=1 ve a—n=(a-])n

demektir.
-1 -



1.1.6. TANIM : Hecelerin yan yana siralanms sonlu bir ifadesine

bir kelime denir.
K=aba~2a?cd3a ¢!

bir kelimedir. Her harf bir hece, her hece bir kelimedir. Bir ke-’

Timenin i¢inde ayn1 hece ardarda tekrarlanabilir. Hi¢ bir hecesi

olmayan bir kelime vardir. Ona bos kelime denir ve 1 ile gosteri-

lir.

1.1.7. TANIM : K(A), A alfabesiyle yazilabilen 'bUtﬁn kelimelerin
kimesine kelime hazinesi denir.k, meK(A) olsun.

km = k‘m

kelimeleri ardarda yazma, K(A) ilizerinde bir c¢arpma islemidir,

1.1.8. TEOREM.: Bu carpma ile K(A) bir yari gruptur.

ISPAT: G.1. Kapalilik aksiyomu: k,me¥(R) iken, kmeK(A) dir.Yani
km de bir kelimedir.

G.2. Birlesme aksiyomu: k,m,neK(A) olmak lizere, k{mn)=(km)n=
kmn olup birlesme aksiyomu asikar olarak sajlanir.

G.3. Uzdeslik elemanin varligi: 1eK(A) olup 1.k=k.l=k
oldugu asikardir. Boylece (K(A),.) bir yarigruptur.
kelime.kelime=bos kelime olmadi1§indan, G.4., 4. grup aksiyomu sag-
lanmaz. Sadece, bos kelime. bos kelimes bos kelimedir. Yani, 1.1=1
olup 1 bos kelimesinin tersi vardir. Dider kelimelerin tersi yok-

tur. Kelime hazinesi bir grup dedildir.

1.2, SERBEST GRUBUN INSASI

Bu kisimda K(A) kelime hazinesinden F(A) ile gbsterece§imiz

serbest grubu insa edecediz.

1.2.1. TANIM. I.TIP:'u=w]a°w2 ve V=WiW, olsun. Buna gore v keli-

-2 -



mesi, u kelimesinden I. tip bir biiziiime ile elde edilmistir, ter-
sine u kelimesi v kelimesinden I. tip bir genijleme ile elde edil-
mistir. denir.

I1.T1P: u=w]axayw2. v=w]ax+yw2 olsun. Buna gore, v keli-
mesi, u kelimesinden I, tip bir biiziilme ile elde edilmistir, ter-
sine u kelimeside, v kelimesinden II. tip bir genisleme ile elde

edilmistir denir.

1.2.2.TANIM : K kelimesindeki hece sayisina da K kelimesinin u-

zunludu denir ve L(K) ile gdsterilir.

1.2.3;IANIM : Eder bir u kelimesi bir v kelimesinden I. tip ve

I1. tip biiziilme ve genislemelerin sonlu bir dizisi ile elde edi-

lirse, u kelimesi, v kelimesine denktir denir ve w yazilir.

1.2.4, URNEK : u=b'2a°ac2c'1da°c~b'2ac2c'1&éocmb'zacdaocwb'zacdc=v

olur. Yani u ve v kelimeleri denktir.

1.2.5. TEOREM *: Kelimelerin denkligi, K(A) kelime hazinesi uze-

rinde bir denklik bagintisidir,

tSPAT: D.1. Her ueK(A) i¢in, usu olup yansima saglaniyor. Bura-
da sifir sayida biiziilme veya genisleme vardir.
D.2. ww ise, wvw olup simetri 6zelligi vardir.

D.3. uw, wwt ise, urt gecisme 0zelligi vardir.

1.2.6. TANIM : [u]= {xeK(A): unx} kiimesine u kelimesinin denklik

s1nif1 denir.

1.2.7. SERBEST GRUPLARIN BAZI UZELLIKLER? :

1. x,yeF(A) gibi verilen iki kelimenin eslenik elemanlars

temsil edip etmedigini tayin etmek i¢in bir sonlu algoritma gelis:

-3 -



tirilebilir,
2. Rank1 n olan bir serbest grup n den daha ai sayida ele-
man tarafindan meydana getirilemez.
3.y, xyx'], xzyx'z,.... xyx™M,... elemanlar F(x,y)=F, nin
bir alt grubunun serbest doguraylar kiimesidir. Buradan, ranki n o-
1an herhangi bir serbest grup -m>2 olmak lizere Fm 1i¢ine izomorf
olarak resmedilebilir. Yani Fn -+ Fm dir,
4.a. Bir serbest grubun her alt grubuda serbesttir.
b. Bir serbest grubun (1 haric) mertebesi sonlu olan ele-
mani yoktur.
c. Bir serbest grubun iki elemani yer defistirme Gzelligi-
ne sahip ise, onlar i¢lincli bir elemanin kuvvetleridir.
d. Eger u.veF(A) igin u™=v"velm.n)=1 ise, bir weF(A)
elemant i¢in, u=w", v=W" olur. ‘ _
e. Sayet u.v.u=v ise u=1 olur.
5.u.u®,v,vVEF(A) olmak tizere u v u v leu'viu' "=l #1
ise u ve U elemanlarinin yer dedistirme 6zelligini gostermesi
gerekmez. Yani, genellikle uu'= u'u degildir.
1.2.8. TANIM.:"G bir grup ve a,beG olsun. Eger, bir ceG igin,

b=c”!

at ise, b ye anin eslenedi denir.

1.2.9. TANIM : B herhangi bir G grubunun doguraylar kiimesi olsun.

H, herhangi bir grup ve
V: B+ H
herhangi bir doniisiim olsun. Bu ¥ bir
| h:G~>H
homomorfizmine genisletilebilirse, B kiimesine G grubunun serbest

doguraylar kiimesi (free basis) denir.

-4 -



1.2.10. TANIM : A kiimesinin eleman sayisina F(A) serbest grubunun

rank denir. Yani, Rank (F(A))=]A| dir.

1.2.1.1. TEOREM : Herhangi bir grup bir serbest grubun bir hemomorf

resmidir.
$SPAT : G herhangi bir grup olsun ve B,G grubunun bir dojuraylar

kiimesi olsun.

|A|Z|B] olan bir A alfabesi ve F(A) serbest grubunu gbzoniine ala-
Twm. ‘ :
A-———Jﬁ F(A) ‘
v lh
B‘--i“-"§ G

1. © Diyagram

Daima, ¥ :|A|]—S3B (Ustiine) fonksiyonu vardsir.

1 0 v:[ A}l o6

epimorfizmine genisletilebilir. Bu ise teoremin ispatini verir.

1.3. GRUP TEMSILLER!

1882 yailinda Dyck tarafindan ortaya konan grup temsili kav-
ram kisaca sdyle tarif edilir. G, bir grup olsun. G nin bir |
X=‘{g].gz,..., gn} alt kimesi onun doguraylar kimesidir ve doguray-
lar kiimesinin elemanlari arasinda

r1(g,95,...) =1 ; rz(g],gz,...)=1
denklemleri vardir. Bunlara tanimlama bagintilari denir. G nin ele-
manlari arasinda diger her dodru badinti bu bagintilardan ¢ikarila-
bilir.

1.3.1. TANIM : X, bir G grubunun doduraylar kiimesi R, F(X) serbest

grubunun bir alt kiimesi ve N, F(X) in R ile dogfulan normal kapa-

-5 -



n1s1 (consequence) olmak lizere, G= F(X)/N ise, (X:R) ¢iftine
G nin bir grup temsili denir.

Eger, (X:R), G grubunun bir temsili ise, G=|X:R| vyazariz.
Yani, f bir izomorfizm, dveh dodal homomorfizmler olmak iizere a-

sadidaki 2. diyagram tutarlidir.

F(X)
\j
*L;, ™
IX:R| § G

2. Diyagram f.h=d dir.

1.3.2. TANIM : Eger X ve R kimelerinin fkiside sonlu ise,

(X:R) grup temsiline sonludur ve eder bir G gurubu en az bir
sonlu temsile sahip ise, G ye sonlu olarak temsil edilmistir
denir.

1.3.3. ORNEKLER :

(a.b:a,b); (a,b:[a,b]); (a,b:a®b?,ad3,...)

temsillerinin i1k ikisi sonlu, digeri sonlu degildir. Bu temsil-
lerin gruplart sirasiyla asikar grup, iki dodurayli Abel grubu ve
sonsuz devirli gruptur. Ayrica n. mertebeden sonlu devirli grup
Zn=lt:th=1]=|x:nx=o}
ve liclincli dereceden simetrik grup
S3=|x,y:x2=y3=1, xy2=yxl olur.
olur. Asikar grup

E=F,= B

ile temsil edilir.

1.4. TEMSIL TiPLER::

Dedisik temsillerin ayni grubu verip vermedidi problemi

-6 -



asadidaki Tietze denklikleri ve Tietze teoremi ile ¢oziliir.

1.4.1. TANIM : N,G grubunun bir alt grubu olsun. Eger

aN = Na
ise, N grubuna, G grubuhun normal alt grubu denir. Burada, aN,
sol-yan kiimesi, acG sabit, 'xeN dedisken olmak iizere, biitiin ax
elemanlarinin kimesidir, Yani,

aN = {ax : xeN}
dir.

1.4.2. TANIM : S, bir G grubunun herhangi”Eir alt kiimesi olsun.

G nin S kiimesini ihtiva eden biitiin normal alt gruplarinin arake-

sitine S nin normal kapanisi denir.

1.4.3. TANIM : (X:R), (Y:S) 1iki grubun temsili ve F(X), F(Y) sira-

_s1yla X ve Y Kkimelerinin dogurdugu iki serbest grup olsun. Eger,
f : (X:R) > F(Y)
homomorfizmi R yi S nin normal kapanisi i¢ine dﬁnUstUrUyofsa ,
' F ye bir temsil fonksiyonu denir ve
f o (X:R) » (Y:S)
yazilir, '

1.5, TEMSIL FONKS1YONLARININ UZELL1KLER:

1.5.1. TANIM : f,g: (X:R) - (Y:S) iki temsil fonksiyonu olsun.

Eger, her aeX idc¢in f(a,g(a)), S nin normal kapanisina ait ise,
f temsil fonksiyonu g temsil fonksiyonuna benzerdir denir ve fag

yazilir. Burada ve bundan sonra a, al demektir.

1.5.2. TANIM : (X:R) ve (Y:S) temsilleri verilsin Eder;

gf=1 ve fg=1 olacak sekilde

f
(X:R) < (Y:5)
g

-7 -



temsil fonksiyonlari Varsa. (X:R) ve (Y:S) temsilleri ayni tip-
tendir. Ayrica f ve g temsil fonksiyonlarinin her birine bir

temsil denkligi denir.

1.6, TIETZE DENKLIKLER: :

1.6.1. (X:R) herhangi bir temsil o1sun. Ayrica S, R den elde edi-
Ten bir kelime olsun. X=Y ve S=RU{s} olmak izere (Y:S) temsili
disuntilirse, R nin normal kapanist S nin normal kapanisina esit
olur. Boylece;

I, : F(X) > F(Y)
dzdeslik donisumii bir

Ty & (X:R) > (Y:8)

temsil fonksiyonu tanimlar.

1.6.2. Benzer sekilde,
T

¢ (Y:S) > (X:R)

)

temsil fonksiyonu,

I, : F(Y) - F(X)

d

yardimi ile tanimlamir.

T1 ve Tg fonksiyonlari asikar olarak birer temsil denkligidir.

1.6.3. Bir (X:R) temsili alalim. yeX ve keF(X) herhangi bir
kelime olsun. Y=XU{y} ve S=RU{yk"]} olmak iizere (Y:S) temsilini
diisiinelim ayrica,

T2: F(X) > F(Y)
yi her xeX i¢in Iz(x)=x ile tanimlayalim. 12. Ryi S nin

normal kapanisi i¢ine doniistiiriir. Boylece,
IZ:F(X)'* F(Y); Tz:(X:R)-+ (Y:S)

-8.



bir temsil fonksiyonu tanimlar.

1.6.4. I, : F(Y) ~+F(X) fonksiyonunu her xeX icin Ig (X)=x
ve I2 (¥)=k ile tanimlayalim. Ié » S yi R1= RU{1} lizerine doniis-
tiirir. 0 halde ‘

I, :F(Y) +F(X) bir Ty :(Y:) +(X:R)

temsil fonksiyonu tanimlar. T£ ’TZ ve T2.T£ temsil fonksiyon-
lary sirasiyla (X:R) ve (Y:S) temsillerinin tzdeslik donusiim-

leridir. Yani, T, ve Té temsil denklikleridir.

1.6.5. TANIM : Yukarida bahsedilen T], T{ R T2 ve Tz' temsil

denkliklerine Tietze denklikleri veya Tietze islemleri denir.

1.7. SERBEST CARPIM :

“1.7.1. TANIM : (a], 8gsees r],...) ve (b], bz,...:s1,...)

temsilleri ile birlikte A ve B gruplari verilsin. Burada (a],...)
ve (b],...) kimeleri sirasiyla A ve B gruplarinin doguraylari
kiimesidir ve (a],...) ile (b]....) ayriktir. A ve B gruplarinin

AxB ile gosterilen serbest carpimi
AXB = (a-l,.-., b],...i l"-l,..., S]’..Q)
temsilinin grubu olarak tamimlanir.

1.7.2. TANIM : A ve B gruplarina AxB serbest carpim grubunun

carpanlari adi verilir.

1.7.3. URNEK : Fn=|x:xn=ll ve Fﬁ= ly:ym=1| devirli gruplarinin

serbest carpim
n m
FoxFo= [X.y:x7=1, y'=1]

dir. Bu grup sonlu degildir.



II. BOLOM

DOGOM VE DUGOM PROBLEM1

2.1. DUOGOM KAVRAMI

3

2.1.1. TANIM : f: S~ R° fonksiyonu bir S ¢emberinin, R3 uzayi-

nin bir alt uzay1 olan k=f(S) listline bir yerlestirme fonksiyonu

1

(enbedding) olsun. Yani, f:S K ve f ': K =S fonksiyonlar:

birebir Ustline ve slirekli ise, K kiimesine uzayin basit kapali bir

sowee

3

Burada R” ile (x,y.z) sirali gercek sayi Ug¢lilerinin

olusturdudu Ug¢ boyutlu Euclid wuzayil ve S ile de,

S {(x,y.z)eR3:x2+y2=r2, z=0}

alt uzayi, yani, bir cember gdsterilmistir.

sswye

2.1.3. TANIM : K= f(§8) ve L=g(s) wuzayda iki diigiim olsun. Eger

h(k)=L olacak sekilde bir h:R3 > R® homeomorfizmi varsa, K di-

se _se

-----

2.1.5., TANIM : Bir cemberin veya onunla ayni denklik sinifinda

seases 4w e g™ leemse

2.1.6. TANIM : p:R3 > R3, p(x,y,z)=(x,y,0) ile tanimlanan fonk-
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siyona paralel (dik) ~ -izdiisiim fonksiyonu denir.

""" 3—)- R3 de

paralel izdiisim fonksiyonu olsun. p(K) lizerinde alinan herhangi
bir a noktas1 ig¢in eder, a noktasinin p altindaki goriintiileri
ile K nin ortak oldugu noktalarin sayisi1 1 den fazla ise, yani,
lp'](a)r1K|>1 ise, a noktasina p(K) izdlisiiminin katl1 bir nok-
tas1 ve n=fp"](a)€“\K(say1s1nada a noktasinin katl111k mertebesi

denir. n=2 ise, a ya gecit noktas1 denir.

2.2. REGULER 1ZDUSOM VE REGOLER POZISYON

2.2.1. TANIM : K uzay icinde bir dugum ve p:RS - R3 paralel iz-

disiim fonksiyonu olsun. Eder.

1. p(K) dzdistimiiniin %at11 ncktalari yalniz sonlu sayida
iki katli noktalar ise,

2. Higcbir iki katli nokta K diiglmine ait bir dogru parca-
sinin kdse noktasinin p altindaki resmi dedilse, p(K) izdlsii-
mine K diiglimiiniin regiiler izdlstmi denir. Eger, p(K) izdislmi
regiiler ise, K duglimi uzayda regiiler pozisyondadir denir.

se e

s1 p(K) izdusimii Gzerinde bir katl1 nokta olsun. Bu durumda a
noktast K diiglimine ait iki noktanin resmidir. Bu noktalardan
z-koordinat1 biiylikolana iist ge¢it noktasi, z-koordinati kiiciik ola -

nada alt gec¢it noktasi denir.

2.2.3. TANIM : Regiiler pozisyonda bulunan bir K dudimi ile kugclik

bir pozitif sayisi gozonine alinsin. A ile K dugiimine ait

ve K diguminin her alt gecit noktasindan uzakligr & den Kkiciik

-1 -



olan noktalarin olusturdugu dodru parcalarini gosterelim. 0 zaman
p(K-AE) kimesine K duglminiin normal izdusimi denir.

2.2.4, TANIM : K uzayda regiiler pozisyonda bir dudim ve x, p(K)

lizerinde bir iki katl1 nokta olsun. x noktasina ait olan ist ge-
¢it noktasini tasiyan dogruya x e ait list gegcit denir. Yine x e
ait alt gecit noktasindan & uzakliginda bulunan iki dodru parca-
sinada x noktasina ait alt ge¢itler denir.

Herhangi iki katli nokta i¢in list ge¢it olan dodru parcasi

diger bir iki katli nokta ic¢in alt gec¢it denir.

ooooo

.....

.....

denir.

2.3. DOGOMON YOUNLENDiRILMES}

ssarse

.....

.....

3 3

yi tersine ceviren bir esyapl donisimi h:R® -+ R” altinda h(K)=K
ise, K duglimiine iki yanli denir.

2.3.3. TANIM : r:R3 4-R3, r (x,y,2)=(x,y,~z) dile tanimlanan yan-

s1ma fonksiyonu altinda bir diiglimiin resmine o diiglimin ayna resmi

denir.

Sekil.1 de yonca yapragi duguminiin ayna resmi gorulmektedir.

-12 -



ep

Sekil 1

2.3.4. TEOREM : Herhangi bir K diifimiiniin iki yanli olabilmesi icin

gerek ve yeter sart, uzayda yonlendirmeyi koruyan bir es yap1 do-

sumi altinda K nin kendi ayna resmi lizerine resmedilebilmesidir.

20 waa

meyi koruyan h:R3

+ R3 gibi bir esyap1 doniisiimi varsa ve onun
K ya kisitlanmast K nin yonlendirmesini tersine ceviriyorsa K
digimiine tersine denktir denir

-----

ni disinerek baslayalim. Sekil. 2. yonca yaprag: digiminiin iki
canlandirilmasini gosterir. Sekil. 2.a. yonca yapragdtr diuglmiinin .

¢ boyutlu uzayda gercede uygun olarak kalinlik, yodunluk gibi fi-
ziksel Gzellikleri tasiyacak sekilde bir halat gibi resmedildi.
sekil.2.b de ise gecit noktalarinda cakisan, ic siirekli diizlemsel
parca ihtiva eden sematik bir temsil vardir. Bu temsil bir teorinin

insasina izin verir
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sekil 2

2.3.7. TANIM : K uzayda regliler pozisyonda bir diiim olsun. K nin

paralel izdisum fonksiyonu altinda diizlemdeki izdusumine K nin ev-

reni ad1 verilir.

2.4, DOGOM GRUBU

2.4.1. TANIM : K, S3 icinde regiiler pozisyonda bir dugi

3

peS”-K olmak lizere p noktasinda baslayip p noktasinda biten tiim
kapali egrileri gozoniine alalim. Bu egrilerin homotopi siniflari,
herhangi iki egriyi birbiri arkasina eklemeye dayanan bir ikili
islem altinda bir grup teskil eder. Bu gruba birinci homotopi gru-
bu veya esas grup denir ve G=n](S3-K,p) ile gosterilir. p taban
noktasina biliziilen kapali egrilerin homotopi sinif1 grubun Gzdes-
1ik elemanidir. Bir eleman: temsil eden z1t ydnde yonlendirilmis
kapali edrilerin homotopi sinifi o elemanin ters elemanini verir.
Dugiim  grubunu bu]mak.icin iki esas yontem vardir.

1) Dehn Yontemi

2) Writinger Yontemi
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2.4.2, TANIM : Bir K diiguminin regiiler diyagraminin bglgeleri,

bys byseces b

n olsun. tzdiisiim dizleminin yukarisindaki bir‘psR3-K
taban noktasinda baslayan, bi bolgesinden izdiisiim diizleminin ar-
ka tarafina gecip bo yoluyla, tekrar p ye donen egrilerin homo-

topi siniflary dugim grubunun doguraylari olarak alinir. Sekil.3 de

Sekil 3

Benekli iki bolgeye ait doguraylar (s.t) olmak iizere bir ge-
¢cit noktas1ndakj 4 bolgeye karsilik gelen doguraylar (sytyu,v)
olsun. Asagidaki Sekil.4 de goriildigi gibi stuv=l dir. Bu bagin-

t1 grubun bir bagintisidir.

Sekil 4
- 15 -



Her ge¢it noktasi igin, (stuv=1) seklinde esitlikler yazi-
Tirsa dugiim grubunun biitiin bagintilari elde edilmis olur. b0 bol-
gesine komsu gecit noktalarindaki bagintilar sadece lic elemandan
olusur. Cunkii bo bolgesine gidip yine bo bGlgesinden p &e biizii-
lebilen kapali bir edri birim elemani temsil eder.

2.4.3. TANIM : Yonlendirilmis n gecit noktali normal diyagram

ile bir K diigimiinli gozoniine alalim. Bu diyagramda iist gecitlere
karsilik gelen n tane egri parcasi vardir. peR3-K noktasinda
baslayip p de biten ve iist ge¢itleri basitce halkaliyan kapalr
egrilerin homotopi siniflari. K grubunun dojuraylardir. Bu do-
guraylar normal diyagramdaki egri parcalari lizerine konulan kiiciik

oklarla belirtilir.

Sekil 5
Her Ci(1=],2,3,...,n) gecit noktasinda bir baginti su se-
kilde tayin edilir. Ci deki Ust gecite ait olan x,y,z doduray-
larinin temsilci egrileri'dUQUmUn yoni ile sol el sistemi teskil

edecek sekilde yonlendirilir.
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¢, etrafinda bir okuma yoni se¢ilir. x,y,z doduraylarinin
birinden baslanip her bir dourayin yoni secilen yon ile ayni ise
dojuray aynen z1t ise dogurayin tersi alinir. Bu carpimin 1 e yani
Ozdeslik elemanina esit o]dugu‘96r61Ur. Yani;

zxyx=1 => Xxyxz=l

=>  XzX=y

olur.

Sekil 6

Bu badint1 xzxy=1 => y=xzx seklinde yazilabilir. y dogu-
rayl1 z nin x e gore eslenigidir. Yani, her doduray bir diger do-
gurayin eslenigidir. Her gecit noktas1 icin yazilan xzxy=1 seklin-
deki esitliklerin, hepsi bu grubun Kritinger temsilinin bagintila-

rini verir.
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111. BULOM

SERBEST TOREV VE DOGOM POL INOMLART

3.1. GRUP HALKASI

3.1.1. TANIM : Her G carpimsal grubuna ilistirilen grup halkasi

icin Z tamsayilar halkasina gore ZG grup halkasi teskil edilebilir.
26 nin bir elemani, G nin elemanlarini tararken zgeG agg toplam
ile verilir. Burada ag tamsayi1s1, sonlu sayide g hari¢ sifira esit-
tir. ZG icinde toplam ve ¢arpim sirasiyla sdyle tanmmlanir.

zgg + 2bgg = z(ag+bg)9;

( Zagg)( Bg) = z(zhagh-1bh)g’d1ru' :

Z nin a eleman1 ZG nin a.1 eleman1 ile dzdeslenir ve G nin
g elemant ZG nin 1.g eleman1 ile dzdeslenir. Boylece Z ve G,ZG nin
alt kiimeleri olarak goztniine alinir.

H grubu i¢ine G grubunun bir ¥ homomorfizmi ZG nin ZH icine
halka homomorfizmini olusturur. Bu halka homomorfizmi, grup
homomorfizminin lineer genislemesi olur ve ¥ ile gosterilir.

¥( z%g)= nggw Z nin her bir eleman1 ¥ altinda sabit kalir.

¥ grup homomorfizminin cekirdedi ¥ ile H nin 1 birim elemanina
dontusen G nin elemanlarindan meydana gelen N normal alt grubudur.
¥ halka homomorfizminin cekirdedi de ¥ ile ZH nin sifir elemanina
doniisen JG nin elemanlarinin meydana getirdigi iki yanli n ideali-
dir. Bu yolla n iki yanli ideali N normal alt grubuna karsilik

getirilir. (N ile n nin ortak elemani yoktur). Tersine G deki iki
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n ideali G nin bir normal alt grubunu tayin eder. Bu alt grub G nin
elemanlarindan meydana gelen alt gruptur. ZG -+ZG/n halka homomor-
fizmi ile 1 e doniisen N normal alt grubuna karsilik gelen n ide-

ali N yi tekrar tayin eder. Buradan n N yi tayin eden ZG nin en

kuciik idealidir.

1 de 76 deki

Eger ny, n, G deki N yi dogurursa, n]'1,n2
N yi dogurur. Varsayalim ki zaggeN olsun. Bdylece aggw=0
dir. Boylece H nin herhangi bir h elemani i¢in zag=0 dir. Burada
A ggh y1 sadlayan g elemanlari lzerinede genisletilir. 9o°
9% =h olan herhangi bir eleman olsun. Boylece;

' = ] -]— i = i -]—
ragg=raglgg, -1g +ragg,=na 9y, -1)g, dir.

g

Boylece zagg neN di¢in n-1 elemanlarinin Tineer birlesimidir ki

z'agg n]-1 n2~1, «.. V.5 nin lineer birlesimidir. Buradan su o-
L]

zellikler ¢ikar.

nle] = -n'](n-1)

nn -1 = (n=1)+n(n' -1)
-1 . -1

gng = = g(n-1)g

3.1.2. TEOREM : ZG Komutatif halka olmasi ig¢in gerek ve yeter ko-

sul G komutatif grup olmasidir [7]

3.1.2. TEOREM : A toplam sal abelyan grubundaki G nin keyfi @

doniisumii @:2G - A toplam homomorfizminin tek genislemesine sahip-
tir. Ayrica, A halka ve @ G Uzerinde g¢arpimi korursa, genisleme

halka homomorfizmidir.

ISPAT : #0=0 dir. ZG nin, her sifirdan farkli eleman1

N9y +Nogote. + gy 3 ni#o, i=1,2,...,k ve 91590059 lar ayrik

olmak lzere tek ifadeye sahiptir. Genislemeyi elde etmek i¢in @
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sbyle tanimlanir. ’

@ (n1g1+nzgz+...+nkgk)=n]¢g]+n2(agz+...+nk¢gk

Bu daima Nys Nosecesh) tamsay11ar1.ve 9139950029 Grup
elemanlariy icin korunur. Clnkii @ nin herhangi bir genislemesi
olan 26+ A bir toplam homomorfizmidir. Eger A halka ve @ G de

carpim1 koruyan donisim ise @ ZG de carpim korur.

P (pnig;zn.g.)= B(E nyn.9.9;)
Th9950%07 TE SST
= £ n.n.0g.09.=En.;0g; I n.fg.
jg 191 i 1j 373
=(¢>13ﬂ,-9,-)(¢§nj9j)
dir,

3.1.3. TANIM : G herhangi bir grup ve VseG icin o{g)=1 ile tanim-

Tanan 0:G ~ Z donuslmini gozonine alalim. 0:ZG + Z halka homomor-
fizmi olmak lizere o'nin tek genislemesine asikarlayici denir. Yani
0(8‘1912):2’1' dir.

Ayn1 zamanda o donusiimiine augmentation homomorfizm de denir.

ve cekirdegi I6=0"'(0) augmentation idealdir

3.2. SERBEST TOREV

3.2.1. TANIM : Bir ZG grup halkasinda tiirev, asagidaki kosullari

saglarsa A:ZG + ZG doniisimu olarak adlandirilir.

(2.1)  A(g+n)=A(E)+A(n)

(2.2) A(£.n)=A(E)n"+EA(n) 3€,ne6
Buradaki o doniisimii 3.1.3 Tanimindaki augmentation homomorfizmdir.
G nin elemanlary i¢in (2.2) daha basit sekle indirgenir. g,heG igin

(2.3) A(g.h)= Ag+gAh
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(2.1) ve (2.2) nin sonucu olarak asadidakiler yazilabilir.
(2.4) An=0, neZ

(2.5) A(Zagg)=2 agAg
(2.6) A(E; &, ... gn)=i§]£] £per £y 0
(2.7) a(g =g
(2.8) AlgM= (]+g+...+gn_])Ag

Y o
N
i+i i

g

i
Ag, geG

(2.9) A(g-n)=-(g']+g'2+...+g'n)Ag, n21
Burada;
0 Eger n=0
n n-1
g-1. z i n>0
g-1 i=0°
-1
-z i Eger n<0
i=n9

ifadesindenyararlanarak (2.7) ve (2.8) ifadesi sdylede yazilabilir,

(2.10) a(gM= S

g-1

Ag , n>0

n .
(2.11) Alg™M)= g-1 Ag , n<0
g-1

3.2.2. ORNEK :

a) A: 26 > 26,z0¢-c°  tirevdir.
b) Eder a,beG; ab=ba ise (a-1)Ab=(b-1)Aa dir.

3.2.3. TANIM : Sag ZG modiilden, ZG deki tlirev soyle tanimlanir.

a) (A]+A2)u=A]u+A2u
b) (Av)u= Duv
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3.3. SERBEST GRUP HALKASI

3.3.1. TANIM : Bir x serbest grubu (x)=(x],x2,...) doguraylarin

kiimesine sahiptir. x'in herhangi bir elemani kelimelerin u denklik
1 el -
sinif1 olarak tanimlanir ve Hk=1xji s€), = :ﬂ,ek+ek+1¢0 d1r.3k—3k+1
kelimeleri tek olarak kisaltilms kelimelerin 1 uzunlugu ile tem-
sil edilirse, u nun uzunludgu kisaltiimis kelimelerin 1 uzunlugu
ile temsil edilir. Bir birim elemani bos kelime ile temsil edilir

1 e .
tersi D151 kisaltiimis kelime-

ve uzunludu sifirdir. v nun u_
Teri ile temsil edilir.
ZK serbest grup halkasinin herhangi bir elemani f(x)=2auu;

s1fira esittir.

ueX, auej serbest polinomudur. Hemen hemen her a,

X in bir @ homomorfizmi x den G grubu i¢ine (x)'i (x¢)=
(x]¢,x2¢,...) ye donistiirir. Olusturulan halka homomorfizmi
§:2x > 76 ise F(x)'1 f(xP)= 5au® icine donusturir. Uzellikle
0:ZX = Z homomorfizmi f(x)'i f(1)= Zauxo' a donustiren f(x)'in
katsayilari toplami Zau'dur. ZX'in esas jdeali, f(x)'in f(1)=0
olan polinomlarindan meydana gelir. ZX'deki tlirevlerin kiimesi bir

ozel yapiya sahiptir.

3.3.2. TEOREM : X' in her xj dogurayina

(3.1) X

axj

= 8, k(Kronecker delta) -
Js

ozelligine sahip xj'ye gore tiirev olarak adlandirilar. f(x) - Djf(x)=
ij(x)= af(x)/3x tilirevi karsilik gelir. Ayrica

(3.2)  f'(x)x Fx) h;(x)

X,
J

formilu ile verilen, X1s Xpsees ZX' 1in h1(x), h2(x),... elemanlari
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i¢ine doniistliren bir ve yalmiz bir f(x) > £'(x) tirevi vardir.

ISPAT : Her bir j indexsi ve x'in u elemam igin kisaltilms xj. u

ile temsil edilen kelimenin ©n parcasi ise <j,u>=1, dedilse <j,d>=0

dir, Bu tanim . ZX'e genisletilebilir. |
<j, f(x)>=<j, Ia u>=Ia <j,u>

Her bir j indexsi~}cin x'in w eleman1 ve f(x) serbest.polinomu
<j,w.f(x)>=<j,w'1f(x)>-<j.w'1>f(1)

olarak tanimlanir. Boylece her ne zaman w, u nun On parc¢asi degdil-

se -1

<j,w.u>=<j,w'1u>-<j.w > dir. Boylece bir durum icin xj w'Iu

nun On parcasi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul w']' in On pargasi

olmasidir, Verilen j ve f(x) ic¢in
<d.w.f(x)>=<j.w;2auu>= Zau<j.w,u>

x'in sonlu sayidaki w elemanlari hari¢ timi icin sifira esitdir.
f(x)'in xj'ye gore tiirevi,

§f(x) = 2 <J,W,f(X)>w
sonlu top]im1 o1arak tanimlanir.

Onun (2.1)'i sadladi§r agiktir. (2.2) nin (2.3) bzel duru-

munun ispatlanmasy yeterlidir. u,veX olsun. 0 zaman

Huv) _z (<j.w']uv>-<j.W"1>‘)w
&y 1
= L (<3W u>-<j,w ,>)w

= I (3w Tys<ci ! >IHIL 5], t eseciut” ]>)t
= gl_‘_-i-u.a_v_

8 3

)(:j ,)(:‘|

(3.1)'1 ispatlamak igin X' nin on parcasinin 1 ve X, oldu-
gu kabul edilirse;
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= <j9]’ xk> + <j,xk,xk>xk

(<j.xk>-<j,1>+(<j,1>-<j,xk']>)xk
= (ajk-ﬁ)*r(b—ﬂ)xk dir.

son olarak (3.2)'yi ispatlayalm. 3f(x) tirevi j indexsinin tim
oX .
J
sonlu sayilari hari¢ sifira esittir. Dolayisiyla;

af (x)
L, SA2 hj(x)

J
axj

toplam1 sonludur. ZX, deki tiirevler bir sag ZX-modiilii olusturduk-
larindan f(x) + zj(-égéél)hj(x) bir tirevdir. Her bir k indexsi
icin x, hk(x) dir. Eder f(x) »~ f'(x); X1s Xgs Xgseee h](x),
hz(x),... icine gotiiren tiirev donlisimi ise
f(x) » f'(x)-zj(af(x)/axj )hj(x) her bir X5 icin 0 i¢ine tiirev
donusumiidir. Ayni islem her bir x.'], -xj'].0=0' i¢inde gecerlidir.
lir; boylece
f'(x) = Zj(af(x)/axj)hj(x)

dir.

£(x) + F(x)-F(1) donisiimiinin x,™ 5 %, ... icine x5 Xp,...
tiirev doniistimu oldugu kolaylikla goriilebilir. Boylece (3.2) ile e-
sas formiul elde edilir.

(3.3)  fx)= f(1)+ I, of (x)

axj

(xj-l)

Bu formil ZX'in herhangi bir f(x) elemaninin f(1) den elde

edildigini acikca gosterir ve Djf(x), §=1,2.... tirevleri ozel-

2u u

'5‘*—1:,5'*;, ces

1ikle X serbest grubunun herhangi bir u elemam
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tirevlerini verir,

3.3.3. ORNEK : Eder m,n>0 ise

D](x1mx2nx]-mx2—n) =(1+x1+...+x]m—])+x]x2n(-x]_ X1

=(1-x1mx2nx]'m)(1+x]+...+x]
dir.

3.4. YOKSEK MERTEBEDEN SERBEST TOREVLER

3.4.1, TANIM : ZX' deki ylksek mertebeden serbest tiirevier timeva-

rimla tanimlanir.

3"f (x) > 3" Te(x) )

X, X, v e e0Xs J X, e e e OX s
In In-1 oo

( a"f(x)/axj ¥ . axj1) i¢cin diger . notasyonlar

fx. Ly, e Djn...j]f(x) dir.

(4.1) Djn...j](f(x)+g(x))= Djn"'jlf(X)+Djn"’

(6.2 05 g, (F0-g00)2 1oj g 000 g 9D

f(x)D, g(x)

JOQJ

f, ‘e (3.3) esas formilii uygulanirsa,

D. ]f(x) =D, f(1)+2 (D f(x))(x -1)

JZJ]f(x) =D, 158 f(1)+ZJ(DJJZJ f(x))(x -1,

elde edilir ve herbir n pozitif tamsayisi i¢in,
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(4.3) f(x)= f(1)+Zj](Dj]f(1))(xj]-1)

JZ'JI(DJZJIf(]))(X -1)(x52-1)+...

+3, . (Dg

Jn_]sa-f:J‘ Jn_]:--oaj]f(]))(xj -])."(xj]-])

n-1

2 aeedy P 3y f 0 g 1)ty D)

olur. Bu "Kalanl1 Taylor serisinden" bir formel Taylor serisi

(4.4) _f(x)=f(1)+zj(Djf(1))(x ~1)+I, .k(DJ kf(”)(x -l)(xk-1)+...
seklinde elde edilir. 0 kolaylikla gorilirkii, 2 xj/axj=0, n 1 igin
ve 3" X; /ax (- 1)" 1. bdylece f(x)=xj ve 1’(x)=x:j'1 fonksiyon-

larinin ag¢ilim

—1+(x -1)

-1 2

X; =1- (x -1)+(x -1) +(x -1) Foes
dir. Bu agilimlar Magnus nin ac111m1ar1y1a aynidir., Yalniz xj=a

ve xj-1=s yazilmalidir,
f(x)=f(‘|)+):j(Djf(l))(xj-1)+. ..
Q(X)=9(1)+23(039(1))(Xj'1)+---

verilsin. Yan yana carpilirsa (4.2) formiilune gore
h(x)=f(X)g(x)=f(1)9(1)+Ej((0jf(1)))9(1)+

(0,9 (x5-1 4.
=n ()25 (0501 (1425 DI (x5 b+

olur. Boylece (4.4) acalim X'in elemanlarina uygulandiginda,
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sj=xj-1 alinmasiyla ‘“serbest halka" elemanlarindan olusan ser-
best grup Magnus[fi]temsi1i ile bzdes goruliir. (Magnus yalnizca

X temsilini diisiindl fakat onu ZX'e genisletmek asikardir.)

f(1), fx~(1)’ fx.xk(])’ ve baska katsayilar1 ve (4.1) ve (4.2)
kurallarini kullanarak islem yapmak ve a¢ilimlarinin formel car-
pimlariny kullanmaktan daha kolay oldugu goriulir.

(4.2) den su ifade elde edilir.

3"x, a"xjp'1 a1y P
J = + J , 21 d¢in
S (| no N n-1
3xj 8xj axj
a"xjp ( 1 n=0 ise
axj“ 0 >0 ve p=0 ise
yine g8rilebilirki
- ;anJ'p < D
(4:5) ( - = (n) ., n<0 igin
X,
J

burada

By = (DT, 0 i

(4.3) ve (4.5) den goriliirki

n, p
(4.6) °%j

ax."

- (x -13y"N¢y P n-1 .p K 20 ded
J (xj 1) (xj Zo (k)(xj 1)7), n20 1c7n

o daima, n {izerinden indiiksiyon ile hesaplanabilir.

a"x.P p-n . .
J . p-i-1 i
(4.7) e iZ ( Thoy) X5 s eJer p20, nzl,

J

P-1 pui- -
=(-1)" 3 ! il x;'\P, eger p<0, nzl
1=
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A:x\,j + xj. X * 1, k#j icin xj ile lretilen sonsuz devirli grup-
lar icine X'in homomorfizmi uygulaninca su forma getirilir.

@Ay . (2o
axj axj ,

herhangi bir f(x)e ZX id¢in, sonu¢ olarak

n 0 . N
( 8 f ) = (i.:a.)o dir.
.n n
ijA axj

Boylece X'in herhangi bir u elemani i¢in

3u |0

(
(4.8) ( ) = ( 3%3 ) olur.

axj n

Bu X'in elemanlarinin Magnus a¢ilimlarinin katsayilariy-

la i1gili bir cok tzdesliklerden biridir.

. 2 0 o
(4.9) (28 )7, (U )% By ou)®
axJ.xk axkaxj ij h|

3.5. BAZI KOMUTATUR FORMOLLER!

Bu kisimda ZG de komutattrierin tirevleri ile ilgili baza

formiilleri sergileyecegiz.

3.5.1. TANIM : G herhangi bir grup, x,, X;€6 olmak lzere [k..xj]=

-1, -1 . . " . -1, -1
‘x1xe1 X5 ifadesine komutatdr denir ve I}i,x5]= XXXy X
komutatdrleriyle doJurulan gruba komutator alt grup denir.
(5.1) = [x j%31= 1-[Xi,x5]xj

3 .
(5~2) S;"‘ [x'l st-]= xi-[xi ,Xj]
i -
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] . n 2, -1p 3

(5.3) = [x; ,xj] =1+, .xj]+[x1.,xj] +...[x,i.xj]" }-B-;-Ixi ,xj]
i . i
P n ) RS n-1y 2

(5.4) E [x; 5] ={‘|+[x1.,xj]+[x1. ,xJ.] +...{x1.,xj] }ﬁg[xi ,xj]

n e .
) - (130l 3
1 -

n .
) - {3+l 9
(5-5) g;ih[xi:xj]* ( 1) E;:— [xi,xj]

J J

(5.7) [u,vwl=[u,v][u,w]¥ burada [u,w]¥ = v[u,w]V dir. Bu

ifadenin degiskenlerine gire serbest tirevleri asadrdaki gibidir.

a) iﬂ‘—;—v—“’l = 1- [u,v] [u,]¥ww |
8 fu,vw)

av

b)

= u- [u,v] fu,n]"

c) _B_[_U_,V__Wl = ]-[u,w]uv uv
ow

(5.8) [U,V] = D(.' ’ij 3(.U.V)/8(xi ,Xj)

ou ou
axi axj
Burada -?—(—l‘—’l’—)-——= jakobiendir. -
ax.9xs) -} oV du
i*7j —_— —_—
Bx,i axJ.

aIX‘ ’X O;O .
s _""_1'—‘] =0
'ax,i ,axj

3[x;,x.] 0
PPN est] PR

et

‘Buradaki o islemi augmentation homomorfizmidir.
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3,6, ALEXANDER MATR1St

"3.6.1. TANIM : (x:r) grup temsilini disiinelim. x=(x].x2,...) kiime-
si F serbest grubunun serbest tabani ve temsil edilen garpim grubu
Ixerl= F/p ¥r ite giigterﬂir.

Y ve & abelleyicilerinin her ikisi de onlarin grup halkala-
rinin homomorfizmlerine tek genislemeleridir. H ile| x:r| nin abel-

Tenmis grubunu gdsterelim. Buradan sdyle yazilabilir.

¥ X, -
zF—3y 7 Y 37lkir| S5 m

dir. (x:r) "i"llaijll Alexander.matrisi
3, =ay (=) = ()
1J B(J' 3XJ
formilu ile tamimlanir. zix:r| i¢ine ZF 1in elemanlari Y homo-

morfizmi ile tasinir ki herbir r nin sonucu . "1'e esittir.

3.6.2. TANIM : R carpmaya gire sifir olmayan ve Gzdeslik elemani

1 olan * keyfi bir abel halkasi olsun. Elemanlari R den alinan mxn
mertebeli bir A matrisi verilsin negatif olmayan bir k tamsayisi
(keZ*) icin A' min k'ncr basit ideali Ek(A) ile gosterilir.
Bu o<n-ksm olmak izere A nin butin (n-k)x(n-k) mertebeli alt
matrislerinin determinantlariyla dodurulan elementer idealdir.
Eder n-k>m ise Ek(A)=0. eder n-kS0 ise Ek(A)=R A nmin
basit idealler zinciri EO(A):EI(A):EZ(AM:..tEn(A)=En+1(A)=R
Eger A ve A' elemanlar1 R den alinan iki matris ise A nin
A' ne denkligi AA' seklinde tanimlanir. Eger A=A1=...=An=A'
sonlu bir matris zinciri varsa o zaman A, Ai' den elde edilir.

Bu islem asagidaki elementer islemle yapilir.
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1) Satirlar veya siitunlar kendi aralarinda yer degistirebilir,
) Bir A'ya bir saifir satir1 eklenebilir.
TN
) Bir satir1 diger satirlara eklenebilir.

iv) Bir siitunu dider siitunlara eklenebilir.

v) Yeni bir satir veya siitun eklenebilir.

A+ 1A9 veya A+ A9

A Ay iii (A 1 | A
vi) ]o]*“ a + | a] > |ea
0 ea a
N, . A .. A « 4 A
LU ea, 1 lea l’ ieal
a-e¢ ‘ea a
vil) [A af (V9 IA al"‘ [A ea) l
A ea o ; A ea o
i 1 iv 1
A TR R
v
< |A  eal

3.6.3. TEOREM : Denk matrislerin elementer ideal. zincirleri

aymdirf 7 ]

3.6.4. TEOREM : Eger § Uzerine ise § , (A)=E,(#A) dir.[7 ]

3.6.5. TEOREM : Eder f,g ¢ifti temsil denkligi ise f,, ve gu,'in

herbiri lizerine izomorfizm ve digerlerinin inversidir. [:7 ]

3.6.6 TEOREM : (Elementer ideallerin invaryantli1gi)

Eger (x:r) ve (y:s) sonlu grup temsilleri ve f:(x:r) -+ (y:s)
temsil denk1igi, boylece (x:r) nin k' inci elementer ideali (y:s) nin
k' inc1 elementer ideali iizerine f,, donisimi ile gider.(Burada

fax abellenmis gruplar lizerinde f,' 1n olusturdudu homomorfizm).
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ISPAT : Tietze denkliklerinin kontroline indirgenir. Su da gbzlene-
bilir 3.6.5 ve 3.6.6 teoremleri agisindan biri icin gecerli ise di-
ger temsillerin denklikler ¢iftinin kontroli yeterlidir. Sadece
Tietze I ve II kontrollu gereklidir.

Tietze I : Bu temsilin donlislmi

(x:r) (x:rus)

>

ki x=(x], XZ”"’Xn)’ r=(r], Poseresl s eleman1t r' nin so-

)
nucudur ve I: F(x) F(x) birim donlstmidiir. I, ve I,, daima
ozdesliktir. Basitce Alexander matrislerinin denkli§inden gis-

terilerek tamamlanir. s, r' nin sonucu oldugundan,

p s -1
S= T ur; u
3s 9 a1 al = T % 4
3,7 wg imiy T g (g g )
RalRRRTS RN A %
+ o1 (ugr. X ou 7Y, (ur." yo!
=] K Tk 3?3' P, P )y dir
fakat Y(ri)=] oldugundan
p o - .
Y@= I ylgtu s u T dir,
ikl Xy KT "
Al - ay r.. k-l ar.
bununla beraber =2—(u r;Bu. ]) = —K oy K . Ik
X,k 1k 9X.: K P.. -1
J J 1k X .
. J
& au
' axj
o .
) r1k_1
ve (._k«.__)zak
vk
5 0 k-1 Mk .
burada (ax. ”krikuk ))=aky(uk)y( 3}7-0 olursa.
J J
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akay(uk)=ck dir. Biz son olarak sunu elde ederiz.

boylece (x:r s) nin Alexander matrisi (x:r) ninki gibidir. Bir ila-
ve satiri haric¢ bu da diger satirlarinin lineer birlesimidir. Boylece
iki matris denktir ve ispatin bir kismi tamamlanir.
Tietze II. Bu temsil donlsimu
(xir) » (x yiroyg ™)
ki x=(x1, x2,...,xn), r=(r], rz,...,rm) F(x),ze F(x), y X i¢in-
" de ihtiva edilmeyen doduraylar kimesinin bir elemanidir. ve
II: F(x) >~ F(x,y) icerme ddnislmidir.
G=|x:r{ ve G'=lx y:ruy;_]l diyelim ve H ve H' sirasiyla
G ve G' niin abellenmis gruplari esittir. Asagidaki homomorfizmler

diyagrami duzenlenir.

II
ZF(x) ———,ZF(x y)
5 B
Y - j Y
LN IT, ~-
G —=Z7G'
L ¥
\L IT, 0
ZH ——37ZH'

YII=ILy , Y'Il.=II,.@

(x:r) ve (x y:ruyt_]) nin Alexander matrislerinin A=]a1j] ve

A'=]aij'] ile gosteririz. Boylece;

or. .
aij= (X'Y( ﬁl—) 1—] ,2,-0., ]
J 3713254005 N
ar; ary
ve 1T, a_iJ-=II**0.Y= a'y' II (53'(——) =0y ( W)%Lij'
J J
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ar'; 3 =1y _ . o
Acikca —— =0 ve R (yz ")=1 Dboylece elemanlarin satirini gos-

3 -
terirsek o v ( 3§&-yg ]), J=1,2,...n a' 1ile elde ederiz.

J
II,,A O
A'=
a’ 1

boylece (v') matris islemiyle A' II,,A dir.

Ek(A')=Ek(II**A)=II**Ek(A) olur.

3.7. ABELLESTIRILEN DOGOM GRUBU

-----

se e

rinin Writinger temsilinin gozoniine alinmasina dayanir.
G bir dugim grubu ve (x],xz,...,xn:r1,rz,...,rn)ﬁ de Writin-
ger temsili olsun. rs bagintilarinin tipik bir ornedi sekil 8 deki

gibi ¢ikarilar

Xati)

Sekil 7

1) XZXk(id x2u=1

2) x3ux3xXi)=ﬂ = ux3xk(1f3=j = USXgX% (1)%3
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bunu 1) numaral: denklemde yerine yazalim.
XXk (i )i2x3ix( i )’-23?"| » X' yi sag tarafi alirsak
xk( i )X2X3XA11 )X3X2=]
iTXk(4)%2%3%A(1)*3%2

elde edilir., X1» Xps Xgseees X X tarafindan liretilen F serbest

n
grubundaki herhangi bir u gleman1 icin u' nun jth uUsleri toplam
u i¢inde tiim xj,elemanlar1n1n iislerinin toplam1 olarak tanimlanir.
u' nun jth tsler toplam o:JF -+ J asikarlayic1 doniisiimi altinda
§§‘1 nin gorintUsidiir. x, .y ve X,(;y alt geciti ile bitisik iki
ﬁgi gecfte karsilik gelen ry ile ilgili dofuraylar olarak tanim-
Tansin. Uzel olarak biz varsayalwmki Diglimlin yonlendimesine gore
Xk () Ust gegitine karsilik xA(i) st geciti XK (1) den Once gelir.
Sekil 8 deki ornekte gosterilen ry nin k(i)th ve A(i)th Ust top-
lam1 +1 ve -1 dir. Halbuki ry nin dider doduraylarina gore toplam
0 dir.

Eger © G nin abel grubu i¢ine herhangi bir homomorfizm ise

soyle bir esitlik elde edilir.
- -1_ -1y

27 U2 Dugumiin izdusumi  baglantili oldugundan x; ve xj dogurayla-
rin her ¢ifti ic¢in 9¢xi=e¢xj sonucuna variriz. Boylece ©6G grubu-
nun gorintlisiindeki herhangi bir eleman tek t=9¢xj, j=1,25... n

elemaninin kuvvetidir. Boylece sunu ispatladik.

3.7.2. TEOREM : Diigim grubunun her abelian homomorfik gorintiisi de-

virlidir. Ayrica herhangi Writinger temsilinin doduraylari bir tek

doduraya resmedilir,
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-----

virlidir. 0 sonlu degildir. Bunu‘ispat]amak icin G nin Writinger
temsilini tekrar diislinelim. ve t tarafindan dogurulan sonsuz de-
virli grubu (t) ile gosterelim. Cunkii F serbest grup, £§j=t,
j=1,2,...,n verilirse bu (t) lizerine F nin homomorfizmi genisle-
tilebilir. Bu halde asagidaki diyagramla G den (t) listline ho-

momorfizminin varli1gir kolaylikla gosterilir. Oyleki diyagram tu-

tarlidir.
F& s (t)
¢~[ Z///g
G
Diyagram
S
ac1k olarak Cp. = t ', i=1,2,...,n buradan Sy ri' nin bu xj' ye
i
gore jth us toplamidir. Boylece;
n r; noos
STENRF L )=0 dir.

s =0 .

Boylece gr =1, i=1,244..5n Ve Piseseslpseeesly ki 8 nin ¢ekir-
i

degidir. Bu &' nin c¢ekirdedini kapsar. Asagida 8 nin iyi tanimla

oldugunu gdsterir.

8gu= zu, ucF

Uzerine oldugundan 6 izerinedir. Bundan sonra o:G + G/|G,G|
abellestirici doniisiimiinlin disinebiliriz. Bir gruptan bir abel gru-
buna herhangi bir grup homomorfizminin komutatdr b&lim gruplari
ile ayristirilacagt gercegini hatirlatiriz. Sonu¢ olarak bir '
homomorfizmi vardir Oyle ki diyagram tutarlidir.

- 36 -



g 8 (1)
-G l,f(/////;
6/[6,6)
Clinkli @ lizerine oldugundan 8' de lizerinedir. Goriintisii
sonlu olan bir fonksiyonunun tanim kiimesi sonlu olamaz. Bidylece

G/|G,G| sonsuz oldugu sonucuna variriz. Bu sonu¢ 3.7.2 Teoremi

ile birlestirilirse asagidaki teoremi elde etmis oluruz.

ooooo

suz devirlidir [7]

3.8. SONSUZ DEVIRLI GRUPLARIN GRUP HALKASI

H sonsuz devirli grubunun grup halkasinin temel baz1 cebir-
eden baz1 dzellikler i¢in gereklidir. Burada tamlik bdlgesinde ve
halkalarda boliinebilirligi baz1 elementer kavramlarini inceleyece-
giz ve JH grup halkasinda onlarin uygulamasinin nasil oldugunu
gorecegiz.

3.8.1, TANIM : R carpimsal birime sahip olan keyfi bir halka olsun.

R nin bir u eleman1 sag ve sol inverse sahipse tersinirdir. Yani
u,weR icin uw=wu=1 dir,

Burada iki tersinir elemanin cérp1m1 yine tersinirse R nin
tersinir elemanlarinin ¢arpiminin grup oldugu goriilir. Urnedin tam-
say1lar halkasinin tersinirleri sadece +1, -1 dir. Grup halkasinda
tiim grup elemanlarinin ve onlarin negatiflerinin tersinir oldugu
aciktir. Yani +1, -1 grup halkasinda asikar tersinirler olarak ad-

Tandirilar.
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3.8.2. TANIM : R kommutatif halkasindaki a ve b elemanlari a}b

ve bjJa ise a ve b elemanlari ilgilidir denir.

3.8.3. TEOREM : Uzdeslik elemani 1 olan bir tamlik btlgesinde iki

elemanin ilgili olmas1 icin gerek ve yeter kosul biri digerinin

tersinir carpim olma11d1rf7}

'3;8;4;~TEOREM : Eder Q tamlik bBlgesi ise R de tamlik bdlgesi-
dir [ 7 ]

3.8.5. TEOREM : Eder R kommutatif halkast en biiylik ortak bglen bgl-

gesi otlan Q alt halkas1 ile i1gili ise R de en biiyiik ortak bolen

bslgesidir [ 7 ]

3.8.6. TEQOREM : Her tek carpanlama bodlgesi bir en biiylik ortak bo-
len bilgesidir [ 7]

3.8.7. TEOREM : Eder R tek carpanlama bolgesi ise R [t] de tek

carpaniama bilgesidir.

ISPAT : Sonsuz devirli gruplarin grup halkasindan faydalanirsak,
H' nin bir t {Urete¢i i¢in JH' 1n bir a keyfi elemant bir tek se-

kilde temsil edilir.

_ n
a= I ant
R N .
dir. a_ tamsayisinin sonlu sayilari tamamen sifira ésittir., J/t|

n
polinomlar halkas1 JHf 1n alt halkasidir. JH daki her sifirdan

farklt eleman icin  w(a) tanimlanir. n en kiclik tamsay1, a_fo dir.
Urnedin g(t3+2t—7t'5)=—53 uw(1)=0 dir. a=0 ise wu(a)=> olur.
Genellikle w40 =0 kabul edilir ve w+n=n+e == dyr. Bdylece su

teoremi veriri z.
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3.8.9. TEOREM : ranki m2o olan serbest abelian gruplarin grup

halkas1 en biiylik ortak btlen bolgesidir. Onun tek tersinirleri sa-

dece grup elemanlari ve onun negatifleridir

3.8.10.TEOREM : Sonsuz devirli gruplarin grUp halkas1 sadece asi-

kar tersinirlere sahiptir. Bunlar bir t dogurayinin kuvvetleri ve
onlarin negatifieridir [ 7 ]
ISPAT : a, JH' 1in bir tersinir elemani ve b onun inversi olsun.
Boylece ab=1 ve (p(a)p(b))=p(ab)=p(1)=1 dir. J|t| polinomlar
halkasinin tersinirleri sadece 1 ve -1 dir. Burada pa=at-"(a)ai 1
olur. a' da a= :_t“(a) dir.

Grup halkasinda asikar olmayan tersinirlere trnek olarak
t tarafindan Uretilen 5 mertebeli sonsuz devirli grubun grup halka-
sin1 verebiiiriz. Yani;

(1-t24tH) (1-t+12) 122 (1-t+t3-t2410) 2= (1-tatP-14) 424021
dir.

3.8.1. TFOREM : Eder R Ozdeslik elemanli kommutatif halka ve ay:2,;

...,aneR ise d, LR E R, in en biiyiik ortak bolen bolgesi ol-

mas1 i¢in gerek ve yeter kosul 73855000585 i kapsayan R'nin

n
tum esas ideallerinin kesisimi d tarafindan dogurulan esas idealin

kendisidir [ 7 ]

3.8.12. TEOREM : Uzdeslik elemanly en bilvik ortak bolen belgesinde

elemanlarin sonlu kiimesinin herhangi en biliviik ortak btleni onlarla

kapsanan bir e, kiiclik esas ideal iretir [ 7 :1

3.9. DOGOM POL tNOMLART

.....

3.9.1. TANIM : Herhangi k2o tamsayisi ic¢in, dugim grubunun

(x:r)=(x],...,xn:r],..;,fm) sonlu temsilinin k.inci Ak duglim
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polinomu (x:r) nin Alexander matrisinin tim (n-k)x(n-k) alt matris-

Terinin determinantlarinin en biiylik ortak bGlen bolgesidir.

ooooo

devirli abellestirici grubunun doguray1d1r[7 j

.....

3.9.3. TEOREM : Her bir A diiglim polinomu Ek elementer idealini

kapsayan en kiiciik esas ideal liretir.

3.9.4. TEOREM : Ak+1/Ak dir.

ISPAT : B Ve A qs (Ak) ve (Ak+1) ile lUretilen esas ideal olarak
gosterilir. Clnki (Ak), Ey elementer idealini kapsayan en kiigiik e-
sas idealdir. (Ak+1X3(Ak) dir. Béylece

Ak=aAk+1 veya Ak+1/Ak dir.

20 ren

.....

f:(x:r) + (y:s) bir temsil denkligidir. O zaman tersinirleriyle

.....

.....

ter ideali asikardir.[ 7 ]

3.9.12. TEOREM : ani=uyxj dir. 1,J=1,2,...,n

1SPAT : (x:r) nin A=I]aijl( Alexander matrisi a, =ay( 5%%),
i=1,2,...,m ve j=1;2,...,n ile tanumlanir. Esas formil ise
| n_ oy : .
ri-1 = jé?Y( 3§E)(xj-1) dir. 3r.=1 icin
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2 ar( o (om-1)
0= 2 ay  (oyx ;-1
g G

ayx]=ayxj, J=1.2,...,n olmak iizere sunu yazabiliriz.

n
0= ( = a;.)(oyxy-1)
j=1 iJ 1

ayXy eleman1 |x:r| nin sonsuz devirli abe11estiri1en grubunun do-
gurayi; bﬁylece,(ayx]-l)#o clinki  sonsuz devirli gruplarin grup

halkas1 tamlik bdlgesidir.

n
= I a,,
0 it 843

yani Alexander matrisinin siitin vektdrlerinin toplami sifir vek-

toridiir.
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1V. BULOM

JAKOBIEN MATRISLERt VE ALEXANDER MATRISLERt

4.1.1. TANIM : K uzayda diizgiin pozisyonda bir diigim ve aep(K) lize-

rinde bir ¢ift nokta olsun. a' ya ait olan ist ge¢it noktasini tasi-
yan dodru parcasina a' ya ait st gecit denir. Yine a' ya ait olan

alt gecit noktasindan &:R+ uzakl1ginda bulunan iki dodru parcasi-
na a' ya ait alt gecitler denir, 0 halde p(K)' ya ait her ¢ift nok-
ta lizerinde K' nin ¢ dodru parcasi lst ve alt gegitler olarak ad-
Tandirilir. Buradaki alt gecitlerde I. ve II. alt gecitler olarak

su sekilde isimlendirilir. Diyagramda goriildigi gibi diigiimiin yonii sol- -
dan sada dodru ise Ust ge¢itin lstiinde kalan alt gecite I. alt gecit

altinda kalan alt gecite de II. alt gecit ady verilir.

I. Alt gecit (xj)

}Ost gecit (x4)

I1.A1t gecit (xk)

Herhangi bir diiglimin i. ge¢cit noktasina takilan bu i¢ dogu-

.....

ray X, xj, Xy ise diigiim grubunun i. badintisi

r1.=x1.xjxixk seklinde yazilar.

Bu bagintinin dediskenlerine gore serbest tiirevieri

ar.
“ -
—_—= 1-xix.x.

Jhi
Bxi
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. N
J
or.
—_— = XL XLX.X olur
3xk S J*i%k *

Bu ifadeleri su sekilde odzetleyelim.

1-t U indisli doguray st gecit
ari ar{ oy 1s€
ov{ ==—)o( — ) = t u 1indisli doduraylalt gecit ise
e, T Xy
(/-1 U indisli doguray II. alt ge¢it
ise
dir,

4,1.,2. TANIM : K diizglin pozisyonda n gec¢it noktasina sahip bir di-

gum ve duglim grubunun bagintilari ri=1 (i=1.2,...,n) olsun.

oy

ax] 8x2 ttt axn

é(r1,r2=...,rn) _ i?_ i& ar,
Al Xgs e n e X ) ax! g ax?
oy

| 0%y 3x, 5?;

matrisine Jakobien matrisi denir.

a(r?rz..,rn))z(a(rprz..,rn)aY\

A= (a..) =oy(
i) "o a(x?xz..,xn) a(x?xz..¢xn)

ar] oy Sr] oy 8r] oy T

(5 () oon (g
3X1 3% ox

arz oy ar2 ay 8r2 oy

05 (D) o (55

= 09Xy 9%, X,
¢Sy
8x1 8x2 X, :
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Matrisinede Alexander matrisi denir. Alexander polinomuda Alexander
matrisinin her elemaninin kofaktorlerinin mutlak degeridir.

At) = ]Aij} olur.

.....

.....

ceaes

¢ift indisli Kn kelebek diigiimleri ic¢in ayr1 ayr1 Alexander poli-

nomunu bulalim.

’ b, r
Loy
.1—
e b
%2

Sekil 8
- 3. - . AeSE. 53 - 3 o
G—H](S KZn,p)-{a,b,c,d,e,f,d],dz,...,dn, acab=1, baba]—l, dyd,dya=1,

d2d1d2d3=1, d3d4 3d2-1, d4d3d435=1, d5d6d5d4;1, d6d5d637;1,...,
d d

don-392n-292n-392n-4=15 on_o8n_385, 585, 1715
dpndy_1do e=1, cfcd, =1, fefc=1, ebef=1}

1

don-192n92n-192p 2=
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ToxgExpe g R i 0 0 0 . 0 o 0 0

x5 1~x_i)r‘].)'<_i 0 x1xj)_(1.§k 0 0 - 0 0 0 0

'xix';i;k 0 0 1-x,])r‘]x1 X, 0 . 0 0 0 t

e 0 0 L 'l-x,ix X; 0 . 0 0 0 0

). : : : : : : : :

J 0 0 Toxyx X 0 0 0 0 xpxRE 0

J=1.2,.000n 0 0 XX %Xy 0 0 0 ces 0 0 T-xgxgxg X
0 S 0 0 0 0 0 n 'xixj;i’-‘k 1"‘1”‘;1;1‘ ]

L

2r+5x2n-5

'l—xixjxi -x.xJ.xixk X 0 0 0 . 0 0 Y 0
X, 'l-x,i)rJ.ft,i 0 xixjiixk 0 0 . 0 ] 0
x,li)c,'xk 0 0 1~xixjx1. X, 0 0 0 0 [\
d(ri) [1} 0 ] X, l-xix‘jx,i 0 . 0 0 0 0
dxj 5 . . 5
eeouh 0 0 ]~x1xjx1 0 0 0 o} 'xi’gxi"k X5 0
..... n - o . N
0 0 -xi)rjxixk 0 0 0 0 0 1-xixjxi X;
0 X 0 0 0 0 0 0 'xixjii;k 1-><1-xj)'<,x
2n+5x2n+5
B o __ av ay -
U'xi”jxi) ('Xixjxixk) (Xi) ¢ i 0 0 i 0 0
an - PR
(xi) (]'xi,jxi) 0 ('xixj ‘.xk\ 0 0 0 0 4 0
R oo oy
('xixjxixk) 0 0 (I-x‘.xjx].) (’k) 0 0 0 0 0
3
a .oy
- n
. 0 0 0 x) QO xixjxi) 0 O 0 . 0
-y - - ¥
..,: 0 0 ('l*xixjx].) 0 o 0 0 (-xixjxixk) (xi) 0
- - ay Ry o
0 0 ('xi’jxixk) 0 0 0 0 0 (1-x1.xjxi) (x;)
oYy - . 3‘;’ - %
0 (xi) e 0 4 0 0 0 (-xixjxixk)\l-xixjxi)
1 o

2n+bx2res
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2 b d) dy dg ey dy f e
1-t -1 t 0 0 0 0 0 0 0
t 1-t 0 -1 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 1-t t 0 0 0 0 0
0 0 0 t 1-t -1 0 0 0 0
0 g 0 0 -1 1-t .. 0 0 0 0
o o0 0 O 0 t . 0 ) 0 0
A= | 2 o :
0 0 0 0 - 0 0 i-t t 0
0 0 ¢ O 0 0 t I-t O -1
0 0 1-t 0 0 O . 0 -1 t 0
0 0 -l 0 0 0 0 0 1-t t
0 t 0 0 0 0 0 0 -1 1-t.
b apnl
Zn+5x2n+5
2n+5, satir ve 2n+5, siitunu ¢ikarirsak
r. 1-t -1 t 0 0 o ... 0 0 0 0
t 1-t 0 -1 0 O 0 0 0 0
-1 0 0 1-t t 0 . 0 0 0 0
0 0 0 t 1-t -1 0 0 0 0
0 0 0 0 -1 1~t 0 0 0 0
A(t)s | 1 ¢ : : S
0 0 O 0 0 { -1 -t t 0
0 0 0 0 0 0 ] t 1-t 0
0 n 1-t 0 0 0 0 0 -1 t
O 0 --‘ 0 0 0 “eo 0 0 O ‘l"t
L‘ o

2n+4x2n+4
elde edilir.
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1-t

1-t... O

-1

t L ]

1-t

LI

2n+3.satir ve 2n+3.siituna gore acarsak.

2n+3x2n+3

1-t

]'too; 0

-1

1-t

0

.
2n+3x2n+3
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1-t

1-t

1-t

1-t

1-t...

1-t

1-t

1-t

(1-t)

M2

2n+3x2n+3

1-t

1-t

_

-1

1-t

=(1-t)

Zn+3x2n+3
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Bu islemlere benzer sekilde devam edilirse A(t)=M1+M2 olur.

[, y i
to-t+1 t(1-t) nt-n 1-t -1 0
& (1-’c)tn-'I -1 0 n=(n+1)t "t 1-t  nt-n
0 1-t t -1 0 n-(n+1)t
- - L J

AZn&t)=tn{(n+1)t4-(3n+1)t3+(4n+1)tz-(3n+1)t+(n+1)} elde edilir.
Ayn1 sekilde K2n+1 i¢inde

A ,4(t)=tn{(n+1)t4-(3n+3)t3+(4n+3)t2-(3n+3)t+(n+])} alur.
2n+1

4.1.4 URNEK : Pretzel diigiimiiniin Alexander matrisi ve Alexander poli-

nomu:

Diyagrami sekil 1.9 da verilen pretzel diiglimiiniin diigiim grubu.

X
s ~—€

J

-

y

fucook

N

Sekil 1.9
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6= 1 (5K, p) = Dy R AEO Y 00 (0 By} 50

o : 3?‘1

Jakobien matrisi  [a;4,215) =[5 » Y

-

u= (y%)3 (303 Gy)2xp)®
v= (iy)3 (xi)2 k(y§)3(§x)3 olmak lizere
r= uv']

Alexander matrisi

oy ay
(00 =ovlag e g 1=10g + (] byl

-1
Burada _ ar y _ aluv ')y _ du- _ 3v
a-”'-G'Y( -3-3(-) =Y (———'8)( ) = a9 (W '57)
ay,= t‘](6t2-11t+6). bulunur. Benzer sekilde Alexander matrisinin

diger girisi ay,° -t'1(6t2-11t+6) dir.

.........

verir. Yani Ap(t) =6t2-11t+6 olur.
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