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SUMMARY

In this study, it is shown that the various
problems of Quantum Mechanics can be solved by the
method of the path-integrals.,

At the first step, the Feynman path-integral
formalism is theoretically examined, In the second
one, general guadratic Lagrangians are examined and
propagator is derived. Under the point-canonical
transformation and new-time concept the path-integral
formalism is examined,

Finally, constrained path-integrals and well-
known Quantum mechanical systems are examined. For
instance, Coulomb problems is solved by using the

point-canonic transformation.
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OZET

Bu galigmada, kuantum mekanigin gegitli problem-
leri yol integral yontemi ile ¢ozlilebilirligi gosteril-
migtir,

I1x olarak, Feynman yol integral formiilasyonu
kuramsal olarek incelendi, Sonra genel kuadratik Lag-
ranjiyenler incelendi ve yayica tiiretildi., Yol integ-
ral yontemi yeni zaman kavrami ve noktasal kanonik do-
niigiimler altinda incelendi. Son olarak bagli yol integ~
raller ele alindi ve iyi bilinen kuantum mekaniksel sis-
tem incelendi, Ayraica Coulomb problemi noktasal kanonik
donligiimler kullanilarak goziilmiigtiir.
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GiIrig

Feynman'an yol (path) integral(l) formiilasyonu
Schrodinger ve Heisenberg yéntemlerinin bir altermatifi
olarak kuantum mekaniksel problemlerin bir ¢oziimiinli bize
saglar, Feynman metodu, Hamiltonien'e dayanan metotlar-
dan daha fazla iistiinliiZe sahip olup, kesin sezgi yolu ile
anlagailan klasik Lagrange bilgisini igeren bir ydntemdir,
Lagrange temel yaklagimi, goreli olmayan durumdan alan
teorilerini kapsayan gtreli durumlara kolay bir gecgis
saglar, Feynman yaklagiminda asna kapsem, sistem hakkinda
tiim bilgileri kapsayan propagatordiir (yayici).

Yayica, tiim yollarain katkilarinin toplamidar ve
kuantum iist liste binme ilkesini sagladigini goriiriz, Ni-
tekim yayiciya onemli katkilar genellikle klasik yollar-
dan gelir, Klasik yol(z) etrafindaki agilima dayanarak
yari klasik yaklagima benzer gekilde geligtirilebilir,
Yol integral teknigi zor problemleri ¢dzmek amaci ile
kullanilir, Ayrica yol integral teknigi zamana bagli ve
zamandan bagimaiz sistemlerin ¢ozlimiinde bize faydali olur,

Bu yararliklardan dolayi yol integral tekmigi,
literatiirde nemli bir yer tutar. Yol integralinin Wiener
integraline gekilsel benzerligi istatistik mekanik(3'5)
uygﬁlamalarlnda dnemli Sonuglar vermigtir. Sonraki -
¢aligmalarda herhangi bir ortamda hareketli pargacikla-
iln yol integrali ile ¢dzlimii saglanarak akla uygun dog-
ru cevaplar elde edilmigtir, Polimer fiziginin birkag



konusunda, polar kristalde bir elektronun hareketi, her-
hangi bir Orgilide elektronik hal yogunlugu, herhangi bir
ortamda dalga propagatﬁrii( 6) yol integrallerinden yarar-
lanarak bulundu. Feynman yol-integralinin son uygulama-
lari, gauge (ayar) alan teorilerinde(7!8), Stochastic
kuantizasyon teorisinde, instanston teorisinde( 9.) ve
kara deliklér(lo’ll) fiziginde kullanaldai, ‘Yar:. klasik
yaklagimlarm atomik sagn.lma(lz) probleminde, molekiiler
reaksiyonla’l3) ve niikieer £iziktd14,35) agir iyon
garpigmalarinda kullanilmasi faydali olmugtur,

Yol-Integralin miimkiin olan uygulamalarindan ayri
olarak Feynman yol integrallerinir(1617) diger bir il-
ging durumu vardir, Sezgi yoluna bagvurulmasi ve fizik-
sel bnemin uzun bir silireden beri bilinmesine ragmen bir-
legtirilmig Feynman yol integrallerinin birgok analitik
zorluklari vard:l.r.y Feynman integrali ve Wiener integra-
1i arasindaki berzerlik yanlizca gekilseldir,

Mizreni38) plbeverio ve Hogh-Krthn@9 ), Trumen(20)
DeWitt-Morette (®1) nin son galigmalari ile Feynman'in bir-
legtirilmig yol :Lntegrallerindeki analitik zorluklar,
ortadan kaldirilmig ve matematiksel temeller iizerine
oturtulmugtur.

Feynman yol-integral teknifi kuantum kuraminda
6nemli bir yer tutmaktadir., DeZigik doniigiimler yardima
ile gok sayida problem g¢ozlilmigtiir, Feynman'in yol in-
tegral metodu kuantum kuraminda tiim gekiciligine rag-



men, kargilagilan integrasyonlarin herzaman Gaussian ol-
mamasi nedeni ile bu yontemle sinirli sayida problem ¢o-
ziilebilmigtir, Duru ve Kleinert®kanonik déniigimler yar-
dama ile Coulomb problemini Gaussian bicgime indirgeyerek
¢Ozmiigler ve degigik gorligler getirmiglerdir.

Bu caligmada, Feynman yol-integral teknigi yarda-
m1 ile kuantum mekaniksel sistemlerden serbest pargacik,
Harmonik Osilatdr we lineer potansiyel problemlerini ¢o-
zecefiz. Ayrica daha karmagik kuantum mekaniksel sistem-
leri PCT (Point Canonical Transformation) ve yeni-zaman
kavramlari i1gigi altinda g¢dzmeye galigacagiz, Bu gekil-
de, kuantum mekaniginde path-integral ytntemi ile gegli-
1i problemlerin goziilebilirlifini gdstermig olaca@iz.



‘I, FEYNMAN YOL INTEGRALLERI

I.1- Feynman Propagatfriin Tanimi ve 0zellikleri

Goreli olmayan kuvantum mekanigin Feyman'in
Légrange formiilasyonunda temel nicelik K yayicisidir, Ya-
yica, parcacigin t' zamaninda x' konumunda oldugu t" za-
maninda x" konumunda bulunmasi igin K(x",t";x',t') ile
tanimlanan kuvantum mekaniksel gegcis genligini gosterir.

Burada temel nokta Feymnan( 4) tarafindan postiile edilen

K(x",t"3x',t')= jexp %(i/h) S(x(t)]}D[x(t)] I.1

olarak ifade edilen propagatordiir, Burada S[x(t)] kla-

sik eylem fonksiyonu
tn

s[z(t)] = j L(x,X,t) at I.2
£

dir. L, parcacigin lagranjiyeni D[x(t)) sembolii,
x(t')=x' den x(t")=x" ne kadar tim yollar ilizerinden
integrasyon oldugunu ifede eder., Ayrica kuvantum list-
liste gelme ilkési, I.1l ile verilen yayiciyi igine
alir, ¢linkil tiim yollardan gelen katkilarin toplami ola-
rak ifade edilir. Yol integralin I.l, kullanilmasi aga-
g1da anlatildigi gibidirs

N alt aralik iginde [‘c',t"] zaman araliginda
Py tane parcayi gozoniine alalim, Kolaylik yoniinden

elt araliklarin eg uzunlukta olmasini farzederek Py'il



karakterize edebiliriz,
Pyt Po=t'yb1stopeceyty 1oty =t" (I.3)
tj"‘tj__]f’e s NE =t"=1',  §=1,2,...,8

olmak iizere x(t) yolunu ayri ayri kisaimlardan olugmusg

gekilde, xj=x(tj), x':x(to), Xy =x(ty )=x" olarak ka-

rakterize edebiliriz. S [_x(t)] eylem fonksiyonugs ),

N .
TjtEi-1 X5~Xj-1
sy [x;) =ej=§1:1- [ . r —¢ , 36. (1.4)

olarak ayri formda ifade edilir, O halde Feynman Olgiisli,
N-1

_D[x(t)]»AN T ax, (I.5)
Jj=1

haline gelir. M kiitleli sabit bir parcgacik igin,

3N/2
Ay = 1:.1 _ dir, diger durumlar ig¢in uygun
2Tiht

bir bicimde ifade edilir,., x(t) yollarinin ayri ayra
olusturulmasi, g¢oklu Rieman integrall olarak uygun ge-

kilde propagatorii yazmayg bize izin verir.

N-1

KN(xn,tu;xv,tl).-:ANJ‘...Sexp{&/ﬁ) SN[ xj] "T dx; (I.6)
J=1

Sonucta ¢oklu Rieman integrali €~ 0, N> e0



durumunda limit alinarak tam yayici K(x",t";x',t') el-

de edilir.

K(x",t";x',t')= 1lim Ky(x",t"sx',t') (I.7)
N—> oo
€ —0
NE =(t"-t')

Feynman Glciisiinde Ay segimi N+ o= durumunda serbest
parcacik normalizasyonu, (I.6) ile verilen yol integra-

lin limiti alinarak elde edilir, yani

jKt(x",t";x',t')z.- 1 (1.8)

Yol integral ifadesinin bu belirli ybntemi g¢oklu Rieman
integralinin limiti olarak ilk Once Feynman(l) tarafin-

dan onerildi ve sonradan Cameron(2‘3) tarafindan gematik
olarak gok kdsell yollar verilir. Bu gbsterimin doérﬁluéu
Trwnan(zo) tarefindan kanitlanmigtir. Bu agik~-
lamalarla yayicinin belli birkag dzelliZini ifade etmis ol-
duk, Yol integral tanimini hesaba katmadan gegig genli-

gi, t' zamanindaki ky(x',t') dalga fonksiyonunu t" za-
manindaki \l/(x",t" ) dalga fonksiyonuma baglanar,

\.P(x",'b")a:jK(x",t";x',t') (x',t')dx', (t">t') (I.98)

Bu ifade K(x",t"3;x',t')= 8(1“-1") (I.9b)



oldugunu gosterir,

Ayrica, (t"-t')= & sonsuzkiicilk zaman araligi
i¢in (I.6) yayicisini kullanarak, Schrodinger denklemi-
(16)

ne uyan \‘/ fonksiyonunu gosterebiliriz.,

%_\Ij H\l/ (I1.10)

Burada H Hamiltonien operatoriidiir.

Ayrica (I.8) ve (I.10) denklemleri arasindaki bu
egitlik (I.5) de Ay'nin seg¢imi ve dogru normalizasyona
gotiriir, Denklem (I.4) ile verilen Mid-Point kurali da,
genelde gerekli olan bu egitlik igin eylemin ayri ayra
kisimlardan meydana geldigini kabul eder. Bununla bir-
likte, Lagranjiyen hizlarin garpimlarini ifade etmedigi
bzel durumda ve koordinata bapli fonksiyonlar mid-point
kurali ile uygun hale getirilir, Egitligi tam olarak
kurmak icin ilgili yayiciyi gozoniine alalim,

K(x",4"3x", 6" )= K(x",t"3x", 47 ) O-(t"=t") (I.11)

Burada S-(t), t>0 icin bir ve diZer durumda safir
olan bir adam fonksiyonudur., Bu tanim sadece, relativis-
tik olmayan kuantum mekaniginde yollarda tersine zamanin
olmadigl gercegini ifade eder. K yayicisa

[iﬁé%—- - H"] K(x",t"sx',t')= é(x“-x )8(‘5"-—1: ") (I.12)



denklemini saglar.

Burada H" yanlizca x" ve t" degigkenlerini igine
alan operatbrleri icerir. Bunun i¢in ymyici gergekte
(I.10) Schrddinger denkleminin Green fonksiyonudur., Ter-
81 olarak bir sistem Schrddinger tipi bir denkleme sa~
hipse (veya genel difiizyon denklemine) bir yol integrali
gibi onun Green fonksiyonu(24) olarak ifade edilebilir,
Bu yaklagim diger alanlarda yol integralin uygulanmasa
acisindan faydalidair,

K'nin bagka bir 6zelligi (I.6) yol integralinin
tanimlanmasinda kullanilmasidir ve tam olarak yerle-

sik lagranjiyen'ler i¢in gegerlidir.
K(x",t"3x', 1! )=§K(x",t" 3x,t) K(x,t3x',%') dx (I.13)

olarak ifade edilir, Burada komplex kuantum mekaniginde
K ile genligin temsil edilmesinden bagka Chapman-Kolmogorov
denkleminde Markov ydonteminin olasilik gartlarina uyumu.
ile bu dzellik gekilsel olarak benzerdir. Fakat (I.6)
yol integral denklemi anlamlibir kavram ve bu eylemle-
rin kuantum mekanik tartigmalarda kullanilabilir olma-
g1 Onemlidir,
Nihayet klasik Iagranjiyen ag1rk olarak zamana
bagli degilse, yayici Hamiltonien operatoriiniin \Qn(x)

enerji vzfonksiyonlarin tem kimesi olarak,



o
K(x",$"3x',t')= Zn exp [(-i/ﬂ)_En(t"-t'ﬂken(x')\@n(x) (I.14)

geklinde agilabilir, Bu ac¢ilim Feynman-Kac acgilim teoremi
olarak bilinir. Burada n lizerinde toplam, ayri tzdeger-
ler iizerinden toplam ve 6zdegerler lizerindeki integras-
yon olmak lizere her ikisini belirtir, Diger bir deyigle
klasik Legranjiyen daha kullanigli olmayan (I.l4) formun
genel agilimi, agik olarak zamana baglidir, Lagranjiyan
zamana bagli oldugu dzel durumda defismezdir, (I.14)
agilimina benzer ag¢ilim teoremi Khandekar ve Lawande(as)
tarafindan verildi. Bununla beraber agilaim, kuentum degig-

mez (invariant) operatédriin 6zfonksiyonlar kiimesidir,

I.2- Yollarin Toplanmasi Hakkainda Aciklamalar

Yayiciyi bulmanin temel amaci N—» oo gittigin-
de 1limit alinarak, denklem (I.6) ile verilem g¢oklu
Rieman integralinin degerlendirilmesidir® . Bu yaa-
nizca birka¢ durumda mimkiindiir ve kesin olarak su
durumlarda gegerliligini korur,

1- Integrallerin gasussian olmasa

2- Recursive formiiliiniin ardal integrasyonlari
¢Oziimlinlin var olmasidir. Iyi bilinen sabit W frekansla
harmonik osilatdr ve serbesi pargacik durumlari birin-
ci kategori altinda toplanir, Burada iki brnek igin

standart yayicilara aktaralam,
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m kiitleli serbest parcacik:
3/2

Kp(x",t"3x',%')= = exp n (x"-x1)2| (I.15)
2MAT 2nT

m kiitleli ve W frekansli Harmonik osilator:

13/2 |
Ky ofx",t"sx", ¢! )n[; - exp[éigﬂ———

TihSianj hSinwT?

Ex" 2, x? 2),Cosz-2x"x{D (I.,16)

Burada T= t"-t' diir, Genel kuadratik forma sahip
potansiyeller oldugunda integral gaussian yol integ-
ralleri olur., Kuadratik terim katsayilari ve m kiit-
lesi dahi zamanla degigebilir, Bunun ¢dziimii

Ss =0 (I.17)

Hamilton ilkesinden bulanan X,(t) klasik yola bagli

olugudur ve yayica,

3/2
K n,tn ] L) P .._..]:._ _&l—
(X $X ’t ) [2"111] 'bx"bx'

exp[-- SJ (I.18)

olarak verilir. Burada Sclas[xc(t)] . Bu baZinti Van
Vieck-Paulil{27+28) pormiilti olarak bilinir. Bu formii-



11

liin  dasha iyi anlagilabilmesi igin S[x(tﬂ eyleminin

xc(t) klasik yol ecivarinda seriye ag¢ilmasi gerekir., .

s[x()] = s[xc(t)+rUta . S[x°]+rngS[xc] (I.19)

Burada kuadratik eylemler igin S?S in safaira tzdeg
olduguna dikkat ederiz.

Yol integralleri, kartezyen koordinatlardan 4o-
niiglimler yﬁrdlml ile polar koordinatlara doniigtiiriile-
bilir, Doniiglimde gok kigeli yol geklinde sonsuzkiiglik
zaman araliklarinin kullanilmasi gerekir, bu kesin si-
metrili potansiyeller ig¢in uygulanabilir, Radyal yayi-
canin yerini tutan yol integralleri, recursive formii-
liine uygunsa kullanilabilir, Ornek olarak, serbest
parcacik, harmonik osilatdr ve kare potansiyeli vere-

biliriz,

I.3- Yol-integral Formalizminin Kuantum

Mekaniginden Tiretilmesi

Diiz bir yoriingede bir pargaciZin nareket( 29-31)
ettigini diigiinelim. Koordinati x, momentum operattrii
-1 d/dx ve Szdurumu |k olmak iizere, parcaciga ait
x- temsili ifadesi i¢in,

Caley = A e1* (I.20)
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yazabiliriz, burada L peryodik sinir koguludur, Parcga-
c1g1 L boyutlu bir kutuya hapsettiZimizi diisiinliyoruz
ve L—>©0 kabul ediyoruz.

Koordinat uzayinda, momentum operattriinin her-

hangi bir f fonksiyonunun matris elemana

<x'l2(-1 g x> = Cx' e i) 2(-1 —F) <Kk

- % 1 2o ==X (1)

bigiminde yazilabilir, L-» oo iken integral aralifa

(00 , o0 )'a genigletilirse son ifade,

J'"%kff— 2(x)edk(x'-x ) (I.22)

bigimini alar. Bu temel formiile bir uygulama olmak
fizere, birim kiitleli relativistik( 33 olmayan par-

gac1gl diislinelim. Bu parcacigin kinetik enerji opera-

tori,
1 a2
K= _ _1_ - (I.23)
2 ax ~
~i(t'-t)K

ile verilir. e nin metris elemaninin koor-

dinat uzayinda yazimai,
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<x'| e-i<*"‘”K|x>=j_g.ka{exp[-i 1 kz(t'-t)+ik(x'—x)]}

{%ZTT eXP{-i .-%—z"'(t'-t)u%-(x'-x)z/(t'-tz}

(I.24)

bigimindedir, burada z= k-(x'-x)/(t'-%t) alinmistair,

Boylece,
+ 00
Sexp{“l-%— 22} dz= V 21T =\’ m e
1T 7 "7 0 ise 1+i
-~ o0
| (1.25)

bagintisi yardimiyla,

1/2
Lxt) e (E-00K) o (_ﬁlﬁ__?.] exp {1 (x'ex) 2/7} (1.26)

yazilir, Burada '{ = t'-t bigimindedir. (I.26) bafin-
t1s1 standart fauss dagilimindan iistel ifadede yer alan
bir 1 faktoril kadar farkli oldugundan, pseuda-gaussian

olarak adlandirilir. Dagilimin genigligi

lx*=x | pg= O(VT) (1.27)

ile verilir, (- O oldufunda Denklem (I.26) S(x'—x)

olur,
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V(x) potansiyeli al\:t:.nd'.a hareket eden bir parcacik

i¢in Hamilton operatori,

2
He E+V(x) = - 1 ﬁz + V(%) (I.27)
2 dax

elarek yazilir, Zamana bagli Schrodinger denklemi,

HtD>a 1 .,T?_E_ |£> (I.28)
:Lle'verilir,“ bunun x- temsili,

(x'_:l e~d(t'-0)E | 15 (I.29)
t den t' ye durum vektori ile ilgisi,

x| tDe jdk(x'l e~1(t'-0)E) 2y <x|¥') (1.30)
geklinde olur. H nin 6zvektorleri cinsinden,

Hla) = Eaja)> (Is31)
ve

<a'la) = ga'a (I.32)

diklik kegulu kullanilarak Green fonksiyenu,

. +
<xt’ e-i(t'-'t)H'x> Bz \Pa(x')\_‘)a(x) e—i(t'-t)Ea (I.33)
a
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bigiminde yazilir, burada \Pa(x) =<{x|a> olarak
alinmistair,

gimdi Feynman'in izledigi geleneksel yolu iz-
leyerek t'-t zaman aralifini birbirinin genigligi €
olan I’L araliga boldiiglimiizii diiglinelim, Buna gotre,

tret= rLe (1.34)

Teorem: Herhangi bir durum vektorii 1 > eolmak

Uzere,
/2
<x||e-i(t'._t)H|> = lim Sﬁ (E%ﬁ'é') el€ly <x,17
€—0
(I.35)
bagintisi gecerlidir., Burads,
. _ . T4l

%:_]T%‘E.—V(xn.), xna-_-‘-_.._

- Tn+1t%n 1

xn-_-; " - 0 ﬁv_l'a X (1036)

ile verilmiglerdir.

ispat: ei(tr-%) e—i€nH oldugundan,

(I" e—i(‘t'_t)H’x> = S<x,‘e-iGH ' x> d'xn
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. xq gmi€H 'x‘{"’l? d'xtt-l -
.o <xBl e"ieH}x2> dx,
{x,lem €8xy (I.37)
geklinde yazilabilir, € — O iken,
e 1€E, 1 1em,0(e?)= 1,16K-1eV40(c?)

= e~1€K -1V | 0(22) (I.38)

olur. Burada (= a gore ikinci mertebeden terimler
ihmal edilmigtir. Matris gosterimde,

(ol 4B 1z> = (a7 (g FIT> 17 2>

(I.39)

bagintisa, Denklem (I.26) ile,

(y1ei€V Ix,> = e Vi) é(y-xn) (I.40)

kullanilarsak,

1/2

. : 2
Conaal € F I =( - ) exp 1{-%-<xn+1-xn> -“T(&)}

2Mie
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1/2

€
"( L ) eiLn + 0 (63/2) (I.41)
2L €

elde edilir. Bu bagintilar denklem (I.37) de yerine
konulursa X=X, alinarak, denklem (I.35) in ispata

tamamlanmig olur,

X et
[
)
/ b

____.__A o {4={

gekil 1: "() t den t' ye defigirken ardigak
xﬂxl’xa, esey xq:l_l=X' bir X(Y) ’ y01 . (path) tanimlar,

Sekil.1l de gtsterildigi gibi t' ile t arasa,
€& genigliginde ] pargaya bSliinmiistlir t'-t= rlé
Bunlara agagidaki bigimde etiketleyebiliriz.

t,= t+(n-1)E (I.42)

x, ile, x in +t, deki deferleri, C , & den t' ye
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deZigirken bir x('() patikesi (path) tanimlar. Boy-
lece (I.35) bagintisindaki integrant patikaya kargilik

gelen dalga yayicisi olarsk tanimlanabilir, Lagranjiyen

L(x,x)= 1/2 x°-V(x) (I.43)
- Xn+1t*n
ile verilir, Efer x'i X,= + ile ve x ya
2
. n+1"%n .. ..
= Z ile degigtirirsek,
L= L(X,,%,) (I.44)

bigiminde yazilabilir, € —> 0 olduZunda P €L,
toplami x(C ) patikasi boyunca bir eylem integraline
doniiglire

t! !
€L, —> (x(T )x(T)) d7 =!! L(() a7 (1.45)

n
n=1

yol-integral literatiirlinde Denklem (I.35) baZintisina
daha sembelik bir bicimde,

¢
i} Ldt
{x e’itH'x>= S[dx] e “S (I.46)

elarak yazilir, Herhangi t aninda 1> ve %' anin-

da |%') hali igin
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t'
1 { 1ag

I D20 5[ax]<tv|x'> e ¥ Lx'D(1.47)

yazabiliriz, Burada,

(e (1/2) ﬁ}
dx|{= Lim ml ) dx, (I.48)
é"’O( n=1

elarak verilmistir,., Denklem (I.46) orjinal bigimi
olan Denklem (I.35) den farkli degildir,
Hamiltonyen H(x,p) den, X, X ve p nin fonk-

siyonu olan L yi tanimlamak yararlidir,
E.(x,x,p) = px-H(x,p) (I.49)

Burada guna dikkat etmek gerekir; L x, x ve D
gibi lic degigkene baglidir, yanlizca X, X gibi
iki degiskene bagfli olan Lagranjiyen fonksiyonu de-
Bildir, Eger L deki p yi x ve X ya bagla
olarek yazabilirsek L o zaman L(x,x) dile iligki-

1li olur.
i (x,x,p(x,x)= L(x,X) (1.50)

denklem (I.35) igin alternatif bir baginta,

n |
' - Gxpdlo,
Cx et -0E S )] —— el€lng >
€->0 n=l

(1.51)
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ifadesi ile verilebilir. Burada,

I=1 (X0 %,0k,) (I.52)

X ve x daha Snce tanimladifimiz gibidir. Simdi
alternatif bagintiyi ispatlamaya g¢aligalim.
Denklem (I.24) den,

2
(g 18551, > {k:r o /B (X ) (1.53)
2

yazabiliriz, Bu ifade Denklem (I.39 ile birlegtiri-

lirse,

2
Ay -11/2K€ +1k (x ;-x)-1 V(x))
e
2m

{Xpar 1> =f
(T.54)

elde edilir. Bu problemde H(X.P)=1/2p2+v(x) olmak

fizere, listel formda -1 kez,
041" n -
z | = B(xpok )= L(x ,x ,k ) (I.55)

vardir., Burada L denklem (I.49) da tanimlandaiga
gibidir, I(x,,X ,k;) deki x  yerine Xzl/2(x %}x,)
alinirsa sonra da x=x, Ve x"thl alinir ve

Denklem (I.54) de yerine konulursa alternatif bagin-
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t1 ispatlanmig olur. L(xp,%p,k,) deki x yerine X,
¢izgi almak € —» 0 iken Denklem (I1.27) nedeniyle
gecerlidir.,

Burada guna dikkat cekmeliyiz, Denklem (I.52)
B= 1 igin I, xrv»l.‘fx' icerir, fakat k"l."'l i iger-
mez, §imdi koordinat uzayini diigiinelim, T ,t den t'
ye degigirken ardigik (xl,kl), (xz,kz) cee (x'l,’k'l)
uzayda (buna faz uzayil denir) bir patika tanimlar,
€ —»0 iken 'Z éLn, faz uzayinda eylem integrali

olarak yazilabilir,

t! t!
i € ‘in—é\S. i(x('(),:‘:(’(),k('t))d‘cES L(7) 4t
n=1 t
(I1.56)
Denklem (I.51) kapali bigimde,
t'
—i(t'—t)H el itf —ildt
¢ = [ dk] e (I1.57)
olarak yazabiliriz,. Burada
T %% &%
dx dk| = Lim —IT I.58
[ :] ¢c—-0 n 2T (1.58)

ile verilmigtir,
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II. ORNEK PROBLEMIER

Kuantum mekaniginin temel problemlerinden ser-
best pargacik, Harmonik Osilattr ve lineer potansiyel
problemlerini yol-integral tekmigini kullanarak tek
boyutta ¢dzecegiz.

II,1- Yol Integral Yontemiyle

Serbest Parcacik GenliZinin Bulunmasi

Buraya kadar anlatilanlaran igiZi altainds,
yol-integral yontemini kullanarak, serbest parcgacia-
gin genligini hesaplayabiliriz.

Lagranjiyen, L= T+V olmak {izere serbest parca-
cik V=0 i¢in I,
*2

I= 1/2 mx (II.1)

olarak verilir. Euler-Lagrange denkleminden yararla-
narak,

mx= at+ b (I1.2)

bigiminde bir ¢dzlm elde edilir. x;= x(ti),
Xp= x(tf) baglangic degerlerini gbzoniinde tutarak,

A s
Xo—=X.
. bl &

elde edilir, Denklem (II.3), (II.1) ile verilen ifade-
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de yerine konularak, Klasik eylem Scl’
2.
5, ,= 5 L(%,x,t)dt (II.4)
2

bigimindeki baginti yardimi ile,

Se1= —Jp B(xgmxy)° (I1.5)

elde edilebilir, Klasik eylemi belirlenmig bir sis-

temin yayicisini belirlemek igin,
1/2 }
,zfscl '| i-sd

exp

K(x,;,X,3t)= 1
y [;"iﬁ | 92z |

(II.6)

bigiminde verilen Van Vleck-Pauli formiilii kullani~

lir, Bu formiile gore,

% l |
cl o elde edilir,

'bxébxil_r T

Elde edilen ifadeler yerine konularak yayica,

1/2
M + Br(xpx)®
R(xyy%gdt)e [ e (II.7)

bi¢ciminde bulmmur.
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II.2 Yol-Integral Yontemiyle Harmonik

Osilator Genliginin (Yayici) Belirlenmesi

Deha dnceki (II.l) kesiminde oldugu gibi, ay-
n1 yolu izleyerek yol-integral teknigi ile harmonik
osilatdr yayicimini hesaplayabiliriz.

Harmonik osilattr, Lagrangiyen'i

I= .-%. HXo4 .%mwziz (II.8)

biciminde verilir. Euler-Lagrange denkleminden yarar-
lanarak klasik g¢ozlimler, i‘isi(ti) 3 EEf; §(tf) baglan~

gi¢ degerler gozoniinde tutularak

x( to)= ASinwt +BCoswt,

x( t4)= ASinwt,+BCoswt, (II.9)

olarak elde edilir. Elde edilen iki denklem kulla-

nilarak, A ve B degerleri elde edilir, Bulunan degerler,

'i‘cl(t)g ASinwt+BCoswt (II1.10)

denkleminde yerine konularak icl( t) klasik ¢ozlimi,

x,,(t)=

1 ' .
ot [xiSinw(tf—t)+xfslnw(t-ti)] (I1.11)

seklinde elde edilir,
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Denklem (II.11l) ile verilen ifade L, Lagranjiyen
de yerine konularak, klasik eylem Scl’
2,
S,1= tS L(x,x3t) dt (II.12)
i

geklindeki baZinti yardimi ile

M M2 2 |

elde edilebilir, Klasik eylemi belirlenmig bir sistemin

yayicisini belirlemek icin Denk, (II.6) yardimi ile,

2
9%,y U D ',_._ MW (II.14)
9% 9%, | - Sin WT l " Sin WD

elde edilir. Tim deferler Denk.(II.6)da yerlerine konula-

rak yayiecl,
1/2

K(x.,x 3t) = {- MW _ ) exp —;'_————M—V'L

[(xg + ,x:‘%) Gosm~2xixf]} (I1.15)
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biciminde elde edilebilir,

II.3- Yol-integral Yontemiyle Lineer Potansiyel

Altinda Bir Parcacik Yayacisinin

Belirlenmesi

Bu kesimde yine yol-integral ydntemini kullena-
rak, lineer potansiyel altinda bir parcacigin yayici-
sin1 hesaplayacagiz. Yayicinin belirlenmesinde dnceki
kesimde izlenen yolu izleyecegiz., Buna gbre sistemin
Lagranjiyeni,

2

I= -1 mX°4+£X (II.16)

2

bigiminde verilir, Ayni gekilde Euler-Lagrange

denkleminden yararlanarak klasik ¢Oziim,

X ,() = -1-'5- £2+a.54b (I1.17)

elde edilir., xy= x(ti) ve Xp= x(tf) baslangic deger-

leri gdzoniine alinarak,
P 2
xp= L 42 sate b (II.18)
f _f + f"‘ .

geklinde ifadeler elde edilir, Bu denklemlerden a ve b
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degerleri buhunarak Denklem (II,17) de yerine konularal,
- 1 - - £ 2 . m2
xcl(t)'-'-T Xi(tf t)-l-xf('b ti) + ~B5 (Zt-tf-ti) T
(I1.19)
klasik ¢ozim elde edilir, Bu idafe L, Lagranjiyende

yerine konularak klasik eylem Se1r
Ve
Scl"f L(x,x3t) dt (II.20)

t
i .
bagintisi yardimi ile klasik eylem Se1s

Se1= —hy Mlxe=x;)% e #(xpmx, )1 3 123 (11.21)

elde edilebilir, Klasik eylemi belirlenmig bir siste-
min yayicisini belirlemek icin, Denk, (II.6) yardimi ile

32 Sc.;L‘ i ¥
2 2 e = |- M & -!I-— (II.ZQ)

0% O x4 @ T _ :
elde edilir, Denk. (IX.6) ile verilen formillde de-
gerler yerine konularak yaysew,

1/2
K(X;,Xp3t)m f—B— exp | <L - M(x,-x;)2
17t 2rihT [T( o Mxex1)
+ f(xf-i-xi)i" S 121’3)) (IX.28)
2 24m

bigiminde elde edilir.
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III. GENEL KUADRATIK LAGRANJIYENIER

IIT.1- Cok Ktselil Yollar Yaklagami fle
Yayaicanin Tiiretilmesi

Bu kisimda, bir Boyutta kuadratik eylem igin

(4)

¢ok kigeli yollar yaklagimini uygulayacaglz.

Kuadratik eylem Lagranjiyeni,

a[_:_éf__{qui b(ﬂXZ}JrC‘“X (II1.1)

elmak lizere, burada a(t)> 0, b(t) ve c(t) zamana
bagli fonksiyonlardir, Fiziksel olarak Lagranjiyen,
W(t)= (_g_)llz degisken frekansli osilatdr kuvve-
tinin hareketine kargilik gelir, Bu tiir kuadratik
Lagranjiyen (III.1) formu, a= e'°, b=e®’, c=0
olacak gekilde ilk kez Caldirola®>) ve daha sonra
Kanai tarafindan tnerilmigtir, bu yiizden Lagranjiyen
(III.1) Caldirola-Kanai Lagranjiyeni olarak bilinir,
K, yayicisi gelemeksel olarak gok kigeli yol-

lar yaklagima gore,
v !
W HY= L 4< (x"4"1x'1)
K ix"1xt) = é,'z,o N (I11.2) -
seklinde deZerlendirilir, Burada Ky

VI o1 N EES B

~0 . k=t
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olarak tanimlanir, Burada AN, Feynman ©lciisiinii tanim-

layan normalizasyon faktoriidiir., Normalizasyon faktorii,

N a. Va
ﬂ (ﬂe\ , Q=alt) (III.4)

k=1
olarak verilir ve Sg, herbiri € uzunlugunda l:t',t;_l
zaman aralifinda N tane alt araliklarin tiimiiyle ta-

nimlanan ayri ayri kisimlardan olugan eylemdir,
x= x(ty), X,=x', xy=x" ve benzer olarak a,b,c

katsayilari igin

z 2¢C
z{'i%] %Ok(xk‘ X,.)-€ EkXﬁ X (111.5)
k=1

Xy =X
tenimlanir, X= k k-]l yazilarek elde edilir.
+ 00 +0°
K A 5 j dX €XP ] (II1.3)
-P k=t

ifadesindeki integralin alamabilmesi icin X ve Y
kolon vektorleri tanimlanir ve P simetrik matrisi

olus turlur, X ve Y vektorleri

- r‘ -
(X' [y,
Xg y__ 52
X::' XS 3 _— \-?3 (III.6)
| X'N—l J L \jﬂ—‘ -

olmak lizere, burada
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Y= -G €5 +a,%
Iy = - C\ € (2¢k¢ N-2) (III.7)
v == Cun €7 O Xy

N-\

Ve (N-1) boyutlu P simetrik matrisi agagidaki

yapidadair,

Gt s Bam0 (#.60) ar

Bu gekilde KN yay1¢;sx,

4 XA = dy -2 = X p st (B on €I
HN( | H m/

+26%C X,{l%. f:\x eyp%,co({)( PX-2X Y:'} (III.9)
- o0

N-1
olarak yazilaebilir. Burada dx=-11; dx, , xﬁ: X in trans-
=

posesi ve o a(28€)"! dir. (III.9) da Gaussian
integral,
Ny Ly,

SJX exp 4oc()( PX-2X ﬂ% ( ) (detP) €xp[ 4v<‘HTP'Lf)‘J
(II11.10)

haline doniigstiirerek kolay bir gekilde degerlendirilir,
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Buna uygun olarak,
~ , \7/"-: C N
Kuz( L/N / 4“/ CXP(4 7\-N> (I1T1.11)

bulunur, Burada DN 5

Dy= [( ﬁau) (X /det P>-J * (III.12)

T =t .
XN= oc[Q.x§+(a~—b~6’)X.f +26 (Y P \I)_J
(II1.13)
Boylelikle, Dy normalizasyon faktoril ve X y Pilegeni-
ni yayicida degerlendirmemiz €-»0 sinirinda ve N— o
NE = t"-t' araliginda bulmemiz gerekir, §imdi D wve
'X, yi ayri ayri bu sinirlar icinde ifade etmeye ¢ali-

salim,

I17.1.1- X, Bilegeni

Yeni bir U vektoriini

PU :\{ (III.14)

clacak gekilde tanimlayalim (III.14) {in elemanlara

A
- akuk-!"’ (dk+qk+i - bkéz) U™ q&ﬂ\‘*l*\ =-C€

(I1II.15)
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k= 1,2,40.,N-1 olmak lizere ug-rokta degerleri
Ug=Xys Ug=Xy elarak yazilir, Denk, (II.15) baZintasa,
her iki taraf €2 ile boliiniir ve € — 0 giderken 1i-

mit alinir ve diizenlenerek diferensiyel denklem,

_d Sawuwl+ b (4} =
g ia } buu V= c(4) (I11.16)

elde edilir, Ugc nokta deZerleri anxo, UNsXN alinmigtar,
§imdi (IIT.13) denkleminde 7{ y bilegenini ele alarak,

N=\
%:(3‘%—%\[0 Xs +(an-bné €)X ~+Qé Cn "'Z.“jkuk

geklinde elde edilir, Denk, (III,7) de Y, nin tanimla-
raini kullanarak ve U0=x0 ve UNaxN esitligini gozoniine

alarsak,
N
% (2%)§ ONXN ( UN UN \\ a X —U°3+Zé(ku‘+ ECNXN}
é k.:l

elde edilir, € —» 0 durumunda limit alinarak,

1]

_[m %,\, (2%)? mejCH A CHJ (III.17)

4

elde edilir, Burada (III.7) klasik hareket denkle-
minin U(t) ¢oziimiiyle A bilegeninin belirlendigine
dikkat etmek gerekir. Ayraica,

X"— SN /)Fl (III.18)

ifadesinin dogrulugunu gtstermek kolaydir. Burada
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o1 (III.16) denklemiyle belirlenen Klasik yol boyuneca
t"
Ldt bagintisina klasik eylem denir.
!

Az i¢in (III.17) ifadesi, x' ve x" wu¢ noktala-
rinda X ye dogrudan baglidar, Bunun icin (III.16)
Klasik denklemin formal ¢Ozimiine gerek duyariz, Daha
once verilen x' wve x" u¢ noktalarini gozdniline ala-

riz, V= u&f;, denklem (III.1l6) da yerine konularak,

U+ LWV = /Va (III.19a)

elde edilir, Hesaplama sirasinda
VH) =\a X’ g \/{-V')=\/"{">< (III.19b)

oldugu gibi U(t')= xy=x' ve U(t")axN=x“ uc nokta

kogsullari gézoniine alinir, Daha sonra,

') =L ar/2a —a/a)+ b/a g

elde edilir. Sonu¢ olarak,

t L

Vit)sv, =0 , \/ZHH)'—:- V,=0 (III.20a)

baglangic kogullarina uyan homojen denklem
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V+ AW =¢ (III.20b)

iki bagimsiz ¢oziimi V, ve V, ise G(t',8)=G(t",8)=0
olmak lizere (III,19) denklemi ig¢in G(t,s) Green fonk-

siyonu  Onerebiliriz,

[Vt /@ LS

(4.S8)=
Gt s) [\/'(;)\/Z(H]/G? t>S

(I1I.21)

AERVAOAVAL BRVACAVAD) (III.22)

olarak yazilir, Burada Q, s'den bagimsizdir ve s=t°

veya s=1i" yazilarak sonugta,

A noe,
Q=\,V, =-V, V; (III.23)

elde edilir, Boylece (III.19b) sainir kogullari altin-
da (III.20b) denkleminin gekilsel ¢oziimii,

v
\/m:\/a"x‘vwﬁ"x‘w_ Guis) C13) s
\4 Vq' {. \/Ea;)
(III.24)

olarak elde edilir, Bu c¢bziim ve U=v/V @& bagintisi

(III.l?) denkleminde yerine konur ve X bilegeni,



ZX‘5C(5)V2(S) CJS-I— QX C(s)\/lsjcls JGH J CH)GH s) C($)
T Y Vas V Vars) Vo aw)

2

(IT1.25)

V! ba-

elde edilir, Burada X=\f;x~ ve VéVi = - Vl 5

gintisi kullanilmaigtar,

III.l.2- D Normalizasyon Faktorii

D Normalizasyon faktoriinii belirlemek icin
detP ifadesini bulmak gerekir., P matrisinin (III.8)
ile verilen tanimindan, recursion bagintisina uyan
P determinatinin k. mimériintin A, eldufunu gérmek
kolaydir. Ay=1, A_;=0 olmak fizere,

A=(0+9, b €%) A, - i Ay, , k>t
(III.26)

Burada Ak,
\u(

p-(L)( T,

=

kimesine sahiptir., Denklem (III.26) ve (IIL.27) ile

verilen denklem kullanilarak,

Ok-nq/m - (qk+ q“") q/k + ak q’)k-l + b&élw\(:

(II1.28a)
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bagintisi elde edilir, Burada sinir gartlara,

=
kks o , A =—a'; (III.28b)

kullenilir, Denklem (III. 28a) bagfintisa diizenlenerek
€2 ye bolimllr ve € —> 0 durumunda limit alinarak,

_C.l.g(q&p) +by = o (I1I.298)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu, (III.2%9a)
denklemi, (III.16) denkleminin yerini tutan homojen
diferansiyel denklemdir, Sonug olarak

\l/u') = qz'= o , = “'&' (III.29b)

sinir kogullarina uyan ¢ozimii V, 'e bagli elarak
P v 1
“Viawaw)] V&)

geklinde verilir. Son olarak, det P= N-1 ise bu

(III.29c)

durumda 4{1

D=f, D=, (Wd“ det P

| 4& (0'3( Il))ﬂh
:[2’6 \P"'B = { m (III.30)

yazilabilir,
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: 1/2 1

D- _L[él ‘ - ‘ ‘ |
2 axyx” 2% X' ax" (I1.31)

bagintisanin dogrulugunu (III.25) ve (III.30) dan kont-
rol edebiliriz, Bdylece (III,l) denklemi ile verilen
Kuadratik eylem ig¢in yayaca,

%C(”Wwf (D/77 eyp{ X} (III.32)

olarak verilir, Yayici tam olarek Van-Vleck-Pauli
formiili ile wverilir,
1 o 1
i, M 0 4 :)a L, o~ ’1 SC{'
(1 (X ) =—, | —— \ EXp, 7
K ' ) Jomith | - FL h _J

IX X
(III.33)

Bu sonug genel olarak bir kuadratik eylem ve iki ve
i boyutlu kuadratlk eylemlerin yayicilarini bulmak
i¢in faydali ve gegerlidir,

Yayica, (x,, k=l,...8-1) ortg koordinatlarin
herbiri lizerinde ardil integrasyonlar yardimi ile de
bulunabilir.(2®) Bu teknik, polar koordinatlarda yol
integrasyon ig¢in gerekli olur,

Diger bir Snemli nokta, Lagranjiyen'deki kine-
tik enerji terimindeki a(t) faktoriinii yok etmektir.

X = x/Va (1II.34)

bagintisi, (III.,1) Lagranjiyen denkleminde yerine ko-

nuy ve
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. 7 v | ‘ z
J_(x,x )= L ;’c)——z i (A7) (111,35

gekline doniligtiiriilebilir, Bu durumda yeni Lagranjiyen 'f.,

,L('X:kj'f)':)!_‘ (%*- -n-z(*)xz) (III.36)

olarak verilir, Burada _)12(t)= _]é-_(‘a2/2a2-'é\/a)+b/a
dir. Bu donlsiim, ayni zamenda Feynman Olglisiiniin d6-

nligmesine neden olur, O halde,

D[XH)] = (a'a’) d D[X‘H)] (II1.37)

ve bu diniiglimler sonunda yayici; 2 'y
gy 4y = A AR 'L-"l' ]
Kocdixt) = (dd) exps (g—ﬁ)i—g. K= = }
't"
JD[X‘H)]exp% ijJ_m,se-,ﬂAJr}
h; (1I1.38)

olarak elde edilir, Bu dbniigiim, D ve X ifmdelerinde
pulunan (a'a")l/4 faktsrtnii ayirir ve dolayisiyle yol
integrasyon basitlegtirilmig olur,

III.2., Ozel Durumlar

Kuadratik eyleme sahip (III.32) yayicinin dzel
durumlarindan bahsetmek icin D ve X nin alternatif
formlarini hesaplamak uygundur. Denklem (III.20a) ile
verilen ug nokta kosullarini saglayan (III.20b) homo~

jen denklemin V,(t) ve V,(%) olmak fizere iki ba-
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gimsiz ¢bziimlerinin oldufuna dikkat edelim, Bu g¢ioziimler,

V() = pit) Singe ')

' ; III,
)= r£i) Sinditit) (III.39)

formuna sahiptir. Denklemde (1), Piney denklemi(34)

olarak bilinen yardamci denklemi saglar., Buna gbre

., .
PHAR)p- P =g (III.40)

ve @(t,s) ifadesi

t 2
¢({'5)=/’1H)—/ﬁf-§) _—:jf (*)CJ" (III.41)
S

olarak verilir, Dikkat edilirse p(t) ve M (%),
(III,20b) ile verilen denklemin zamana bagli osilatd-
riin, genlik ve fazi olarak yorumlanir, Buna gire
G(t,s), Green fonksiyonu,
i(ﬂfcs)S;n¢{f,t')5f'¢}5zs,+f')  _{_<5
Sin(#t') !
Glt,s)= (III.42)
| $H) £1S) Singt4) Sindsit’)
s , 14>s
Singctr)

olargk elde edilir, Tam yayici,
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K (XX = [mmcrcrgmwﬁ)]exp[ {a;x a?r"x ]

exp{ d H < 2 }Co sPAH)
24 Sin pit)t')

t“

P! ] .L
- ‘23< >f + 2X j@(4)§m¢({,{’)°t{+ &jét%mqﬂt"%)c“
ga G";. a’s

4
- QS §6(+) G s)Sin () Sindist') ds A{]} (III.43)
17y

bigiminde elde edilir, Burada § = p(t)/Va ve

G(t)a c(t)T(t) air.
Litaratiirde bu ifade tiim 6zel durumlari belir-
tir. Ornegin a=1, b(t)=w2=sht. oldugundan w’llz,

#(t,8)=w(t-8) olarak alinabilir ve yayicai,

1/, ' R
" 't AW g(x-"x) COSWHIL'U
K(x X, {) {m’ﬁsnw'l exP[ﬁ%Sinwﬂ )
1" ¢
W7 [ i
- 2X'X"4 2X J W) Simolt- ) dt+ %5‘_ ¢ Sinwl=1) dt
W '
' {

£ 4
- —Q—qu KAS CHY € (s) Sinw (=) Ssnuu(s"t')}] (III.44)
W \

gseklinde elde edilir,
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Bu stniimsiiz harmonik osilatdriin yaylclsldxrasl.
a(t)=exp(¥t), b(t)=exp(¥t)w(t), o(t)=exp(¥£)2(t) duru-
munda _N%(t)= wz(t)-te/4 oldugu ve (III.43) denklemi
ile verilen yayici olup, ilk dnce Khandekar ve La'ande(25)
tarafindan ortaya atilmigtir, Ayrica a=mexp(®t),
b= wlexp(xt) ve c=0 olarak segilirse, (III.39) ile
verilen denklem analitik olarak ¢oztilebilir ve farkla
bir osilatér(35) icin Landovitz tarafindan bulunan
yayici tekrar bulunabilir, EZer a=exp(¥t),
bzexp(ft)wz ve c(t)=exp(¥t) degerleri (III.43) ile
verilen denklemde yerlerine konursa bu durumda Chang(35),
Gerry(37) ve DodnoviBB) tarafindan bulunan yayici
elde edilir. Son olarak zamana bagli harmonik osila-
torde ¢=0 durumu, son yillarda Chang(39) ve Rezende(4°)

tarafindan incelenmigtir.

ITI .3~ Genellestirme

Lagranjiyen tic boyutta genellegtirilebilir, bu
durumda Lagransiyen L,

-
/_;_ZL{_c_lJ)_f_TAmg:ﬁ- ><‘.Tf36‘)>(+.':Jj)(...cu,)X‘]H("C (III.45)

olarak verilir., Burada x‘(xl’XZ'xB)’ r=(fl,f2,f3):

tic boyutlu vektorler olup, A, B ve C, 3x3 matrisdir,
(41)
28)

Yayici, yukaridakine berzer gekilde Papadopoulos
tarafindan degerlendirilmigtir, Van Vleck-Pauli(27’
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formiili uygulanarak yayica,

K (e €1XF)= [de{{AuévzrrihD&")}] exp[%l Su(x‘;f"l)f:t')]
(II11.46)
bigiminde elde edilir. D(t) matrisi,

d (4D d¢ d0¢ DCA"‘JD A+DCAC
a{{A{ D +DB dt dt
(I1I.47)

ile verilen diferansiyel denklemin ¢oziimiidiir, Gozlimde,

ek (cicT) wve

'D({‘)r_o y _C_l_ggl . £=I (II1.48)

sinir kogullari kullanilmigtir, Denk, (III.46) ile

verilen Van Vleck~Pauli determinantinin zamana bagla
faktdr oldugu gisterilebilir, Denk, (III.46)'nin Gzel

durumu Papadopoulos tarafindan incelenmigtir.

Iv- IKI ZAMANLI KUADRATIXK EYLEMIER

Yol integral teorisinde yerlegik olmayan kuad-
ratik eylemler(4) birgok fiziksel uygulemalarda orta-
ya ¢ikar, Bu tlir eylemler gemel olarak,

T ToT i
S-1 S w4 4{545 6l X th)+5{t‘r) Xwdt 1y 1y
2 9 o

geklindedir, Burada G(t,s), t ve s'nin simetrik bir
fonksiyonu, £(t) ise zamana bagli harici bir kuvveti
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gbsterir, Fiziksel olarak G(t,s), verilen bir sistemin
daha biyiik bir sistemle étkilesmesi ile :olugen dogal
‘olaylary ayrintili ve basit olarek karalcte'.mze
etme yoludur, _

Tarihsel olarak, (IV.,1) denklemi ile verilen
yerlegik olmayan eylem, ilk kez Feynman(42) tarafan-
dan polaron probleminin yol integral teorisinde orta-
ya atildi, Bundan sonrd bu teori daha geligtirildi.
(IVv,1l) ile verilen yerlegik oimayan eylemin basit
formu Bezak(43') tarafindan random potansiyelinde e-
lektron gazi ig¢in kullanildi, Bu tiir eylemler gaussi-
an integralleri kapsadigindan tam olarak bulunabilir,
Ayrica, karmagik sistemlerde, elektronik hal yogunluk-

larinin hesaplanmasinda bu tiir eylemler kullanilir,

IV.1- Yayicanin Tiiretilmesi

Yayicinin tliretilmesi, (III,1) kesimindeki
kuadratik eylemlerde oldugu gibi ayni yol izlenerek.

elde edilir. Bu durumda yaklagik yayaici,
400

K, (T Xe, )= (ﬁf@,:%mw Xy +26€ a‘uxuﬁgdfexp%«[x‘w-zw]}

(Iv.2)
olarak verilir, Burada o =(2h€)™l ve € = _%_
X ve Y, (N-1) elemana sahip kolon vektdrleridir. Ve

X | XQ‘."GI'{‘ I
X=|"1 \/": " | (IV.3)
Xp-1 Xn =€ 2‘(1“\
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geklinde tanimlanir, X ve §, X ve Y nin yerini
tutan dizi vektdrleridir, P, (N-1l) boyutlu kare mat-

ris olup,
3 -
Pi=Ri , Ryn=-¢0Gip ! (IV.4)
3
Ri=2-¢% , Bi=-€6, [z Gen)]
yapilarina sahiptir. Denklem (IV,2) ile verilen

Gaussian integral,

Ko~ [mja P]I/QXP% X+ 26y %Y Pqﬂ}

(IV.5)

sonucu, matris dzelliklerinden faydalanarak bulunur,

Gaussian integral kolay bir bigimde degerlendirilir.
Bu bagintiya,

K= (2 expina]

geklinde gtsterebiliriz, Buna gore 7LN bilegenini

ve Dy normalizasyon fakidriini,

A= x[)(fﬁ- )(J+2€21(NXN-C/‘P.'\/] (IV.6)
(o /det P)J/z (Iv.7)

olarak ifade ederiz, $imdi 7LN ve Dy 1ifadelerini

ayri ayri tanimlayalim,
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Iv,.2- 7(4 Bilegeni

Daha once (III.1l) kesiminde oldugu gibi yeni
bir U vektorii,

PU =Y (1Iv,.8)

olacak gekilde tanimlanir, Y ve P nin (IV.3) ve (IV.4)

ifadelerini kullanarak,
N 3
3 — . .
U,y = 2U;+ U € Zénuk.- ¢ )(.y (IV.9)
&t ¢ ¢ ket
geklinde bir baginta,

Uy =X, » Uy =Xy (IV.10)

sinir degerleri gozoniine alinarak elde edilir, Denk-
lem (IV,9) ile verilen ifade c? ye boliniir ve€E—0
icin limit alinarak,

U(0) = X5 , U(T) =X (Iv.11)

sinir kogullari altinda integro-diferansiyel denklem,

-
_c:‘_f_U_+j<Js 6,9 Uty =fu (1V.12)
dtt o

elde edilir, Elde edilen bu denklem, (IV.l1l) ile veri-

len ifadenin S[x(t)] degisimi ile bulunan klasik ha-
reket denklemidir. Dolayaisaiyla,
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An =(-%—)[x°+ Xa+2€% X >y,

‘Lcl

:_-z%[chiwuﬁ) x,,(u. ), €z ,(uﬁe{ x~]

(IV.13)
yazilabilir, € 0 ig¢in limit alinarak

:
m e, o= XX 04 £y t] covna

N-»o0

elde edilir, (IV,14) ile verilen ifade Scllﬁ 'a
egittir, Bu X5 dan x'e klasik yol boyunca hesaplanan
eylemdiro

IV.3- D Normalizasyon Faktorii

Det P nin degerini bulmak igin

P=L + V (IV.15)

bigiminde ifade ederiz, Burada L ve V, (N-1) boyutliu
kare matristir. Bu ifade tek defildir ve L' saflaya-
cak gekilde L ve V segilebilir. L ve 7V,

L=l Lawm=t, L=

2

Li}-:O (4#3, it1) \/4}= i
olacak gekilde segeriz, O halde,

JetlP)= [debe] [deblz+ L'V)] rn

elarak yazilabilir, det (I+L~ lV) faktorinli degerlen-
dirmek igin,

(Iv.16)
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cleHI-r?\-K): CXP[TFJZ/A R(/\)_J (IV.18)

sonucu kullanilir, Burada K sonlu boyutlu kare mat-

ris ve R S’A) matrisi,
R= K-MKR (Iv.19)

ifadesini sagler, A =1, K=L"'V durumunda, (IV.19)

ile verilen denklem

IR= V- mVR (IV.20)

geklini alir. R=R/€ ifadesini ve (IV,16) ile veri-
len denklem ve (IV.19) denklemleri kullanilarak (IV.20)

ile verilen ifade,

.Zfz.}k ;—lk‘Q =" € Gptme thtau

(IV.21)

bigimine ddniigtiiriiliir. Doniigiimde,

kogullari gozbniine alinir, Denklem (IV.21) yeniden
dliizenlendikten sonra her iki taraf & 2 ye boliiniir
ve €= 0 icin limit alinir ve integro-diferansiyel

denklem haline doniigiir.

47 i B dr = 6 |
< 2({.s)+/mf6u,r)0~m5) r = Gt,s) (IV.23)

Bu integro~diferansiyel denklem ilave sinirlar,

R(9,S) = R(T,8) = 0 icin (@¢SET) (IV.24)
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gbzbniine alinarak elde edilir, (IV,18) ile verilen

denklemden, ]

det(I+L W) = eprA,«Zé i

-}
é(im deb(T+1V)= exp[fd%jcf/« Q,H,i,/\)] (IV.25)
-0 ? o
oldugu goriiliir, Diger bir det (L) faktoriinii bulmak
i¢in (IV,16) ile verilen denklemden, det (L) nin k.
minoriiniin

Ax= 2Ak_.1 "Ak_z y k21 (IV.26)

ile verilen recurrence bagintisina uydqéxmu goriiriiz.
Burada A o= 1, A_;= 0 alinir, (IV.26) ile verilen
denklemin ¢tziimi A,= k+l oldufu agiktir. Dolayisiy-
le det (L)sAN_l = N=T/6, BSylece D mnormalizas-
yon faktori,

b- g’?"[édp}”z[zﬂiﬁae P( d’tﬁ.«m{/«}

olarak elde edilir,

(IV.27)

IV.Q\"' Ya!lc:.

Yayiciya elde etmek igin, (IV.1l4), (IV,.27) ve
(IV.5) ile verilen denklemleri birlegtirirsek,

e 0= mem] exp% ja{jaﬁ2(++w)}

.exp%f%-[)(um X Ul“H-IAJH(“ Jud }} (IV.28)
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bigciminde elde edilir, Yayici yerlegik olmayan kare-
sel eylemler igin,

K(x,T| x,0)= #(T)exp(iS,,/h) (IV.29)

genel formuma sahiptir, Burada @#(T),(IV.28) ile veri-
len denklemin birinci ilistel ifade ve katsayi ile veri-
lir ve Van Vleck-Pauli formiiliinden farklidir. Yayicinin
agik olarak degerlegdirilmesi (IV.11l) ile verilen kla-
sik hareket denklemi wve integro-diferansiyel denklemin
¢6ziimlerine baglaidar.,

V. POLAR KOORDINATLARDA YOL INTEGRALLERI

Vel~ Yayicinin Formu

Yol integral, ¢ok kogeli yollar yaklagimani
kullanarak kiiresel polar koeordinatlarda geligtirile-
bilir. m ktitleli bir parcgacifin V(x) potansiyelinde

hareketini tanimlayan eylemin genel formu,

% .
St =54*[%M*2‘ Vix] (V.1)
4 .
bigiminde verilir., Kesim (II) ye gbre, denklem (V,1)
in bilegenleri ayr1 olarek,

. z( -3 e\/(x;)) -

elarak yazllabilir. Aligilmig kiiresel polar koordinat-
lari (r,® ,y ) belirterek ilkdnce,
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(x X, _|)— } | )v-l COS & J’— (VOB)

ifadesini yazariz. Burada @Dj j=1 3 X3 Ve X5,
arasindaki ag¢idir, Cos GD; 3-1 nin degerleri GQ»&Q
ve (& 1(93 1) @acisal terimler ile ifade edilir.

Cos@ =Gs 9 Case T Sm@- S\nQ—- Cas{ kQ . _.)
Lt v.4}
Burada potansiyel terimin kliresel simetrik oldugzu

kabul edilmigtir. Bdylesi bir durumda Denklem (V,2)
S(xj'xj-l) difadesi; (V.4) ile verilin denklem sonug-
lari kullanilarak basitlegtirilir (sadelegtirilir),
Bunun ig¢in,

expld §)= eXP{ %Z ‘m"&*"r-')-évm)}]a(p( Zm.;cos@;,;-a

(v.5)
(V.5) de ikinci iistel ifade formiil (V.5) kullanilarak

kiiresel harmonikleri kapsayen seriye agilabilir,

exP(uc,s@ )= mr\r ; ZIM fM\Y isli)
=0 - (V.6)

Burada I sanal argiinanin Bessel fonksiyonu-~

te1/2(W)
dur, (V.5) denkleminde (V.6) sonucu yazilarek,

7
exP ‘ 5 exp[- Z- o) € (4m)” W{m a_] z

;:12(“

.L%[mrr.,:lzz \/ 18, &,)X} (04 %) @.n

t)go n‘B- t}
bulunur,
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Burada gﬁ; ,{nj} sembolleri 11,12,...,1N ve
D, 4055000, 0y Olarak ayri ayri temsil edilir, Ky dig¢in
once (I.6) bagintisinda (V,7) ifadesinin yerine konula-
eagina ve
= r25inG; -
dxy= r§Sin®; 4o, dy, (Vv.8)
nin hacim eleman olduguna dikkat edilmelidir,

@-j ve &_Qj (1< j{N-1) agisal degigkenleri iizerin-
den integrasyonlar, kiiresel harmonikler arasindaki iyi-

bilinen ortogonallik bagintisi kullenilarak alinir,

Kiiresel harmonikler,

ay |
jgejd& \/{:(&'u)\/z'n'(e' ) Sine = Su‘ Svm‘

(V.9)

geklindedir, Kiiresel polar koordinatlarda yayica,

Kt )= e dt" r'e w, t
w 4
:ZE *5(";{ IV )Y (o-tl) YM 2 (V.lo)
=0 Nz-
geklindedir. Burada Kp(r",t"|r',%'), . radyal yayici

olup,

‘Kt ¢ ) = Lim (" Ay ﬂQl"'r")ﬂr‘dh (V.11)

N= }03’

geklinde verilir. Bu bagm’clda Rl’

Ll S el 2 gt event]

ber

i ) mrirr_, ( V.12
’ I(ﬂ/z.[ e | (V.12)
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geklinde verilir ve Ay

- Ny,
An‘[gmm—} (V.13)

olarak verilir, Boylece, kiiresel simetrik potansiyel-
ler icin kiiresel polar keordinatta yayicinin tiiretil-
mesi tamamlanmig olur, Bu alanda en “nemli c¢aligmalar

ilkkez Edwards ve Gulyqeu$ 49 tarafindan yapilmigtair.

V.2~ Iki Boyutta Yayici

ic beyutlu kiiresel polar koordinatlarda, yol in-
tegralinin genel ifadelerinde, denklem (V.4) ve (V,6)
da 4= T/2 yerlegtirilerek iki boyutlu yol integrali
elde edilebilir, Denklem (V,7) nin agilimi ile bunu
gérmek kolaydir.

T #200 K - p
exp(ucasao)_e[—iﬂ = @) T (ORG24
ke
bu ifade bu gekilde de gbsterilebilir,
0 k .
exp(uus&)=kz () L - exp(ike) (V.15)
. 00

Bu durumda Feynman 6lglisiiniin doniiglimii,
geklindedir, Daha sonra (V.15) agilimi,

O-j., 1/2T  olacak gekilde exp(iS/a) ifadesinde

yerine konularak, \Q;j izerindeki integrasyonlar
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ortoganallik bzelligi kullanilarak (gayet V potansi-
yeli yanlizca r nin bir fonksiyonu ise) kolayca &li-

nir. Ortoganallik ozelligi,

an
_g_frojexp%k!@(k-m)}dw = Skm (V.17)

bagintisi ile verilir, Acisal degiskenler iizerinden

integrasyonlar diizenlenerek yayici,

Kir'd Ird) = Z (-1) Kl(r,"r"r)expgi((Q".Lﬂ_‘)}

(v.18)
elarak yalllabilir. Burada K; radyal yayici olmak

lizere,
K L (2T) yﬂ' Q4 ,..ﬂT 4% (a9
N->c e }fl
Rl ise
: . mivi, |
Q‘(: exp[;:‘é(n*f )= 2 6 \/":)]L[ /.r;’é' ] (V.20)

bagintisi ile verilir, Dikkat edilirse problemin bo-
yutu defigmigtir, Normalizasyon sabiti de degigmek

zorundadir, O halde,

N | :
Bu=l.] o

ohmDenk, (V,18) yanlizca radyal koordinata bagli bir
‘potansiyelin iki boyutta yayicisini belirtir, Denk-
lem (V,11) ve (V,19) da verilen radyal yayici
ifadeleri kapali formda agagida oldufu gibi yazila-
bilir,
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K triem)=( r‘r") [m] ﬁﬂ

Te’(Piﬁe(r )= V]-Lvu)[me ] (V.22)

Burada 4 sembolﬁ ile problemin boyutu ifade edilir,
Bundanbagka V(f), d=3 ve 1=2 durumunda £+1/2 ve 2
deZerlerini alar. Denklem (V.22) deki yol integral
bir boyutta karakterize edilmig, ddniligmiiy eylemli ha-
reketli pargacafin yayicisi olarak da yorumlanir, Bu-
nu deha agik olarask gérmek igin Iy(z) Bessel fonk-
(45)

siyenunun asimtotik agilimini kullanariz, Bu agilam,

T, w-fesm - 45 4o

geklindedir ve (V.22) de radyql yay1c1 yeniden,

Keram=c Pz Tl

UexP{m( 13- - 4‘\/ St e

2rAryr.,
geklinde ifade edilir., (V.23) denkleminde €E->0 'a

gotiriirsek,

4{(“" 'T) = (r'r")/z 4| Dfr] ex ‘/ﬁ)juL(r v t) J%J

(v.24)
slde edilir; Burada IL(r,7,t), ortalama radyal lag-

ranjiyen ve

. ‘ 1, 2
Lind, )= %‘-Vt * 6-4) (V.25)

Amrt

olarsk verilir,.
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V.3~ Diizgiin Magnetik Alanda ¥likll Bir

Parcacigin Hareketi

. 4)
Kiresel geometride yol integral( formulasyo-~

nu dlizenli bir B magnetik alaninda e yikli ve m kiit-

leli pargacifin yayieisani belirlemek igin etkin bir
‘bigimde kullanilabilir, Parcacifan klasik hareket
denklenmi,

m(r+:€r)_= e(rxB) (V.26)

olarak verilir, B alani 2- dogrultusunda kabul edi-
lirse sistemin Lagranjiyeni,

I= _’%-ri.. +mw( Xy-yx)- _;‘-f..zﬁ_ r2 (v.2T)

bicimini alar, Burada w=eB/2m olmak iizere Larmgr
frekansidir, Lagranjiyeni,

Lalo(Z,2)+L  (%,5 x,3) (V.28)
geklinde yazmak uygundur. Burada ILg,
Ly= 1/2m(22--%22) (V.29)

olarak verilir, EL, Z eksenine dik bir ylizeyde ha-
reket eden pargacZin Lagranjiyenidir,

1t e1/2m( %24 32) smw( x-y) -m B x2452) (V.30)

ile verilir, 2Z- doZrultusu boyunca hareket eden

pargacik hammonik osilatér sistemini tanimlar. Bu
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nedenle K yayicasi iki yayacinin ¢arpimi gibi,

K=Kn(Z",t" | 2! vt')K‘.(x" oT" B X',¥',t7) (Ve31)

olarak ifade edilebilir, Burada K,

/2 ) U .
K():[_M—-—a—-—_r]exl{“"ﬂ (?+?3Cosm‘—2?%}:)

2144 S0 i
T Sinn 24%%anT (V.32)

biciminde wrilen harmonik osilatér yayicisidir, K<,

Denklem (V.30) ile verilen birlegik yayicidir, Burada
yeni Kt yayiciyl degerlendirmek Snemlidir, Bunun
t¢in genel kuadratik Lagranjiyen®l) yol integrali
III., kesimde geligtirilmig yontemler kullanilarak de-
gerlendirilir. Ayrica polar koordinatlarda K yi bulmak
elveriglidir, Denklem (V,20) de verildigi gibi radyal
gimetrik potansiyeller igin yayaici geligtirilmigtir.
It , polar koordinatlarda

1t = 1/2m( 2241202 _&r2+2wr%-) (V.33)

olduZu kolayeca goriilebilir, fakat radyal simetrik
defildir. Bunun i¢cin@ =&+ wt lineer donlislimii Denk-
lem (V.33)'e uygulanir ve

L (r,7,0,Q )= 1/2(1'°2+r2s.b2 ~((P+w?)r?) (V.34)

1/2 '~
elde edilir, Bu ise N = {(.f)?-i-wz)‘_" frekansli harmonik
osilatdr Lagranjiyenidir. Bu ylizden daha Uncekl kesim-
de tliretilen H.O0. yayica ifadesi kullanilabilir. Bu-

se 4
na gére K7,

b . _
{.(J'_ ma /ezxp am- (r'ir")(,om‘r-zr'r'Cas(e”-9+wT5}]
= amihSinn T H ST .35
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bigimini alir. Burada T=t"-t', Tam yayici K(x",t",t'),
Denklem (V,32) ve Denklem (V.35) in garpimlari alina-
rak bulunur. Bu yayicinin bir uygulamasi olarak,

T—> -ihf doniiglmli yapilarak, -diizgiin bir magnetik
alanda pargaciklarin matris yogunlugu, _P(r",r',p ) bi-
¢iminde,

oo 22
. __nl_ui____ m /] MmN '2“ 9' )
£ '.M-'—'{_zmSmknp’fJ (zrr’as;nm'ﬁﬁ]em{%S;nh.npé( ’

- ‘ : . L ! s
2r'r (os(6-6 + me)} ] (V.36)
verilebilir,
VI. YOI~INTEGRAL YONTEMINDE YENi-ZAMAN KAVRAMI

Bu kesimde, temelleri ilk defa Duru-Kleinert@2)
tarafindan ortaya konan daha sonralari N.,K, Pak ve
1., Stkmen(46) tarafindan genellemesi yapilan Yeni-
zaman kavramini aktaracagiz.

Feynman'in yol-integral telmiéi( 32) kuantum
kuraminda Snemi son derece bliyliktiir, fakat integrasyon-
larin herzaman gaussian olmamasi nedeniyle bu teknik-
le sinirly sayida problem ¢oziilebilmigtir, Duru ve
Kleinert kanonik doniliglimler yardami ile CGoulamb prob-
lemini Gaussian bigime indirgemiglerdir, Bu doniiglimler
yardimi ile degigik problemlere ¢dzlim getirilmigtir.
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VI.1- Yol-Integral Yonteminde

Noktasal Kanonik Doniiglimler

Faz uzayinda, t;=0 aninda q noktasindan T anin-

daki q¢ noktasina giden pargacik ig¢in yayici,

T
[

yazilabilir, burada sonlu boyuitlu integralin limiti
anlagilmalidir.

e‘ N d N-| 'N
K= NngE Ttr&% I"—d‘:i} QXP{%Z'(“}”}"’;-D
— EH(P:, 9,49 -
( p;‘?, )]Z (VI.2)

ti-tj= €, T=Ne, =9t » 9 =90)
Pj nin q3 ye kanonik eglenik olmadigi, bunlarin
(j=1,3j) araligina sainirlandirilmesi nedeniyle agiktair,
Bundan bagka, P ve q integrallerinin sayisi uyusmadi~
gindan, direkfkanonik dtniliglimlerin nasil gdsterilebi-
lecepi agik degildir, B¥ylese kendimizi PCT ye (Point
canonical transformation) kisitlayacagiz,.

PCT agagaidaki gibi tanlmlanmlgtlr,

9=4a p...____)P ’[="Zi' K(L,9) = Hip.q)

| fig (VI.3)
Byle ki,

p.4-H(P,a) = Q- K(p,q) (VI.4)

PCT nin zaman-trglisiindeki agilimanda, mid—point agi~
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lam metodmu(47) kullanmak dogru olacaktir. Bu aci-
limda € nin derecesine gore etkin terimler tutula-
caktar,
Ongoriilerimizin 1gig1 altinda PCT donfigiimiiniin
6lglisiinii hesaplayalim, Once Py igin PCT yi yazalam,
P -PJ» (VIi.5)

A‘?r
$1mdi de q:]f-'- f(&j) ve qj-l = f(Qj_l) alarak QJ

yakininda qu yi AQj cinsinden agalam,

Aq AQJ{(Q,){H— f IQ, (4%, } (VI.6)
Burada (A‘%]) ~ € dereceli terimler tutulmustur,

Benzer gekilde
PFPJ%?("Q;} g {__QL_(AQ)z - L

Yazilabilir, 'q:, ve py nin kanonik. eglenik olmamasa

nedeniyle, d, ve d.qj yi ayri ayra degerlendirmeli-.

iz, N-) N-| \
T Ty = TTHigpde, vr.8)

(3=1,3) a;'alléml tanimlayan bu baginti simetrik bir
gbrintige sahip deildir, Bu ifadeyi 4, Q. civa-
rinda gimetrik hale getirmeliyiz; Oyle kigbir orta~
nokta (mid-point) civarinda agilim yaparken, bu ara-
ligin hi¢ bir son noktasi tercih edilmesin, Bu kolay-

ca agagldaki gibi yapalair,

—H-dq-% Qn)‘““%} A'”{{(QH(Q,..)} TTO'Q (VI.9)
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f'(Qj) ve f'(Qj__l), @j yakininda (AQ?Né) derecesin-

‘deki terimler tutularak agilirss,

it figie LrdNagy
AJ)= (—%)2- (_7(_'”) VI.10)

{i
Boylece,

TTda=41a0f (@1 20477 []dg;
I (o fa'T m -2 }T .
yazilabilir, ndpj igin kargilik gelen doniiglim Denk-

len (VI.7) den,
N N
- '3 144
Ud&—ﬂcl&({(%)) fi- T Q) f (VI.12)

kolayca yazilir, Denklem (VI.11) ve (VI.12) nin
birlegt:.rilmesiyle donligmilg 6lcii,

A 1l Tds, = {fialan] "Tf

=l awh
;,TC'Q;}«-gfk-g—}(,—)( AG) } (71.13)
elarak elde edilir,
Simdi bu eylemin nasil ddniigecefini ele alalam,
Denklem (VI.6) ve (VI.7) kullanilarak kisa-zaman ey-
lemi,

Atiin = 4‘7 —€§—P‘- +VIg; )} (VI.14)

agagidaki bigime indirgenir.
P 1 (4
A= by etaly, *W’I‘*”}*"‘Jmu') W
(VI.15)
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Yeni Qj, P, degigkenleri cinsinden yayicinin
yol-integral ifadesini bulmamiza ragmen, eylemin
éP§ (AQj)2 gibi bir terim icermesi nedeniyle ve
jakobiyeninde (AR)2 gibi bir terim bulundurmasi ne-
deniyle heniiz amacimiza ulagmig degiliz.

Bu terimlerden kurtulmak ig¢in agagidaki gibi
bir yol izleyeceéiz(48). Burada bir ygklagim yaparak,
eylem igerisindeki ek terimi iistel ifadeden indirerek
jakobiyenin igine sokalam. Jakobiyen,

T- {Fandiaaf *TT §1- A+ £2) (00)°
;-.n

, e P 4" (a9 }

S Tt (VI.16)
T o )
Boylece dﬁnﬁgmug biiyiikliikler einsinden yaylcl,

Ki#Q) f13),T)= éw f Tféﬁ. 7TJQ( Texp) ZAU ;—')}

J .’lﬂ' J | ’:I

Ay )= PAQ*—é{ +\/(a‘(9,))} (VIT)

olarsk bulunur,

a4 )‘

VI.2~ Yeni-Zaman Dontlistimii

Bu kesimde Duru ve Kleinert'i izleyerek orji-
nal PCT yi zamen lizerine uygulayacagiz.

%%.—.{HQ“”T ) Jc(s~)={+ 7JC($°) ‘-‘h‘ (VI.18)

Denklem (VI.18) i orta nokta (mid-point) diiglincesine
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uygun olarak (j-1,3) araliginda hic¢ bir u¢ nokta dige-
rine tercih edilmeyecek bigimde simetrik hale getire-
lim, Bdylece,

e=a{ 1919 , e=titia 1 TG-S v1a9)

yazilir, f'(Qj) ve f'(Qj_l)'i Q‘I civarinda seriye
agarsak ayrik bigimde,

€ = 0’-('( @;){1- TA(AQ;)} (VI.20)

yazilabilir,.

S= Sy-S, mniceli#i yola . bafimli bir nice-
liktir, Bu bagimliligi agagidaki gibi bir yardimca
kogulla gosterebiliriz,

S y
'Lw‘to"" gdS{{(Q¢5))} : (VI.21)
Ss

Bunu agagidaki integral yardimiyla yol-integral igi-
ne aktarabiliriz.

! ' ol T )
{i Q.M(QJIJ-S 6(‘1‘-50‘5-{(&(9) =1 (VI.22)
sonug olarak,

Kt £192:T)= j dt é’%fr{ f 'm.,\lfq,)}": fds

ST e[ 7)erwls 7- Ak ] e

)a\ jsl
yaz:.l:r, burada A(J,J-1),

Ad’( Him) = e AQ,-G;.{ ::\“- _LT(AQ}H{(Q)(\/H('«?, ) }

(VI.24)
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ve yeni etkin jakobiyen J.d;; ( T ya gbre terimler
tutulnugtur),

J:T_ —E-(/L+;{)(4Q) %’m f P(AQ) (VI.25)

olarak verilmigtir, Daha once yaptigimiz gibi eylem
icerisindexi @ ng (A‘?j)a bigimindeki iistel terimi
agarak (yine 0 ya gbre terimler tutuluyor),

i<l (T1d8 Ta Tl -_(,\5_ A o
Q(Q;Q.s)-fwfﬂzmﬂzt@}& [-32+E thwu)

8% erp {51509 B4 vy )|

(VI.26)
bulunur. :
Son adimda gosterim basitligi agisindan
Feurier dﬁnﬁgmﬁg yayici G,
%E
Kcr) 6 (E) (VI.27)

ve indirgenmig yayica PE,
h o0

G ({18, {19) ; €) = {7‘1‘3;)1‘ (*?1)} fdfpf(q* 9i55) (vr.28)

biciminde tanimlenmigtir,

§imdi, Schulman-Mc Leughln'in gdsterdifi yolla,
jakobiyen igerisindeki ¢ mertebesinden terimleri,
ek bir potansiyel terimiymig gibi eylemin igerisine,
fistel bir terim olarak katacafiz. Bu amagla agegZida-

ki integraller kullanilarak,
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j"j_‘ ]

7 ..axl+bx_7 3 ) =Y
f Jeedy € s w4 ]
f ¥} N 3 a 7a (VI.29)

J ;‘ ifadesi igin,

Ji'=1-iJ avif)

AV = —453 { F(3)- Al ;f,m)} (VI.30)

elde edllir. Bu ifade listel forma getirllirse,

P(aay5) = jﬂ 4 g, expl 2449 %
LT VUF)-8) + 4\/(415,)]]} (VI.31)

olur, Bu son ifadeyle amacimiza ulagmig olduk,
Konfigurasyon uzayina donilip P-integralini

alirsak,
' S .
Ddrap.ftap;s)= NS quxp§-,';- !0’3 ﬁngs'q)} (VI.32)

olarak Feynman'in yazdigi orijinal yayici elde edi-
lir., Burada yeni Lagranjiyen,

&n&Q!Q)z —é‘-MQI—Vne,w ( Q)

Ve L) :-f'(Q)l(V({(Q)-E)‘f‘AV()((Q)) (VI.33)

olarak tanimlanmigtir,

VIi.3 Coulomb Problemi

Bu problem son zamanlarda, yeni zeman doniiglim

formiilasyonu kullanilarak Duru ve Kleinert tarafindan
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¢oziilmiigtiir, Daha sonra bu problem Point Kanonik donii-
glimler yardimi ile tam ¢oziimii Pak ve S6kmen tarafin-
dan verilmigtir( 49).

Keyfi kiiresel simetrik potansiyel yayicisi aga-

gi1daki forma sahiptir, \i ¢ ) k<9)
) = ¢
‘Vu},r, ;T)=<Z ( )expf( 1° / e uT) (VI.34)

'{, iiT)= ZZ \/ (S Ao K T) s

=3 m:-

yayici iki ve li¢ boyutta olmak uzere(44) ayri ayri ve-
rilir, K yayicisi, bir boyutta genel olarsak,

‘
..Kv(rf.r,-',ﬂ = NJ('DM) expi-;}* ( dtd.cv ')} (VI.36)

P

olarak verilir, Burada Lagranjiyen L,

v, r)—— Lomie [wl. i)‘hl/2mr"+ \/m]

geklinde verilir., Iki ve iic boyutta Ky yayicilara
s For
o= ) Ll T), Ko=) ke 070T) vraam)

bigiminde verilir., Hidrojen atomunun potansiyeli,
V(r)= -e2/r olmak iizere iki ve i¢ boyuttaki g¢ozlimii,
Denklem (VI.36) ile bir boyutta genel problemin ¢ozili-
miine indirgenebilir,

Yeni zaman doniigimiiniin yerini tutan point ka-

nonik ddniiglim,

=49 —5‘—- ({1 ] (V1.30)
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ile yol integral,

Kl diaai)= ﬁazwﬁylﬂl’f‘%ﬂ][ f1aM a;)] "
et}

bigimine doniligtiiriiliir, Burada vnew potansiyel,

\rew! 9 =H"Q3]2[\/(7’(Q))-E]+A\/(,(( 9)
WU = ()| 2 1) 04711

olarak verilir,

(VI.40)

Simdi Denklem (VI.36) ile verilen probleme
PCT yi uygulayalam, F2(r,Pu)= r1/2Pu firetici fonk-
siyondan,

r= u° sy P= (1/u)Pu , (VI.41)

bulunabilir, Yeni-zaman donliglimii,

dt 2

= (Vi.42)

= 4u
geklindedir. Buna gtre yeni potansiyel,
1 i £ 3

(VALY =[(2%’)-—H)ﬁ [2mul- 4EU- e (VI.43)

Bu problemin g¢oziimiini, ?% nin terimleri geklinde

yayiciyi, “
. qh |
31(_;“{),{(“;) ;E):[{(‘{;)-{(W)] JclS & (w M s) (VI.44)

olarak ifade edilebilir, g' , Fourier ddniismiis yayi-
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¥
cidir, Pp ise,

ef(u{,u;;s)-.- exp(qa‘e‘S/-h) NJDum cxp-;—fcls{%mu‘

-[(2%)- -{7] h/2mu+ Nx} (VI.45)
olarak ifade edilir,
)= [de (2 exp-(iR)ET] 96 cvrae)

olarak donliglim yapilabilir, Bu problemin ¢dzimii wve-

rilmigtirso’slj. 1/2mw2='—4E alinarak,

{
Ptuguiis)= exp ludesp)| mutwuif/iiSinws) T,
(mwugt; /mS:nws)exp[i(mwllﬁ)él}*r df)é&gw S (VI.47)

elde edilir. Burada I,y donlignlis Bessel fonksiyonu-
dur, Bu ifade (VI.44) de yerine konularak,

. Y
3 1)) = 2mlugui | ds exp (4ie?s ) (iksimug

0
. L) . | ) -1 1
(Vf\w\l{.uq/ocﬁsmws) ex':{at(mu)/l‘h) (Uf-& U,‘)Co'}w.sg
VI.48)
olarak bdbulunur,
Ikineci adim olarak bu integral diizenlenir,
Bunu yapmak igin wS= iq degigken degigimi yapilar
ve agagdaki ifadeler kullanilirg
1 . 1,42
P=2€)510, o= (imuwfh)u; | p=(mw/zh)(ug+Us)
(VI.49)
Denklem (VI,39) integral formulii kullanilarak integ-
ral diizenlenebilir, Bu .durumda,
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jéﬁ] eapq(»secl'\(% J;_y (Kbsec"\q) QXP[-ﬁB-“'\q)

= o[ F(4-p+)/ Pay+i]M, {(owp‘) P TOMICETS
(VI.50)
elde edilir, Burada M ve W , Whittaker fonksiyon-

laridir, Bu durumda gV ,

Smwhﬂ—MNM~ UHPNVD%@MP((w &qu)

(v1 51)
big¢gimini alar,

gimdi genel olarak bir boyutta problemi ¢oz-
miig olduk, Bu ¢oziim ile iki wve ili¢ boyutta hidrojen
atomunun genligini elde edebiliriz. Y={ konularak,

6“3r,.r;;e)=i exp[mfpf-%)] VA AL

LF(LPH /Fl(-ﬂ]M Y" wPQ(( ) f{,) (VI.52)
elde edilir, Burada, ["(1/2-p+1) ifadesmden ener-
ji ©ozdegerler elde edilebilir,

1/2"'p+l = "'n' ’ n'=0,1’2,3,000 (VIOBB)
Enerji seviyeleri,

Ep= -me4/2h2p2 9 pﬂ n+1/2 9 nﬂn'+l=0,l’2,3,...
(VI.54)
olarak elde edilir,

Denklem (VI.51) de ¥ =£+1/2 konularak iig
boyutta hidrojen atomunun yayicisi elde edilebilir,
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m €)= ZZ A'quﬂy (9,»?)[2( 1) w}‘”'f"‘)

deo m--

[r p+1)/ [(20+2). M ('"‘” )%M(mw)q) (VI.55)

Burada ‘—2¢-p+l) den enerji dzdegerleri bulunabi-

lir,

€-p+l = -n, , n.=0,1,2,3,... (VI.56)
Enerji deZerleri de,

Eg= -met/20%0% , pe n4l41- 1,2,3,...  (VIL5T)

elde edilir,

VII. BAGLI (CONSTRAINED) YOIL-INTEGRALLERI

Bu kesimde, konfigﬁrésyon uzayinin sinirli
bir kisminda bagli hareket eden sistemleri inceleye~
cegiz. Boylesi sistemlerin yayicisi gemel kurali ola-
rak, uygun yayici, sistemle ilgili diZer bir bagsaiz
sisteme baglanarak bulunabilmesidir, Bu PCT kullani-
larak inga edilebilir. Bagsiz sistemlerin yayicisa
ilk defa PCT yontemi kullanilarask degerlendirilmig-
tir, Bagli ve bagsiz sistemler arasindaki iligki,
bagli problemin yayicisini elde etmek ig¢in kullani-
lir, Urnek olarak yiizey lizerinde hareket eden parga-
cik Srnegini verelim, Pargacik, polar koordinatlar-

da (r,©) uygun bigimde tanimlanabilir, Yayici igin
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t=T zamaninda » de son bulan ve =0 da Ty dan
baglayarak yollar lizerindeki toplami elde etmemiz ge~
rekir, Orijindeki singularityden dolayi uzay g¢oklu
birlegik uzay haline gelir, Ty dan r ye yolun genigle-
tilmesinde bu 6zellik saglanmaz. Bu durumda yanlizca
singular nokta etrafi gevrilebilir, 8ingular noktanin
etrafinin m kez gevrilmesi ile elde edilen yol, onu
n kez g¢eviren yoldan homotopolojik olarak farklidar,
Bu gekilde yollarin farkli homotopy siniflara
singularity etrafinda donme sayisi olarak siniafianda-
rilir, n dbnme sayisi n=0,+ 1,1:2, eee degerleri
alir ve pozitif n, saat yoniinilin tersi ile, negatif
degerler n+l, saat yonilini ifade eder,

Cos™Hzrt,r")= @ , (0{e<2N) araliginda,
T

jd{é = @+2Tn (n=o0,£4,%2, ) (VII.1)
o]

olarak yazailabilir. Yayiciyi bulmak ig¢in homotopy
sinifi verilen tim yollara ait toplami elde etmek

gerekir, Bunun i¢in yayicida,

T .\
OjoH'. ® = ¢ (VII.2)

siniraini kullanarak inga etmek gereklidir. Yayicida

bu sonucg,

K¢>=S(S<¢-oji;e é-) exp[;};‘j L A’c} D{mﬂ

:ziT?fdA exp(47\.—¢) K&(V,TIT,,O) (VII.3)
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elde edilir, Burada ikinci adimda delta fonksiyonunun

integral gbosterimi kullanilir. Kp (r,T| T 0) yayicisa

, T
J{,L(r,'rm,o)= exp[-%jol’c(lc A‘V\é)] D[Y“)] (VII.4)

bigimindedir, Orijinal serbest parcgacik Lagranjiyeni
acisal hiza bagli potansiyeli iceren ortalama Lagran-

jiyende yerine konularak,

elde edilebilir, Tam yayica, tiim homotopy siniflara
fizerinden toplamlarla ifade edilir,

GK(UTI (o,0) = f*ﬁ dd (VII.6)

bigimindedir, Yayici, polar koordinatlar kullanilarak
da bulunabilir,

ViI.,1- K¢ Yayicisinain Degerlendirilmesi

Polar koordinatlarda yayicinin degerlendiril-
mesi V., kesimde agik olarak tartigilmigtir. Lagranji-
yen de AHR& terimi fazladan verildifinde gerekli
olan diizenleme yapilmalidir. Kesim V de verildigi
givi K ,

Kk( rTe,0)= ﬁ"_':o ANSexp{ii S(ri,r;.b]ﬁ Ar}'

ﬁ pel a=! (VII.7)

ifade edilebilir, Bununla birlikte, sonsuzkiiglik
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tj-tj_lzé araliginda eylem,
- r.(os(6;- )- €Nty - Ah(5;-8;.)
Slr rrol) 26 ) %.‘ (V.{I 8)

bi¢cimini alar. Sonlu T zaman araligi ig¢in yayica,
€ un birinci mertebeden terimleri tutularak belir-
lenir, Ayni sekilde A®©- nin ddrdiincili mertebe iizerin-

deki terimler de tutulmalidir, Buna gire,
Cos(ae)-aede e Gs(Ae-0€) + La'e?

dolayisiyle agilam formiilii,

exp[.‘é.Cose Z exp (ime) L, (w/€)

Mz-00
kullenilabilir, € un kiigiik degerleri icin dénligtii-

riilmiis Bessel fonksiyonlarinin asimtotik formuma ge-
rek duyulur,
2
I (M/e) = (6/2"\1)}26,(;)[(“/6 ..( .L e/ZUH' O(é )]

U=-imrr_ /hy A&=6;-6,, ve A=-iA/U kullenilarak,

&
exlStn]Z xfimiore, L, [ 22
exp[ {—(rﬁ- _,) € Vir) }] (VII.9)

olduzu gbriilliir, Sonu¢ olarak bu ifade Denklem (VII,T7)
de yerine konularak aglsal integrasyon alinir ve yayici

Kynoimine. o)1= Ze""[‘m‘@-‘?ﬂﬁ {reT)

=~ o0

(VII.1o)
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elde edilir, Burada Ruea 9

Q=G 20 TTexp[ 42 (4 2)- V0]

J—=l
Iﬂpu[ ‘-'] Tr % C\r

ile ver:.lir. Baél:. K4 yayicisi

SJZ.Z exp[4m(g.-e,)+47..¢] R el (17e,T)

M =~o0

_4 S&AZexp[Am(e-e ¢)+M¢Jﬁ, (r,r,,T)

(VII.12)
- Mz-%
bigimini alir, Burada ikinci adim olarak AL — A +m
degigimi yapilir, agaZidaki &zdeglik kullanilarak,

7 exp(ime) = 27TZ 8(9_,,9_11-,,) (VII.13)
M=ot fl=- 00

yayica,
%wf Z Sle-o,- 4>+2rrn)jexp(m¢)7l (v,5. T)da

T (VII.14)

elde edilir, Burada delta fonksiyonu, n ddnme sayisi
olmak iizere homotopis yollardan ayirmada etkindir. O

halde tam yay:.c 1

Krr-nra,o) l("(cpdq’ Z KatrTr) (VII.15)

bigimindedir, burada K

%(GTM.O) Yex')l} Ale-- 9+2Tl'n)]R (r7eiT) A II.16)

Boylece yayicinin, n donme sayisi ile karakterize

edilen farkli homotopy siniflarina ait yayacilarinin
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toplami oldugu gbriilebilir., Bu sonu¢ Inomata ve Singhcsl)
tarafindan elde edilmigtir. Bu yol-integral formiilasyo-
nu uzun polimer zincirinin istatiksel ©zelliklerinin
belirlenmesinde Edwards(sa) tarafindan kullanilmig ve

geligtirilmigtir,

VII.2- Donel Cisim Problemdi

Dénel cisim (Rigid Rotator) sabit yarigapla
bir kiire tizerinde bagli hareket eden serbest bir par-
gacikdir, Bylesi durumda yayiciya bulmak i¢in polar
koordinatlarda yol integrali kullanarak elde edilebi-
lir., Denklem (V.,12) ile verilen radial dalga yayici
ifadesinden baglayarak ve onun asimtetik agilimi

Begsel fonksiyonunda yerine konularak Radial yayici-

nin N. yaklaglml, N2 N .
'K; = (47) | _T(r, -,) Lm’ﬁe} jﬂ[expi —h-n.,
N-V
- %é({h—l) 4.6\/(5) ! r,z v
gL, : Hj ad+ (VII.1T7)

olarak verllir(3). gimdi parcacigin hareketini sinir-
11 ve a yarigapli bir kiireyi ele alalim, Bu durum-
da gekilsel yer degigimi agik olarak alinabilir, Denk-

lem (VII,17) de r"=r'=a alinarak,

m/ZTIRE exp(-ieV/H) — §(r;-a) (VIL.18)

olarak ifade edilir, rj {izerinden integral alinarak,
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‘ 4‘heN{((+f)]_ 1 P[_Jth(m)]
‘K %.“an? p[— 2ma? =2 M T Zma

Ee (VII.19)
(53) |

elde edilir, BOylece tam yayica

4’( : "!902)— ZexP[”’“T{(M]\/ (ew)Y(e,w)

(VII.20)
olarak bulunur, Denklem (VII.18) de oldufu gibi birle-
gimin yerine sinirlamaya bir alternatif olarak, iki
boyutta kiire ylizeyinde hareket eden bir pargacik prob-
lemi olarak formiile edilebilir., Ayrica gok kigeli
yollar gekli kullanilabilir, Bu yolla Denklem (VII,19)
ifadesi elde edilebilir, Radial dalga yayicisi igin

benzer adimlar izlendikten sonra lic boyutlu yayica,

K{ T_[“* -"'h‘;an heylzjf—{r‘dr

Texp{ ""‘(r-r Y- dhe (4= th)_ 16\/( )}ex 4{(9:- 821)

2m Y- (VI
olarsk yazilabilir, a yarlgapll bir daire bo-

yunca hareket eden bir parcacifin V;;;’exp 4€Vuﬂ]
ifadesi i¢in ¢dzilimlin ne olmasi gerektigi sorusu vardir,
Eger problem bir boyutlu olarak formiile edilirse, si-
metri Ozellifinden ¢ok kbgeli yollar gekli.uygulanabilir,

ve doZru yerdeéigtirme(sl),

| f/2 ahe

m_ - iﬁ_\!.].——, g(r—a) €XP{- ;] (VIiI.22)
(Qm‘m exp [ ’ §ma

olarak verilir., Denklem (VII.21) de bu fermal (gekil-

sel) sinirlama birlegtirilir, Radyal koordinat lizerin-
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den integrasyonlar diizenlenir ve (N-»ee icin limit

alinarak)
’( 4 (_ "_)ﬁ__. ]{2] '
{__.__.a e)(P QM\J_Z (VII.23)

elde edilir. BOylece problem igin tam yayici,

K__._la_;iexp[- ?’Iﬁ?]em[ﬂ(d’-é}] (VII.24)

biciminde verilir. Potansiyel terimi . bir & -fonksi-

yonu ile deEigtirilerek radial dalgs yayicisi,

KQ-_-_;.(_ exp[- %}&*( {- '/l«)] | (VII.25)

biciminde elde edilir, . Denklem (VII,25) ile Denklem
(I.14) Feynman-Kac formiilii ile kargilagtirilirsa, iki
boyutlu Donel Cisim'in Szdeferleri 2= (4% 1/4lh/2ma®
bigiminde elde edilebilir,

VII.3- Donel Cisim ile Ilgili Sistemler

Bu kisimda, birkag yeni potansiyelin yayicisina
bulmak icin genel koordinat doniigiim yontemini kullana-
éaélz. Uc cisim problemini g¢gdzerken llrasin%? tipin-
deki potansiyeller polar koordinatlarda kolay bir ge-
kilde ¢bzililebilir, Ayrica radial koordinat sabit bir
deferle sinirli ise bu sinirlama, Denklem (VII.21) de
.uygun 8-fonksiy6nu ile verilen potansiyelde radi-
al kisam yerlegtirilerek saglanabilir, Bu ii¢ potansi-



-

yelin c¢oziimlenmesini miimkiin kalar, Bu potansiyeller,
Scarf(54), PGshl—Teller(55) ve Rosen—Morse(ss) po-
tansiyelleridir. Bu potansiyeller agagidaki bigimde
verilirs

Scarf Potansiyeli:

2
Vs= Vo/Sinzax ’ Vo= GO( 82"'1/4) ) eoﬂj‘\z—‘g‘;n— (VII,.26)

Poshle-Teller Potansiyeli:

Vpp= Votan?ax , Vo= € AN -1) (VII.2T)

Morse-Rosen Potansiyelis

Vo= Votenhax , Vo=€g(€+1) (VII.28)

Bu potansiyellerin birlegik yayicisi ilk kez Pak ve
Sakmen‘49) tarafindan verilmigtir, Problemler yygun
doniiglimler altinda incelenmig ve bu problemler v097
potansiyelini igeren yardimci problemlere indirgen-

mi@tiro
V(®) potansiyeli,

V(@)= (h%/om) (M2-1/4) / sin%e (VII.29)

olarak verilir, Burada M , potansiyelin tiiriine bagla
bir sabittir, Koordinat doniigiimleriyle, Denklem (VII,.29)
ile verilen potansiyeli igeren bir probleme indirgen-
migtir. Buna gore,
Scharf Potansiyeli:

x= a8 ‘g (VII,.30a)
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Poschl- Teller Pokansiyeli:

&~ b (T /28) (VII.30D)
Morse-~-Rosen Potansiyeli :

X= a"ltanh"l(Cos &) (VII.30¢c)

biciminde elde edilmigtir, Genel koordinat doniigiimiinii
kullanarak (VII,26-28) denklemleri ile verilen potan-

siyellerin Green fonksiyonu bulunabilir, Ac¢ik olarak

fonksiyonlar,

- hES N
= Q‘JJS exp[;m'ej Ks(e',e)3) (VII,31a)

= a"de exp[%%{?t(M:H -go} S] K py(©7€:8) (VI1.310)

6&M=m‘gdsexp 1#. ({'HL ]K (9‘;9' S) (VII.31lc)

verilir, Burada Kg, Kpn ve Kpy, Denklem (VII.29)
ile verilen potansiyeli igeren birlesik yayicilardar,

Bu yayica,

L= Dlew)] exp[ﬁ SdS{_’ Vi 9)}] (VII.32)

bigiminde verilir. Burada V(8), (VII.29) denklemi
ile verilmigtir., Uc¢ potansiyelin M sabit deferleri,
2
2 !
Me=s" /.n=(7\_- !/1] , Pram= A0 - E/& (v11,33)
olarek verilir,
Simdi (VII.32) ile verilen yayacinain bulunma-

sini inceleyelim, V, potansiyeli 04 &< T araliga

iginde pargacigin hareketini sanirlar, Bu problemi
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¢bzmek igin ayrica polar koordinatlarda V potansiye-
lini keapsayan iki boyutlu yardlmél bir problem gbzbnii-
ne almak gerekir, Lagranjiyen,

I- 22262 F(e) (VII.34)

bigciminde yazilabilir, Ayrica radial koordinat sabit
bir degerle (r=1 ig¢in) sinirlanan Lagranjiyen (VII.34)
dolayisiyle (VII.32) ile verilen yayiciye .4a yansir.
Bdylece (VII,.34) ifadesini igeren problem ¢btziilebilir
ve (VII,26-28) ile tanimlanan potansiyellerin Green
fonksiyonlari elde edilebilir, Lagranjiyen (VII,34)
ile tenimlanan problem ii¢ cisim problemine uygulana-
bilir., Yayicinin tiiretilmesi lic eisim problemine benzer
olarak elde edilebilir,

Radyal yayici,

[ Ty el sfeotd- 9 Ty [ 2]
o ,

ifadesinden ve J[L =0 ve a=M alarak,

s LI N1 W .f“% M3y UVl ’
Kzz .KN(';V.T) w($ingSine Cn (Cs8') G T (Gs8") |
Azoe ('VI1035)
elde edilir. Buradsa Kn,

K "-’[-9—- ]ex p[ % r3¢'Y) CotnT :}L* q%[ }‘;‘;';:LT]

M L4SianT

elde edilir. K, ifadesinin kapali formunu elde eimek
i¢in radyal koordinat lizerinden integral alinarak

diizenlenir, Radial yayici ifadesi ' ggdece
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iki boyutlu donel cisimin yerini tutar. Bu ylizden

Kn bagintisa,
2
+<n= QXPY[(-J‘F,T/2M){V\+/"+'/2} } (VII.36)

olarak verilir, Tam yayici, (VII,35) ifadesi (VII.36)
yerine konularak elde edilebilir,

Denklem (VII.29) ile verilen potansiyelin
bulunen yayicisi alinarak, ilgili diZer (VII.26~28)
ile verilen potansiyeller (VII.35) ifadesi (VII.31)
de yerine konularak degerlendirilebilir. Bu ifade
zamana gore integre'edilerek've uygun arglimanlai

g-fonksiyonu kullanalarak yayicilar,
& 2 % [ !
Gs= 2. 8(t/es~[n+s+1] " (), (&) (VII.37a)

N=zo
“ *
C_S Stefet A1) - (nin) ) (8) Y (€)
6"_«%} ) Yer Yorr (VII.3Tb)
o " N .
Gen= 2 S1Lr4Ta[nomrts] ) e I
n=o ‘ (VII.37c)
bigiminde elde edilir. Burada \},(e), |
WJ‘*’""‘ Ny G ((os9)(SineY* (VII.38)

olarak verilir.,
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SONUC

Bu galigmada, Kuantum mekanigin g¢egitli prob-
lemleri yol integral teknigi ile ¢bzililebilir oldugu gids-
terilmigtir, Feynman yol integral teknifi ile sinarla
sayida problem ¢dzlilebilmigtir, bunu integrasyonlarin
herzaman gaussian olmamasi dogurmugtur. Daha sonra ye-
ni zaman donliglimii ve noktasal kanonik doniliglimlerle bu
tilr integraller gaussian bicime doniligtiiriilmiig ve yol
integral teknigi daha kullanigli hale getirilmigtir.
Dolayisiyla yol integral teknigi, kuantum mekaniksel

sistemlerin c¢tzimiinde rahatlikla Onerilebilir,
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