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OZET

(XY = XYY" kosullu halkalarin komiitatifligi va—
nisira (XY)® = (YX)" kosullu halkalarin komiitatifligi
hakkinda yapilan bazi calisSmalari derlemeyl amaclayan bu
caliSma dért bdSlimden olusmaktadair.

1 .B5liimde; On bilgiler adi altinda, tezin okunmas:
sirasinda karsSilusilabilinecek genel bilgiler verilmis-
tir.

2 .Boliimde; {xy)r*=Ayx)* kosulunu saglayan
halkalarin komfitatifligi ile ilgill bazi calismalar, bir
sira icerisinde verilmistir.

3.B3ltimde; (ay)}®=x"y® kosulunu saglayan halkalapln
komiitatiflizi: i1le 1lgili bazi c¢alismalar bir B1ra
icerisinde verilmistir.

4 .Bolumde; Merkezi sifairdan farkl: asal halkalarin

.

komtitatiflilig: 1lgili baz: genellestirmeler verilmistir
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1.BOLiN

ON BILGILER

Bu bBlimde,tezin okunmasi sirasinda karsilasa—
bileceginiz genel bilgiler  wverilmistiv., Ayraca aksi
belirtilmedikge bir R hallkazainain butdn nilpotent eleman-—

laranan kilmesi N ile gOsterilecektir,

TANIM.1.3. R bir halka clsun.®a € R igin na=0 oclacak

}-5-.

bigimde bir n £ varsa, byle pozitif tamsayilarain  en

Wicigune R nin karekterisligi denirvy ve char R=n ile gis-

o

terilir. BByle bir pozitif tamsay: yoksa B nin  karek-—

teristigi safardar denir.

TANIM.1.2. R bir halke olsun. 0f£a € R igin ab=0 oplacak
bigimde safairdan farkl: bir b € R varsa & ya sl safar
b8len, ca=0 glaacak bicimde s:rfardan farklz bir ¢ £ R
varsa & ya saff safair bblen denir. Eger O#a € R eleman:
hem sol sifair bdlen hem de saf safir bilen i1se & vya
safir bGlen eleman denir. Eger saxfardan farkl: bir & € R
elemaany ne sol ne de saf safair boSlen degilse o zaman 2
va regiiler eleman denir.

TAMNIM.1.3. R bir halka olsun. Bir a € R igin a®=0 glacak

[")

bicimde bir n € I% varsa a yx nilpotent eleman denir.
BE&yle poritif tamsayrlarain en kigiglne a nain nilpotent-

1ik  indeksi denir. Her elemanz nilpotent olan halhays
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halkazinin bir e eleman: igin ef=e ise

e ve bir idempotent eleman denir.



TANIM.1.5. Saifairdan farkl: ve birimli bir halkamin,sa-

fardan Ffarkl:i her eleman: tersinir ise ©o halkaya bir
bEltm halkas: {divisicn ringl weya shkew—field denir.,

TANIM.1.&6. A bir {=ag) ideal ve bir n € I* igin A=)

ise & wvya bir nilpctent {=gg8) ideal denir. A& nin  her
elemany nilpotent ise A ya {sa8) nil ideal denir.
N3T: Her {sag) nilpotent ideal bir {sag§) nil idealdir.

Fakat kars:tax dofru degildir.

TANIM.1.7. R safardan farkl:i bir halka eclsun.R nin pro-

per ideali yoksa R ye basit halka denir.

TEOREM.1.8. .¢:R__4 S Grten bir homomorfize ve Keré=K
clsun. R nin K yi kapssyan {sag}) ideallerin kiimecsinden

5 nin {sag) ideallerin kimesine A _—— - 6@ bigiminde
tanamlanan dbnlstm birebirdiv.lid

TANIM.1 .2. 54,5p2... ler halka ve 5=518520... olsun. ¥ i

igin ;15— 55, a—y atli) ile tanimlansain. Eger ¥i £
I* igin T@;=S; ise o zaman T ye 53 halkalaran bir
altdirek toplam: denir. Bir R halkas: yuksridaki gibi
bir T halkasaina izoworf ise o zaman T ye R nin 53
halkalarain vasatasaiyla gésterilisi denir.,

TEGREM.1.10. Bir R halkasanan S;(i€IT)halkalaran altdi-

rek toplam: oclaral bir gosterilisi vardir /&) Wi€l* igin
RAGH¥S; ve MK ;=1{0) clacak bigimde R de K; idealleri
vardar . L1 3

TANIM.1.11. R bir halkse we A,B ve P, R nin keyfi ideal-

leri olsun. Eger ABC P oldugunda 8P wveya BeP ise P

yve asal ideal denir.



TANIM.1.12. R bBir halbka ve M onun bos kimeden farbkl: bBir

kimesi olsun, Eger a,b £ M igin axb € M olacak bigimde
Bir » € R varsa M ve bir m-sistem denir.

TENIM.L1 .13, R bir halka ve B onun bir ideali olsun.Buns

gbrePia¥={rc Rir vi kapsayan her M m-sistem igin AOMEET
kitmesine A nin asel radiksli denir.

TaNIM.1 .14, Bir R halkasanain safar idealinin asal radi-

kaline R halkasainin asal radikzli denir wve P{R){veya
" P{0)Y)Y ile gisterilir.

TEOREM.1.10. Bir R halkasainain asal radikali P{RY, R

deti bitin asal ideallerin arakesitinden clusur.fil

TEOREM.1.146. P{(R),R de her saf {scl) nilpotent idealleri

kapsayan bir nil idesldir.fil

TANIM.1.17. Bir R halkzsainain asal radikali safzar ise o

zaman R halkssaina yarai—asal halka denir.

LEMMB.1.18. Bir R halkasar yarai-asaldair.&> R halkasinin

sarfardan farkl: nilpotent ideali yokitur. {23

TANIM.1.19. Bir R halkasinain {(0) ideali asal ise o zaman

124 halkaszné asal halka denirv.

TEOREM.1.20. R bir halks olsun. Buns gérek asagidaki

ifadeler birbirine denkitir.
{i)} R asxl halkadar.
{11y R nin A ve B idealleri igin AB={0) ise
A=1{0) veya B={0) dar.
{iii) a,b € R igin aRx ={0) ise a=0 wveya b=0 dzir.
(iv) &a,b € R igin {a}{b)={0)} ise ({(al)={(0} veya

{B¥={0) dar , L13



LEMMA.1.21. P, bir R halkasinin idealil olsun.Bu durumda

P,R de asal idealdir.&) RAP halkasy asaldar . L1

TJEOREM.1 .22. Bir R halkasi,acal halkalaran bir sltdiren

toplamina izomorftur .& PIRI={(0) gar.[12

TANIM.1.23. R bir halka ve M bir R-modiili olsun.Bijr a3 €
R icin Mr=0 oldugunda r=0 ise M ye Faithful R-moddl
denir.

TANIM.1.24. R bir hatka ve M bir R-modlild olsun.Bir a €

R icin ToiM— > M, m—> ma ddnistimi bir 8B endo-
mor fizmlerin kimesi E(M), fonksiyonlardaki toplama ve
bileske islemi ile bir halkadir. O halde ; Cay=

O 88 EM) | T59=6T5,¥a€ R igin ¥ kimesi EIM) nin  bir
slthalkasidair. C{M) ye R nin M dzerindeki lomuting
halkas: denir. Eger MRF{0) ve M nin proper altmodiilleri
yvoksa o zaman M ye indirgeneme:z {(basit) R-modil denir,

TEOREM.1.23. M indirgenemez bir R-modil ise o zaman C{M)}

bir bB8lim halkasadar {43

TANIM.1.246. Biitn indirgenemez R-modiilleri safarlayan R

nin bittin elemanlarainin kimesine yani;J(R}={x€Rth=£0),M
ind. R-moddl » R nin Jzcobson radikali denir.

TANIM.1.27. R bir halka ve § ornun bir sag ideali clsun.

¥ » € R igin x—ax € § olacak bigimde @ € R varsa § ya R
nin regiler saf idesli denir. Ayrics {&:R)={x€ R{ Rre= &3
dir.,

TANIM.1.28. R bir halka oclsun. Bir a€¢ R icin &+a+a&=0

{ata+aa=0) olacak bigimde bir &€ R varsa a ya saf {scl)

guasi-regiiler eleman, & elamaninz da a nan sag {sol)



guasi-in-verse denir. §, R nin bir sag§ {=scl) idealil oclmak
dzere; ¥ xu€ § eleman: r.g.r.{l.g.r.} ise o zaman § vy=a
r.g.r. {l.g9.r.}) sag {(=ol} ideal dewnir.

TEOREM.1.29. J{(R}, R min bitln r.g.r. c=af ideallerini

kapsavan rv.g.r. sa&f idealdir.Yani; J{R), R nin tek
maksimal r.g.r. sag idealidir.f4]

LEMMA.1.30. R birimli bir halka oclsun.Bu durumda a& R

eleman: r.gq.r.{l.g.r.}) dir.&= 1+a,R de sag (scl) tersi-
nirgdir.f43

LEMMA.1.31. R nin her =28 {scl) nil ideali J{R} de kap-—

sanxrlzr.ig]d

TEOREM.1.32. J{R/J{RY)= {0} dir.i4d

TANIMM.1.33. J{R)={0) ise R ye yar:-basit halka denir.

TANIM.1.34. R bir halka olsun.m bir tamsay: olmak Gzere

Yx€ R icin m»=0 oldugunda m=0 veya »=0 ise o zaman R ve
m—torsion free halka denir.

TANIM.1.35. R bir halks glsun.R nin bkir indirgeneme:z

faithftul R-modlli varsa o zamsn R ye primitif halka, M
bBir indirgenémez R-modiil ve n keyfi bir pozitif tamsay:
clmak lzere D=C{M) Gzerinde vi,vp,...,vpE€ M vekibrleri
linger bagimsiz ve Wi,WD, ... wp€ M keyfi vektirleri igin
wi=vir, ¥i olacak bigimde bir r€ R varsa o zaman R ye M
Gzer inde yogundur denir. |

TEDREM.1.34,. R bir primitif halka ve M faithful indirge-

nemez R-modil oclsun.EQer D=C{M} ise & zaman R,M Gzerinde
lineer diniisiimlerin bir yogun halkasidar . {43

TEQREM.1.37. R bir primitifﬁha}ka olsun.Bue durumds bir D

b lim halkas: igin va RQ?Dn (D bir bBlim halkasi olmak

¥

S



tizere Dy, D dzerinde nxn tipindeki matrisler halkas:i) ya
da wverilen herhangi bir m tamsayis: igin R nin D, Ulze-

rine homomor ik olarak dusen bir & alt halkasz

vardar .43 '

LEMMA.Y .38B. Bir primitif halka asal halkadair . [43

LEMMAL.L.3%. R,safzardan farkla nil idesileri clmayan bir

halka olsun.Bu durumda R, asal halkalaran bir altdirek
toplamidar . [43

TEOREM.1.40. R wvar: basittir.é&> R,primitif halkalarain

Bir altdirek toplamana izomorftur.f43]

SONUC.1.41. Komittatif bir yari-basit halkse cisimlerin

Bir eltdirek toplamadair.ifl

TECREM.! .42, Sonlu bir bBBltm halkas: komtitatif bir ci-

simdir.£43

TEOREM.! .43. R bir halka olsun. ¥a€ R icin n,a ya bagil:

olmak lizere a®{%’=a placak bigimde bir ni{al)>l tamsayis:
varsa o zaman R komtitetiftir.[43

TANIM.1.44. R bir halka clsun. ¥x,yE R igin I[x,yd=xy-yx

komiitatdr lerinin drettigi ideale R nin komltatdr ideasli
“denir we D{R) ile gosterilir.

TEOREM.: . A8, R merkezi Z{R) ovlan bir hélka clsun.Verilen

bir a€ R iginvaﬁia}€‘Z(R) wlacak bigimde bir ni{a}>0
tamsayisy var olsun.Bu duru&da eger R nin nil idealleri
voksa © zaman R komGtatiftir. Denk oclarak R nin komi-
tatér ideali nildir.[41

TANIM. .46 R bir halka ve P onun sagisol) ideali olsun.

Eger R/F kalan sanaflar halkas: bir sagi{sel) primitif



halka isg P ye R nin bir safgisocl) primitif ideali
denir. BGtin primitif ideallerin ara kesiti szxzfar alan
halkaya yari-primitif halks denir.

LEMMA.Y .47, R bir halka,J{(R) onun Jacocbson radikali ol-

sun.Bu durumda J{R},R nin biitln sagiscl) primitif ideal-
lerin arakesitidir.fyraca a€ J{R) dar.<=> Ra bir so&l
guasi vegiler {l.g.r.)} idealdir.iZ23

LEMMA.1.48. R bir halka ve 0#8 onun bir, sag idexli

olsun. a€ & ve sabit bir pozitif tamsay:r igin a®=0 ise o
zaman R nin nilpotent idealleri yoktur.I32

LEMMA.L 42 . (BUBLEMMA) R,saifairdan farkli nilpotent ideal-

leri elmayan ve charR#2clan bir halka cisun. Eger a€ R
eleman: ¥x,{an—xalt€ R ile komtitatif{ ise o zaman a€ Z{R)}
gar . ES2

TEOREM.1.80.{Richard Brauer}) H ve ¥ birer b8ltm halkas:

HS K ve her @:K— 5 K ogtomorfizmi igin {(H)g&H oslsun.
Bu durumda H=K wveya HEZ{K) dar .I333

TANIM.1.51. R bir halka olsun.R nin T{R}={x€ R tax”=xna,

n=ni{x,al>l, ¥x€ R 3% altkﬁmesine R nin hipermerkezi denir
ve T{R) ile gBsterilir.Bundan sonra T(é} nin vyerine T
alinacaktar. T nin aszgidaki tg temel bBezelligi sagladag:
agrletar,
{1} E(R}éiT
{31} T, R nin bir althalkssadar.
{iii) Eger @, R nin bir otomorfizmi ise o zaman

/P\D

{(TIge T dar.

LEMMA.1.52. Eger D bir ‘bBlim halkas: ise © zaman

TiD)Y=2{D) dar .L73



LEMMA.Y1.93. Eger R bir yari—-basit halka ise o© zaman

TIRI=Z{R} dar., €713

LEMMA.1.54. R bir halka olsun. Eger a€ T(R} elemana
nilpotent ise o zaman &R, R nin bir sag nil idealidir.
{Boylece a€ J{R) ve aR J{(R}) dar.}[73]

TEOREM.1.55. R nil idealleri olmayan bir halka olsun.Bu

durumda TI{R} nin nilpotent elemanlar: yoktur.[73

LEMMA.1.56. R nil idexllieri clmayan bir asal halkas

olsun. Bu durmda T{R)} komttatif ve T{R} nin sifirdan
farkli bir elemany R de safir bilen degildir.{71]

FJEOREM.1.57. R nil idealleri olmayan bir halks olsun.Bu

gurumda T{(RI)=Z{(R)} dar .L[71]



(XY = {¥YX)T KOSULLU HALKALARIN KOMGTATIFLIGE

Bu bBlimde {(xy)T = {yx)" kosulunu saglayan halka-
tarin  komtitatifligi ile ilgili yapilan galigmalar, bir

sira igerisinde verilmistir,

L.P. Belluce — I.N. Herstein —- S.K. Jain {(19248)
GENELLESTIRIIMIS KOMOTATIF HALKALAR

IANIM.2.1. R bkir halka oclsun. Eger »y, y € R igin

Oy )P OLYY = (min,Y) glacak bigimde x ve y ye bagl:
mixn,y}, nix,y) pozitif tsmsayilar:i varsa o zaman R ye
genellestirilmis komtitatif halka denir ve g.c. halks
bigiminde yazillr..

LEMMA.2.2. D bir bolim halkas: olsun. a,b € DB igin

at {a,bipsta,b) = psia,blaria,b) glacak bigimde ria,b) ve
s{a,b) pozitif tamssay:ilar: varsa o zaman D komiitatiftir,
fSPAT: ¥ox,y € D igin x,y nin bir pozitif huvvetiyle
komiitatif ise {8,tecrem.1.] den D komiitatif oclur.

Varsayalim ki bir n>0 tamsay: olmak lizere a,b € D
elemanlara: igin a, b" ile komitatif clmasin. Bu durumda
W= % €D | xbm(”)fé‘bm(X)x s mix) > O} kiimesini ala-
lim. W, D nin bir althalkasadir. Glnkil; y, , yoet W ala-
narsa ylbm(Yl? = bm(Y1)yl ve ygbmiya} = bm(VE)ya oclacak
bigimde miy,;} wve miyo) pozitif tamsay:ilar vardar.
By leces ‘

ty,~yo bmiydmiya) = ylbmiyldmiye) - yobmiyaimiy,)

g



=ylibm<Y8})m<V1) - ye(bmiya})m(yl)
=ixmiyolymiy, ) v, - ibm{‘/c?))m(‘r'l)ya
=tpmivaymiye) yo - (pelyydymiya) gy
=(pmiva ymiva) (v, - ya)
oclur ve dolayisiyla y, — yp € W bulunur.
ty ypdbmivadmlyad=y fyoipm iy dmiyvadi=y comiyaydmiyadysy
=y, (bmiyaimiy da=pypmivaimly, dy dya=(pmiyy imiya) (y y0)
ve dolayzisiyla y,yp € W olur.

&, b ile komitatif olmadigandan a € ¥ ve dolayz-
siyla W¥ D dar. Hipotezden x € D ise © zaman
#T i, psix,blz peix,b) rin,b} g wrix,b} ¢ W oslur.
Dolayasaylia [123 den D kam&tatiftir”

TEOREM.2.3. DB, g.c. bir b8lim halka ise bu durumds D

komtatiftir.
18PAT: OFa,b € D alxlim. g.c. halkanain tanimindan x=a ,
y=ha" % plarak alainirsa;

{aba" )% = abfa™r = {(ai{ba™3}3={{ba™ 1 )alt=hHM (1)
olacak bigimde m ve n pozitif tamsayilara vardar. Bundan

dolay: {abBa"2)P={abPia " 1)=(a{bPa ™} IN={{BNa~)a IM=pN"

elde edilir. Dolayisiyla buradan zabP?a~2a 2=3hMMz~2 =>
a?ha2 = abMNia~i={(abRa~2)IM=pM=pM? bulunur . Biylece
.. i
aipWa~i=pM |, ¥i > 0 icin =}

elde edilir. D, g.c. halkas: oldugundan

b Pakpl= (b RabM k= (abNp 1) t=at (3)
oclacak bigimde t ve k pozitif tamsayalara: vardair. (2} de
i yerine k allnxrsa_akbgé“k=bmke}de edilir. {(3) den

ak=hPalh™ jtadesini alip, buldugumuz ifade de yerine

10



k
yazilirsa ; (b%ath ™ ™)pP(pNala n)~i=pm

=> b“atb”“bdgﬁa'tb“ﬁzbmk

=3 bnatbn§~tb—n=bmk

=3 atbng—t=b—nbﬁ%n

=y atpr-topmk t4)

clde edilir. (4) ve akpra—kepmiaen

stprk—togkprkok oy prtokegt-kprd 59
bulunur. Eger k=t ise o zaman {3} den & nin pozitif bir
kuvvetiyle b nin pozitif bir kuvveti komGistiftir. Yaniyg
sX ile b komitatiftir. Clinkiiy k=t ise (3} den b~% ak bP
= ak =) akph=pnak gilur. Eger k # t ize o zaman {5) den a
nin  pozitif  kuvveti ile b nin bir pozitif  kuavvetid
komitatiftir., Yanig at=% jile BD komitatiftir. Dolayasaiy~—
la keyfi a,b € D icin aFia,b) psia,b) = psia,bligriz,b)
olacak bigimde r(a;b} ve sfa,b) pozitif tamsayilar:
vardir . BBylece lemma.2.2. den R komtitatiftir.

TEOREM.2.4. R bir yarai-basit g.c. halka olsun. ¥ x,y€ R

igin w %,y B in,ydaysin,yyrin,y})  ige o zaman R
komitatiftir.

ISPAT: R vyarai-basit oldugundan tecrem.!.40. dan R,
primitif halkalarain bir altdirek tap}amlnat izomorftur.
Dolayasayla R halkas: bir primitif halks olarale alina-
bilinir. Gteyandan £§33 den bir g.c. halkanin alt-
halkalarz ve g.c. halkalarain homomor ik gér&ﬂta}eri de
g.c. halkadiv . Bovlece teorem.l.37. den vsa RE.D (D bir
BElim halkas:) ya da n > 1 tamgéylsl igin Dn, R nin bir
slthalkasainan homomorfik géfﬁnt&s&d&r.

Eger RAZD ise o zaman Lemma.2.3. den R homiitatif-

¢
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tir. Eger n>! tamsayzis: igin D, R nin bir hallkas:inin

a b
homomor Tik gorintist ise Dp =( [ c d } t a.b,c,8 €1 3

1 ¢ 11
we %,y € D igin u= [é O} s ¥= {5 3} olarak alalam.

1 O ) i s i s
x={0 0 , ¥5={0 1] olur.Dolayisiyla xTyS={0 O

1 0
ySx¥ = {0 0} bulunur . Buradan x¥y® 3 ¢5x7 pldugundan

tecremimizin kosullarin: saglayan bir primitif halka

bB&ltum halkas: oclmak zorundadair. Boylece ispat biter.

5oNe.2.5. R bir g.c.halks ise bu durumda DIR) & J{(R)

dar. | |

ISPAT: Teorem.!.32. ye gore R/I{R} yari-basittir. Dola-

yisayle teocrem.2.4. den R/J(R)} komiitatiftir. O halde
P € R/JIRY igin RY - F% = 0 = J(RY => xy - yx € J{(R)

olur. Boylece; D(R) & J{R) olur.

TEOREM.2.6. R bir g.c. halka ise D{R} komitatdr ideali

nildir . |

1SPAT: Sonug.2.5. den DIRISJI(R) dir.Eger J{R)={0) ise o

zaman D{R)={0) ve dolayasayla D{R} nil olur. Bu nedenle'
J{R}# {0) olsun. Bu durumda R nin maksimal nil idexlle-

rin disainds safardan farkil_nil idealleri olmaszin. Bu

durumda da J{R)¥ {0) ve DR} JI{(R) oldugundan D{R)={0)}

ve dolayvisayls DIR) nil a}u;. Boylece J{R)¥ {0) ve DIR)

{0) olmalk Gzere R nin maksi mal nil idexsllerin dasainds

12



sifirdan farkl: nil idezalleri olmadigini: varsayalim.

Simdi; 1lk olarak J(R) nin konmiitatif olmadaigin:z
gosterelim. Varsayalim ki J{R} komiitatif olsun. Buna
gbre a,b € J{R)ve y € R icin (ab)y=(bal)y=blay)=a{yb)
olur. Buradan aby-ayb=0 = a{by-yb)=0 elde edilir.
Oteyandan S={ x € R | J(R)x=(0) } kimesini dislnelim. ¥
a,b € J{R) ve ¥ € K icin a{by-yb}=0 cldugundan J{(R){(by-
ybi=0 wve Dbdylece (by-yb} € 8 clur. O haide by-yb €
J(RINS dir.

Simdi J(RINS nmnin ideal oldugunu gdsterelim. 8
idealdir. Gercekten;xl, xo € § igin J(RIx;={(0) ve
JR)Ix9=(0) dar. Dolayisaiyla J(RI{x;-x9)=(0) olur. Yani;
X;-%X2 € S olur. x € 8 ve r € R alalim. J(R)xr=(0)r=(0)
= xr € S olur. Oteyandan J(RIrx SI{(R)x=(0)=> J{(R)rx=(0)
= rx € 8§ olur. Buradan J(RINS ideal olur.Bir & € J{(RINS
alalim. =z € J{(R) ve a € 5 dir. Dolayisiyla a € J(R} wve
J{Ra={8) olur. Yani; a € J{R) ve ¥c € J(R} ic¢cin ca=0
dir. Ozel olarak c=a alirsak aa=z®*:=0 olur. Biylece a
nilpotenttir. Dolayisiyla J{(RINS, R nin bir nil ideazli-
dir. R nin maksimal nil ideallerin disinda sifirdan
farkl: nil idealleri olmadigindan ve J{REINS < J{(R} ol-
dugundan J(R)ﬂS:(G} dir. Oteyandan by-yb € J(RINS oldu-
gundan ¥b € J(R} ve ¥y € R icin by-yb=0 ve dolayisiyla
JR}Y & Z{R) oclur.

a € J(R).ve x,¥ € R alalinm.Bu durunda ax €J{(R)} ve
buradan ax € Z(R) olur.Bdylece (ax)y=y(ax)=(yal)x=(aylx

=> axy-ayx=0 => alxy-yx)=0 ve dolayisiyla J(RID(R)=(0)

13



elde edilir. DIRY=J(R) oldugundan Szel olarak D(R}®*=(0)
oclur. Boylece D{R)} nilpotent idealidir. R nin maksimal
nil ideallernin diginda sifirdan farkl: nil idealleri
olmadigindan B nin {(maksimal nilpotent ideallerin disin-
da} sifirdan farkl: nilpotent idealleri yoktur. Boylece
D(RY=(0) olur. Bu ise D{R) nin sifirdan farkli olmasiyla
geligsir. O halde J(E) komltatif degildir.

Simdi D(R) nin nil clmadigini varsayalim. Bu du-
rumda [{8,tecram.l.} den ab € J{(R} ve n>0 tamsayisi icin
abliy blla dir. b nin nilpotent olmadigi agiktir. Qinkdl b
nilpotent olsa, bi=0 clacak bigimde bir n € I*Y wvardair.
Bu mnedenle abi={ =bla olur. Bu isze abfy bla olmasiyla
celisir.

a €J{R} oldugundan formal olarak 1l-a tersinirdir.
(R nin birimli olmasi gerekmez.) Ayrica p:R— R, x— -
(I-aix{i-a)y i={l-a)x{i-&)=x-ax-x&+taxéd donisimi bir izo-
morfizmadair.

R bir g.c. halka olduguna gdre x={(l-a)b ve
y=b{1l-a) * olarak alinirsa; {{{lﬁa)b}{b(l—a}“13}r=
{{1-a)b®(1-a)" 23T={b(1-a)"*{1-a)b}®=b2% olacak bigimde
pozitif s=s{x,¥}, r=r{x,y) tamsayilari vardir. Buradan
{{1-2)b2(1-a) 13z (1-a)b8r(1-a)" 1 elde edilir. Biylece
(1-a)b2r {1-a) 1=b28 olur. Buradan {(1-z)b2¥(i-a) i(i-a)
= b25(1-a) => (1-a)ber=b25(i-a) elde edilir. Yani; m=2r
n=2s olmak lzere; »

{1-a)bi=bl{i-a} ) (1}
clacak bicimde m ve n poéitif tauwsayilary wvardir.

a, b nin pozitif bir kuvveti ile komiitatif olmadigindan
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{1} deki m ve n pozitif tamsayilarar birbirinden Ffark—
ladir. Bu durumda m > n olsun. Cteyandan & mnain guasi-
inverse & clmak lzere {1-a) ={1-4&) glarak alanabilir.
ab, ba € J{R) oldugundan (1) i elde edidisindeki gibi
asagidaki ifadeler bulunur.
{1-abibP=EP{1-ab)} . i2)
j {1-bal)b®=bh8{1-ba) (37
$1),42) ve {3} ifadeleriden sirasayla
€1—a}bm1£1—a)“l=bﬁz

{4}

v

{1-ab)bMR{l-ab) " =pN2
{1-ba)bM3{t-ka) =2
ifadeleri bulvunur, Bu durumda (1),{2) ve (3) ifadeleri
m=mympoms iginde gegerlidir. {2} b ile soldan (3} de b
ile sagdan gcarpirlirsas | -
{b—bab}bP=bF {b~-bab}

— {b-bab)bP= -bY{b-bab)}

{bP-b8) {b-bab)=0
elde edilir. Eger p#g ise b € J{R} ocldugundan r=mini{p,g}
olmak Gzere bY {b-bah)=0 le; cunkil; eger prg ise o zaman
{BP™V —-1)bY {b-bab)=0 eolur. Buradan (bP77T-1)"3{bB7V-1)B"
{b-bab =0 => b  {b~bab)=0 =) bV 2{1-ab)=0 =>
BY*2{1-ab){l-ab) =0 =% b"*"i=0 pglur. Bu ise b nin nilpo-
tent olmamasiyls gelisir. 8 hxlde p=g dar. Bbylece (85
ve {3) ifadeleri (1-ab}bm=bQ(}~ab);§é {1-ba)bf=bP{i-hba)}
bigiminde yazilabilir. DPolayisiyla buradan,
{1-ba)b® {1-ab)bM=bP{l-ba)-bP{i-ab) =)

{{i-ba)-{l1-ab)3bM=b6P{{1-ba)-{1-ab)} den
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{ab~ba)bB=bP{ab-ba) {2)
elde edilir. Tekrar {1} ve (2} ifadelerine dontlidrse (1)
i sagdan b ile garpap {2) den gakartrlizrsag

BRTLopM=pTt 2P (5N -bPab (&)

elde edilir. Simgi bP=bP ise (&) dan BMtI-pl=pN*ti_pn
elde edilir. Biylece bBMT2-pM-pNtiipT=0 ve adn ocldugundan
b“(l—b—bm‘“+bm+l‘§)=0 clur. b+bM N-pM*i-Nc J{R)} gldugun-—
dan formal olarak {i1-b-bP N+pM*2-N) tersinirdir. Boylece
b%=0 glur. Bu ise b nin nilpotent clmamasiyla gelisir. 8
halde &% bP dir. (&) ifadesi sagdan ve scldan b  ile
garpirlirsas

LR =SS Lok SR A S C I e o Lo S 0E 1L WRE SRS U2 L o WO N

- BPE2 Mt W2 LD T a R 2 KBk 2

BRabh?2-hBah2-bRt2ah+bPtiah=0

=y {bTab-bPab-bR*2a+bPtiaib= ¢

=Y {bP{ab-ba)-bP{ab-ba)3b=0 => {(b"-bP){ab-baib=0
elde edilir. n #p ve b € J{R) oldugundan t=minin,p}
clmak Uzere;s |

© bYab-balb = 0 {7)
bulunur . Tekrar (1) in elde ediligine.dﬁnﬁlﬁrse {1) den
{43 e kadar yap:ilanlar dastniiltip, {4) den sonra m=m,mpmn
ve py g igin vapirlanlarda m yerine km, p yerine de kg
alainarsa (k>0 tamsay:r} (5} ifadesi slde edildigi gibi
{ab-ba)bMm=pkPiab-ba) ifadesi de elde edilir. Boylece;
kp<t olmak Gzere {7) soldan BYP~1 jle carpalarsa, bBRP~
tht{ab-balb=0 =) bXP(ab-bal)b=0 elde edilir.

Bu ifade sagdan b ile carpilirsa; {ab-ba)bksto=g =)

i1&



{ab-ba)b {¥¥2Im=0  glur. Os(ab-ba)bikt2Im=pike2dpanopa)
oldugundan, eger w=max{{k+i1lm , {(k+1l)pd ise o zaman

{ab-ba)b¥=b"{ab-ha =0 elde edilir. ! Urerinde itilmevaraim

O={abi-pilarpW=p(abi-plz), ¥ i >0 icin (8)
clur. ¢lnkii; i=1 igin {ab-bal)b¥W=b¥{ab-ba)=0 oldugundan
dogru ve i=n igin O={abP-bla)b¥W=bt¥W{abT-b"a) dogru olsun.
i=n+l igin , {abtfi-pntig)pW=gpNitipk-pntighw

R LRt ¥ U PR
=abttipWopapTipW
={ab-ba)bWb"
=0 olur.
we bW{abfti-hn*tls)=pWabTh-b¥bEh*2a
=bPpab-bTbWha
=kTb¥ {ab-ba}
=0
oclur .Dolayasayla istenen bulunmus oclur. ¥i>0  igin {8}
gecer i oldugundan &zel oclarak i=w igin de dggrudur.
Yani; {(ab%W-bWa)bW=b¥{abW-b¥a)=0 olur. Buradan abSW=hWah¥
ve bWab¥=hT®s ve dolayisiyla sbPW=h5 glur. Yaniy a, b
nin bir porzitif kuvveti ile komlitatiftir. Bu ise a,b €

JiR)} ve n>0 tamsay:r icin ab® # bY%a, oclimasiyla gelisir. O

H.K.Nicholson — A.Yagub (1980)

BIR KOMGTATIFLIK TEDREM!

TEQREM.2.7. R birimli bir halke oclsun. ¥x,y € R igin

Uy =ty K ve tuydl=(yx) ! olacak bigimde k=kix,y) ve
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1=3{x,y} gibi aralarinda asal pozitif tamsayilar varsa
¢ zaman K homtatiftir.
Teoremin ispatlnl vapuadan Once asSaZidaki Lemma yi
ispatlayalim.
LEMMA.2.8. R birimli bir halka olsun. ¥x,y € R ve n2l
tamsayis: icin xUy=0 = {(x+1)%y ise ¢ zaman y=0 dir.
- ISPAT: ¥x,y € R ig¢in ;
O=xB™ L {x+ 1 )0y=xB~ 1 {xM+pxB™ 1+ | . +nx+ldy
SxU Ixflpenxl- 1x0-lys | 4pxf xy+xfc iy
=xP- Ixfyenyxf- 2xlips | +pxliytxi— iy
=xf- 1y
elde edilir. Benzer bicimde;
0= (x+ 1)1 {1+ {x+1) 30y
={x+t1 )0 L {{~1)Ten (- 10 T {x+1 3+ L tn (-1 ()BT 34 (x4 )0y
S~ {x+ 107 1y+ | 4n (-1 {x+ 100 {x+ 1 ) 0y+ (x4 1307 1 (x+1 )0y
={~-1)0{x+1 )01 1y
elde edilir. Buradan 0={(x+1)8" 1y ve dolyisiyla x¥ " iy=0=
{x+130" 1y olur. Bu metodla devam edilirse xy=0={(xt+l}y ve
buradan xy=0=xy+y ve bdylece y=0 elde edilirg
IEQBE§42*Z431§+1§EAZ1; i1k &nece teoremin ispatinda kal-
lanacagimiz bazi ifadeleri ispatlayalim.
1.iBDiA: F &R sonlu bir kime olsun. Bu durumda ¥kan ve
¥ x, v €F icin {xy)8={yx)& olacak bicimde bir n=n(F}
pozitif tamsayisi vardair.
ISPAT: x, v € R alalim. Teoreuin ifadesindeki gibi k ve
1l secelim. k ve l,aralarlnda asal olduklarindan rk-si=1

oclacak bicimde r ve s pozitif tamsayilari vardir.
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Eger n-ls ise rk=n+l olur. Hipotezden (xy}kz(yx}k ve
(xy)rl=(yx)1 olduguna gdre buradan (xy)TE= (yx)TE  ve
(xy)51=(yx)51 ve dolayisiyla {xy o= {yx1t ve
(xy)nti=(yx)Nt1 elde edilir. O halde (xy)t{xy)={(xy)nticz
(yx)0h = {(yx)B{yx)= (xy )0 (yx} =) (xy)B{xy)={(xy)({yx) elde
edilir. Bdylece ¥tin icin {(xy)¥{(xy)=(xy)t(yx) ifadesi
gegerlidir. O halde bir kin icin (xy)E=(yx)k gecerli ise
buradan  (xy)E{xy)= (xy)E 1= (xy) Blyx)= (yx) B(yx)= (yx)BH
elde edilir. Dolayisiyla tlmevarimda ¥x,y E,R ve ¥ kan
icin (xy)kf-(yx)k clacak bigimde mn=n{x,y}2l tamsayis:i
vardir.

Simdi bir FCR sonlu kimesi verilsin ¥x,y € F
icin ni{x,y’ biciminde bir tamsayi secilebilir.
n=max{n{x,y) | x,y € F } olsun. Eger x,y € F ve k2n ise
o zaman kK n{x,y) ve {(xy)E=(yx)¥ dair.
2.IDDiA: R* < Z{(R) ve J(R) € Z(R) dir. Burada
R*={x € R { x tersimir }

ISPAT: Sabit bir u € R* ve keyfi bir x € R alalim. 1.id-
dia daki gibi n=n{u,u" ix,u " *{(x+1)) segelim. Eger k3n ise
u ixBas (um Txu ) B (uu- 1x)B=xk dir. Bsylece; x¥u-ux® olur.
Bu durumda bu ifade k=n,nt+l icin gecerli oldugundan
xn+1u:uxn;1:uxnx:xnux = xNtig=xfux ve dolyisiyla
xB{xu-ux)=0 = x%{x,ul=0 bulunur. n nin seciminden dola-
yi %X yerine x+1 yazilabilir. Bdylece {(x+1)}t{x+1,ul=0 =
{(x+1){x,u]l olur ve dolayisiyla lemmz.Z2.8. den ¥x € R
igcin {x,ul=0 elde edilir. Béyleée R¥*< Z(R) dir. .
1+J(R)={1+x | x € J(R) } olsun. x € J(R) oldugun-

da 1+x tersinirdir. O halde; i+J(R} nin her elemani
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tersinirdir. BEvyiece 1+3{R) & rRY clur. Buradan da
JtRYy e R¥ &= Z(R) ve doly:sayla J{R) € 7{R) oclur.
3.tbbtR: R/JIRY komttatiftir.
I5PAT: R/JIR) vyarai-basit oldugundan teorem.l!.40. .dan
R=R/J{(R) halkasi, primitif halkalaran bir altdirek top-
lamadar. O  halde R halkas: bir primitif halkas oclarak
distinilekilir. Boylece teorem.!.37. den ya R D(D bir
b8lim halkas:) ya da bir n>l tamsayis: igin Dy R nin bir
althalkasinin homomorfik gOrintidsadir.,

Eger RE¥D ise o zaman R bir bBllim halkasa olur.
Bir bBlum halkssinan saxfardan Tarkla her elaman:z
tersinir oldugundan 2.iddia'dan R=R/F(R) komiitatif 61&?.

Eger bir n)! tamsayis: igin Dp , R min  bir
althalkasinain homomorfik gordntldst ise wve x,y € DBy

(D, nxn tam matrisler halkas:) iging

00...1 00...0

®=Egn, = {06...0 s yv= Epy= (00...0 alirsak,
0. ..0 O0.. .14
100...0 ©{000...0

{ny}?2 = {000...0 ve fyx)? = |000...0 olur.
000...0 ' 000...0

Bty lece —(xy)f Fiyx1}? pldugundan teoreminn  kosullarain:
saglayan R p(imitif halkasa, bir b8ltim halkasz: olmak
zorundadar . Bé?léce 3.iddianain ispat: biter.

4,.3DDIA: ¥ x,y € R igin wy"=y''x placak bigimde bir

n=ni{x,y} pozitif tamsayis: vardair.



ISPAT: 1.iddia daki gibi n=n(x,x+l,y) alalim. Bu
durumda; {(xy)ifx=x{yx)f=x{xyi? => (xyifix=x{xyit =D
(xy)Bx-x{xy)f=0 = [{(zy),x3=0 olur. 3.iddia dan R/J(R)}
komiitatif oldugundan X,7 € R/AJ(R) igin (RFIM=FOFL =
(xF)0-x0§0=0 = {(xy)0-x0yn3+JI(R) = J(R) =

{xy)o-xhiynt € J(R)} oclur. 2.iddiadan J(R}SZ(R) oldugundan
{xy)f-xitynt € Z{R) clur. Bdylece [x, (xy)f- x0ylii=g =

Ex, {xy)0)-Ix,x0yl}z0 =5 [x,xUy0iz0 = x{xyf)- {(xtyt}x=0
= xU{xyl-yix)=0 = x0{x,y"1=0 elde edilir.

Simdi n nin sec¢iminden x yerine x+1 yazi1lirsa,
Q= (x+1)0x+1 vy l={x+1)0{x,y] ve dolayisiyla x0{x,y%1=0
={x+1)0{x,y131 bulunur. Bdylece lemma.2.8. den {[x,y01=0
elde edilir.

Simdi teoremin ispatini: tamamliayalim. x,y€ R ala-
lam. 4.iddiadan x, her biri ile koulitatif olan ¥yP vwve
{y+11}9 olacak bicimde p ve g pozitif tamsayilar: vardar.

Eger w—pg ise Xx,yM ve (y+1)}¥ ile komiitatiftir.
Cinki;: xyfoxyPldox(y9)Px=—yPAdx=xy® ve x{y+1)M=x{y+1)Pd=
x{{y+1)PF= {(y+1 )Pz {(y+1 )P }x= (y+1)PUx= {y+1)¥ix dir.

1. Iddiadaki gibi n=n{y, y¥ ix,y+l1, (y+1)0 1ix,
ym“1(x+1},(y+1)m“1(x+1)m'1) segelim. yix=xy® oldugundan
Yk >n igin yoExks (ylox)E- (ylx) (y8x). . . (yBx)

=y {yl Ix)y(yi- ix}). ..y {(y® 1x}

= {(y 1x)y3E= (yi Ix)y(yT Ix)y. .. (yU Ix)y

:ym—1(xym)k~1xy:ym—1(ymx?(ymx)_..(ymx}xy

:y—lymkxky:ymkrlxky |
elde edilir. Buradan ymkxkgymkr}xky = yk xk yuwk-1y5ky-g

= yik-1(yxk xky)=0 yani;



yiko1ey wk3=0 v, y € R 11)
clur. n nin segiminden vy yerine y+1 yazilirssa,

O={yetdmk—2ry K3 vy, v R @)
clur. (13,42} ve lemma.2.8. den {x,yk}=0 bulunur. Bu da
¥ kin igin gegerli Q}dqundan k=rn, n+l igin de gegerl:
olur .Boylece xNHly=yulttl=yNyy =D yB¥ly=yByn = wNix,y3=0
elde edilir. Tekrar =n nin segiminden x  vyerine x+l
vazabiliriz, B8ylece »VIx,yI=0={(x+1)0{x,y3 ve lemma.2.8.

den I[x,y3=0 elde edi}irn

ORNEK =

i a,b,c,d € Z5, p z=al 3 alalim. Asagidaki

X
it
)
OOow
ow o
non

tic siktx da p asal pozitif tamsay:r olarak alanda.
{a) Eger k tek tamsay:r ise p,k nain herhangi bir

sakit asal b8leni olsun., Trneging k=3, p=3 ise o zaman ,

a b c

R={ {0 a d i a,b,c,d € Z9 } oclur.Boylece; %, ¥ € R igin
¢ 0 e
102 210

®» = {0 1 27 , y = 02 2 clarak alainzrsa,
0 01 o0 2
212 21 ¢

»y= {0 2 087 , yxr= {0 2 O} - ve dolayisayla wy Fyx clur.
02 0 0 2
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Steyandan (xy)3 = ve (yx}3 = dir. Yani;

DO
[l o\ Rl
OO
foe el ]
[well \ S v
| St Jl ol v

{(xy)3=(yx)3 oldugu halde R komlitatif degzildir.

{b} Eger k ¢ift tamsayi ve k>2 ise ¢ zaman p, k/2 nin

herhangi bir sabit asal bdleni olsun. Ornegin; k=4, p=2

ise o zaman R={

OoOm
O

c
a ‘ a,b,c,d € Z3 } olur.
a

101 010
Bu durumda x,¥y € R icin x= {0 1 i} , ¥y = {80 0 0| olarak
- 001 000
010 01 1]
alinirsa, xy= {0 0 80 , yx= {0 0 O8] ve dolayisiyla xydyx
8 00 1000
oclur. i
Cteyandarn;
000
(xy)%4= {0 0 0]= (yx)% oldugu halde R komiitatif degzildir.
000

{c) Eger k=2 ve p=2 ise o zaman,

a bc
R={ {0 a d4{ | a,b,c,d € Zp3} olur.Bu durumda x,y € R igin
800 &
101 011 .
x= {011, v= {00 1} olarak alinirsa:
0 01 000 .
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O 11 o1 0
»y= (G0 1 ve yx= |0 01} ve dolayisiyla xy #yx olur.
00 0} 00 Oi
001t
Steyandan (xy)2=z |0 0 0{= (¢x32 wldugu halde R
00O

komtatif degildir.‘Bu da teoremin hipotezinde wverilen
tay yR= 100K ve (xyd)l=(ym)! ifadelerinden biri olma-
” g:ginda halkanin komGtatif olmak zorunda clmadigin:

gbsterir.

W.K.Nicholson-A.Yagub {1979}
GRUPLAR VE HALKALAR 1IN BIR KOMOTATIFLIK TEOREM!

LEMMA.2.2. R bir halka olsun. ¥x, y € R igin

Ex, Ix,y33=0 ise © zaman her pozitif nn  tamsayzxs: icin
ExD, yl=nxD72ix,y3 dir.
ISPAT: x,y,z € R igin Ixz,y3d=xlz,yl+lx,ydz dar. 8 halde
{xk,y}={xxk*1,y3¥ x{xk‘l,y}+£x,y}xk"l olur. Cteyandan
wix,y3I=Ix,yiIn oldugundan = &nvbir pozitif m kuvvetdi
icinde »MIx,yl=Ix,y3Ix™® dir. BBylece;

RV R SV Sub JAVE, FUVE Sob § SVIRVE 1 {13
elde edilir.Simdi ayn: islemleri [xk"l,y3 igin yapirlarsa

{xk“l,y3=x[xk”2,y3+xk”8{x,y3 (23
elde edilir. {2) yi ({1} de yerine féél}xrsa;
IxM,yd=n{nink—2, y3+xk’2£x,y3}%xk;aix,yi

= x?{xk"a,y}+8gk“1{x,y} 1 (2

elde edilir .Tekrar ayn: islemleri [xk“a,yligin vapilarss
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ExM™2 v a=nlnh=3 i 3ex¥ 300,y {4
elde edilir.{4),43} te yerine yazilirsa
Enk,yd=x30xk3 v 34345 2y,y] elde edilir. Ayn: metodla
devam edilirselxk,y=xh 20,y 3¢ th-1 12X 20,y 3=kxk" 205,y
elde edilir,

LEMMA.2.10. R birimli bir halka ve f:R —5 Ry¥» € R igin

Fin+td)=Ffi{n) oclacak bigimde bir fonksiyon olsun. Eger bir
n pozitif tamsayas: ve Wx € R igin x“f(x)=01ise o Zaman
¥x € R igcin fi{x}=0 dar.
ISPAT: ¥x € R igin »Pf{x)=0 alalam. R birimli oldugundan
® yerine x+! wyazailabilir. Bu durumds ¥x € R iging
C=xB T3 e IRF (=T T2 0uTenu 24, | L4nnel 3F{x)
SxT T AT {4 n T TERTF () b, L T () FxB T (= x DT ()
elde edilir. Ayna islemleri xP 72 {x}=0 igin yapip tekrar
devam edilirse sonunda xT{x)=0 elde edilir. Uteyandan bu
ifade de x yerine x+} alainarsa, AT {x)=0={x+1)f{x)} => ¥ x
€ R igin ¥{u)}=0 elde edilir.

Bu lemma kullanilidiginda Ti{x} i genellikle y ve
2, »'e bagl: olmamak uzere f(x}={x,#32 biciminde
alinacaktar., .

TEOREM.2.11. R birimli wve asosiyatif bir halka olsun. K

ve 1 aralarainda asal sabit pozitif  tamsayilar oclmak
dzere W,y € R icin xhyk=ykuk ve xlyl=yixl ige o
zaman R komitstziftir.,

ISPAT: Teoremin ispat: bir  takzm  iddialarain  sonunda
vapirlacaktar.

1.1DD1A: RY ve RAJ(R) komlitatiftir.



ISPAT: [23, teorem.l1.} den B* komiitatiftir. R* nin
hipotezleri ayni zamanda R nin zalthalkalar:z ve
homomorfik gorintiileri icin de gegerlidir. R/J(R} yérl
basit oldugundan teorem.l.40. “dan R/J(R}, primitif
halkalarain bir altdirek toplaminz izomorftur . Dolayisiy-
la teorem.1.37. den ya R/J{(R} = D{D bir bdlim halkasi}
ya da bir n>l tamsayisi ig¢in Dn,kR/J(R) nin bir althal-
kasinin homomorfik glrintisitdir.

Eger RAMBRIE D ise o zaman {18, teorem.l.]1" den
R/I(R}) ’komiitatiftir.

Eger n>l tamsayis: igin Dy, R nin bir althalkasi-

nin homomorfik gdrintis ise o zaman n=2 ig¢in

a b
Do={ [c &} ! a,b,c,d € I } olur.Bu durumda x,y € Dsigin

[ QOl

11
ve y= {? 0} oclarak alinirsa;

™
H
L

[ OOI

11
ve y3= {? 0} clur. Dolayisivia

[1 1} {1 el |

x2y2= {0 0f ve ¥2x®= {0 ve bdylece x2y® Fy=x*®
bulunur. Bu nedenle teoremin hipotezlerini sagléyan bir
primitif hzlka bir bdlim halkasi olmak zorundadir.

2. 1DDiA: J{(R) komiitatif ve J(RI®*<= Z{(R) dir.

iSPAT: a, b € J{(R} alalim.. Bu durumda 1+a ve 1l+b tersi-

nir ve dolyisiyla (1+a), (1+b) € R¥ olur. 1.iddia dan R*
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komitatif oldugundan (l+al{l+ebl)={1+b}{l+a) => 1l+bh+atab=
t+a+b+ba =2 ab=ba olur. BoOylece JIR) hkomitastiftir,

Simdi bir y € R alalam. ¥ a,b € J{(R) igin
{abl)y=alby)={byla=biyal={yalb=y{ab) oclur. Dolayisiyla ab
€ Z{R) ve bbylece J{R}I? & Z{R} olur.

k ve 1 aralarinda assl ocldugundan v ve s pozitif
tamsayrlar oimak lizere rk-=sl=! oclur., Eger n=sl1 ise o
zaman rk=n+l ve dolyisayla Wu,y € R icin [x%,y71=0 ve
[x0*2 yN*+13=0 eplde edilir.
3.iDDIA: ¥Ya € J{(RY ve ¥ v € R igin nla,yRi=0=
(n+tdfla,y?t23 dar.

ISPAT: [a,y"1 € J{R) ve [i+a, yB1 € J{R) dir. a € J{R}
igin i+a=u dersek; u,fa,y"l ile komltatiftir. clnki
la,yP M i+a)=la,yDi+ia,yPla=la,yRi+ala,yRi={l+atla,yD]
gzar. Do}éyzszyla u € R ve y € R oldugundan hipotezden
[u™, y"1=0 ve bBylece Lemma.2.9. dan [u¥,yT3=0=
nu® 7 ln,y"3 elde edilir. nuP iu,yRi=0=
ni{l+a)l i i+a,yPi=n{li+a)B 2 {a,yNi=nia,y"] elde edilir.
Benzer bicimde [uP¥2,yN+23=0 hipotezini dikkate alar,
islemler yapilarsa (n+1)Lla,y""?31=0 ifadesi elde edilir.
4. .tDDIA Ya € J{R) ve ¥y € R icin [a,y"t23=0 dar.
IGPAT: 2. iddia dan JIR)2cC Z2{R} idi. 8 halde hipotezden
[{y+a)n*2 yN¥13=0 jfadesi dilstniilirse,
O=[{y+a)t2 yN¥23=[yNa+, +ay™ ,yT1T2] (Mad.Z{(R)) {5
dar. gﬁnkﬂ;.iy+a}3 ={y+tali{ytal{y+tal={y2+yatay+a? }{y+al
=iy3+y2a+yay+ya?+ay?+aya+a2y+a3}

:(yB.}-y?a{»yay{-ay? Y ) iNDd LZE{R)})
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dir.Bunu n+l igin (yra)nTi=z(yn¥liyhzase | +ayl) (Mod.Z(R))
biciminde yazilir ve bdylece (5} elde edilir. (5} den
O:n{yna+yn'1+...+y$yn‘1+ayn, yiti] {6}
yazilir. Oteyandan 3.iddia dan nayf=nyfa idi. Biylece
(6) dan n{yla+tyh— 14+  +yaylt~ ligylyynti
=ylinayRtleyli-Ipaynt2y | typayllispgydntl
:n(y2n3y+y2n—1ay2+.'_+yn+1ayn)+nay2n+1
ve nyttti{ylg+yn-lgp+ | +yaylt~ l+gyh)
:nyzn+1a+n(y2nay+y2ﬂ‘1ay2+...+yn+layﬂ‘1) elde
edilir. Dolayisiyla buradan naylntizgydntig
=> n(aylnti_yintiz) =0 =) nla,y20t131=0 olur. Buradan da:
O=nfa,yen*1lz=nla, yetyl=n{la,y2nly+y2hfa,yl}
:n{a,ynyn}y+nyn[a,yn3+ny2n{a,y}
=ny2hla,y]
elde edilir. Biylece lemma.Z2.10. daﬁ nla,yi=0 olur.
3.iddia dan (n+1){a,y?*13=0 idi. O halde:
(n+1)la,yrt11=0=nla, y0 1 3+{a, y0t1]

=nla,yBlytnytla,yi+la, yB 2 1={a, yn*1]

bulunur.
5.iPBiA: J(R}&= Z{(R} dir.
ISPAT: 4 .iddianin ispatindaki gibi a € J{R), ¥y € R

alinirsa;

O=[(y+a)nt, yRl={yf~1g+.  +ayl~1 y0} (Mod.Z{(R)} (7}
olur. Ayrica 4. iddia dan O=[a,y0t1] => ayitizyntiz idi.
Bdylece {73 den

(y0-1atyi-Zays . +yayh~ Zegyhi-1)yn
:yn—1ayn+(y2ﬂ¥1a+y2n—zay+_..+yn+1ayn—2)

va yri (yri- la{-y'rl— Zay+ e -{-yayri"' 2+éyrl“ 1)
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={y IR 254y B0 Cgpp, | L4y, 2y e N BTl
elde edilir. Buradan da yi 2agyl=yTayT™2  balunur. Bu
ifadeyi sagdan wve scldan y ile garpilarsa, yPayDti=
Wy ¥2gyh =>Ay2”+la=ay8”+1 elde edilir.
Bu ifadeyi kullanip, yP la=ylay"™! ifadesini sagdan ve
soldan y ile carprlarak, ylaylti=yntigyn ifadesi
bu}unmﬁstu. Simdi  buradan, yTyER Tl Rt R =)
yen*1a=y“+lay“ =3
ay8n+l=y“+lay“ =y ay2“+8=y“+lay“*l =>ay8n+2=y8n+aa clur.
Bboiylece buradan,
O=ayen oy @n+tlazta, yONS3

={a, y8n+13y+y8n+1{a,y3

=yEN*2E5 w1, ¥y €R ve ¥a £ JR)
elde edilir. Boylece lemma.2.10 dan [a,y3=0 ve dalay;—
sayla J{RY & Z{(R} bulunur.

Simdi teoremin ispatin: tamamlayslim. ®,vyE€ R ala-
lam R/JIR) komlitatif ocldugundan x,y € RAIIR) icin wy-yx=
o =5 {ry—yx3+3{R}I=F{R) => xy-y»x € J{R} ve bbylece
Ex,y3€ Z{R) oclur. Q halde, lemma.2.%. dan O=[x" ,yT1 1=
nxBTrix,y" 3 bulunur. Dolayisayla lemma.2.10. dan nix,y?l
=0 glur. Tekrar lemma.2.9. dan nfy“”ltx,y3=0=ntk,y”}. ve
dolayisryls Lemma.2.10. dan n?ix,y3=0 elde edilir. Ayn:
metod [x0T2 wN¥13=0 igin yaprlarsa {(n+l)2ix,y3=0 elde
ederiz. BOylece buradan daj; n2ix,y3+2nin,yI+in,yl
=0 =) 2nlx,yI+in,yiI=0 =D 2ntlix,ylénin,yi=0 =D nf%;y}=0
bulunur . BGylece {n+2)2Iix,y3=0=n2ix,yi+tInin,yi+ixn,y3 den
{x,y3=0 olur ve ispat bitefa

ORNEK: k>! bir tamsay: ve p, k y2 bblen herhangi asal



sayl clsun.

b
&

Ow

c
= d i a,b,c,d € Zp, p asai) bigiminde tanimla-
&

o 0

yalim. Trnek clarak k=3 ve p=3 olsun. Bu durumda;

a b «c
Rz={ {0 a d f a,b,c,d € I3 olur. », v € Ry igin;
¢ 0 =&
102 21 0
# = {01 2 , v = 31022 clarak alinirsasg
G 01 ¢ 62
212 2190
»y= {0 2 0 ve yx= (02 ¢ ve dolayaisiyla xy Fyx olur.,
0 02 o062 .
1 00 200
Cteyandan %3= 10t © ’ y3= o2 ¢ ve dolayzsaiyla,
LEI S I 002
200 2900
#»3y3 = 1o 2 0f , y3x3 = [0 2 0] olur.
G ¢ 2 . ¢ 02

Boylece x3y3 = y3x3 oldugu halde R komiitatif degildir.
Bu da teoremin hipotezinde verilen »KyXK = ykxk ve
51

y} = y}xl ifadelerinden biri olmadiganda halkanain

komlitatif olmak zorunda olmadagin: ghsterirg

H.Abu-Khuzam — A.Yagqub (19280}

KOMMUTING KUVVETLI n—-TORSIDN FREE HALKALAR

LEMMA.2.312. R birimli bir halka oclsun. ¥x, vy € R igin



Ix, Ix,vy33 = 0 ise o zaman ¥k>0 tamsayaisz: igin
Exb,yd=knk=20n,y 3 dir.
ISPAT: Lemma.2.7. da yvapald:.

LEMMA.2.13. R birimli bir halka olsun. ¥x,y € R ve bir

m>0  tamsay:r igin xPIx,y3=0={x+1)Mx,y] ise o zaman
“Lw,y3=0 dar.
1S5PAT: temma.2.8. deki gibi wapalar.

LEMMA.2.14. n, sabit pozitif bir tamsay: oclmak lzere R

birimli wve n—torsion free bir halka olsun. ¥x, v € R
igin [x%,yR1=0 ise © zaman;
{i} a € N, »x € R igin [a,xB3=0 dar.
{11} a, b € M igin [a,b3=0 dir.
ISPAT: (i) Keyfi a € M ve » € R alalam. &, nrnilpotent
cldugundan ¥x € R ve Ykim igin [a¥,%"31=0 clacak bigimde
bir m pozitif tamsayas: vardar. Iste bbyle tamsayalaran
en kiglgld m olsun. Yani; mgimg2l) minimal olmak Gzere,
Lak,x™3=0, ¥x € R ve Ykimg (1)
olsun. lIddiamiz mg=1! dir. mgF! olsun. Bu durumda mg22
dir. Ayraca lemma nain [xD,yD1=0 hipotezinden, |
E{14aB07 B 303=0 , W¥x € R | {2}
dir. O halde 3 (1) ve (2} den,
O={{1+aMB71 )N N}
={(;+nama—1+_._+na{ma—1}in—})+a(ma—1)n,xn3
=01, x03+nlafO™2 wNle, , +IaimO"10n 473
=np{afb™ uwB]
elde edilir. R n-torsion free oldugundan [&M072 yB3=0

olur. Bu ise (1) deki mg 2n minimal olmasiyla gelisir. O
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halde mg=! ve dolayisiyla (1) den [a,xD13=0 clur.

(11} =&,b € N alalam. (i) de ¥x € R igin [a,x"1=0
oldugu gbsterildigine gbre [a,b"3=0 dar. Simdi {i) deki
metod tekrar uygulanairsa, Wk2p igih Ea,bk}=0 olacak
bicimde bir pozitif tamsay:r vardair. Iste bSyle pozitif
tamsayrlaran en kiigligh pg olsun. Yanis poipg2l) minimal
pozitif tamsayxr cimak tzere,

fa,b¥1=0 , Whk2pg {3)
olsun iddia pg=! dir. pg¥Fl ve Py 2 olsun. (i) den,

fa,{1+bPOT 2T 3=0 {4)
dir. {3), {4} kullanilar ve {i) deki gibi islemler
yapirlarsa bir geliski elde edilir. Boylece; pp=1! ve

dolayisiyla {3} den [a,bl=0 eslde edi}irﬁ

LEMMA.2.15. n, sabit bir pozitif tamsayz oclmak lzere R
birimli ve‘n-tarsion free bir halks olsun. ¥x, v € R
igin {x,y"3=0 ise o zaman N&E Z{R) dir.
I1SPAT: 2 £ Mve ¥ £ R alalam. s, nilpotent ocldugundan
lemma.2.14. de yaptag8amrz gibi goigy2l) minimal tamsays
cimal Uzere 3

[x,a¥3=0 , ¥x € R ve Yk2gg {5)
olsun. tddia gn=1 dir. gg>t clsun. Hipotezden
[x,{1+38072)13=¢0 dair. Boylece lemmz.2.14 deki wmetod
kullanzlarsa [x, a80~13=0 elde edilir. Bu ise {(5) deki
e 1 minimal olmasiyla gelisir. 8 halde; {(3) den
[a,n3=0 ve dolyisayla M S Z{R) clurg

TEQREM.2.148. R birimli, n-torsicn free bir halka olsun

ve n, k sabit ppozitif tamsay:r olmak lzere, {n,k)=t

olacak bigimde wverilsin. Buna géré ¥x, y € R 1igin
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[Tx7 y11=0 ve [xX,yX1 £ Z{R) ise o zaman & homlitatiftir.
1SPAT: R nin bltin k. kuvvetten elemanlar inin kimesi S

elsun. Bu durumda [xkiyk? € Z{R)} cldugu igin,

(fa,bl,x3=0, Va. b € 5, Vx € R (&)
dir. Simdi a, b € S olsun. Bu durunda £af,u"1=0 dir. b"
€ 5 oldugu agik. Boylece (&) wve lemma.2.12. den

0=[a" ,073=na" L& ,b™] dir. R n—torsion free ocldugundan,

&""r{a,b3=0, Wa, b € 8 (7
dar, [al, b 31=0 da hipotezden dolay: a yerine l+a
yazalirsa, [{a+1)0,b03=0 ve O=n{a+l)P 2 {a+},bM] olur,

‘R, n—torsion free cldugundang
{a+1)P~2fa ,b731=0 , Wa,b €S (8)
elde sdilir, Biylece {(7}),(B) ve lemmz.2.13. den [a,b"13=0
bulunur . Burada Lemma.2.12. kullanilarsa [a,bR1=0 |
=nhT7{a,bl elde edilir. R n-torsion free ocldugundan ;
b7 ifa,b3=0 , ¥Ya, b € 8 {(2)
clur. f[a, ({(b+1)03={a,b"l+nla,b™ 23+...+nla,bl olgugu
bilinmektedir. &, b € S oldugundan - [x%, yX1 € Z(R)
kullanzlirsa fa,b%®1, f(&,B07%3,...,L[a,b1 € Z{(R} olur.
Boylece ; [&F, (b+1)73=0 ve Lemma.2.12. den
na " a, {b+1)I1=0 bulunur. R n-torsion free oldugundan
alTla, {(b+1)B3I=0 oplur. [a®, (b+1)T1I=0 ifadesinde =a
verine a+! slip, yukaradaki islemleri tekvrar vyapilirsag
{a+1)B7 g, (b+1)03 = O elde edilir. Boylece
&N T g, {b+1)D1=0={a+1 D 2 a, {b+1 303 ve lemmz.2.10 dan
fa,{(b+1)731=0 elde edilir. Bu ifadeye {(7}'den {(7)}'a kadar

yxprlan islemlerin aynis: vapilarsa ;
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(b+1)073a,b3=0 , ¥a, b € 5 {10)
elde edilir. Bbylece (7}, (10} ve lemma.2.13. den
[a,b3=0 wve dolyasiyla ¥x, v € R igin'[xk,yk3=0 clur. 0
halde ;3 teorem.2.!1. den R kom&tatiftir.

TEOREM.2.17. 8 birimli ve n-torsion frese bir halka

olsun, n, k sabit pozitif tamsayilar ve {(n,k)=! glmak
lizere, W¥x, y € R icin I[x7,y71=0 ve (xy)K —tyxok € 2R
ise o zaman R komttstiftir,
ISPAT: ¥x, y € R igin [xD,yN3=0 pldugundan lemma.2.14.
{ii) den N komitatif bir ideal, [%,tecrem.i.l den D(R)
nildir. Bu durumda a, b € N ve r € R igin {ablr=aibr)=
{brla={raltb=r{ab) clur. 8 halde ;
N2 & Z{R) , Wa € N , Yy € R (11)
oclur . Boylece
‘{ay+9)k=iay+y}(ay+y}...{ay+y)
=ykeayKeyayk—2e | ayk—2ay (Mod.Z(RY (12)
(ya+y)k=(ya+y)(ya+y)...(ya+y)
=y¥Meykaryayk—2e | 4yKT2ay (Mod.Z(RY (13)
elde edilir. Dolyasayila ({12} ile (13} birbir inden
garkartirlarsa iay+y)k —iya+y)k=ayk —yka {Mod .N2) =>
tay+y) ¥ —tyatyrk —(ay¥ —yXa) € N2 dir. Bdylece (12) den
<ay+§>k —~tya+y)¥ —tay¥ —ykary=z € Z(R) ve dolayisayla,
{ay+y )X —<y§+y>k=(ayk —yKartz , z€ ZIR) - (14)
tay+y K —tyatyiR={lartdy2® —{piar1)ak (15)
eiGE.EdiIir. Boylece {14) ve {13) den ,
‘ ayk —yka € Z(R) , ¥a € N, Vy € R {16)
olur. Bimdi 3 5, R nin biitiin k. kuvvetten elamaniara

kiimesi olsun. O halde g ilé)'daﬁ\,
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fa,n3 € Z{(R) , ¥a € N, ¥x € & {17)
clur. Cteyandan lemma.2.14.{1) den,

[a,»"1=0, Ya € N, Yx € R 118)
bulunur. Dolayasayla Wa € N ve ¥x € § igin [a,x"I=0 wve
[a,{x+1)73=0 glur. Bu durumda {(17) ve Lemma.2.12. den
axt T a,w3=0 , ni{x+l )7 3la,n3=0 dar ve delayiszayla R
n-torsion free ocldugundan »N a,x3=0={x+1 )" " 2{a,x3 elde
edilir. Boylece lemms.2.13. den ,

[a,x3=0 , ¥a € N , ¥x €5 {19}
gir. {12} ve D{R) nil ocldugundan;

Ex,Ix,y33=0 , ¥n, v € R {20}
oclur. Bylece {(20) ve Lemma.2.12. den nul 2Ix,y"3=0 ve R
n—torsion free oldugundan »D71Ix,y%3=0 glur. Yani;

N L, yPI=0 , ¥x €8 , ¥y € R 121)
dir. {x“;y”3=0 ifadesinde » vyerine x+1 yazirlarsa
[{x+1)0 ,yT3=0 plur. Bbylece {20) ve Lemma.2.12. den

(n+dd07 2, yT3=0 , ¥x €5 , ¥y €R {22
elde edilir. Dolayasaiyla {21}, {(22) ve Lemnz.2.13. den ,

Ex,yB3=0 , ¥x € 85 , ¥y €R {23}
clur. Siﬁdi {20), {23) ve Lemma.2.12. den ny? 2lx,y3i=0
ve R n—torsion free cldugundan;g

yIFTAEw,y3=0 , ¥x, v €8 {24}
elde edilir. {(23) de vy yerine y+! yazalarsa ,

(y+1IPT 0y, y3=0 , YUx, y € 5 {25)
elde edilir. Bbylece {24), {23} ve Lemmza.2.13. den ,

Ex,y3=0 , ¥xu, v €5 - {24)

elde edilir. Yani 3 ¥x, y € R icin {xk,yk3=0 ve
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dalayzsiyla teocrem.2.7. den R komﬂtatiftiru
UYART =
(a b c]
FR={3i0=ad t a,b,c,d € 2p ¥ olsun. k=1 ve n=2 igin
té O aj
R halkas: teorem.2.17. deki ” n-torsion free " hipote-
zinden baska diger hipotezleri sagladag: halde komitatif
degildir. Bu da R halkasinzin n-torsion free hipotezinin

gerekli oldugunu g@steriru

H.Abu-Khuzam — H.Toeminaga — A.Yagub {(17980)
POLINOMENAL OZELL IKLER SABEAYAN s—UNITAL
HalLKAL AR foiN KOMOTATIFLIK TEOREMLERI:

TANIM.2.18. R bir halka oclmak tzere ¥x € R igin

#» € ¥R ft Ry ise R halkasaina s-unital halkas denir.

UYARY .2.19. R bir s-unital halka ve F, R wnin sonlu

bir &altkimesi olsun. Buna gdre, ¥x € F igin ex=xe=y
clacak bigimde bir & € R vardar. (283

TANIM.2.20. R bir s—unital halka a}sun. R nin sonlu bir

F altkimesinin her » elaman: igin ex=x=xe placak bigimde
e € R plemanina pseudo—birim denir.

FEMMA.2.21. ©n ve m birer sabit pozitif tamsayy clsun,

{i) R bir halka wve s, b € R olmak UGzere
fa,la,bll=0 ise o zaman [al,bl=na®* " 2la,bl dar.
{ii) R bir s-unital halka ve e, {(a,bY & R nin bir
pseudo-birimi olsun. Buna gbre,a®b=0={a+e)}®h ise o zaméﬁ
b=0 dar.

tiii) R bir halka olsun ¥x, y € R igin [x7,y013=0
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veya (xy)nti-xntiynti-g ise ¢ zaman D(RIC N dir.
{iv} F bir s-unital halka olsun. ¥x, v € R icin,
[x0 y113=0 ise o zaman kix® ,y3=0 clacak bigimde bir k
pozitif tamsayisi vardir.
ISPAT: (i) lemma.2.8. da yapild:.
{(ii) e, f{a,b}c K nin pseudo-birimi olduBuna gore
ae=ea=a Ve bezeb=b dir. {(at+e)®=0 ifadesini soldan a1
ile carpip, (a+e)}l® nin binom agilimi yapilirsa
O=alt~ 1 {g+e }lth
=alt™ I {gl+pal e+ | | +mael 1+eltlh
=gl 1{gili+mal~ 1+ | +matelb
=gl 1althtpalt- 2afhs | | | +maltbtalt= b
=gl 1}h
elde edilir. Oteyandan Ozafbz={-e+{a+e)}ib ifadesini
soldan {(at+e)®™ 1 ile carpip {~e+{a+e)} nin binom agilima
yvapilirsa ,
O={ate)0 1{-e+{ate )}
z{ate )T 1{{-e)lim{-g )" 1{ate)t.. .+{ate)W}b
={ate ) 1btm{ate )b+ ., . +{ate )t~ 1 {a+e )]
={a+e )M 1p
elde edilir. BSylece a® ib=0z{(at+te)® 1b oclur. Bu metodlz
devam edilirse ab=0={ate}b => ab:ﬁzab+5 => b=0 bulunur.
{(iii) ¥=x,y € R icin (xy)n+1—xﬁ+1yn+1:0 ise [6,tecrem.1}
den D(R}< N dir. Oteyandan ¥x, v € R icin [xU,v%1=0 ise
[9,teorem.1] den DR} &= N dir.
(iv) x ve y R nin keyfi elemanlari ve e, {x,¥} nin bir
pseudo-birini olsun. [xn3§ﬁ3=0 da y nin yerine yte

vazilirsa , [xB, (y+e)it]=0 dlurﬁ’{x,yl+y2+...+yn3
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=lx,y, 1+lx,yol+ . . +ix,y,1 olduguna gore,
O=[xH, {(y+e 0t}
={x0, ylitpnyli~dg+ | +nyell™ I+elt]
={xB, yi 3+ {0 nyt- 13+ +Ix0 yT1+[xT e}
=[x, nyt 1300, (D dye I+, .+ DxB, nyn- 2]
elde edilir. Bu ifade de i=1,2,3,...,0-1 olmak lizere vy
yerine iy yazilirsa,
=00, u{iy) 1400, (5 ) (iy)2 1+, . +[x0, n(iy)n 1]
=i0x®,nyl1+i20x0, (3, )y 1+, . 407 1[x0 nyn-1]
elde edilir. Bu denklem sistemi acik olarak ;
O=[xM,nyl+Ix0, ( L )y 1+ .. . +[x0 nyn-1]
0=20x1, ny]+22[xN, (3, )y2 4. . 420" 1[x0, nyh-1]
Oz {n-1)[xB nyd+{n-1)2Ex0, ( 2&y3}+...f(n—l}n‘lixn,nyn“13
biciminde yazilabilir. Bu denklem sisteminin katsayilar

mwatrisinin determinanti ;

5 O
2 2=, . .. .. .. . 2n1

= d #0
{(n-1) (n-132. . . {n-1)071

dir. € halde ; denklem sisteminin tek ¢dziimli; sifar
gOzlintidlr . x;={x",ny1=0 =) nlx™,y3=0 bulunur. n=k olarak
alinirsa kix",y1=0 elde edilirg

LEMMA .2 .22, 11, sabit bir pozitif tamsayi wve R, her
kowiitatdri n-torsion free olan bir s-unital halka olsun.

(1) m, pozitif bir tamsayi olmak lzere ¥x, y €
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R icin nx®{x,y}=0 ise R komiitatiftir.
{(ii) ¥x, y € R icin [x%,y31=0 ise o zamar R komi-
tatiftir.
S : (1) x ve ¥y, R nin keyfi elemanlar: ve e de
{x,¥} nin bir pseudo-birimi olsun.

nx®{x,y1=0 denkleninde x yerine x+te ya2111fsa
n{x+e){xt+e, y1=0 = ni{x+el}{x,y1=0 elde edilir. Biylece
;emma.2.20.(ii} deh nix,y3=0 ve dolayisiyla {x,y1=0
elde edilir.

{11y [x%,y}= 0 oldugundan Lemma.2.21. (ii}) den
D(R)=N dir. R& Z{R) ocldugunu gisterelim. u € ¥ ala-
lirww. Bu durumda ¥y € R igin {u,y3=0 oldugu gdsterilme-
lidir. u nilpotent oldugundan ¥ km tamsayilar icin
{uk,y}:ﬂ clacak bigimde minimal pozitif bir m tamsayisi
vardir .Eger w22 ise ozaman e,{u,y} nin bir pseudo-birimi
olmak lGzere hipotezden ;

O=[{e+ult 1) ]

:{en+nen-;u+‘.'+ne§(m—1}(n—1)+u(m—1}n, v

cfe,y lnud 1 yle . . +lau{ 1) (- 1) plefuln 1)y y)

=nfuf™ 31, ¥y} |
elde edilir. Bdylece [ulT 1, v1=0 olur. Bu ise m nin mwmi-
nimal olmasiyla ¢elisir. O halde ; N& C(R) olur.
Dolayisiyla D(RIC N € Z{(R) oldugu gdsterilmis olur ki bu
da keyfi x, v € R elsmanlar: icin [x, [x,¥y311=0 vwverir.
Boylece lemma.2.22.(i) den [x%, y]=0;nxn‘1{x,y33 olur.
Dolayisiyla (i) SikidanR komlitatif olurg
TEOREM .2.23. n, sabit bir pozitif tamsayi ve R her
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komiitatird n-torsion free clan bir s-unital halka olsun.
¥x,y € R igin [xT,y"1=0 ve Ix,{ixy)0-{yx)1=0 ise © zaman
R komGtatiftir.
ISPAT: 1flk 8Brnece ¥Wd € R ve ¥a € N igin [u,dB1=0 Q}duguné
gGsterelim. f, ({d,u¥ nin bir pseudoc-birimi oclsun. u
nilpotent ocldugundan ¥im tamsayilar igin {ui, ghi=g0
olacak bigimde m minimal pozitif tamsayis: vardar. Eger
m22 ise o zaman H

O=[{f+uMm~ )N dPI=[fD+nfi-2ul "2+, +fuim—2n gnj

=[f+nu™ )+, . +uim-2In gn; )

={f,dﬂ3+{num-l,dﬂ3+...+£u‘ﬁ-1’ﬂ,d“3

=nfu®™2 gf3
elde edilir. R nin her komitatbri n-torsion free oldu-
gundan [u®T1,g03=0 elde edilir. Bu ise m nin minimal
clmasiyla gelisir, 8 halde ;

fu,dB3=0 , Yu €N , ¥d € R ' {1}
dar . Hipotezde [»V,y"3=0 ocldugundan lemma.2.21.{iv) den
’k{x”,y3=0 clacak bigimde bivr pozitif k tamsayis: vardar.
Lemma.2.81.{1iii) den DI{R) S N cldugundan Ix7,y3 € M dir.
By lece (1)} den IxD, [xP,y33=0 dar. Dolayisiyla
lemma.2.21.{i) den Ex“k;y}=kx“(k—l)£xn,y3=0 dir. Simdi R
ninn keyfi a, b e}eman}arlnzwa}allm. e, {a,by nin bir
pseudé—birimi clsun. Bu durumda [x, {Hnuy}B—{yx)"3=0 hipo-
teziyle {1} birlestirilirse ,

O=1La, {a™kE )N {afk—2pz)03

=fa,{akp)(atkpy ... (afkb)—(atk " 2ba)(ank~2ba) ...

{a"k~2ba) ]

=la, ank)npn-gnk-2p (gnkpyn—253
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—{a, ankpn-gnk-1nkin-1)png 3
={a,an kpn-gnk- 10 k-nkpng 3
23 . 2%
:[a‘ari kbrl—an S lari n lbr’.a}
={a,aal k- ipn-gnk-1n7k-3p04)
={a,la,an Kk 2pn]]
Y
zan®k- 3z, {a,b"]]

dir. Benzer bicimde O={(ate) ¥ 1{z [a,bB1] elde edilir.
Béylece lewma.2.21.(ii) den [a,[la,bf}1}=0 dir. Dolayi-
siyla lemma.2.21.{(i) den naf i{g,b3=0 dir. Ayrica
n(a+e)n‘1{a,b§320 olacagindan lemma .2.21.(i1) den
nla,b™3=0 wve R nin her komitatdrl n-torsion free oldu-
gundan f[a,b%]=0 dir. Biylece lemma .2.22.(i1) den R
komtatiftirg

SONUG.2.24. 1, sabit bir pozitif tamsayi olmak lizere R
her komlitatdri n-torsion free olan bir s-unital halka
olsun. ¥x, y € R igin {(xy)}®-{(yx)i=0 ise R komlitatiftir.
i T: {28, teorem.3.1 nin son hipotezin ispatindan
[xnt, y13=0 oldugu kolayca gdrililr. Bdylece teorem.2.23
den R komiitatiftirg

TEOREM .2.25. nn, sabit bir tamsayi ve R her komiitatdridt
{n+lln torsion free olan bir s-unital halka olsun.¥x,yeR
icin (xy)nti-xntipnti-g ise o zaman B komitatiftir.
ISPAT: Ilk olarak ¥d € R ve ¥u € R icin [u,ant13=0
oldugunu gdsterelim. £, {u,d} nin pseudo-birimi olsun.
Eger v, , u nun bir gquasi-inverse ise o zaman fug-ugfzug
ve §:R—p R, x— x-xutugxu dOniisini R nin bir otomor-

fizmasidir.
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¥, v nun bir pseudeo-birimi clduguna gore fusuf=T
dir. Tteyandan v £ N oldufuna gire nilipotentlik  indeksi
m oclmak lzere u™=0 dir. ug=—-utul—. .. +{-1}B7,W7  gligalk
dzere utugtugu=0 oclacak bigimde bir ug € R vardar.
fug=f{-utu?-, . . +{-1}B7,T72)
=f{-ul+ful—, . +F{-1 P72, h72
=-u+u?—,, . +{=1)BTIxHmT2
=g
clur . Benzer bigimde ugf=ug dir. Hipotezden ;
O={g{f-u))nFr_gntits_y)n*
=gBF - )T 3 -gdD T I T (F-u) L -ug)
SRS ETDLERS STHR LA T AUAE RE SIS UASTE EXWO PV LILE TS EETOLL
SRRV LR R H S BT LILES. LA S ST L g T - AR S SO LL
SRS S TS LART FE. PLIAE N E STWO B LA & TR LY
S AR AART XT-UAR D RS SING B LUALE RS ST AL
S AT LUAREL SR T LAR S E ETS NE EITHG BV LA FE ST iL
={f-u)PgnTigntiys,ne
={{Ff-u)7 ,gdh¥23, vy €N, ¥d € R {(2)
elde edilir. Bu durumda Vi m igin f[ul,d®*23=0 olacak
bigimdé minimal m pozitif tamsayisin: segelim. Bu
gurumda (2) den [{f-u® )P, g®*+23=0 dar. Buradan ,
O=[{f-uM~1)n  gn+tijy
:rfﬂ~num—lfﬁ—l+'_.+(_1)ﬁ“lfu(M‘l}(ﬁ“l}+uim—;}ﬂ,dﬂ+l3
={f_ﬁum—1+.._+(_1)n—xu(m—z){n—1)+u(m—1}n,dﬁ+13
={F,dT 234 L-nuMT2 git23+, L +fuim2In gntag
=nfuM~1 gntaj
elde edilir. R nin her hkomiitattri n-torsion free oldu-

gundan O=[u™™ df*13 dar. Bu ise m nin minimal oclmasayla



gelisir. O halde 3
fu, g™*23=0 , Yu € N , ¥d € R £3)
dar. R¥, R nin bltin {(n+1). kuvvetten elemanlarain
{irettigi bir althalks olsun. Bu durumda RY nin bitin
ni}poten£ elemanlara: kimesini N¥ ve merkezini de z¥% ile
gbsterelim. NY& ¥ oldugu (3) de gBsterildi. Ustelik
lemma.2.21.(iii) den D(R¥)y & N¥ ve dolayisayila
DRy = N¥ e 7¥ dar. Simdi R¥ nin keyfi &% , b¥ eleman-
larani alalim. Bu durumda [a¥,(p¥nt23 pa¥ynt1,
(p¥ynt231 € 7% dar., BSylece lemma.2.21.{i) den
na¥ntria¥ (p¥yntri=pa¥)z(a¥)n-apak (p¥ynt2;
=a¥ep(a¥)yn (p¥yntay
=a¥(a¥)n, (p¥ynt2a¥k
={a¥p¥ynta K __¥pdk ¥ynt2
={a*b*$”+la*—(a*b*}”*la*
=0 {4}
elde edilir. R s-unital oldugundan (a¥,5%) nin e gibi
bir pseudo-birimi vardar. Cteyandan nia¥yntrpz¥ (p¥yn+t23=20
ifedesinde &% vyerine a¥+e alap (4) ifadesinin elde
edilisinde ki islem}e; yapirlairsa nia¥+e)ntrpa¥ (p¥)nt23
=0 ifedesi bulunur ., BGylece lemma.2.21.{1ii) den
nla¥, (p¥ynt13=0 bulunuy . Bolayz:siyla hipotezden
fa¥,(b¥n*23 =0 ve Lemma.2.22.(ii) den R¥ komiitatiftir.
Yani 3 Wx, y € R igin [x"F2 yTF213=0 dar. Hipotezden
{ny TN F2 N =0 glgduguna gé}e.O=£x“+1,y“+1}=x“+lyn+l—
YR FIuF 2= )N HI_ ()L elde edilir. Biylece sonug.
2.24%. den R komitatiftir
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E.Psomopoulos - H.Tominiaga — A.Yagub {19280)
INVOLVING KOMUTING KUVVETLY! HALKALAR IQIN
BiR KOMOGTATIFLIK TEOREMS

TEOREM.2.26. n sabit bir pozitif tamssys: ve R Ze bie s~

unital halka clsun. ¥x, v € R igin ,
tiy  Cx™, yh3=0
(ii! nilx.y1=0 = [x,y]=0
191 DOx{b+uddP-xP(1+u)" ,%x1=0 , Yu € N

ise 0 zaman R komUtatiftir.
ISPAT: v € N ve x € R alatyn. Lemna.Z2.t4h.{i} den
lu, (ux}¥?3=0 dir. Eger 1,(u,»} nin bir psevdo-birimi ise
g zaman ¥x € R , Yu € N igin [i+u, {{1+ud¥x3P3=0 dar.
B&ylece {ii1i) hipotezinden ,

O=n{{1+udnd—n{{i+u) =2V

=l {i+ulnIB-nit+u ) i) L+ n 3P

=l {i+udndB—n{i+u) 72 {{1+u I x 3B {1+u)

P RS ETRPRS EPD PR S EATD SR S RSV IER S EETD PR S E2TD SIS § £ 23S

= {t+ud - {i+u) 3B

=L{n{i+u} IV w3

=fuB{i+udV %3

=Bl 4udT, u3
elde edilir. Bu durumda {(x,u) nin her pseuwdo-birimi
{x,0{14+0)7 ,%3Y nin de birimi ocldugundan lemma.2.21.{11)
den ¥» € R igin [{1+ulP,x3=0 dar. Qlnkid »xTL{1+0)7 ,x3=0=
ST UL NS RIS LN o ldugundan lemma.2.21.011) dén
E{1+0%,w3=0 dar. Ustelik Lemma.2.21.{11i) den [l+u,x3

=1, x3+fu,ni=lu,u3 € p dir. Bbylece lemma.2.i4.{11}) den
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fi+u,[1+u,x3131=0 olur. Lemmwa.2.21.{(1) den [(1+w)B, x]=0=

n{i+u)~3[u,x] ve dolayisla [u,x3=0 dir. Bdylece N <& Z(R)
dir. $Simdi x, ¥y € R alalim. {x,y] € (RN < Z{(R) ol-
dugundan I[x,{x,y13}=0 dir. Bdylece lemma.2.21.{(i} den
[x yil=0z=nxi~ 3i{x,y"] elde edilir. Benzer distnce 1ile
Exft, y11}=0 ifadesinde x yerine x+1 yaz;llrsa [{x+1)0 Y}
=0 olur.Dolayisiyla Lemma.Z2.20.(1) den n{x+1)0"31{x,y03=0
elde edilir. Bdylece nlx,y?1=0 bulunur. {(ii) hipotezin-
den [x,y%31=0 dir. Bu durumda Lemmz.2.22.{(ii} den R

komﬁtatiftir-
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3 BOLGM

{(XY)*=X*¥® KOSULLU HALKALARIN KOMUTATiFLiGI
Bu bdliimde (XY)*=X"Y" kosSulunu szglayzn halkalarin
komtitatifligi ile ilgili yapilan galismalar, bir sira

icerisinde verilmistir.

I.N.Herstein (18861)

HALKALARDA KUVVET DORUSUMLERI
TEOREM.3.1 R bir halks olsun. ¥x,y€ R ve sabit bir n>il
tamsayis: icin {(xy)P=x"y® ise o zawan R nin her ab-ba
kowmititatdri mnilpotenttir. Ustelik nilpotent elemanlarin
kiiwesi R nin bir idealini olusturur.
SORUC.3.2. R, teorem.3.1. deki hipotezleri saglayan bir
halka olsun. Eger R nin nil idealleri yoksa o zaman R
komtitatiftir.
TEOREM.3.3. R bir halka olsun. ¥x,y€ R ve szbit bir n>l
tamsayisi icin {(x+y)?=x®+y® ise o zaman R nin her komi-
tatdri nilpotentdir. Ustelik nilpotent eleman;arln kiime-
si R nin bir idealini olusturur.
LEMMA.3.4. F bir halka olsun. ¥x,y€ R igin
(xy)® =xy® , {(x+y)® =x*y" ve g:R— R, x— x™ drten
bir homomorfizma ise o zaman bir a€ F nilpotent elemana
a€ Z{(R) dir.
TREOREM.3.5. R bir halka olsun. ¥x,y€ R igin

{(xy)t=x"y?, (xty)t=x"+y" ve @:R— R, x— x" bir drten
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J.tuh {1971)

PRIMARY HALKALAR 1IN BIR KOMGTATIFLIK TEDOREMI

TANIM.3.8. R birimli bir halka olsun.BEger R/J{R)} bir ba-

s5it halkalartinian olmas:r gerekmezlise o zaman R ye pri-
mary halka denir .Eger R/J(R)} bir bSlim halkas: ise o za-
man R ye competely primary halka denir.

UYARI .3 .7. Her competely primary halka bir primary hal-

kadar.

$SPAT R bir competely primary halks olsun.0 halde R/J{(R)
bir b8lim halkaesadar .Her b8lim halkasz: kasit gldugundan
R primary halks o}ur!

TEOREM.3.8B. R bir primary halka oclsun. n, pozitif bir

tamsa?z olmak tizere ;3 ¥x,y€ R igin

tx?)“=xn v® , k=n, n+l, n+2 (é)
ise o zaman R komttatiftir.

Teoremin ispatina baslamadan Once kullanzlan

lemmalar: verelim.

LENMA.B.?- R birimli bir halka Dlsus. Eger R (A):&zelli—
gini safglarsa o zaman R nin Jecobhson vadikali komttstif-
tir.
ISPAT: S={1—xtx€J(R}} kimesi birimli bir garpamsal grup-
tar . .

1) ${i-w),{i-y)€ 5 igin {I-x){l-y)={l-x-y+uy) € 5

{ii) V{l-xn}, {l-y), {1-2) € 5 igin
({1} {l-y)3{l-2)={l—n—y+uyd{l-2)

=i —s—yHuy—z+{n-ytuyldz
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= l-X-yHXY-Z+HXE-FEYXYE
={l-x){l-y-ztyz)
={1-x){{1-y){1-2}}
(iii) ¥ (1-20€ 8 igin {(1-03{i-x)=(1-x3(1-0)=(1-x}
olacak bicimde (1-0)=1€ § oldugundan 8 birimlidir.
{iv) ¥{1-x€ 8 icin teorem.1.28. dan xc J(R)} ise
-x€ J{R) dir. Dolayisiyla (-x}+{(-2)"+{-x)"(-x)=0 olacak
bicimde bir {(-x}'€ R vardir. O halde ;
(-x) == (-x}-{-x}"{-x¥¢ J(R) dir. Simdi 1l-x=1+{-x)} nmnin
tersinin 1+{(~x)" oldugunu gdsterelim.
SESCI SRS ISLICSINREICT SREACH AL SCP SRR ED 'S o]
ISLECOIREREICO SRR =SEICI SLICT SRR XCH IDECS SRS
S, R nin bir altkimesi oldugundan , (A) Ozelli-
gini saglar. BSylece 5 komlitatiftir Keyfi x,y€ J{(R) igin
{1—x}(1—y}:{1—y}{l~x}:> I-x-y+ay=i-y-x+yx => xy=yx olurg
LEMMA.3.18. K bir halka olsun. Eger R/J(R} komiitatif ise
o zaman xX€ R igin x"€ J{R}=> x€ J(R} dar.
ISPAT: Keyfi bir r€ R ve x€ R icin x€ J{(R} olsun. RE/J{(R}
komiitatif oldugundan X,F€ RAJ(R) igin (R) = (XF)I"=%"F®
dir. x*& J(B) oldugundan R"=(x+J(R)})}*=x"+J(R)=§ dir.
Dolayisiyla (XF)® =x*F*=0 dir.Bdylece X¢ nilpotenttir. r
kevyfi oldugundan xR bir sag nil idealdir .0 halde
lewmma .1.31. den xR&=J (R} dir.Dblaylslyla; teorew.1.29.
dan J{R} r.gq.r. ideal oldugundan xKE bir r.q.r. sag
ideaidir. Boylece, [2, lemmz.9.2.15.1 den x€ J(R} dirg
LEMMA.3.11. R bir competely primary halka olsun. Eger x€

R ve x€ J(R) ise o zaman ux=xu-l olacak bicimde bir u€ R
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elemani vardir.
ISPAT: R competely primary halka clduguna gdre ER/J{(R)
bslim haika51d1r.Bolay151yla x€ B, x¢J{R} ise yx=1{mod
J{R)) olacak bicimde bir y€ K vardir. Bdylece sz=l-yx€
J{R) dir. O halde; yx=1-5 olur.lemm=z.3.8. dan 1-s3 ve
dolayisiyla yx tersinirdir.C halde ayx=1 ve yxa=1l oclacak
bigimde bir a€ R vardir. ay=u dersek ux=1 olacak bigimde
ue vR vardir. Benzer bicimde xy=1l{modJ{(R)} olarazk xv=1
olacak bigimde bir v€ R bulunur. Simdi u=v oldugu g8s-
terilirse ispat biter. uv=u-uv+tuv=u{l-vi+uvzu{xav-vituv
zu{x-1)v+uv= (ux-ulviuv= {(I-ulviuv=v-uviuv=v olurg
TEOREM.3.8 . iN iSPATI: R bir primary halka ve (&) dzel-
ligini saglasin. Bbylece R/AJ{R} yari-basit ve (ﬁ} dzel-
ligini sagladigindan teorew.3.l ispatinda R/AJ(R) nin ko-
wiitatif oldugun gésteriimisti.Dolaylslyla sonug.1.41. den
R/J{R) cisimlerin bir altdirek toplamidir. Yani; R/J{(R)=
F.OF@Fs®... , Fi{i€ R} cisim. T, R/AJ(R) nin bir ideazli
ve sirasiyla Ai-ler Fi-lerin birer idealleri ise o zaman
T=A@AsDLE®D. .. dir .R/J(R) basit oldugundan R/J{(R} proper
ideali yoktur .Ayrica Fi-ler cisim oldugun&an Fi-lerin
proper idealleri yoktur .Boylece R/J{(R} cisimdir .0 halde

(A} Szelligini saglayan bir R priwary halkasi, bir
competely primary halkasidir.

| Simdi,keyfi x,¥y€ R i¢in xy-yx cldugunu gdsterelim.

I.DURUM: Eger x,y€ J{(R) ise lemma.3.9. dan xy=-yx olur.
II . DURUM: x,y€J{(K} ise o© zamany(ﬁ} nin ilk iki oSzelli-
ginden ; -

)b 1yntiz (xy)yotiz (xy) " (xy)=x "y xy (1}
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dir. Lemma.3.1.den »€3{R} ocldugundan »BE&I{R) dar.
] ha}de;}emma.B.iltden »Bu=uxnP=1 clscak bigimde bir uvu€ R
vardir., Cteyandan y£€34{R)} ocldugundan tekrar lemma.3.11.
den yv=wy=1l clacak bigimde bir v€ R wardar. Dolayasayla
®Pu=uxP=yv=wy=1 olur.

2y B= uxPuy Byys uxPFIN o= oy Bypys By (23
elde edilir. {A) nin son iki Bzelliginden {(xy)D*E=
{xy INF ey ymxnitr ity bulunur. {2) yi  buldugumuz
yontemle

wyPFi=yntay, (3
elde edilir.{2) ve {3} den

yOF 2=y B 2y By=y By {4)
elde edilir. {4) spldan v ile garpirlrsag vy“+1x=vynxy’
=> . vyByx=vyfixy plur .Boylece lemma.3.1!.den vyB=1! ocldu-
gundan yx=xy elde edilir.

ITI.DURUM: Eger =€ 3{R) ve y£€I{R) ise o zaman 1€
J{R} sidugundan {1-x)E€3{R} dir. Boylece II.DURUM dan
(i—=sdy= y{l-n)¥=> y-uy=y-yx => xy=yx oclur .B&ylece ¥x,y€ R
1gin ®y=y» oldugundan R komttatif wve deolayisiyla ispat

bzterﬂ

A.Kaya — E.Kog {1974}

BAZI KOMUGTATIFLIK TEOREMLER! GZERINE UYARILAR

TEOREM.3.12. R bir halka olsun.n>! bir tamsay: olmak

tizere ; Wx,y€ R igin {A) {(xy)B=xfyd veya
{B) {»+y}f=xB+yN  ige o zaman R nin  komitattr ideal:

B{RY, PI{R) asal radikal taraflhdan kapsanilir. Ayraica
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P{R},R nin biitéin nilpotent elemanlarinin kimesidir.
ISPAT Eger R halkasi (&) veya (B) dzelliklerinden birini
saglayan bir asal halks ise [171 den R nin sifirdan
farkl: nilpotent elemanlari yoktur. Ayrica R komiitatif-
tir. Otevyandan {1681 dpn R nin sifirdan farkl: mnilpotent
elemanlar: olmadifindan R nin saifirdan farkl: saifair
bdlenleri yoktur.

0O halde; simdi, R herhangi bir halka ve P de onun
asal ideali olsun. Biylece:; lemma.1.21. R/P asal halkasa
komtitatiftir. O halde; R/P homiitatif bir integral bdlge-
sidir.

R/P komiitatif oldugundan ¥X,¥€ R/P icin X§-§%=0=

P{R)=> xy-yx€ P{R) dir. Bumnu R nin her P asal ideali
igin yapilabileceginden I{x,yl€ NP3,P; asal olur. Biylece
teorem.1.15. den P{(R)=NP;,P; asal ideal olduguna gdre
{x,v1€ P{(R) olur. Otevandan {x,yl€ D{(R} olduu agik.
Dolayisiyla B(R}E& P{(R} olur.

Ayraca, eger bir z€ R icin z2™=0 olacak bigemde m>1
tamsayisi varsa o zaman 20 nin R/P deki gdrintistt zM=0
dir .Bbylece:5=0 dir. Buradan z€ P ve dolaylslyia z€ P(R}
olur.

Simdi, t€ P(R) alalzm. t nin nilpotent oldugunu
gésterelin. Teorew.l.12. dan P(R) nin her elemanin nil-
potent oldugu aciktir.Bdylece,P{R}=R nin blitln nilpotent
elemanlarin kilmesi olurg
SORUC.3.13. (A} veya (B} 6zellkgini sagBlayan bir vyari-
asal halke komiitatiftir. t

ISPAT: R bir yari-asal halka‘éldugundan P(R)={(0} dar.
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Béylece  teorem.3.12 den D(R) & F(R)=(0) oldugundan
D{R)=(0) ve dolayisiyla R kom&tatiftir..
TEOREM.3.14. R birimli bir halka olsun.n,x ve y ye bas-
1z bir n=n{(x,y) pozitif tamsay: olmak ézere ¥x,y€ R icin
(xy}t‘:xkyk , k=n,nt+l n+2 {&)
ve ayrica ,R nin biitlin sifir bdlenlerini kapsayan R nin
bir proper sol{(sag) L ideali varsa ¢ zaman F komii-
tatiftir.
ISPAT: 1lk Once B nin biitln sifir bdlen olmayan eleman-
larin kimesi S,kisalwa Szelligini saglayan bir carpimsal
yari-grup coldugunn gdsterelim.

{1} x,y€ 8 igin xy=z=0 => yz=0 =Dz=0 dir .BSylece xy
sifir bdlen degildir. ¢ halde; xy€ 5 dir.

{1i} =x,y,z€ S icin x{yz)t=0 = {(yz)t=0 =) 1=0. wve
(xylzt=0 =) zt=0 =) 1=0 oldugundan x{yz)={(xy}z olur.Bdy-
lece; 8 bir yarai-gruptur.

X,¥,2z€ 8 igin xy=xz{veya yx-zx} ise o zaman Xy-Xxz
=80 = x{y-2)=0 = y-2=0 = y=z bulunur .Bdylece S klsalma
dzelliginl saglar.

I .DURDM: x,y€ 8 alalim.S€R olduundan,8 (A) dzel-
ligini saglar .Boylece; {(A) nain ilk iki Szelliginden xh*l
yatioxtytyy =) x™{xy®ly=x"{y*x)y dir.Dolayisiyla § nin
kisalma Szelliginden xy®=y™x elde edilir.Benzer bicinde
() nin son iki dzelliginden xyftizyhitix elde edilir.
Boylece yhtix=xyntlz(xy™)y={(y"x)y => y™{yx)=y{xy)I=>
y i {yx)=y*{xy)=Dyx=xy ve b8ylece 8§ komitatiftir.Yani x ve

y elemanlar: R nin sifir bdlen degilse o zamanxy=-yx dir.



11 .DURUM: Eger v€ 5 ve x¢¥¢5 ise bu durumda xB oldu-

5]

gundan x =sifir bdlendir .0 halde;hipotezden x€ L ve 1-x¥L
dir. Aksi halde; 1-x€ L =) 1€ L =) L=R olur. Bu da L nin
proper sol{sag) idezal clmasiyla celisir. O halde I.DURUM
dan {(1-x)y=y{i-x) =» xy=yx olur.

ITI.DORUM: x,¥y &5 =v {(1-x),{i-y) € 5 olur. Biylece
I.DORUM dan (1-x3{1-y)=(1l-y}{1-x} => xy=-yx olur. Bdylece
R komiitatiftirg
SORUC .3.15. Bir competely primary halkasi (&) Yzelligi-
i saglarsa komiitatiftir.

ISPAT: R bir coumpetely primary halka ise ¢ =zaman ta-
nim.3.8. dan R/AJ(R) bir bdlium halkasidir .R/AJ(R) nin s~
firdan farkli: her élemanl tersinirdir .B8ylece R/J(R}
nini sifir bdlen elemani yoktur .0 halde; teorem.3.14.
den R komltatiftirg |

SONUC .3.16. Bir primary halkasi (A} Szelligzini saglarsa
komiitatiftir.

ISPAT: R bir primary halka ise tanim.3.8. dan R/J{(R} ba-
sittir.Dolayisayla [19,teorem.1.] den R/AJ(R} komiitatif-
tir. R/J{(R} yari-basit ve komtitatif oldugundan
sonug.l.41.den R/J(R) cisimlerin bir altdirek topla-
midir. O halde R/AJ(R) bir bdlim halkaszdir.Bdylece
sonug.3.15. den R homlitatiftirg

TEOREM.3.17. R bir birimli halka olsun. Eger bir x€ R
icin (A) (1+x)n{X)=14x0(X) ye (B)(1+x)n{xrtrzgexnlxi+a
clacak bicimde bir ni{x} > 1 taméaylsl varsa © zaman R,
GF(2) nin cebirsel genislemééinin bir altdirek toplami-

dar.
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ISPAT: Bir x€ R alalim. 1+x0{X)f1z(qex)n{xi+iz
(1+x)8(X) (1x)= (Lexn (X)) (Lex)= 14 XD e e xn{xdtaz,

xf{X)4x=0 =» x0{X}=_x glde edilir.Bunu Vx€ R icgin vapi-
lzbilir. € halde; R birimli coldugu icin 8zel olarak
11{31)41=0 => 2 =0 olur.Bir basSka deyisle 2.1=1+1=0 dir.0
halde; ¥ x€ R icin 2x=2{(1.x)}=(2.1)x=0x=0 olur.Bdylece
charR= 2 dir. Dolayisazyla ¥x € R ic¢in x*{X}=x olur. Bu
durumda teorem.l.43. den R komitatiftir.Szel olarak xe
J(R) alinirsa x0{X)=x dar. Buradan x(x0{X)}-1+1)=0 olur.
Gteyandan x€ J{R) =>xn{x}1g J(R) dir. Dolayisiyla
lemma . 1.30. dan xi{x}-341 tersinirdir. Béylece
x(1+xn{X)- 1) (34xm(X)-1))-1=0 =5 x=0 olur. Bu da J{R)=(0)
ve dolayisiyla E nin bir vyari-basittir. ¢ halde:
sonuc.1.41. den R cisimlerin bir altdirek toplamidir.
CharR= 2 ocldufgundan R, FG{(2} nin cebirsel genislemesinin

bir altdirek toplamidirg

S.Ligh - A.Richoux (1877)

HALKALAR IGIN BIR KOﬁﬁTATiELiK TEOREMI
TEOREM.3.18. R birimli bir halks olsun. n, Dbir pozitif
tamsay:r olmak Gzere; ¥x,¥y€ R ig¢in

(xy)k:xkyk, =n,ntl,n+2 {&}
ise o zaman R komltatiftir.

ISPAT: x,v€ K alalam. (A)Y nin ilk iki Szelliginden
xn+1yn+1:(xy)“*lz(xy)“(xy}:x“y“§yz>xn+1yn+1:x“y5£?
= xAfiyntl o xPpixy = § o=y x"{xytti-ytxy) = O

xM{xy"-y x}y=0, Vx,&é R {1}



elde edilir. Dolayisiyla (1) de x yerine x+%i yzzilirsa
(%A1 I+ {x+1)3y=0 = (x+1){xyP+y"-y " x-y"ly=0

ve buradan

{x+1)X%{xy*-y™"x)y=0, ¥x,y€ R (2}
elde edilir. (2} yi soldan x™% ile carpip ve {x+1)®
acilirss

O=xl- I (x+1 )" {xy"-y"x)y
oxBT L {xMpxtT I+ | nx+ i) (xyt-yix)y
=x0- Iy (xy -y ) ytnxde ZxM {(xy -y X)L A xBT L (xy -y xR )y
=xI-i{xy*y"x}y , ¥x,y€ R (3}
elde edilir. Bu metodla devam edilirse
| J=x{xy™-y"™"x}y, ¥x,y¢€ R {4}

elde edilir. {(4) de x yerine {x+1)} yazilirsa

O={x+ 13 {{x+1)y -y {x+ti}}y

={x+1{xyT+y -y x-y iy

={x+1 ) {xy™-y"x}y

={{x+lixy" (x+1)y"x}y

= {xxy"+xy - Xy x-yOx}y

=x{xyM+yr )y (ay -y x )y

={xy*-y*x}y, ¥x,yc R {5}

elde edilir. Simdi (A) nin son iki Szellipinden xntlynt2

= {xy)yatlz (xy)nti(xy)=xttiyatiyy-y yotZyntZ:  gutigntiyy
ve buradan;

O:xn+l(xyn+1—yn+1x)y,_ ¥x,ve R {(8)
elde edilir. (1} den (5) ifédesinin elde edilisindeki
metodu (8) ya uygulanlrsa;‘

0= {xynti-yofix)y, ¥x,y€ R (7)

(S}
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elde edilir. (5} vy ile soldan carpilirssa,
O=y{xy*-y"x}y, ¥x,y€ R {8}
elde edilir. Bdylece (7)) ve {(8) den,
xyn+2:yn+1xy ve xyn+2;yxyn+p=> xyn+2:yxyn+1=$
xyOtZoyxynti=g ve dolayisiyla;
={(xy-yx)y0t1, ¥x,y€e R (9}
elde edilir. S9imdi (1) den (5} e kadar uyguladifimiz
wetodu {8} da y yerine y+1 alinarak yapilirsa
O={xy-yx}y, ¥x,v€ R (10)
elde edilir. Son olarak {10) da y yerine y+1 alirsak
Oz {x{y+1 - (y+1Ixd(y+ 1= (xy+-yx-x) (y+1 )= {xy-yxIy+ {xy-yx)

=xXy-y¥x ve dolayisiyla R komiitatif olurg

M _Hangan —- I.Mogami (1978)

HALKALARIN KOMOTATIFLIiGI UZERIRE BIR ROT
TEOREM.3.18., R bir s-unital halka olsun. n, sabit bir
pozitif tamsayi olmak lizere: ¥x,y€ R icin

(xy}kzxkyk Jk=n,n+i,n+2 {&)
izse o zaman R komwiitatiftir.
ISPAT: x,y€ R alalam. e,{x,¥} nin bir pseudo-birimi ol-
sun. x[x,ytly=xOfiyhti_ytplyes (xeintlo(xy)txy=0  dir.
Simdi bir s>l tamsayisi olmak lizere ¥ x,¥y¢ R icin
x®{x,y*}y=0 olacak bigimde 5 minimal olsun. Biylece
xSi{x,y*ly=0 ifadesinde x yerine x+e yazi1lirsa
{x+e}SIx+te,y"ly=0 oclur.Bu ifadeyi soldan x5 1 ile carpip
ve (x+e)}S yi agilarsa szs’lﬁx,f“} elde edilr. Bu ise s
nin minimal olwasiyla geiisir. ¢ halde; x{x,y"ly=0 dair.

Bu ifade ¥x,y€ R icin gegerli'oldugundan X yerine xte



alinabilr .Boylece {(x+tel{xte,yly=0=oxix,y"Iy+telx,yiy=0=>
{x,y*1ly=0 elde edilir. Benzer bicimde x0F 1i{x, yn*13y=0
alip, islemler yapilirsa [x,y8%11y=0 elde edilir.Buradan
{x,y3yn+1:8:{x,yn+1}y—y{x,y“3§ bulunur .Dolayisiyla t>1
tamsay: olmak Uzere ,¥x,¥€ R ig¢in [x,y3iyt=0 olacak
bicimde t minimal olsun . ¥x,y€ R icin [x,ylyt=0 oldugun-
dan ¥ yerine yte yazilirsa [x,y+te{y+e)t=0=>
[x,vY{y+e)t=p oclur. Béyléce =[x, yi{ytertyt-1=
[x,yHyteiyt-te+ . | +xyet-1+et)pt-1=
[x, vy ybetyt 24 | ayredyti=ix, ylytyt-2e | +lx,ylpt 2=
[x,viyt"1 elde edilir. Bu ise t nin minimal olmasiyla
gelisir. O halde {x,yly=0 oclur.Simdi sol-sag simetrigin-
den x{x,y1=0 elde edilir .Bu ifade de x verine xte vazi-
lirsa O={xt+tellxte,yl=xlx,yitelx,yi={x,¥] olur ve dolay:-
siyla ispat biterg
Zgﬁlﬁ+§;2Q; Bir x€ R elemani asagidaki dzellikleri sag-
liyorsa x e almost central eleman denir. ¥y€ R icin
(1) (v BE=xByR k=n n+l,0+2 ,p=nix,y)

{ii} (yx}h:yhxh,h:m,m+1,m+2,m:m(x,y}
oclacak bicimde m ve n pozitif tamsayilar: vardar.
LEMMA . 3.21. R yari-primitif s-unital bir halka olsun. x¢€
E eleman: almost central ve y€ R ise ¢ zaman aSafidaki
ifadeler birbirine denktir.

(i) xJy=0 ,3 pozitif bir tamsay:

(i) yvx3=0 , 3 pozitif bir tamsayz

{ii) xy=0

(ii’) yx=0



ISPAT: (ii) =>{i) ve (11"} =>{i} oldugu agik.{i) =>{(ii}
=1 icin dogru oldugu acik.Bu nedenle bir s»1 tamsayisz
igin xSy=0 olsun.x, almost central cldugundan keyfi bir
z€ R icin, {x(xs‘zyz}}t:xt(xs’zyz)t clacak bicimde bir
t»1 tamsayisi vardir.i+s-2 > s coldugundan xt(xs‘zyz} = 0
dir .Bdyvlece {x{x5 lyz)}t=0 olur.Dolayisiyla (x5 lyz)t=0

T

¥ z€ B =x5 iyR E nin bir sag nil ideali olur.Oteyandan
bir vari-primitif halks yari-asaldir.¢inkil;R yari-
primatif halka oldugundan tanim.1.46. dan R nin bitic
primitif ideallerinin arakesiti sifairdair. Ayraica
lemma . 1.47. den J(R), R nin bitin primitif ideallerin
arakesitidir .0 halde R yari-primitif oldugundan J{R}={(0)}
dir.Yani; (0)= J{R)= 0OP4;,P4 primitif ideal. Oteyandan
tanim.1.46. dan R/P primitif hélkadzr.?ani;R bir halka
ve P onun bir ideazli ise R/P primitif halkadir .<=» P
primitif idealdir.Dolayisiyla lemma.1.38. den R/P primi-
tif halka => R/P asal halka <=> P asal ideal olur.
Bdylece bir P primitif ideali bir P asal idealidir.C
halde Pj-ler asal ideal ve Pi-ler primitif ideal olmak
lizere (P3NP dir.{0)=0NP;,P; primitif ideal olduguna
gére (0)=nP;, P; asal olur. Bdylece teorem.l.15. den
P{R}={0} oclur. Dolayisaiyla R yari-asaldir. Lemmz.1l.31.
den J{R),R nin btén sag(sol) nil idealleri kapsa-
digindan ve J{R)={0) oldugundan X5 iyR=(0)} dir.Buradan
X573 yRx5"2y=(0} ve R yari-asal oldugundan x5 1y=0 olur.
Bu ize s nin minimal olmasiyla celisir .0 halde xy=0 dzir.
(L7)=5(ii") yx9=0 olsun.j=1 igin dogru oldugu acik.

0 halde t>1 tamsayis: icin yxt=0 olsun.x almost central



eleman oldugundan keyfi bir z€ R icin {{zyxt~4)x3k=
(zyxt‘z}kxk clacak Dbicimde bir k»! tamsayisi vardir.
ktt-22 t oldugundan (zyxt~2)x%=0 olur .Buradan Vz€ R icin
(zyxt"i}kCO ve dolayisiyla nyt‘l, R nin bir sol nil
ideal olur.8teyandan R yari-primitif ise R nin yari-
asaldir .0 halde; lemma .1.31. den nyt‘lz{ﬂ} :bxyt‘lﬁxyt'l
={0) .oclur.R yari-asal olduBundan xyt 120 olur.Bu ise
nin secimi ile ¢elisir .0 halde; xy= 0§ dar.
(31)=>{31") =xy=0 olsun.Bu durumda {(yx)%=0 ve x almost
central eleman oldugundan {(yx)-yBx®=0 dir.Bdylece:{(i")
=){ii"} den y¥x=0 dir.8teyandan B s-unital olduzundan
{x,¥y} nin bir e gibi bir pseudo-birimi vardir.x almost
central eleman oldugundan {{(y+e)}= (y+e)hxh
h=p,ptl,pt2 olcacak bicimde bir b pozitif tamsayis:
vardir. {(y+e}x}h:{y+é)x{y+e}x...(y+e}x: yxh+xh:(y+e}xh
= {(yrerxii- (yre)xh=0 = (yre)hxb- (yre)xb=0 =
{{y+erb- (y+e)3xb=0 bulunur.(i’)=>(ii") den
{(y+e - {y+e)3x=0 h=p,p+l,p+2 elde edilir.
Simdi t>1 bir tamsayi olmak tizere yix=0 olacak bi-
cimde t minimalbolsun.Bu durunmda
0=yt 2{(y+e)Pti- (y+e)dx- {{y+e)P- (y+e)3dx
=yt 2{(y+e )Pt ix- {y+e)x- (y+e )Px+ (y+e)x}
=yt 2{(y+e )P ix- (y+e)Pxi=yt 2 {(y+e )P ({y+e)x-x)}
=yt 2(yte ) Pyx=ylatyt- Ix=yt-1x
elde edilir.Bu ise t nih'minimal oclmasiyla ¢elisir.O
halde;t=1 olmak zorundadir.Bdylece yx=0 dir.

TEOREM . 3.22. F bir s-unital halka olsun.
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{i) R bir yarai-primitif ise o zaman R nin her al-

most central elemani halkanin merkezincedir.,
{ii} R nin her almost central reg&le} eleman:, R
nin merkezindedir.
1iii) x€ R eleman: almost central ve bir pozitif 1
tamsayis:r icin x1 € J{(R) ise =€ J{(R) dir.
ISPAT:{i} % bir almost central eleman,y keyfi bir eleman
ve g de {(x,y} nin bir pseudo-birimi oclsun.

» almost central eleman clduGundan »BLx,yBly=0
dair .Lemma.3.21. dan »i{x,yBly=0 ve dolayaisiyla [x,yRlyx=0
dir .Benzer bigcimde » almost central eleman oldugundan
[,y 23y x=0 dar .BBylece [x,y Iyt tiu=Dx,yT 2 3yu—yIn,yBlyx
=0 olur. 0 halde,lemma.3.21. den x{x,y3y“+1=0 dair .Bu
ifade ¥ x,y€ R igin gegerli gldugundan vy vyerine vyte
yaleabi}ir. Bu durumda bir pozitif g tamsayas: igiﬁ
i,y d{y+e38¥2=0 elde edilir.Simdi bir t>1 tamsay: olmak
lizere; xEx,y}yt=O clacak bigimde t minimal oclsun.Dolayz-—
siyla 0=x{x,y3ty+e)q+lyt'1=x£x,y3yt”l elde edilir .Bu ise
t nin minimal olmasiyla gelisir .0 halde wixn,yiy=0 dar.
- Buradan O=xlx,y3{y+2)8Fu=nln,yIn dar., Boylece,
lemma.3.21. den [x,y3Ix?=0 ve dolayisiyla [x,y3In=0
D}ur.Simdi bu son ifade dikkate alinirsa keyfi bir 2€ R
igin Ex,y}z{x;QB;{x,yz3xy—y{x,z}xy—{x,yzy3x+y{x,y23x=0
dair .Bbylece buradan (Ex,y3z)2=0' ve dolayisiyla
(Cx,y}ﬁ)??iO) clur. Yani, I[x,vy3R, R nin bir saf§ wnil
idealidir .R yar:—primitif ocldugundan R nin sagisecl) nil
idealleri vyoktur . fyraics Rzyérl—asaldlr.Béy}ece Ex,yIR=

{0) ve dolayaisayla I»,y3=0 clur .0 halde »€ ZIR) dir.
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(31} =x.y€ F alalim. x almost central regiiler
eleman ve v keyfi bir eleman olsun.Bger ex=x ise o zaman
e, R nin birimidir. Gercekten,¥z¢ K icin {(z-zelx= § ise
x regiler oldugundan z-ze= =D z=ze ve ayrica x{z-ze)= §
= z-ez =0 => zZzez dir.

(1) de yapildgi gibi x™{x,y"1y=0 ve x0%:[x y0¥ijy=¢0
dir.Dolayisiyla: [x,y"1y=0 ve [x,y8%31y=0 dir.Bdylece
[x,yly2¥i=ix,yt 2 3y-yix,y" 1y=0 olarak bulunur. Bu ifade
¥y€ R icin gecerli cldugundan y yerine y+1 yazilabilir.
Bu durumda bir g pozitif tamsay: icin [x,yl{(y+1)d*tizg
elde edilir.

Simdi t>1 tamsay: olmak tizere [x,ylyt=0 oclacak bi-
cimde t minimal oclsun.

Bu durumdan 0=[x,y1{y+1)a*iyt-i=[{x,ylyt-1  eclde
edilir. Bu ise t nin minimal olamasiyla celisir. O halde
[x,vly=0 dair. Bu ifadeyi kullanarak O=[x,y}{(y+1)9+ix=
{x,yv1lx ifade=si bulunur.Dolayisiyvla x regiiler oldugundan
Ix,y1x=0 = [x,y3=0 olur. Bbylece x€ Z(R) dar.

{13131} x€ R almost central ve bir i pozitif tam
say: icin xie J(R) olsun.

X€ R oldugundan ex—x olacak bicimde bir e€ R ele-
man: vardir. Teorewm.1.32. den J(R/AI(R})I={0) dir.0 halde
exizxie J(RATR)) icin exizxi=¢ dlr.Bﬁradan exi=0 olur.
Boylece lemmza.3.21. den ex=0 dir.Dolayisiyla ex=0=J(R}
=Dxzex€ J{(R) olurﬁ
SONUC.3.23. R bir halka ve ¥x,y€ R igin

{xy)ER=xByk = kopn n+1l,n+2 (&)
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olacak bigimde bir n pozitif tamsayi var olsun.
{i) R yvar:i-primitif ise R komttatiftir.

{11) R s—unital halks ve R nin bhtln sifzr bilenle-
ri halkanan bir tek yanli proper ideali tarafaindan kap-
sanilirsa o zaman R komGtastiftiir.

{iii) R birimli ve R/J{(R) halkasi basit ise © zaman
R komitatiftir.
ISPAT: (i) [19,teprem.l] nin ispatinda gOsterildigi gibi
R, bSldm halkalarain bir altdirek toplam:idar .Bergeltens
lemma.3.21. in ispatinda gbsterildigi gibi, bir R yara-
primitif halkas: bir vari-basit heslkadair. B&ylece
tecrem.! .40 dan R, primitif¥ halkalarain bir altdirek
toplamaina izomorftur. O halde; R primitif halka olarak
diisintilebilir. Buna gire tecrem.!.37. den D bir bolim
halkasz o}mag tizere %a R p ya dé'k>} tamsayis: igin
Dy ,R nin bir.élthalkasxnzn homomor Tik gbrin tistddr.

1.DURUM: RED ise bu istenilen ifadedir.
ITI.DURUM: k>1 tamsay:r olmak Gzere By ,R nin  bir

t

althalkasanain homomorfik gorintist clsun. x,yé Dy igin

610 ...0 660 ... 0
»= {000 ... O ve y= 10190 ... O
00 ... 0 00 ... 0
S 100 ... 90
olarak slimarsa; »y= {0 ¢ O ... 0} ve dolayisayla,
600 ... 0
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8 60 ... 0
{xy)2=xy olur . Ayrica x°= {0 0 ©¢ ... 0 dir. & halde
600 ...0

L0

{xy)®=x"y® den xy=0 olarak bulunur. Yani,

100 ol looo ...0
xy= 10 0 O ol=1o00 ... 0
000 0 000 ...0

olur.Bu Jdurumda 1=0 olur.Bu ise bir c¢eliskidir.0 h=zalde
hipoterzimizl saglayan bir primitif halka bolim halkas:
clmak zorundadir .Bdylece R bir b3dliéim halkasi oclarak zla-
bilinir.Dolayisiyla R nin her elemani regiilerdir . Hipo-
tezden B nin her elemanin almost central olduguw agrk.0
halde tecrem.3.22.{(ii) den R komitatiftir.

{ii} R nin bltln sifir bdlenleri;R nin bir tek
vanli proper ideali tarafindan kapsanildigay ig¢in en
azinda R halkasinda bir sifir bdlensiz eleman vardir.
Aksi halde; R nin tek yanl: proper ideali oclamaz.

Teorem.3.22.(ii) den K birimli wve her regiler
elemani: merkezdedir. Bir x elemani sifir bdlen ise x+t1
eleman: regiilerdir. Clinkd x sifair bdlen ise o zaman {7FyE
R igin xy=0 dir.0zel olarak ¥y yerine x alirsak
xx=0=>x%=0 olur.Bdylece x mnilpotenttir . Dolayisiyla x
q.r. eleman olur.Boylece x+x"+x"x=0{x+x"+xx"=0) olacak
bicimde bir x'€ R vardir. Eger x+1 regiiler degilse o

zaman y¥ 0 igin (x+1)y=0Dayty=0=xy=-y olur.
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Greyandsa ny+r'ytn' xy=0 da »y vyerine -y vazirlarsa
~y+xn'y—x'y= O => y=0 elde edilir. Bu ise y¥0 olmasiyls
gelisir .8 halde w+! regiilerdir. Boylece x+l€ 2Z{R}) ve
dqlayxszyla Yy€ R igin {i+x)y=yi{l+ri=Suy=yx ve bbylece R
komiitatif oclur.

{iii) (i) den R/J{R) lomitatiftir. clnki;
J(R/(J(R}) = {0) oldugundan R/J{(R} vyarai-primitiftir.
R/J{R) yari~basit ve komittatif ocldugundan sonug.l.él.dén
R/J{R) cisimlerin bir altdirek toplamidir .0 halde;R/JI{(R)
bir cisimdir .Boylece; [2,teorem.2.2.20.3 den J{R) maksi-
mal ideal oclur.

Egqer x€ R eleman: regiiler ise {ii) den R komita-—
tiftir .Aksi halde x regiiler degilse o zaman {1ii) ‘nin
ispatainda yaptigaimaz gibi »+l regiler polur. Biylece x+l1€
Z{R) ve dolayasayla {(x+lly =y{x+1)=> xy=yx ve bbylece x£

ZiR)Y olur .0 halde her iki durumda da R komﬁtatiftir.
B.Felzensualb {1279)

‘BAZI HALKALARIN KOMOTATIFLISY GZERINE

TEOREM.3.24. R birimli bir halks oclsun. n,x ve y ye

baglz n=ni{xn,y}>! bir iémsay;rolmak tizere ¥x,y€ R igin;
(x;}k=xkyk.k=n(x,y},n(x,y)+1_

ise o zaman R nin komiitator idea}i ni}dir. Denk olarak:

eger R nin sifardan farkl: nil idea}ieri voksa o zaman R

komitatiftir.

ISPAT: Nilpotent olmayan bir a€ R alalaim. Uy, & man

biitiin  kuvvetlerini bulundurmayan R nin bir maksimal




ideali olsun.Burada sS3yle bir soru akla gelebilir. Acaba
Uy eercekten R nin bir maksimal ideali mi?

Simdi bu soruyu cevapliyalim.

¥={U}a® ¢U: U, R nin ideali} olsun. Bu durumda a®
€{0) oldugundan (D)€ M dir. Dolayiziyla ¥ #¥ dir .BSylece
M de bir <t zinciri alinabilir.Rger ué%ﬁﬁ’ ize wve M
cldugunu gdsterelim a®™€ Uu olsun.Bu durumda en az bir i
igin a®™ € U olur. Bu ise Uj-lerin segimi ile ¢elisir. O
halde a™¢ Uu=v ve dolayisiylza Zorn Lemma dan ¥ nin  bir
maksimal elemani wvardir. UzF R olmak dzere; R nin
maksimal idealidir. Kabul edelim ki; U, U olacak
bigimde R nin bir U ideali var olsun. Bu durumda a™ € Uy
fakat a®€ U olacak bigimde U, a nin bir kuvvetini
e lundurur .Bu da a wnin kuvvetlerini bulundurmayan
ideallerin maksimal colmasiyla ¢elisSir. O halde Uy, a nin
bir kuvvetini bulundurmayan R nin bir maksimal ideali-

dir .Boylece Ry=R/U; halkasini tanimlanabilir.

]

Rz halkasinin sifardan farkli: her ideali E=a+ly

nin bir kuvvetini bulundurur. Cinkil;

a:? ————— R, dogal homomorfizma
|

U=Up™1— U #{0}) ideal

I

U

a
ac U ve a® € U= (&% U dir.Dolayisiyla Ry nin (037 7]

U
gibi bir nil ideali varsa o zaman (3)° € U olacak
bicimde {al}® elemani vardir.U nil ideal oldugunz gire
({z2)y™ k= (D) clacak  bicimde kelt vardir .Buradan

(F)nks (a+U, )R =anke( =020, ve dolayisiyla attke U, olur.



Bu ise Uy nin tanimlanisi ile ¢elisir .0 haldeiRa nin
gsifirdan farkl: nil ideali yoktur. Ustelik: Ry halkasi R
de tanimlanan hipotezleri saglar.Yani;uRa halkasz: birim-
131 (T=1+U,) ve her %,7¢ R, icin (Ey)B=xkyk

k= n{X,¥),n{X,¥Fi+1 Szellikleri saglar.

z,R nin nilpotent olmayan elemanlarin: taramak
tizere NUz; bir nil idealdir.

Kabul edelim ki NUz; bir nil ideal olmasin.Eger x
nilpotent degilse o zaman x€ NUa alinirsa x€ Uy olur.
Ux, NU, daki ideallerden biridir.{(a®¢Ug gibi} Dolayisaiy-
la x ¢U0y olmasiyla ¢elisir . Bdylece U=NUz nil idealdir.

Simdi; her U, R nin komtatdr ideali B{(R) vi kap-
sadigr gosterilirse ispat biter. {(Yani; Ry komltatif
oclur.) Bivlece:; bundan sonra R, sifirdan farkli nil
jdealleri .olmayan ve R nin sifirdan farkiz: her i&eali
nilpotent olmayan a nin bir kuvvetini kapsayan bir halka
olarak alinacaktir. Bu durumda R nin komiitatif oldugunu
gbsterelim,

bd=0 olan b, d€ R elemanlarini alalim. Teoremin hi-
potezinden;

| [d(1+db)3k=ak(1+db)], k=n,n+1 (1)
clacak bicimde bir n> 1 tamsayisi vardir.{1} denklemini
acar ve bd=0 kullanilirsa (n—i}dn+1b:0:ndn+2b elde
edilir Simdi (1) denklemini n:2.igin yapalim:

{d{1+db)1®={ad(1+db} )} {d{(1+db}}

={d+d®b){(d+d®b}
=d=+d3b+d*bd +d>bd b
=d2+d3b
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d®{1+dbr®* =d®{(1+2db+dbdb}
=d2+2d3b

Buradan d2+d3b=d2+2d3b=) 2d3b-d3b=0 elde edilir.Ayni du-
stince ile n=3 igin yapilirsa 3d%b-d4b=0 elde edilir.Bu
metodla devam edilirse (n-1)d™¥1b=0 elde edilir.0teyan-
dan {n-1)dn¥v1h=0 ifadesi k=n+l icin de gecerli oldugun-
dan ndbteb=0 bulunur.Bsylece'(n—l}dn*lb:O:ndn+2b olur.
Buradan;ndf¥2b-dnit2p=0=  dnt2p=0 elde edilir. Yani; bd=0
clacak bigimde b,d€ R elemanlar: varsa ¢ zaman s>1 olmak
izere d5b=0 dir .Benzer bigimde ;

[{1+db)b1k=(1+db)Eb¥, k=n, n+! icin yapilirsa; s>1
olmak fizere dbS=0 olur.

 ¥x€ R igin Vy={r€e R| rx®=0,1>1} R nin bir ideali-

dir. Qunkil; ry,r9€ Vy alinirsa r x0=0, rzxmzﬁ Jwmol
(ry-rg)x¥ =r,x¥rox®=03-0=0 ve buradan r,-rs€ V¥, clur.
Simdi; r€ V, ve s€ R alalim.rx™=0,m>1 icin olur.srx®=0=>
sr€ Vy olur.Oteyandan rx®=0 oldugunz gire (X)t=0 olacak
bigimde bir t>1 vardir.Bu durumda x®lrs=0 wve do-
layisiyla re{x8t)k=0 olacak bicimde k> 1.var clacagindan
rs€ Vy olur. |

R nin sifirdan farkl: her idezali a nin bir huvve-
tini kapsadigindan ve a nilpotent olwmadigindan Vy=(0}
dir.

Kabul edelim ki nilpotent olmayan bir a€ R ic¢in
V,#(0) olsun. :

Vy={rc Ri raif=0 m>1 ;gin} kimesini tanlﬁlayallm.Bu

durumds OFate Vo igin ata™=0 olacak bicimde w>l vardair.



ati=0 oclur.Bu isze a nin nilpotant olmamasiyla c¢elisir.C
halde;V,=(0) dir. Bdylece a sifir bdlen olmadiBindan

regiilerdir . Eger b€ R elemani bir sifir bdlen ise 0 zaman

Vp# (0) dir. Aksi halde;Vp=(0) ise yukaridan b safar

btlensiz olur.Bu ise b nin si1fir bdlen olmasiyla

geligir. O halde;Vp#{(0} dar.

b si1fir bdlen ise o zaman b nilpotenttir . Clnkll ;
Vp#(0) ve bir t»l igin abe Vi idi.Buradan a®b®0 olacak
bicimde bir m>l vardir.a regiiler ocldugundan aa...ab®={
ifadesinde a-lar teker teker yok edilirse b= ve
dolayisiyla b nilpotent olur . Bundan dolay:r R de her
sifzr bs8len bir eleman nilpotenttir.

IDDIA: ¥ x,y¢ R ic¢in xy®=y®x olacak bicimde
m=m{x,y¥)>1 vardar.

I.DURUM: Eger x ve y regliler ise o zaman hipotezden
{xy )0t 1z (xy Y0 {xy )= xliylixy ve (xy)0tizxwtipgttl  olur Bura-
dan da xMyfyp= xitiptis s (pliyy xpiti)=0=p> ylixy-xyoti=g
= (ymx—xym)yzﬁz? ylix-ylix=0=p yliy=xy® cglur.

II.DUGRUM: Eger y sifir bdlen ise ¢ zaman y nilpotent-
tir. Bolaylslyia vitz § olacak bicimde m€ IY wvardair.
Buradan y®x= (= xy® elde edilir.

III.DUROM: Eger x sifir bdlen ise ¢ zaman x nilpotent-
tir. Bir nilpotent eleman g.r. oldugundan x+tx"+x"x=0
oclacak bicimde x"€ R vardir.Buradan xXy+xy+x xy=0
clur. {(1+x} regiiler degilse © zaman {i1+x}  sifir
bdlendir .Dolayisiyla (1+x)y=0z y=-xy olur.xy+x ' y+x xy=0
da xy verine -y yazarsak -y+x'y-x"y=0= ~y=0= y=0 olur.bu

ise v¥ 0 olmasiyla celigir.C ‘halde 1+x regiilerdir .Bu
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durunda inceleme yapilirsa;
{1} {(1+x} regliler ve y regiler degilse ¢ zanman
{1+x} regiler ve y zi1fir bdlendir.Dolayisivia {(1+x)y®=0
syl {i+x)s yl+xypl=Qoyilityliy- xyli=0=-yix bulunur.
(11} {(1+x)} regliler ve y regiler ise I.DURUM dan
(1+x)ylizyf{l+x)=> xyMf=yix bulunur.
Biylece ¥y€ R igin xyU-y¥x olduBundan x£ T{(R} dir.
R nin sifirdan farkl: nil idealleri olmzdigindan teorem
1.57. den x€ Z{R) ve dolayisiyla R komiitatif olurg
BOTASYON: R bir halks ve ¢€ R olsun.R de ¢ nin sag ve
sol sifirlayanlarini sirasiyla r{cl)={x€ R| ex=0 } ve
I{el)={xe R} xc=0 } olarak alalim.
LEE&A;3¢Z§L R safairdan farkli: nil idealleri olmayan bir
halka olsun. ¥ x€ R icin n=n{x)>»! bir tamsayz olmak
tizere; {ax)"=a™x"™ olacak bigimde bir a€ R olsun. Bu
durumda ;
{i) Egger x,y€ R ve xy=0 ise xay=0 dair.
(i1} r{a)={x€ R | a®=0,m> 1 } dar.
{iii) l(al={x€ R | xam:O{mZ 1 ¥ dar.
{iv}) l{(al)=r{a) dar.
iSPAT:{(i} x,y€ R wve xy=0 olsun.Bu durumda: (ayx)'=
a™{yx)® =0 olacak bicimde n—x{xy)>1 tamsayisi vardir. O
halde ¥ x€ R icin {(ax)™=a®x® olacak bicimde n=n{x)>1
tamsayis: vardir. O halde yx€ R igin de {ayx)ta™{yx)"
olacak bicimde bir n=n{yx)>l tamsayisi vardir. Dolayi-
szyla;(ayx)“:a“(yx)“:a“(yx)...(yx):a”y(xy}..{(xy}xzo

bulunur. Bu nedenle xar{x), R nin bir sag nil idealidir.
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Clinhilyr {xi={y€ Ri »y=0G3 1d1.0 halde; xarix}={xayi vEr{x}i2
dar JBurna glre v,,72€ »arix)==D rixay,, roXayp VE Yi,ye
crdw) ’dlr. € halde ry-rvo=xay;-—wayp=xaiy,-yol€ warix}
olur . Qlinkiiy x{y,-yp) =wy,-nyp=0-0=0=> y,-yp€ v {x)} dar.
Oteyandan 1€ xarix), s€ R alainirsa; r=xay, y€ ri{x} res=
xays € xari{x) olur. Clnkily xys=0 =) ys€ r{x} dir.

BBylece xarix}), R nin bir sag idexli clur.{ayx}P=0
clduguna gbre xiay»)B=0= {xay ) Br=0= {xay )} Bray=0=N
{xay)*i=0 plur . Boylece xarix) nin her eleman: nilpo-
tenttir .Hipotezden R nin safardan farkl: sag nil idexali
clmadagaindan Rarix)={0} olur.Dolayzsiyla Gzel bir yE€
rix} igin de xay=0 oclur.

{ii) ria)={x€ R} ax=0)={x€ R} amx=0,§ 13=T oldu-
gunu gésterelim.vr{z) &= T oldugu ag:k.Simdi;T & v ia)
oldugunu géstsrélim. #»€ T alainarsa m>l igin a®x=0 dar.,
Eger m=1 ise ax=0=> %€ ri{a) clur.BEger m>! ise bu durumda
aty=0 we al~2xz0 t31 tamsayas: igin t minimal olsun. Bu
durumda t=2k, k€ I* icin O=atu=afRy=(aki2x ve t=2(k+1),
KE I¥ icin O=atu=(aktl)2y ve k<t sldugundan t nin minimal
clmasiyla celisir. § haldejax=0 o}daéundan ax=0 oldugunu
gbstermek yeterlidir.

a?b=0 cldugunda ¥x€ R ve n=ni{bx)> ! tamsayis: igin
Aaibx)dn=adibx)P=a...aa{bx){bx}...{bx)=0 olur .Boylece
¥ x€ R igin {abx)¥=0 oldugundan &abR nan her elemana
nilpotent olur. &abR, R nin bir sa§ nil ideslidir,
Hipotezden abR={0) dir. Hipotezden R nin s:fardan farkl:
sag nil idealleri oplmadaigana gbre lemma.l.BQ.danﬁR, asxl

halkalaran bir altdirek toplamadar. Boylece



[2,lemma.?.4.2.3 den R halkes: yari-asaldir. Biylece
abR={0) ise abRab={0) ve dolayisaiyla ab=0 =) b€ ria) ve

ria) = {=» B w=0 ,m213 dar.

M
m
5]
£

{i11): {ii} de vaptaigimiz gibi bE€ R igin ba?=0 oldugundsa
ba=0 cldudunu g8stermek yeterlidir .Hipotezden ¥wxwE€ A igin
n=n{xb}>! tamsay:r olmak Gzerejiaxb)P=ali{ixbiPdar. Dolaya-
siylaj bilaxb)P= baP{ixbif= ba?a.....aixb)P= 0 dar.
Buradan biaxbh)N={bawx)tbh=0=> {bax)Bbhax=0=>{(bax)d%3=0 dar.
8 haldes; baR nin her elemani: nilpetenttir., baR, R nin
bir =saf ideali olduguna gore baR,R nin bir sag nil
idealidir .Hipotezden baR={0) =» baRba={0} R vyari-asal
cldugundan ba= O dair. Bbylece b€ via}) clur.

{iv): %€ 1{a}) alalzim. Notasyondan »a=0 dir. Dolayisayla
hipotezden {ax)B=adxd glacak bigimde.n=n£x)>i vardi. O
haldes; a®ubi={aniB={axi{ax)...lax)=alixal{xal)... {xan=0
elde edilir. {ax)®=0 pldugundan alia) nain her eleman:
nilpotenttir.ali{a},R nin bir sag idealidir .ginki;

vL.,rp€ alia) alimarsa jv,;=ab,,b,€ l{a} ve rp=abp

bp€ l{a) dar. r,~vrp = ab,—abp = & {b,-bp} oldugundan
ry-re€ 1ia) dar. Cteyandan; r¢ alia) y£€ R.olsun.Bu du-
rumda; rs =ays€ alialdar. BBylece alial}, R nin bir =ag
nil idealidir. Hipotezden al{a)={0) olur. Bundan dolayz
YxE R igin ax=0 wve dolay:isayla x€ ria} olur. Yani;
Ha)Eria) olur.

b€ ria) alalaim.Bu durumda ab=0 dir .Bundan dolayz

—-batba=a+ba? gelde edilir. ch=la+t+ha? dh=ab+ha?h=0 we



c={1+baja{l-ba}, a ve b ye bagli: bir sabit cldugundan c,
a 1ile ayni Szelliklere sahiptir.Dolayisiyla ¥x€ R icin
(exy{xlzem(xIxmi{x)  lzcak bicimde mix)>1 tamsayisi
vardir .Biylece (1) de eger x,y€ B ve xy=0 ise © zaman
xay=0 idi. Bu kullanilirsa: g=-xcy=x{a+ba®)y=xay+xba®y
=xba®y elde edilir.Simdi hipotezden a®™*x™(ax)®=0 ==
{a®xi~ - {ax}Tt™1ig)x=0 SH{a™*x"~ - {(ax}? 15}ba?*x=0 =
a*x" 1ba®x- {ax)" Izbalx= § = {(a*x" 3iba®)x= 0 =
(a®xf~ Iba®x)ax=0= {(a®x% 1bad}x=0 olur. Tekrar (i) ¥i
kullanip bu metoda devam edilirse,
a®xi 1ha®*x=0 olur. Biylece {(a®™x¥"1b}3=0 olur.ciinki;
(a®xft~1ih)2=(a®x%" b} {a®x®" 1b)={a™x®" 1ha™x}x"-2b=0 dar.
bundan dolayi a®x%" Ir{a} nin her elemani nilpotenttiir.
Ayrica a®*x%" % r{a},R nin bir sag idezlidir. clnkii;
r:, r;€ a™xt Ir{a} alinirsa; r,-a®x% ty,y; € r{a} ve
ro=a®xi lys,yo € r{a} dir.Bdylece: riy-rao=
x0T 1y, -at X 1y, catxMTi(y,-yp)€ atxt 1 r(a) Steyandan
re€ a*xfir{z} wve s8€ R alinirsa; r=a®x iy, y€ r{a}
re=a®*x~1¥s € a®*xM ir{a} dir.
Bdylece a®™x® ir{a} , R nin bir sag nil idealidir.
Dolayisaiyla hipotezden ra“xﬁ"lr(a)Z(G} clur.
ri{aaxi ir{a)= (0} wve dolayisiyia {[36,lemma.l.}l den
r{ala={0) elde edilir. Ozel olarak b € r{a) alinirsa
ba=0 olur.Bdylece bt 1{z}) ve r{alg l{aldirg
LEMMA.3.286. R bir "yari-basit halka olsun.n=n{x)>i
tamsayi olmak Gzere ¥x€ R igin;
(ax)B=aBx® ken(x), nix)+l

olacak bigimde bir a€ R elemani: R nin wmer kezidir.
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18PAT: R yari-basit oldugundan tscren.l. 40 dan R, Ry

pirimitif halkslarin bhir alidirek taplamina  izonor ftur,
Boylece her bir Ri;=R/7( & Rl de 5 min g»b'rijntiisfi Fodehi
zyns ozellillere sahiptir. O halde; her Ry da a nin  gG-
viintielinin  mer hezde oldufunu gbsierilirse, a nain R nin
merwezinde oldugunu gbsterilmis oclur. B, primitif hai-
kalarin bir altdired toplam: oclduguna gdre keyfi  bir
primitif R halkas: icin Islemleri yapilimssa: vyeterlidir.
Btylece R nin M gibi bir indirgenemez faithful R-modil
vardair . Dolayisiyla teorem.!.25. den
ci{Mi-{2¢ E(M}XTS%—§T3, ¥ a€ R igin >

komtiting halkasa bir b&lim halkasaidar. 8 haldes
teorem.1.36. dan R B=C{M) bSlum halkasar Gzerinde M'den
Miye lineer gontistmlierin bir vyofun halkasadar.istelik
lemma.t.38., den bir pirimitif halkse a=al halka ogldu-
gundan lemma.3.25 den rial=1l{a} igdi. 8 halde ;a€ R
gleman: veglilerdir. BSylece (& Gzerindeki hipotezle}
aBufigx—antiyn¥iz=0=) aM{xBax-axttl)=0 elde edilir.
Dolayisiylag

wPax=axB¥r | p=Enixd>l, ¥a€ R (2
bulunur . Buna gfre W=M gpldugu distntlirse:

I.DURUM: Eger boypV=! ise o zaman teorem.!.37. den
R& p dar. Boylece R bBlim halkas: clur.D halde;{2) den
#hR{nla=anBinl, n{x)¥>t, & %€ R icgin elde edilir.
Lemma;1;58. den € Z2{R} olur.

II.BoLiM: Eger boypV>l ise o zaman w&€ MV igin D

dzerinde v we va lineer bagaimsiz vekibrler olsun.
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V fizerinde R nin yogunlugundan vx=0 ve vax=va olan
bir x€ R vardir. Bdylece (Z}) den vi{xtax)=0=v{axittl)=
vaxtfizyax{(x®)l=vax®™= ... .. zva elde edilir. Bu ise v, va
nin lineer bagZimsiz olm351ylé celisir. Clnkl; ovtivaz={l
bigiminde vazilabilir. O halde:¥ve V i¢in v ve va , D
tizerinde lineer bagimlidirlar .Dolayisiyla pi{v)€E D olmak
lizere verilen bir veE ¥V icgin va=p{viv dir.

iDDiA: Eger D lzerinde v,w€ ¥ vektdrieri lineer
bagimsiz iseler o zaman p{vi=pi{w) dir.

vazpl{viv, wazpl{ulw wve {(w+tvia—p{utv)i{wtV¥) icin
{(w¥viazpl{wtvi{wtv}) Duplwlwtpviveplwdviwtplutv)v =
{p{vi-plutviiv+{pwi-piwtviiw=0 oclur.v,w lineer bagZims:iz
vektdrel olduguna gdre pl{vi-plw+vi=0 ve pilwi-plutvi=0
dir.Buradan p{vi=p{w+v} ve plwi=pl{wtv} ve dolayisiyla
pl{vizp{w+v)=u{uw) elde edilir .BSylece u, lineer bagimsiz
vektdrler izerinde sabittir. boypV¥rl oldy Zundan piviz=p
dir.Yanis;p,her v€ V icin v den bafimsizdir.

Eger x€ R ise o zaman vxE€ V oldugundan (vxla=pl{vx)}
= vi{xal=p{vx) dir.0teyandan va=pv den {val)x={pvix=p{vx}
ve dolayisiyla v{ax)=p{vx) elde edilir .Bdylece buradan
v{xa)=v{ax} bulunur.Dolayisiyla:vi{xa)-v{ax}=0= v{xa-ax)
=0 ¥ve V olur. V, faithful R-modlil olduguna gdre ¥x& R
igin xa-ax=0 ve a€ Z(R) olurg
LEMMA.3.27. R safirdan farkl: sag nil idealleri olmayan
bir asal halka olsun. ¥x2€ R i¢in ni{x}>l bir tamsay:
olmak iizere;

(ax)bzakxk  k=n(x),n(x)+1,nx)+2

olacak bigimde bir a€ R varsa o zaman a€ Z{R) dir.
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ISPAT: Lemma .3.26 dan R nin Jacobson radikali J(R}¥ {0}
oldugunuz kabul edelim. Aksi halde; J{R¥={(0} ise o zaman
B yari-basit clugundan bunun ispat: lemmza.3.268. da ya-
pildr. Simdi a€ R elemani: ¥x&€ J{(R)} icin {a,x};ax—xa:D
oldugunu gosterelim.

R asal wve sifirdan farkl: sz nil idezalleri
olmadigindan lemme .3.25. (iv) den a reglilerdir. Bidylece
y=af{l+x} regilerdir . Qinkll; a{i+x)t=0 olsun.Eger t=0 ol-
dugunu gdsterilirse a{l+x} bir sol sifir bdlensiz olur.
a{l+x3t=0 olsun. => {(1+x)t=0 ,x€ J{(R} i¢in x,r.q.r old-
uvBundan x+x'+x"x=0 olacak bicimde x'€ é vardir.
{1+x" 3{31+x)=1 olduBuna gdre {1+x"){(1+x3t=0 = t=0 olur.
Benzer bicimde ta{l+x}=0, x g.r. oldugundan x+x'+x"x=0
olacak bicimde x'€ R vardir. {(1+x){1+x°)=1 olduZuna gdre
ta{i+x){1+x " }=0=> +ta=0 wve a regiiler oldugundan ta=0
oclur. S$imdi shipotezden ;

(ay)¥=abyk | kenly),n(y)i+l, n(yr+2 (3)
olacak bicimde n=n{y)}>l vardir.{(3) den (ay)ttiz{ay)tay=
atyray ve (ay)itizgntiynti  gildugundan atylay-ahitiyntl
ve doiaylslyla at{ytay-aytti)=0= (yray-ayiti}={0=
{(yla-ay®)y=0 = y azay® bulunur. Benzer dJdusiince ile
aftightipegreaynge  day pitig-aelitl glde edilir.
Dolayisiyla;ayiticyitlzopytazyayt=> ayitizyayt=
{ay-yaly*=0zvay-ya=0=>{a,y1=0 clur .Bbylece {O={a,a{li+x}i=
a(a+ax)—(a+ax5a= a®+a®x-a®-axa-glax-xa)-ala,x1= {a,x3=0
olur. Biyvlece a€ Z(R} olurE
TEOREM . 3.28. R,sifirdan férkllAsag nil idealleri olma-
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yvan bpir halka olsun.n,x € bafgli bir ni{xi>l tamsayi olmak
izere ¥x€ R icin

(axtBzakx® kenix),n({x)*1,n(x)+2
Szelligini szaglayan bir € K varsa ¢ zaman &, R
halkasinin merkezine aittir.

T: x€ R ve n=n{x}>1 bir tamsay: olmak lizere ;
(ax)B=gBxk ,  keni{x}),n{xi+l1 coclacak bigimde bir a€ KR
alalim.Bu durumda {(ax)0¥iz(ax) ax=a®x"ax ve {ax)ftizznti
x0tt1 gldugundan a®xTax=altixNti dir. Biylece;
aitiynti_ zox%ax-0 =) a®{(ax®x"alx=0 = a™a,x"1x=0 elde
edilir. Elde edilen bu ifadeyi sagdan x ile carparak
ala,x"Ix*=0 elde edilir. Lemma.3.25.{(iv) den a™ nin sag
sifirlayanliari ile a nin sag sifairlayvanlar: ayni
oldugundan ala,x®1x"=0 dir.Bdylece lemmz.3.25. (i) den
afa,x™Jax®= 8 ve lemma.3.25. {iv) den {&,x"Ix"a=0 oclur.

Bolayisiyla

-

afa,x"lax™=0

-a. fa,x"Ix"a=0

afa,x"lax®ala,x®Ix%a=0

bulunur .Buradan ala,x®*3{ax®x"za)=0 = ala,x"3®*=0 olur.
Tekrar lemma.3.25.{(iv) den {a,x"1%a=0 olur.Bu ifadeyi de
sagdan x ile carparak [a,x®1®ax®=0 e lde edilir.
Gteyandan; afa,x™}®*=0 ifadesini sagdan x 1ile c¢arparak
ala,x®31%x*=0 bulunur .Buradan lemma.3.25.{(iv} den;

fa,x®32x%=0 olur.Dolayisiyvla : {a,x"3%ax"=0 ifadesinden
fa,x"12x%a=0 ifedesi ¢ikartilirsa; fa,x*12{ax®x%a)=0 ve
dolayisila [a,x"13=0 eldé‘ edilir. {a,x"19=0 olacak
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bigimde s2 ! minimal olsun {14 s 3).

i1DbtA: Eger PR nin bir assl idesli ise o zaman
[a,wN3%72e P dar. Teocrem.3.32. den J{(R/I{(RII={0) dar.
Bundarn dolay: R= R/J{R) bir vyarai-basit halkadair.
Dolaysiyla lemma.3.&5. dan a=a+J{RI€ Z{R) dair .BEylece V¥
»€ R igin [a,xPlz=aud-—xB a=0 =) {axN-xPa)}+J{R}= {(0)= J{(R)
= [a,xn3€ J{R} dar. P, R nin asal ideali olmak dldzere
eger J{RICP ise © zaman [a,»83€ P glur. Bu lemma.3.254.
da wvyapild:r. Eger R= R/P halkasainain sifirdan farkl: sag
nil ideglleri vyokssa bu durumu da lemmz.3.27. de
vapridr.B halde j; J(R}ﬁfP‘ve R nin sifirdan farkl: sad
nil idealleri cldugunda ispat yvapiriascaktar.

¥ LR nin biitlin sag nil ideallerin birlesimi olsun.
P, R nin &sal idesli cldugundan lemma.!.2!. den R/P asal
halkadar .J{R} nin R deki gbrintust JIRI#{0) dir .guinki 3
J(R)={0) olsa bu durumda J(R)+P={0)=P => J(R)E&P olur.Bu
ise J{R)¢P oimasaiyla gelisir.

K, R dgki Blittin sag nil idesllerin birlesimi

o ldugundan JIRYE K dar. Bu nedenle KAJIRIF(O) dar.

U=C u€ R} »uy=0 ,¥x,y€ R,xy=0 icin } kimesini ala-
lam, U, R nin bir &1t halkasadar. g&nkﬁ;ul,uEG U alalam.
Bu durumda »u,y=0 xupy=0 dar.iu;-uply=s  nupy-xupy=0-0=0
= U,-Up€ U olur.Cteyandan; xu,y=0 =9xulu2y=0‘=> a,up€ U
Dolayasayla 3 R nin bir althalkas: olan U, R nin otomor-

fizmalar: altinda invariyanttlr.gﬁnk§°;
O:R — 3R
l !

U yusey

P ey 8 U



u€ U ise xuy= 0 dir.Bu durumda {(xuy)8=06=0. &8, otomor-
fizma oldugundan (x8){(u8){y81=0 Dolayisivlia uvB€ U olur.
Tabii ki (xy}8=068=0 = (x81{(y8)=0 dir.&yrica lemma.3.Z5.
{1} den a€ U dir. U, R nin otomorfizmalar: altinda
inveriyant oldugundan her ¥€ KNt J{(R) icin formal clarak

R
{

TP= (1+v)0({1+y) 1l

-3
i —ml

dir .Boylece (101 dan ya G2 2(R) ya da 5, R nin sifirdan
farkl: bir idealini kapsar.

Ezer U= 2(E) ise o zawman a€ U icin BE U 1di.0 halde; ¥ xe€
R igin RXO=13=) aXL-¥0&= 0= P=> (ax®-x"a)+P=0=P =
{ax™-x"a)€ P =» {a,x®*i€ P dir. P ideal oldugundan
{a,x™157 1€ P olur.

Eger U, R nin A7(0) bir idealini kapsarsa o zaman BE

i igin;

T:

| - .
EP ={a, x"1Ala, x"15 rcfa, x*10{a, x"15-1=(8)

o] — g

_ ¥
—_—

dir. Cunkd; [a, x"15=0 idi. [a, =x"}a, x*15-1i=g =

{a,x“35[a,x“3~‘126) dir .Bu durumda {(0) #A olduguna gore
[a,x"1A=(0) veya Ala,x" 15 1=(0) dar.Eger Ala,x 15~ 1% (0)
ise © zaman EZT§?3§:(0> dir .Bir halkanin sifirdan farkl:
bir ideali sol{zagl)dan halkanin bir elemani ile g¢arpimz
sifir ise o zaman halkanin eleman:i sifirdir.0 halde;
f§T§?§:O dir .Buradan {[a,x®31€P ve P asazal ideal oldugqn&an
{a,x*}5 1€ P clur.

Eger [a,x 147 (0) ise bu durumda Alz,x 15 3=(0)

olur . Dolayisivla {a,x®15 3¢ P olur.E nin sifirdan farkl:z
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il ideallari olmadifindan R yar:i-asaldar. Bir yarai-

fig]
18]
18]

asal halkanin asal radikali P(R}=P{PiiPi asal ideall={0)
oclduguna gore P;,R nin asal ideallerini taramak uUzere
P y=40) dar .BEylece [a,xN1573=0 glur.Bu ise = nin
minimal olmasa:yla gelisir .0 halde s=! dir.Yanijia,xBi=0

ve dolayisiyla teocrem.l1.57. gden at€ Z{RY clur
b4 Y 5

A.Richoux (1979}
FUH'UN BIR KOMGTATIFLIK TEOREMIN GZERINE

JEOREM.3.292. R nilpotent eleman oclmayan bir halka clsun,

n,x we y ye bagl: nix,y}2! bir tamsay: oclmalk lGzere ¥x,y€
R iging .

tuyrR=uky Xk k=ntu, v, nin,y el nin,y)+2 (R
ise © zaman R komttatiftir.

Téaremin ispatina baslamadan Once basit bir’ YO um
vapalam. R, {8) Gz2elligini saglayan bir halks alsun.Bu
durumda x,y€ R’a}allm.i,j 2 1 tamsayirlar olmak Gzere
xiy5= 0 cldugunu varsayalaim.D halde jn,=nix,yi+i> 1 igin
hipotezden kxy}“1=x”1y“1 dlr.n;ZmaQ {i, i} ise © zaman
{oy Y=y lynid ifzdesinde i,3 ve bagliz olarak
{xy}N2=xN2yN2=0 ye dolayzsayla xwy nilpotenttir.fksi halde
max{i,3¥>n, ise o Z2aman IR STAEIRLESD B3 B igin
{ny )BANE= { xRy T2 e, NNE NS bulunur .Burada Toanp > Ny
dar .glnkit n,,np-ler birer tamsay: cldugundan.BEger n,;np2
max{i, 3} ise o zaman yukarzada yap11§191 gibi (xy}“lne=0.
dair .Boylece ®xy mnilpotenttir . .Aksi halde devip, ayn

metodla devam edilirse nanp...np2 man{i, } oclacak bigimde

- - PR - s 2337 = -,
(My)nxﬁa Nr = nd nrynlﬁe i} saglayan BN .. Dy
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tamsayrlary bulurnabilir., Boylece »y nilpotent olur. Benzer
giigtinge ile » we vy nin rolleri degistiri-lirse W R
nilpotent olur.5imdi (A} nan 1lk ik Gzellil ginden
xn(x,y)+1yn(x,y}+1= (xy)“(”sy>(ny} =
;\,‘n(x,y}ynix,y} wy =P xn\'x,y}(x.y.n(;\:,s,')_yn():,y)x}y_—_g elde
egilir .Dolasyasaiyla k=niz,y) clduguna gore

xk(xyk—ykx)y=0 JhEnln,pdynlx,y ¥+l i1
clur. Simdi teorem.3.27. un ispatin: tamamlayslaim,

TEOREM.3.272 .UN _ IS5PATI: ({1} gen ve yukarada vyapirlan

yorumdan ¥x,y€ RA ve i= mix, vi, nixn, yi+l icin xi(yix—
xyi}y=0 cldugundan x(yix-xyi}y nilpotenttir. Dolayisiy-—
}a;iyix—xyi)yx nilpotenttir .Clnkd ‘x,yé R igin Rny
nilpotent ise o zaman (xy}k=0 clacak bicimde kE 1IF
vargdair .Buradan yixy}kx=0 =y (yx}k*1=O ve dolayzsiylia yx
ﬁiipatenttir.?earemin hipotezindens |
0=£yix—xyi}yx, Ex,yE R i=ni{x,y},nin,yl+l {2}
dair. £2) ifadesi scldan y ile garpirlarsa i=nix,y),
nix,yi+l dcin {yix-wyidyw= O elde edilir. BSylece ;
O={yitiypyitiypy—tydnwpiiyus{ynyi-wyityyn ve dolaya-
siyla Wx,y€ R igin {yx~xy}yi+§x=0,elde edilir .Bu durumda
Clyx—ny 3y it13i=1 e %352 plarak disiiniiliirse {yx-—xy)yi¥tiy
ve x(yx—ﬂy)yi+l nilpotent clur .Hinotezden x(yx—xy}yi+l=0
dar .Tekrar yukaradaki yorum dislinilirse {x(yx—xy)}i=1 ve
yif1=j olaral alarsak aiyx-xyly wve dolayrsiyla yinlyn—
»y?}Y wnilpotenttiv.Boylece hipotezden ¥a,y€ R y{x{yx-
wy ¥3=0 dar.Bu ifade de » yerine y ve y yering de »

vazilarsa x{yiny-y») =0 elde ederiz. Dolayisiyla buradan
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Oz yr{yx-xy)I+xy{Xy-yxX}= yAVX-VXXYTAVAY-X¥¥X=  ¥X{yX-Xy I+
xy{xy-y¥x} =D {yx-xy12=0 elde edilir .Teoremin hipotezinden
yx-xy={0 = yx=xy @1ur-

LEMMA .3.30. R (&) Szelligini saglayan bir halka ise o
zaman R nin nilpotent elemanlari merkezdedir.

ISPAT Bir x€ R elemani nilpotent olsun.Bu durumda ¥VyeR
icin xy-—yx oldugunu gdsterelim.

Keyfi bir r€ R icin rx-xr=r{x+i}-{xa+1dr dir. Yani;
bir x elemani werkeze zmit ise x+1 de merkeze aittir.
Dolayisiyla x yerine x+l alimmasinda hi¢ bir sakinca
voktur. Bdylece (1) den ¥yE€ R icin;

0= (x+ )i (yix-xyi)y, i=n{(x,¥),ni{x,y)+1 {3)
elde edilir. x nilpotent oldugundaﬁ x, a.r. dir. Dola-
yvisiyla lemmz.1.30 dan 1+x tersinirdir .0 halde (3} den

0= (yix-xy 1)y, imn(x¢1,¥),nlxtl,y)+t (1)
elde edilir.Buradan izn{x+l,y) dcinm O=(yitiz—xyiti)y-
p{{yix-xyi)izyitixy-xyit2opitiypiyxypitiopyyita xypitis
(yx-xy)yitl elde edilir. Simdi bir y€ R alalim. i
pozitif tamsayi olmak tzere (erxy}yi:OAOlacak bigimde 1
winimal olsun. Bu ifade &e ¥ vyerine y+1 alinirsa
Fmnlx,y+1) dgin 0= {{y+Dx-x{x+D} (y+1)3 = (yx-xy){y+1)J
elde edilir. Bu ifadeyi yi‘l le carpilirsa,
0= (yx-2y ) (y+1)3 yim 1= (yu-xp ) (e dpd- 1o, +dy+1dyI-is
(yx—xy}yjyi"1+3(yx—xy)y5y5“2+...+j(yx—xy)yj+(yx—xy}yi“lz
(Very)yi‘l olur. Bu ise i nin wminimal olmasiyla ¢eli-
Sir. O halde (yx-x2y)y® =0=> {(yx-xy)= 0=> x€ Z(R} olurg
TEOREM.3.31 R, (&) Szelligini saglayan birimli bir halka

ise o zaman R komitatiftir.
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ISPAT: Lemma.3.30. dan NESZ{(R} ve Z{(R} B nin ideali
oldugundan N de B nin bir idealidir.Teorem.3.28 dan ER/N
komittatiftir. Gercekten; R/R nilpotent elemanlari
yoktur. %€ K= R/ alalim. %% € olazcak bicimde n €It
varsa o zaman X°= {xtNIi®= x%+H= N = x"eN ve dolayisiyla
x€ N olur. Boylece , x= § dir. Bundan dolaya: R/ nin
sifirdan farkly mnilpotent elemanlara yoktur . R/N
komittatif oldugundan ¥%, ¥€ R/N icin Xy= ¥X = XF-7%=0
= xy-yx € B € Z(R) = xy-yx€ Z{(R) olur. Bu durumda (1)
den O=xi(yix-xyl)y ,i=n{x,y),n{x,y)+1 dir. Oteyandan
x(yix-xyLyy=xi(yiixy)- (xpdv )= {pix-xylypixi
dir. Boylece ¥x, y€ R icin,

xI(yix-xyiyy= (yix-xyiyyxi | iznix,y),nlx,y)+1 {5}
elde edilir. Bdylece 3={(x,y¥} igin {(5) den,
0= (yitix-xypit1yxydt i {p(yin-xyi)ix=(yifixxyitt)yxydti-
(yitix-yxyitlyxydtiz (yxyi-xyitiyxydtiz (yx-xy)yitixits
elde edilir. {xy-yx)E Z{(R) oldugundan {(yx-xy) yJitixdtiz
yItixdti(yx-xy )=y It - {x(xtiy)- (23 iy yxd={- {x{xIt1y-
(xt1y)x}ydti=x3*i(yx-xy)yI*: olur .Bdylece :4=(x,y) igin

Uz(yx—xy)y5+1x5+}:x3+1{yx—xy)y5+l ,Vx,¥€ R (6}
elde edilir. Simdi x,¥€ R azlalim. Bu durumda,
O:Xi(yx—xy}yj clacak bigimde ¥i,3 2 0 ‘tamsayilarindan
ig,minimal olacak bigimde birer i,,d, tamsayilarim
segelim. Bu durumda io> 0 olsun. (6) de x yerine x+1
vazilirsa 0= {y(x+1)- (x+D)ydvR(x+ DE (et DR (pxty-xy-y)Iyh=
(x+1}k(}’x—xy)y’k clacak bicimde bir k=n{x+l,y}20 tamsa-

yis1 wardir. Bu durumda max {J5,ki=1 igin 0= {x+1)B(yx-



xy)yyl dir. Bu ifadeyi soldan xi¢-1 ile c¢arpar, (x+1)E
acilim yapilirsa 0=x30-3(x+1)E(yx-xy)y=xic-1xk(yx-xy)y +
kxio-2xR{yx-xy)y+. . +hxio- RyxR(yx-xy)y+xi0- I (yx-xy)y

=xi0-3i{yx-xy)y elde edilir. Bu ise io nin minimxl
olmasiyla ¢elisir. O halde i,=0 ve dolayisiyla Vx,y€ K
icin O={yx-xy)yJd olur.Bu durumda Jg=do{x,y)z 0 ‘tamsayz
olmak fzere (yx-xy)yJo=0 olacak bicimnde do minimal
olsun. Jo» O deyip, yukaridaki gibi islemler yapilirsa
bir ¢eliski bulunur. Bdylece J,a=0 ve yx-xy=0 elde

edilir.

M .Ashraf - M.A Kvadri (19886}

HALKALARINR KOMOTATIFLiI&I OZERIRE BiR ROT
LEQ&&A§¢§§A R  bir yari-asal halka olsun.¥x,y€ R ig¢in
{xy)®=y2x® ise var ¢ zaman R nin sifirdan farkl: nilpo-
tent elemanlari yoktur.

ISPAT: 2==0 olacak bicimde 07a€ R alalim.Hipotezden ¥ x&
R icicn x®a®=f ve dolayisivla {ax)®*=0 olur .Eger ak¥ (0}
ise o zaman alk ,¥y€ R icin y®=0 olan sifirdan fa?kil bir
sag. nnil idealidir. Bdylece [3.lemma.2.1.1lden R nin
sifirdan farkli bir nipotent ideali vardir.Bu ise R nin
vari-asal clmasiyla celisir. O halde ak=(8) dir.Bdylece
¥ac R igin aRa=(8} ve dolayisiyla a=0 olurg

LEMMA . 3.37. R bir asal halkz olsun. ¥ x,¥y€ R ic¢in
{xy)2=y2x® ¢Szelligi wvarsa ¢ zaman F nin bir s=sifair
bolenleri yoktur.

ISPAT Lemwa.3.38 dan R.nin gifirdan farkl: nilpotent

eleman: yoktur. Boylece {B.lemmé.l.l.l} den R nin safar
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bblenleri yokturg

TEOREM.3.38. R birimli bir yari-asal halka colsun.¥x,y€ R
icin {(xy)®=y®x® ise varsa o zaman K komiitatiftir.

ISPAT Teorem.1.15. den bir R ﬁalkasz asal radikali
P{R)=AP3, P3 asal ideal idi. R yari-asal olduBundan
P(R)=(0) dir.Bdylece tecrem.1.10. dan R, R/P§ halkalaran
bir altdirek toplamidir. Oteyandan lemma.l.21. den Pjler
asal ideal oldugundan R4=R/P;{ halkas: asal halkadair.
B8ylece R, R nin bir homomorfik gbrintisy olan Ry asal
halkalarin bir altdirek toplamina izomorftur.@ halde R
halkasini bir asal halka clarak d@siniilebilir.

2

Hipotezde ¥x,¥€ R nin {(xy)®= y°x® olduguna gdre
bu ifade de ¥y yerine v+l yazilirsa {x{(y+1}32={y+1}2x® =»
{x+xy) (x+xyl)-x*-Zyx*-y*x*=0 ve dolayisiyla;
f=x2y+txyx-2yx®, ¥x,y€ R {17
elde edilir.
I DORUM: charR=2 ise o zaman (1) deki 2yx®*=0 olur.
Béylece (1) den x{xytyx}=0 elde edilir.Lemwza.3.38. den R
nin s3fir bilenleri olmadigindan x=0 veya xy+yx=0
dir.Eger x70 ise xy+yx=0 oclur. Ayrica x»=0 oldugzunda da
xy+yx= § olacagindan xXy= -yx= yx elde edilir.
11 .DUROM: charR¥Z ise ¢ zaman {1} de y yerine y+y® yazi-
lirsa 0= x®{(y+y2 1+x{y+y2Ix-2{y+y)}2x®= xPy+x2y2+xyx+xy2x-
2yRP- 2y XPoxPy+xyR-2yxPHXCYy Ry e x- 2y x®s xPyR+xyex-2y*x®
olur. Yani;
Oz {xy)®+xy®x-2y*x® ,¥x,y¢€ R; (2}

(1)1 soldan y ile garplllfsa
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2

Ozyx®y+{yx}*-2y®x® ¥x,ye R (3}
elde edilir.(2) ve {3} den

{xXy)2+xy2x-2y2x°=§

-{yx)®yx®y+2y®x® =0

¥x%2y-xy*x=0 ve dolayisiyla

yx®y=xy®*x , ¥x,y€ R (4}
elde edilir.{(4) de vy yerine x+y vazilir ve {4} kullana-
lirsa; 0= (x+y)x® (xty)-x{(x+y)2x= (x3+yx2 ) (x+y)-x(xty) (x+y)x
:x4+x3y+yx3+yx2y—x4+x2yx~xyx2~xy2x ve dolayvisiyla

O=x3y+yx3- xlyx-xyx® ¥x,y€ R (5}
elde edilir. (8} de x yerine 1+x yazilir ve (5} kulla-
nilirsa 0= {1+x)3y+y(1+x)3- (1) 2y (1+x)- (L4x)y(14x)2
= (14 3x+ 3x24+x3 )y y (14324 3x24+ %3 ) (14224 %2 ) {y+yx)

- {y+xyr{1+2x+x®)

=2x®y+2yx®-4xyx ve dolayisiyla

=2 {x®y+yx®-2xyx), ¥Yx,yve R {6}
elde edilir.Bdylece chary 2 oldugundan xPy+tyx®-2xyx=0
dir. Dolayisiyla (8} da ¥ vyerine y+y® wyazilir ve
X2y+yx2-2xyx=0 ifadesi kullanilirsa;0=x2{y+ty2)+{yty®)x°-
Zx{y+y2Ix = xBPyR+yx®-Zxyx+x®ytyx®-2xyx den

Oox®y*+y2x®-2xy®x , ¥x,v€ R {7}
elde edilir. Ayrica yx®Py+{yx}3-2y*x®=0 ifadesinden {(yx)3=
2y2x®-yx®y =y x%y2=2{xy)®-yx®y elde edilir .Bu ifadede x
ve ¥y nin rollerini degistirilirse y3*x®=2{yx)}%-xy%x elde
edilir.{4) den ve (3} den

xXBy2=2{xyi®-yx®y ve yE*x®=2{yx}®-xy®x, ¥x,y€ R (8}

elde edilir. {(8) deki ifadeler toplanirss;

O=Z2yxny- {xyr2-{yx)* ,¥x,yé R {(9)



0=y -y, Ba,vE R {210}
glde ediiir. chaR#2 pldugundan {10) dan {(xy-yxu1}?=0 elgde
edilir. Lemma.3.37. den {xy—yxi= O =2 wy= yx Qlurﬁ

fAisagGadall Brnek teorem.2.38. in  herhangi bir halks

igin gegerli olmadigain: gisterir.,

1
CRNEK: R= ({ i? 0} { a,b0 € I ¥ olsun., R halkas: W®¥x,yE R
igin {xylil=y2Ix?  hipotezinil saglar; fakat R komitatidf

degildirﬂ

K3zim Kaya {1984}
UYARI-AGAL HALKGLARIN KOMOTATIFLIGE: HLE ILEILY 1KY UYARI

LEMMA.3.39 R bir &sal halks ve x,y€ R, =70 olsun. x, »y £

ZiR)Y ise o zaman vyt Z4iR) dir.

I1SPAT: »,wy&€ Z{R} alalzxm.Bu durumda ¥z€ R igin wyz=zxy=s

#2zy dir. Bursdan xyzsxzy alanarsa xi{yz-zyi=0 elde

edilir. Bbylece Wr€ R igin rxiyz-2y)=0 ve dolayisayla
Rrlyz—zy)={0} oglur. =& Z2{R)} oldugundan =xRiyz-zyi= {0}
clur R asal halka oldugundan teogrem.!.20. den x=0 veya
{yz—zy}= O dar. »#¥0 cldugundan yz-zy=0 , ¥z2€ R = y€ Z{R)}
a}ufﬁ

LEMMA.3.40. R bir asal halbkas olsan. ¥2€ R igin xBe  ZA{R}

clacak bigimde sabit bir n>! tamsayis: varsa o zaman R

nin safardan farkl: nilpotent elemanay yoktur.

ISPAT 0Fa€ R ve a®=0 olsun.Bu durumda ¥r€ R igin ar€e R
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olacagindan thipotezden {(ar)}®€ Z{(R} dir. Dolayisiyla

®  ¥re R oclur. Bdylece {(aritar= aflar)®r

{aritaz afar}
D {ar)tiza? (ra )t~ ir® = (ar)Btiz0, ¥re R elde edilir.
Yani;aR idealin her elmanin sabit bir kuvveti sifairdar.-
Eger aR#{(0) ise o zaman [H.lemma.1.13 ile celisir.
O halde aR={(0) dir. R asal halka oclacagindan a=0{ dirg
LEMMA.3.41. R zzal bir halka ve ¥x,vy€ R icin {xyi2-y=x®c
Z{R} ise o zaman R komltatiftir.
ISPAT 1lk olarak Z{R)}¥(0) oldugunu gosterelim. Z{(R}={(§)}
olsun .Bu durumda {(xy)2=y®x dir.Bu ifade de x yerine x+y
vazilirsa i {{x+yly¥®=y2(xty)® = (xy+y®){xy+y®)-
y2{xt yH{x+yI=0 = (xy)2+xyd+yexyiyd-yex2-yoxy-yIx+yi=0
= xy3—y3x+(xy)a—y2xa:0 =% xy3~y3x:0 ve dolayisiyla y3€
Z{R) dir. Lemmz.3.40. den y=0 olur.Bu ise bir c¢eliski-
dir. 0 halde L(R)7(0) dir.
Buna gdre 07Fr€ Z{(R) zllaim.hipotezde x vyerine xtr
yazilirsa {{x+tr)}y}®-y2{x+tri®e Z{(R)=> (xytryl){xy+try)-
y2i{xtr H{xtri€ Z{RI)=» (ay)2+{xy){ryi+l{zyr{xy}+{ry)=-
yR2{x®+xr+rx+r2}c Z{R) =D xyrytryxy-yixr-y2rx+{xy)®-
X2y2+{ry)2-y2r® € Z{(R} = xyry+tryxy-y2xr-y3*rx € Z{R}
= x¥qr+yxyr-2y%xr € Z{R) = {xy*+yxy-2y2xir € Z{(R}
elde edilir. BYylece lemma.3.38. dan:
{xy2+yxy-2y2x)r € Z{E) ‘.(1}
elde edilirg
I.DUROM: Eger charR=2 ise ¢ zaman 2y*x=0 olacagindan
xye+yxy € Z{(R) dir. Bu ifade de x verine xy vazilirsa
xyy2+yxyxy € Z{R) = {xy2+tyxyly € Z{R} dir.Dolayisiyla
lemma .3.38 . dan ‘
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{1) xy*+yxy70 ise y€ R olur. © halde ¥x€ R icin,

xy=yx ve dolayisiyla R komiitatif
{11) xy*+yxy=0 ise © zaman:

{xy+yx)y=0 {2}
olur. {2) de x yerine r alinirsa {(ry+tyriy=0 = ry3*=-yry
elde edilir. Tekrar {2) de x yerine xr alinirsa
{xry+yxriy=0 bulunur. Bu iki ifadeden yxrijyryzﬁ elde
edilir. Bu ifzde ¥x, y, r€ B icin gecerli oldugundan
{yz-xy)Ry= (8} dir. Dolayisiyla R asal oldugundan
teorem. 1.20. den yx-xy=0 veya y=0 dir. Eger y#0 ise yx-
xy=0 dir. Eger y=0 ise yx-xy=0 olur. Her durumda da yx-
xy=0 ocldufuna gdre yx-xy=-0 = yx=xy elde edilir.

II DURUM: Eger chaR¥Z ize o zaman hipotezde X yerine xty
yazilirsa;.

xy3-y3x €Z(R) ,¥x,yE R (3}
elde edilir.{3) de x yerime xy3 yazilirsa (xy3~y3x}y3€
Z{E)} bulunur .Bdylece lemma.3.38. dan xy3~y3x€ Z{R}
yarni; xy3~y3x10 oldugundan y3€ Z{K} ,¥yc R dir. Dolaya-
siyla [8,tecrem.1l den R komiitatiftir veya R nin komﬁ-
tatif ideali D{R) nildir Oteyandan teorewm.1.45. den R
nin nil idealleri yoksa R komitatiftir Lemm=z.3.40 dan R
nin nilpotent elemanlar: olmadigindan D(RI={(0) ve
dolayisiyla R homlitatiftirg
LEMMA . 3.42. R bir halka ve ¥x,yc R icin {xy}*-y2x® €
Z{R}) ise o zaman D(RYEP(R) dair.
ISPAT: Lemmz.1.21. den B nin keyfi bir P asal ideali

igin R= R/P asal halkadir. BSylece lemma.3.41. den R ko-
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mittatiftir. O halde ;¥%,¥€ R igin [7,¥3I=3§-¥7=0=P dir.
Buradan fux,y3%2 P clur.Yani ¥x,y€ R igin Dx,yl&RFP;,Py
asal idesl teocrem.!.15. den FR)=0P;,P; asal ideal cldu-
guna gbre [x,y3€ PR} dar. ﬁteyandaﬁ Ex,y3€ D{R} oildugu
acik. 0 halde DIRYSEPI{R) dar

-
TEDREM.3.43. R bir wara—-asal! halka ve ¥ x,yvy€ R igin

tuy}2—p2x2€ Z{R) ise o zaman R komutatiftir.

ISPAT: B yari—asal oldufundan tanim.l.l4 den PLIRI={0)
dir. B&ylece lemma.3.42. den DIRIGP{(R) olduguna gore
D{R={0) ve dolayisaiyla R kom&tatiftir.

UYARI .3.44. R bir halka clisun.¥x,ye€ R igin {xylf-y2x2<E

Z{RY ise o zaman KR nin idempotent elemanlara: R nin
mer kezindedir.

1SPAT: e£ R ve = idempotent olsun. Hipotezde » yerine e
yazrlirsa {eyl?-y2ef Z{R) olur. Yani {{ey?i-ylele=
el{i{eyi?-y2e} dir. Bu esitlik sagdan & ile garpirlirsa
{{eyl)2-y2ele= slley)2-y2ele = {eylle-y?2e =gi{ey?le-ey?le
olur .Buradan {eyl)le=ei{eylle ve yieseyie elde edilir.
y2?2e=eyl2e de y yerine e+y yazilarsa {e+ylle= ef{etylle

=) leteytye+y2ie = eleteytyety?le = pteytyetyle
=g+eyeteyeteyle =) ye=éy& elde edilir .Benzer distunce ile
hipotezde vy verine e yazilarsa j ¥x€ R igin ex~exe elde
edilir.Bu ifadede = . yerine vy vazilirsa ey=gye ve
dolayisiyla ¥y€ R igin ey=ye elde sdilir .BOylece € Z{R}
Dlur.

TANIM.3.453. R bir halka ve a€ R olsun.d:R— R,

gdonGstmit {a) dix,y)=di{x)+diy) ve {(b) dixyl= dixdy+rdiy}
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kosullarany saflarsa o zaman d ye bir turev denir.

TANIM.3.446. R bir halka ve at R olsun dg:R— 3 R

r—3 ar—-ra bigiminde tanimlanan tlreve ig tlrev denir.

LEMMA.3.47. R bir asal halke ve ¥Wu,y€ R igin x2y?-yix2g

Z{R} ise o zaman R komitatiftir.
ISPAT: 11k olarak Z{R}F {0} oldugunu gbsterelim.Eger
ZiR}=0 ise o zaman hipotezden

O=n2y2-y2x2, ¥u,y€R 4}
clur.{4) de x yerine x+y yazalarsa {nu+y)}2xl=y2{x+y)2 =
(x+y d{nty In2=y 2 {nty dinty }=D {xy+yr)y2=y2{xy+yxn} bulunur.
Burada » vyerine x»+iny—y»} vyazilarss (it iny—yx )iyt
Vit iny—yr}IIIyI=y 2 {intiny—yxddytyint{ny—yx}}} oclur.
Bolayaszaylsa bursdan;

(nyl-y2xly2=y2{xy2-y2x} ¥yu,yE R {53
elde edilir.
I.DURUM Eger charR#2 ise o iéman DVE:R__aR s H——PRY Ty Ty
diniistimil ig tlrev {devivation) oclmask Gzere {35) i1fadesi;

BYEDVE(th ,@xE R {73
bigiminde.yaleabilir.{EE.tearem.l}‘e gbre (7} den Dye=0
dar. Yani; xy2Z-y2x= { :Q}dugundan v2= { dar, Dolayisaylas
¥ w,y€ R igin xy?=0 dar.Bu ifade de vy yerine xty
vazalirsa xint+y}2=0 =p xyx=0 ,¥x,y€ R igin oclur.Boylece
»Rx={0) ve R asal ocldugundan teorem.!.20. den x=0 olur.
Bu ise bir geliskidir. O halde Z{(RIF{0} dar.
I1.DURUM: Eger charR=2 ise o zaman (3) ifadesi oy Sy 2y 2 —

y2xy2+yqx=0==> xy“+yqx—8y2xy2=0 =) xy“+y“x=0
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lemma.3.40. dan y=0 dir.Bu ise bir c¢eliskidir.¢ halde
Z{R)F(0) dar.

$imdiﬂ 07 re Z{(R} alzlam.Hipotezde x vyerine x+r
vazilirsa {(x+r)2y2-y2{(x+r)2€ Z{(R) olur. Buradan:
2ri{xy®-y2x3€ Z{(R)} bulunur. Lemmza.3.39. dan Z{(xy*-y%x)E
Z{R) elde edilir.
1.DUOROM: Eger charR¥2 ise o zaman Z2{xy>-y2xi={(xy*-y2x}-4
(xy*-y®x)e Z{(E} ve dolayisiyla {(xy*-y*x)€ Z{(R} dir.0-
halde (xy®-y2®x)y*=y2{xy®-y2x} wve dolayisiyla DyZDyz(x}
=0, ¥ x€ R oclur. Bsylece [{22.teocrem.1.l den Dyzzo ve
dolayisiyla xy*-y*x=0 olur.Bdylece y*€ Z{R) olur.Buradan
¥ yerine x+y yazilirsa {(xty}®=x+xytyxty2e Z{(R} wve
bdylece ;

xy+yx € Z{(R} ,¥xz,y€ R . {8}
elde edilir.{(8) de x yefine Xy vazilirsa {(xy+tyxiye Z{R}
oclur .Bbylece lemma.3.35.

{1} xy+yx7#0 ise y€ Z{R) dar.

{ii} =xy+yx=0 ise burada x yerine x-y yazilirsa
(x-yly+y{xn-yIi=0 = xy-ye+xyx-y*=0= xy+tyx-Z2y*=0=> —Zyé:O
=% y2=0 bulunur.Buna gdre O=xy® ve y yeriné x+y yvazilir-
sa O=x{x+y}®=xyx , ¥x,y€ R icin bulunur.Bdylece :xRKx={(0}
ve R asal ocldugundan teorem.1.20. den »=0 oclur.Bu ise
bir c¢eliskidir. O halde xy+yx70 dir. Bdylece R konmi-
tatifiir.
2.DUORUM: charR=2 ise o zaman hipotezde x yerinex+y®
vazilirsa {(x+ty2)2y3-y2{(x+ty2}2 € Z(R) = {(xty2){xty®ly®=
y2 (rty2 ) (x+y2 )€ Z(R)Y =D x2y2-yx2+xyi-yixe Z(R)

= xy4—y4xe Z(R) olur.Burada x yverine xy4 vazilirsa
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(xyé—y4x)y4 € Z{R) olur.Bdylece lemma.3.39 dan vie  Z(R)
¥V yv¢ R elde edilir.¢ halde lemunz.3.40. dan R nin
nilpotent elemanlar: olmadigindan R nin nil ideali
yoktur .Oteyvandan [8.teorem.13 den ya R komlitatiftir ya
dz D{(R) nildir. Bdylece ,¥x,y€ R ig¢in [x,yl€ D(RI=(0}
oldugundan R komlitatiftirg

LEMMA:-3.48. R bir halka ve ,¥x,y€ R igin x®y®-y®x"€ Z(R}
ise o zaman D{(R)SP(R) dir.

ISPAT: Lemma.l1.21. den R nin keyfi bir P asal ideali
icin R/P asal halakdir. R/P, xPy®-y2x® Szellipgini sag-
ladigindan lemms .3.47 den R/P komiitatiftir. Dolayisaiyla
¥%,5€ R/F icin XJ-7%=0=P=> xy-yx€ P olur .Bdylece ¥x,y€ R
igin [x,yle 0OP;,P; asal ideal olur.Teorem.l.1d. den
P(R)=NP;,P; asal ideal olduguna gire Ix,ylec P(R} dir.
Oteyandan [x,yl€ D(R} oldugu aciktir. O halde D(RISP(R}
dirg

TEOREM.3.48. R bir yari-asal halks olsun . ¥x,y€ R ig¢in
x2y2-y2x2€ Z{(R) ise o zaman R komtitatiftir.

iSPAT: R yari-asal oldugundan taniw.1.17. den P{(R)={0)}
dir. Lemma.3.48 den D{(RICP(R) olduguna gdre D{R}={0} ve
dolayisiyla R komiitatiftirg

UYARI 3 .50 R bir halka olsun.¥x,y€ R igin x®y®-y®x®€
Z{R} ise © zaman R nin idempotent elemanlari: R nin mer-
kezindedir.

ISPAT: e€ R ve ¢ idempotent oisun.Hipotezde ¥y yerine e
yazilirsa x%e-ex®€ Z{(R} ve dolayisiyla {xPe-ex®)e=

e{x®e~ex?) dir.Bu ifadeyi sagdan e ile «c¢arpip ¢ikan

92



ifade de x yerine x+e yvazilirsa:{x®e-ex®le-ex®e-ex®e =—
x%e-ex®e=0 = {(xte}e-e{xtel®ex {0 = (xPtxetextele-
e{x®+extxete ezl = xae+xe+exe+e-exae+éxe+exe+e: g =
xe-exetx®e-ex®e=0 =Hxezexe elde edilir!
{x%e-ex®leze{x®e-ex®} ifadesini soldan e ile c¢arpip ;
cikan ifade de x yerine x+e yazilirsa ex-exe elde
edilir .B¥ylece buradan ex=xe ve dolayisiyla e€ Z{R} elde
edilirg
UYARI.3.51: R bir vwyari-azsal halka ve ¥ x,y€¢ R icin
{x2,v3-Ix,¥y%21€e Z{R) ise © zaman R nin idempotent eleman-
lar: merkezdedir.
ISPAT: Hipotezde x yerine € yazilirsa {e,yl-{e,y21lc Z{(R}
ve dolayisiyla {{ey-ye)-{ey®-y2el)lteze{{ey-yel)-(ey®-y3e}}
clur. Buradan;

fae+ey2+26ye:ey+ye+26y2e .(9)
elde edilir. {8) da ¥ wverins y+e alinirsa i
(y+e)2ete{yte }2+2e{yte leze{yte }+{yte let+tle{yte}®e =)
yveetyeteyeteteyteyteyetetleyet+le-eytdetyetleyetieyetleyetie
=D yReteyit+leve-ey-ye-Zeyleteytye-Zeye=0 ve dolayisiyla
{9} kullanilarsa;

eytye= Zeye ‘ {187
elde edilir.
I .DURUM: Egei charR=2 ize © zaman eytye={l = ey=-ye=ye
ve bdylece e€ Z{(R} olur.
IT1.DURUM: Eger charRY 2 ise o zaman {18) ifadesini
eytye-eyeteye=> eye-ye-ey-eye=> {ey-yele=e{ey-ye) olur.

Boylece lemma.l.49. dan e€ Z(R} olurg
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4 .BGt M.

MERKEZ! SIFIRDAM FARKLI ASAL HALKALARIN
KOMGTATIFLIGE ILE 11 GiLt BAZI SONUCLAR
LEMMALSG .. R bir halks ocilisun. ¥x, vy € R igin
Ew, Ewn,y33=0 ise o zaman her pozitif n  tamsayais: igin
Twl, ywi=nwD"20x,yd dir.
ISPAT: temma.2.9. da vyapilda.

LEMMA.4.2. R merkezi safargda farkl:z bir assl halks

olsun.
\

{i¥n,y € R.ye z € ZA{RY igin wPIx,y3=0={x+2300Ix,y3
olacak bigimde bir n2! tamsayis: varsa o zaman I[x,y3=0
dar.

{1i) o sabit bir pozitif tamsay:r oclmak Gzere Wx,y
€ R igin [xP,y%3=0 ise o zaman kixT,y3=0 olacak bigimde
bir k& pozitif tamsay:r wvardar.
1SPAT: (1) O={x+2)BLu,yl ifadesi soldan x"7! ile
garpilairsa;

0=x9*i(x+2)n[x,y1

sx T (kM +nxT "z, L +nxz® 427 ) Dx, 5 2

=X AN I,y J+nx T hzxIx,yl4 ., %

Nz T R Ik, y 342 uR T3y oy 3

SR AR SR
elde edilir. Dalayiswiyla;

O=rz"x7"1in,y3, VP £Ricin

=PRI T A,y 3
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olur. R asal halka oldugundan xH" i{x,y1=0 dir. Otevandan
O=xf{x,yi={-z2+{x+tz)}}{x,yl ifadesi scldan (x+z)0" 1 ile
garpirlirsa;
Oz (xtz)}0 {-z+{x+z )30 {x,¥y]
={x+z )07 -z ) 0+n{~z )0 I {x+tz }+. . tnl{-z )} (x+tz )0 420} x,y]
S{x+z) -2 x, yHnl-2)0" T(x+2)Bx, y1+ . H{xtz)072
{(x+z ) 3ix,y]
={(~z}{x+2 )" 1 x, ¥y}
elde edilir. Dolayisiyla:
sr{-z){x+z)0"1{x, ¥yl , ¥r € R i¢in
={-z)0R{(x+z )T 1{x,y]
oclur. R asal halka oldugundan {(x+z)P 3{x,y3=0 dzir.
Bsylece, x0T x, yi=0= {2tz 3{x, vl elde edilir. Bu
metodla devam edilirse x{x,yi=0={(x+z)ix,y]l = =zix,y3=0
bulunur. Biylece ¥r € R igin O=rzix,yl wve dolayisivia
zRI{x,¥1={8) elde edilir. R a@sal ve z ¥ 0 oldugundan
{x,y1=0 dirg
{ii) ¥x, ¥ € R igin [x,y11=0 ocldugundan =z € Z{R)}
oclmak Gzere y yerine y+z yvazilirsa .
O={xB, {(y+z)0}
=[x1, yhtnyh- g+ | | +pyzfh- 14+z0]
I{Xn,y33+{xn,nyn“1z}+...+{xn,nyzn“l}+{x§zn}
srxn, (- 2laela®, Ryt 21z, +0xf, (nog dylaiol
elde edilir. Bu ifadede j5=1,2,%1,...,0-1 olmak {izere ¥
yerine Jy yazilirsa; )

K] 3 s o 7‘ o -
0=30xT, (A 1B 34530x0, (qig dyR1af 24, 4

KL P 2 yyh~ 1z



bulunur. §=1.2,3,...,0-1 icin bu ifade acik clarak ;
=[x, (aly Iyl 1e{xt, (Aly*lafZe. . +[x0, ([)ye-21g
=200, (pl)ylaftie2e0an, (Wh)yelzit 26+
on- 1 T (g?}yn~13z
0= (n-1)0xm, (M) )¥1a0~ 2+ (n-1)20x0, (nig)yelai-2¢. . .+
(n-1)n-1lpxn, ('E yyi-1lz
biciminde vyazilir. Bu denklem sisteminin katsayilar

matrisinin determinanti;

1 A 1

2 22 . . . . . 2071

e e e e e el e e = 4 F0
n-1 132 . . . {n-1)01

dir. Bu nedenle denklewm sisteminin sifir ¢bzlimll vardar.
g=fxn, (t{zL)y}zn“l ifadesini distinltirse ¥ € R icin
O=rzfi~1 (r{ll}{xn,y} ve dolayisiyla zn"lRﬁgji}{xn,y3=(G}
olur. R asal oldugundan {ﬁll){xn,y}ZO olur. (f{lL =k
denilirse, kix",yi=0 elde edilirg

LEMMA . 4.3, R merkezi sifirdan farkli asal ve n-torsion

free bir halka olsun. ¥x,y € R icin [xB,y03=0 ise o

ZERIAT
(i) ¥Ya € N, ¥x € R icin [a, x03=0 dair.
{ii) B komltatiftir.
i : {1} a nilpotent oldugundan ¥x € R ve ¥k icin

[ak, x%31=0 olacak bicimde bir m pozitif tamsayisi vardir.
Iste bdyle tamsayzlarin en kiclizgd mg, olsun. Yani;
fg (e, 21)  minimal olmak Uzere ¥x € R ve ¥ k2m, igin
{zk x831=0 olsun.

Iddia mg=1 dir. mg 71 olsun. Bu durumda m,22 dir.
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Lemma 'nan 0=IxD,y03 hipotezinden z € Z{R} glmalk toere ¥ax

R igin [{z+aMmOB72)n, xn3=0 dir. Dolayisiyla buradang
C=L{z+aM0721yn, wn]
={zn+n2n—1}nam&—1+._.+nza<ma—1}(n—1}+aimg—1}n’xn3
=€2“,x“3+n£2ﬁ"lama"l,xn3+&ﬂt}[z‘—E} aimo—222 ymie
_._+ﬁ{2a<ma—l)(n—1}’xn3+{a€mo—1}ﬂ,xn3
=nfzD72aMT2 w03
elde edilir, glnkily k=img—132 2 mgy dar. R n-torsion free
cldugundan O=[z072aM72 w01 dar. Boylece buradan
O={2072 xN31aMB7 207200072 wn] bulunur .Dolayzisiylas
W r€ R igin O=rzBT[afb72 yn] => RTIRIAMO™I y013={0)  ve
bBylece R azsal oldugundan,0=I[af071 _un]} elde edilir .Buise
mp nin minimal olmasiyls gelisir. 0 halde [a,xB3=0 dar.
{13} (i) de ¥» € R igin La,x¥1=0 clduguna gire
a,b € N igin [a,bR1=0 dar. Bﬁyléce wkrt icin La,b¥3=0
glacek bigimde bir po;itif t  tamsayaisi vardar. iste
bbyle tamsayilaran en kgl tg olsun. Yaniy to{ig 21}
minimal olmabk Gzere; a,b € M ve ¥k 2 t5 igin {a,bk}=0
‘olsun.
fddia £0=} dir. to#F! olsun. Bu durumda tg22 dir.
fa,»n3=0 da =2 € Z{R) D}mag tizevye » yerine 2+h B2 yazi—
lirsa ¥a, b € N , ¥z € Z{R) icin fa,{z+b¥0~2)13=0 olur.
Buradan 3
O=f[a,{z+bt0"2)n3
=[a,gzn+nzn—xbtafl+._,+n2(t0—1)£n~1}+hito+1)n3
=fa,z03+nlaz? 250723+, | (4nfa,zbito-2)in-233,

{a,b‘(tcﬁ-l)n}

=fa,zRi+nlzi"2pto23
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elde edilir .R n—torsion free oldugundan, O=[a,=z0"25t0723

olur .Dolayisiyiag

O=fa,zn"ipt0 2 3=on"25 ptO~13ep5 an-213pto—2
n-2 to-2
=207 s BN 3
. “ -— + o —
bulunur ., ¥ £ R icin O=rz072{a,b™® 723 ve dolayzrsayla

2R ,518T23=(0) ve R asal cldugundan f[a, bio-231=0
elde edilir. Bu ise tg nain minimal clmasayis gelisir. O
halde; [a,bl=0 ve M kom&tatiftirn

LEMMA.SH.4. R bir halka olsun. ¥x, y € R igin [xh, »7B1=0

iee o zaman DIRYE M dir.
1GPAT « {23

PEMMA.LG.S. R merkeri smafardan farkl: asal ve n-torsion

~

free bir halka olsun. ¥x, vy € R icin {x,y83=0 1ise o
zaman W & Z{R) gir.
IGPAT: a € M ve » € R alalaim. & nilpotent oldugundan ¥x
€ R ve ¥k2g igin {x,ak}=0 clacak bigimde bir g pozitif
tamsayisyr wvardar. fste boyle tamsayirlarin en kiglgi gg
olsun. VYani; ggigg2l) minimal oclmak dzere ¥x € R wve
Whk2gg iginm [»,a%3=0 clsun.
fddia go=! dir. gg #! olsun. Bu durumda ggr2 gir.
z€ Z{R) olmak tizere; Hipotezde vy vyerine 2+389°9731 yarilar-
sa 3 O=[», {(2+38973)983 clur.
‘ O=I%,{2+a0072)03={x,204+n 20" 2588 2, | 4nzafqo-2lin-2dn;
=[x,z2034nixn,2" " 2a89 2 3¢, . . +nix,zal@o-2}in-2dng,
[%,a8072)n3
=pin, 2N 13008713

gelde edilir .R n—torsion free ocldugundan, 0=2073{%,al8721
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clur. Dolayisaiylay W € R igin O=r2D72 05,598 723 ve
buradan  zPTIR{x,a88713={0) we dolayisiyla R asal oldu-
gundan [»,a8%7311=0 elde edilir. Bu ise g5 nin minimal
olmasiyla gelisir. Boylece; {x,a3=0 ve MN&ZiIR) alurn

LEMMA.4.68. R merkezi safardan farklx, asal wve n—-torsion

free bir halka oclsun.

{i) >0 tamsay:r olmak lzere ¥x, vy € R igin
nxTIx,y3=0 ise o zaman R komittatiftir.

tii) ¥ x, y € H igin ExB,y3=0 ise © zaman R

komiitatiftir,

4

ISPAT: {3y », y € R ve z € Z{R) alalim. ¥xu, vy € B igin
nxPix,y3=0 clduguna gbre % yerine x+z yazilarsajs
Cenix+2)y®iutz, yI=ndx+z)IMIxn, ¥3
glur. Bbylece lemmz.4.2.41) den nix,yi=0 ve R n-torsion
free oldugundan £x,y3=0.ve dé}aylsly}a R komitatif oclur.
{ii) [x%,y3=0 cldugundan lemma.4.4. den DIRVE N olur.
Cteyandan lemma.t.5. den NEI{R) plduguna gbre DIR}ENEZ
clur. BEylece bursadan ©[x, [x»,y33=0 dar. O halde
Viemma.é.i. gen [xW,y3=0=nxP"2{x,y] ve dolayisayla {i) den
R kom&tatiftirg

TEOREM.4.7. n, sabit bir pozitif tamsayi: olmak lzere; R

merkezi saifardan farkl:, ssal we n-torsion fres bir
halka olsun.¥x,y € R igin IxB,yR3=0 ve [x,{ny)}P-{yx)}n1=0
ise o zaman R kamﬁtatiftirﬁ .

ISPAT = [aB,y03=0 plgugundan Yu € N ve ¥d € R igin
lemma.4.3.41) den fu,d®3i=0 dair. #Afyrica lemma.s.2.{(311)
gden kixB,y1=0 oplacak bigimde bir k poziti{ tamsayis:

vardar. Lemma.4.4. den D{(RI&EN oldugundan IxB,y3 € N
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dir. O halde | ¥u € N ve ¥d € R icin [u,d™3=0 oldugundan
[x™, {x*,y311=0 dar. Boylece lemma.4.1. ve kix®,y1=0 dan:
O=haxnt B33 [x® =[xk yI= [ (x5, y] (1)
elde edilir. $imdi keyfi a, b € R alzlim. Bu durumdsa,
[x, (xy)"-{yx)"1=0 ve (1) kullanilirsa;
0={a, (aafk 1p)r-(afk 1hz)*]
={a, (aaftkb) (alkb) . . (afikb)- (a0 1ba) (aBk 3ba). ..
{ank-31ba}] |
={a, (ank)yrpr-gnk-1n(gnkpyn-153
={a,af®kpr-gnk-1ank{n-1)pvg)
=[a,aab k- ipr_gnk- 140 k-nkpeg g
=[a,aal B 1pr-gn®hk-1png3
={a, [a,ant®k 1pr3]
=afn®k 1[4, {a,b"1] , ¥a, b € R (23
elde edilir. (2} de z € Z{R) olmak tizere 3 yerine at=z
yazilirsa ;
0=(a+z)n°k"1{a, [a,b"1] (3)
elde edilir. (2}, (3} ve lemmzn.4.2.{(i) den 0={a,{a,b™1]
elde edilir. Bbylece lemmza.4.1. den .
fa®,b"}=0=na®" 1{a,b™"1 , ¥a, b € R (4}
elde edilir. Tekrar lemma.4.1. den ;
[{a+z2)?b®1=0=n{a+z )" 1{g ,b"]}, ¥a,b € R ve ¥z € Z{R} (5}
olur. Biylece {4}, (8) ve lemma.4.2.{(1i) den nfa,bi=0 ve
R n-torsion free oldugundan {a,b"%3=0 elde edilir.
Dolayisiyla lemmz.4.6.{(ii) den R komltatiftirg
SONUCc.4.8. 1, sabit bir pozitif tamsay: olmak Gzere, R

merkezi sifairdan farkl:, yari-asal n-torsion free bir
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halka olsun.¥x,y € R igin {x7,y71=0 ve [x,(xy)"-{yx373=0
ise o zaman R komitatiftir.
ISPAT: E wyari-asal ve P ocanun keyfi bir asal ideali
olsun. Bu durumda lemma.l.21. den R/P bir asal halkadzar.
X, ¥ € R/P igin [E®, $°1=0 ve (X, (XFI™-{(¥%)*1=0 dar.
Gercekten ; [I", PRI={{x+P7, (y+EI)"I=Ix™+P, y"™+Pl=
(XTHP Y (P )~ (P (™D )= xVy P {y x4+ P iz (X y -y x T 34D
=P=J dir. Benzer olarak [X, (RF)"-(FX)"1=0 olduzu gdste-
rilir. Bdylece: teorem.4.7. den R/P komltatiftir. O hal-
de ; X, ¥ € R/P icin [X, F1=0 => [x,y1#P=P => [x,y1 € P
dir. Dolayisiyla buradan [{x,y] € 0P3, Py asal idealdir,
B yari-asal olduBundan tanim.1.17. den P{(R)}=(0} dir.
Oteyandan teorem.l.18. den P(RI=NP;, P; asal olduguna
gdre {x,y1=0 ve dolayisiyla R komltatiftirg

EG 4.8. 1, sabit bir pozitif tzusayi élmak tizere: R
merkezi sifirdan farkli, asal ve n-torsion free bir
halka olsun. ¥ x, ¥ € R igin [xK,yR1=0 wve (Ixl,yli=g
clacak bicimde aralarinda asal pozitif tamsayilar warsa
o zaman R kowmlitatiftir.

iISPAT: %k ve 1 aralarinds zsal oldugundan rk-sl=1 olacak
bicimde r ve s pozitif tamsayilari vardir. Eger n=sl ise
o =zawan rixunt+l dir. Dolayisiyla [xk,yk3:0 ve [x},y11=0
ifadelerinden [x®,y*1=0 wve [x01Y1 yntijzg ifadeleri
bulunur. Biylece: lemm=a.4.3.{ii} den N koulitatif bir
idealdir. © halde; bir v € R alalzm. ¥a2, b € R igin
{ably=a{byl={(byla=b{yal=y{ab) oclur. Bdylece ;

Necz Z{(R} , ¥z, b € N ve ¥y € R {1}

Oteyvandan ¥x, y € R icgin {x%,y"1=0 ocldugundan lemma.4.3.
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cgin fa,y"3=0 dir. Ayrics ¥x,y € R

123
e
(1.
m
2
P
(24}
~
m
o
[

icin IxliFr v+ i3=0 olduguncan lemma .4 .3.41) den

[a,ynl=0={a,y""23, ¥a € N, ¥y £ R (23

Simdi; Ex¥,ynI=0 ifadesinds w yerine y+a yazailair-—
sa [{y+ain,y0l3=0 elde edilir. Teorem.2.11. de S.:DDIA
daki gibi J{R} nin yerine N alarak islemler yapalirsaj

O=yEntira vl | Waf M, Wy € R {3)
elde edilir. {3) de z € Z{R) olmak lUzere y vyerine y+z
yazrlirsa

O={y+2)EN%205,v3, ¥a €N, ¥y € R , ¥z € Z{R) {4)
elde edilir. Béylece {3}, {4} wve lemmz.4.2.{1ii} den
fa,yd bulunur., Yani; NSZ{R) dir. Dolayaisayla E(xB,yn3=0
cldugundan lemmsz.4.4. den DIRI&EM idi. O halge; ¥x,y € R
igin Ixn,y3 € Z{R) dir. Bdylece lemma.b4.!. den ;

O=LxB ,yN3=npxB730x, w03, ¥x, vy € R {3
elde edilir. ﬁteyandan Inn,ynl3=0 ifadesinde ¥z £ ZiR}
clmak dzere ;3 » yerine x+z yazilarsas [{x+z)B,yN3i=0 ve
dolayrsiyla lemma.f.i. den ;

O={{nmtz N, yBi=n{n+2 )07 n,y3, Wx, y €R {53
elde edilir. {3}, {&) ve lemma.4.2.{1i} den O=nix,y3d ve R
n—-torsion free oldugundan Ix,y03=0 wve dolayisaiyla

lemma.4.6.41ii) den R komltatiftirg

SONUC.4.10. nv, sabit bir pozitif tamsay:r olmak tGzere, R

merkezi safardan farkl:, yvara2—asal n-tovrsion free bir
halka olsun.¥x,y € R icin I[xK,y¥3=0 ve [zly13=0 olacak

bigimde aralarainds asal pozitif tamsayr varsa o zaman R



xomitatiftir.
ISPAT: R yari-aszal ve P omun keyfi bir asal ideali
olsun. Bu durumda lemms.1.21. den R/P bir asal halkadzir.
¥x, v € R icin [xK yKI1=0 ve {x!,y13=0 oldugundan %, 7 €
R/P  igin de [%K,7K31=0 ve [%X1,713=0 dir. Bdylece
teorem.4.8. dan BE/P komlitatiftir. O halde (X,71=0=F =
{x,¥y1 € P dir. Delayisiyla [x,y] € NPy, Py asal dir.
Oteyandan R yari-asal oldugundan P(E)={(0) dir. Ayrica
teorem.1.15. den P(RI=NP3, P4 asal clduguna gdre I[x,y1=0
ve dolayisiyla R houlitatiftirg
TEOREM.4.11. =n, sabit bir pozitif tamsayi clmak lzere:
R merkezi safirdan farkl:, asal ve n-torsion free bir
halka olsun. ¥x, ¥ € R icin [x",y%1=0 ve [xE,yKle Z(R}
olacak bicimde aralarinda aszal k ve n pozitif tamsayilar
varsa ¢ zaman R komltatiftir.
ISPAT: S, R nin bitiin k. kuvvetten elemanlar tarafindan
tiretilen bir althaika olsun. Bu durumda ;

fx,{a,bl}, ¥x€ R, ¥a, bE S {1}

a, b €6 alalim. 0 halde [x*,y"*1=0 oldugundan
fa™,b"1=0 dzr. B® € 5 cldugu aciktir. (1) ve lemma.4.1.
den [a™,b%3=0=na""" 1{a,b"*] ve R n-torsion free oldugundan

0=z"{a,b"}, ¥z, b €S (2}
dir. [x*,y"1=0 ifzdesinde z € Z{R) oclmak lizere a yerine
a+z yazilip hipotezden [{a+z}?,b"1=0 dir. Biylece (1) ve
lemma . 4.1, den {(a+z)?,b”}:0: n{a+z)a,bl ve dolayisiy-
la R n-torsion free oldugundan;

O={{a+z)"1{a,b"], ¥a,b € S5, ¥z € Z{(R} (3}

elde edilir. (2}, {(3) ve lemma.4.2.{(i) den ;
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O={a.b™}, ¥a,b € S (4}
Dolayisaiyla:

{a, (b+z)"1={a,b" MHula, b 221+ .. .+nla,bzl" 1] +{a,2"]

—pzla,bi 31+, . . +nzlt"3{z ,b]

bulunur. a, b € 8 ve ¥i»0 tamsayisi icin bi e s o ldugun-
dan (1) den [z,bi] € Z(R) olur.Boylece [a,{b+z)"] € Z(R)
elde edilir. Bu ifade ile [a®,{(b+z)%*i=0 ifadesini
birlikte distnip, lemmza.4.1. den {é“,(b+z)“3:0:
naft” i{g, {(b+tz)*] ve dolayisiyla R n-torsion free
ocldugundan ;

Oza™ 1{a,{(b+z)}"1 , ¥a, b € 8, ¥z € Z{(R} {(5)
elde edilir. {x",y"3=0 hipotezinde z € Z{R) oluwak iizere
X vyerine x+z ve ¥y vyerine y+z vyazilirsa, (1} ve
lemma.4.1. den [{a+z)?,{btz}"1=0=n{atz)? (s, (b+z2)*1 ve
dolayisiyla R n-torsion free cldugundan;

O=(at+tz)tt{a,(b+z)"} , ¥a, b € 5, ¥z € Z{R} {(6)
elde edilir. Oteyandan [x",y"1=0 ifadesinde z € Z{(R}
oclmak Uzere y yerine btz yazip, (1} den (3} e kadar
yapilan islemler tekrar yapilairss ;

O=al~1{a, (b+z)}"} , ¥a, b € S, ¥z € Z(R)} )
elde edilir. (8}, (7) ve lewmmz.4.2.{(i) den;

O={a,{(b+z)"} , ¥a, b € 8, ¥z € Z(R} {8}
elde edilir. (1), (8) ve lemma.4.l1. den [a,{b+tz)?*1=0
=n{b+z)1"3{a bl ve R n-torsion free cldugundan;

0= (b+z ) 1[{a,bl, ¥a, b € 5, ¥z € Z{(R) (é?l
elde edilir. Oteyandan, (1}, {(4) wve lemma.4.1. den

fa,b"}=0=nb" 1{a,b] ve R n—torgion free oldugundan;
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0=b"" 1{a,b} , ¥a, b €38 (10}
elde edilir. Boylece, (89), (10} ve lemma.4.2.{(1) den ;

0=la,bl, Va, b € § (11)
elde edilir. Yani ¥x, y € R igin [x¥,yk1=0 dir. Bdylece
teorem.4.9. dan R komiitatiftirg
SORUC .4.12. 1, sabit bir pozitif tamsayi olmak Uzere,
R merkezi sifirdan farkli, yari-asal ve n-torsion free
bir halka olsun . ¥x,y € R igin [x0,y11=0 ve {xkyk3 € Z{(R}
clacak bigimde aralarinda asal pozitif tamsayi varsa o
zaman R komUtatiftir.
ISPAT: R yari-asal ve P onun keyfi bir aszal ideali
olsun. Bu durumda lemmz.l.Z2l. den R/P bir asal halkadar.
¥ x, vy € R igin [x?,y11=0 ve [xK,yk] € Z(R) ise X, 7 €
R/P igin [¥7,571=0 ve [%K, 581 € Z(R/P) oldugundan
teorem.4.11. den R/P komitatiftir. O halde [%,§3=0=P =»
{x,¥y3 € P dir. Dolayisiyla [x,y} € NP3y, Py asal dir.
Cteyandan K yari-asal cldugundan P{(R)=(0) dir. Ayrica
teorem.1.15. den P(R)=NP;, P; asal olduguna gdre [x,y1=0

ve dolayisayla R komﬁtatiftira
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