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OZ

Bu c¢alismada, dual sayilarin Ozelliklerinden faydalanarak E.Study
doniigimii Lorentz geometrisine g¢evrilmigtir. Lorentz i¢ ve dig c¢arpimlarinin
tamimindan faydalanarak, Euclid uzayindaki “Uzay Kinematigi” ve “Kinematik

Hareket” Lorentz uzayinda incelenmistir.
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ABSTRACT

In this study, using priperties of dual numbers, E.Study transformation
which Euclidean is transformed into Lorentzion geometric correspondance. Using
definetion of Lorentz dot and wedge products, “Space Kinematics” and

“Kinematik motion” in Euclid space are obtained in Lorentz space.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

:Reel Sayilar Cimlesi
‘n-boyutlu Reel Sayilar
:n-Boyutlu Euclid Uzay1

:Norm Fonksiyonu
‘Euclid Anlaminda I¢ Carpim

:Lorentz Anlaminda Ig Carpim

:n-Boyutlu Lorentz Uzayi

:Stirtiklenme Hizi

:n Boyutlu Genel Lineer Grup



BOLUMI
L1.TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

TANIM L1.1 (ID-Ciimlesi):V a,a" €IR olmak tizere bir A= (¢,a”)
ikilisine bir siral1 ikili denir.
Bu sekilde tanimlanan IRxIR cumlesi ID ile gosterilir ve
ID={ (a,a") | a,a" € IR }
dir[1].
TANIM 1.1.2 (ID de Toplama):
@ IDxID ——— ID
icislemi A=(a,a"),B=(b,b") ID olmak izere
A®B=(a+b,a" +b")
dir [1].
TANIM 1.1.3 (ID de carpma islemi ):
&: IDXID —— ID
ic islemi A= (a,a”), B=(b,b") €ID olmak iizere
A®B = (ab, ab” +a’b)
seklinde tanimlanir . ® iglemi ID deki garpma iglemi olarak adlandirilir [1]
TANIM 1.1.4 (ID de Esitlik ) : A= (a,a”), B=(b,b") €lD igin
A=B < a=b,a’ =10
dir [1].

TANIM L1.5 (Dual Sayilar Sistemi-Dual Say1 ): IR reel sayilar olmak
tzere

ID =IR x IR

ciimlesi tizerinde, toplama ve esitlik Tanim .1.1.2, Tanim. 1. 1. 3 ve



Tanim I.1.4 deki gibi tamimlanmis ise ID ciimlesine dual sayilar sistemi denir ve
(a,a" ) e ID elemanina da bir dual say: denir [1].

TEOREM L.1.1 : (ID, ®, ®) tg¢liisi birimli ve degismeli bir halkadir.
Bu teoremi biraz agarsak

i) (ID, @) ikilisi bir Abel grubudur.

ii) Ikinci islem ®, ID de birlesmeli ve birinci iglem olan @ iizerine
dagiimalidir. Ayrica, ® iglemine gore birim eleman ( 1,0 ) ve ® islemine gore
ise ( 0,0) dlr[l].

TEOREM L.1.2 : (1D, ®, ®) uigliisii bir cisim degildir.

ISPAT : ID'=ID- {O} denirse (ID',®) ikilisi grup aksiyomlarim
saglamadigi i¢in (ID, ©®, ®) ugliisii bir cisim degildir, gergekten VA = (a,a")
igin

A®X=X®A=(1,0)
olacak sekilde bir tek X=(x,x") €ID ters eleman yoktur. Ciinkii, bu eleman icin
Tanmm 1.1.3 ve Tanim 1.1.4 geregince

A®X=(a,a”) ® (x,x") = (ax,a’x+ax")=(1,0)
ise

ax=1ve a'x+ax"=0

bulunur. Son denklemlerden x ve x"¢oziiliirse
w1 a
X=(xax )=(—’a'_{)
a a

elde edilir. Bu durumda X=(x,x") elemani, A mn ters elemam olmast icin
a# 0 olmalidir. Bu yiizden (0,a") € ID elemanlarinin tersi yoktur.

O halde (ID, @, ®) tglisi bir cisim degildir [l]

SONUC L1.1: ID dual sayilar sistemi, gikarma ve A#(0,a”) olmak tzere
bolme iglemine géré kapalidir.

TEOREM L1.3: ID dual sayidar halkasi IR reel sayilar ciimlesine

izomorf bir alt climleyi alt cisim olarak kapsar.



ISPAT: fID—— IR
(a,0)——f(a,0)=a

seklinde tanimlanan fonksiyonu bir izomorfizmdir.

1) f lineerdir :A= (a,0) ve B = (b ,0) olmak tizere
S(A®B)=f(a+b,0= a+b=f(a,0)+f(b,0)

olur.

2) f bire-birdir: A=(a,0)=(b,0)=B i¢in f (A) = f (B) dir. Gergekten Tanim 1.1.4
geregince A#B demek a = b demektir. Bu da f(A) # f (B) oldugunu ifade
eder. .

3) f ortendir: Vx e IR reel sayisi igin bir tek (x,0)elD dual sayisinin f (x,0)
resmidir [1].

SONUC 1.1.2: Teorem 1.1.3 {in sonucu olarak (a,0) dual sayisi, izomorf
oldugu ‘a’ reel sayisi ile gosterilecektir, yani
(a,0)=a

alinacaktir [1] .

TANIM L1.6 (Dual Saymn Reel ve Dual Kismi): Bir A=(a¢,a") €ID
dual sayisinda “a” reel sayisina A min reel kismi, “a”” reel sayisina da A nin dual

kismi denir ve ReA=a, DuA=a" seklinde yazilir [1]

TANIM L.1.7: (0,1) dual sayis1 kisaca e ile gosterilir, yani

e=(0,1)
dir.
SONUC L 1.3: Tanim 1.1.6 geregince
e ®e=g>=(0,1) ® (0,1)= (0, 0.1+1.0) =(0,0) = 0
dir [1]

TEOREM L1.4: A=(a,a”)elD dual sayisi
A=(a,a")=a+ea"

seklinde yazilabilir.



ISPAT: Tamim L.1.2 geregince A=(a,a”) igin
A=(a,0)®(0,a")
yazilabilir. Tanim 1.1.3 den bu son ifade
A=(a,0)®0,)®(a’,0)
olur. Sonug 1.1.2 den dolay: ve Tanim 1.1.6 dan
A=a+ea
dir [1].
SONUC IL.1.4: IR de tanimlanan (+) ve (o) islemlerine ait kurallar ID de

aynen kullanlabilir.

Bundan sonra @ ve ® sembolleri yerine, sirast ile, (+) ve (o) isaretlerini

kullanacagiz.

TEOREM L1.5 : Iki dual sayinin ¢arpimu sifir ise garpanlardan herhangi
biri sifir olmak zorunda degildir.

ISPAT: A=(0,a") ve B=(0,5") olmak iizere Tamim 1.1.3 geregince
A®B= (0,a") ® (0,6") = (0,0)
olur, fakat A0 ve B =0 dir [1]
TEOREM L1.6: AcIR ve A =(a,a”) bir dual say: ise A skaleri ile A nin
garpimt
M =(Aa,la")
dir.
ISPAT: A<IR oldugundan Teorem 1.1.3 geregince A reel sayst (A,0) dual
sayisina izomorftur. Tamm 1.1.3 den
AA=(L,0) ® (a,a”)=(Aa,ra’)
olur 1].
TANIM I.1.8 (Bir Dual Sziymm A Skaleri ile Carpimi): A reel sayisi ile
A dual sayinin garpimi
IRXID —— ID
AA)—— ARA = (Aa,Aa’)
seklinde bir dig islem olup bir dual sayinin A skaleri ile garpimi denir [1]



1.2.DUAL VEKTOR UZAYI

TANIM L2.1 (Modiil ): Birimi ‘1’ olan degisimli bir halka H olsun. H

izerinde bir modul diye bir S abel grubu ile agagidaki ¢zelliklere sahip olan S

uzerinde bir
HxS —— S
(a, 00— aa
dig islemine denir. a,beH ve a,BeS olmak tizere
My a(otB)=aatbf
M) (a+b)oa=aa+ba
Ms) (ab)o= a(bw)
M) lo=a
ID dual sayilar halkasi tizerinde IDXIDxID=ID? bir modildir. ID nin birimi
(1,0) = 1 olan degisimli bir halka oldugu Teorem L.1.1 ile verilmistir. ID? iin ID

tzerinde bir modil oldugu gostermek igin 6nce (ID,+) nin bir Abel grubu

oldugunu sonra
ID x ID° —> ID’
dig isleminin My, My, M3 ve My aksiyomlarini gdstermelidir.
ID? = { (A1 A,A3) | A1, Az, A3 € ID }
cimlesinin her bir eleman: bir biiyiik ile gosterilirse AeID igin A= (A A; Az)
veya A=(A;),1=1,23 notasyonlarindan biri kullanilabilir [1]
TANIM L2.2 (ID de Esitlik ): ( A)<ID’ ve B=(B;)eID, i=1,2,3 icin
A=B < A=B
dir[1].
TANIM 1.2.3 (ID * de Toplama ): A=( A;)eID® ve B=(B; )eID *; i=1,2,3
icin Aile B yi
+: D’ x ID’ —— ID?
(A,B) ———— A+B=( Ai*B;)
iigliisiine karsilik tutalim. A+B ye ID ® de A ile B nin toplami denir [1]

ST s I OGR E T s ke



TANIM L.2.4 (ID? de Skaler ile Carpma): AcID ve AcID?® igin A ile A
y1
<ID x ID*— ID’
(MA)—— AA=(A A)) ;=1,23

tglusiine kargilik tutalum. “A A” ya A nin A skalar1 ile garpimi denir [1]

TEOREM 1.2.1 (ID*,+) bir Abel gruptur|[1].

TEOREM 1.2.2 (ID* +) sistemi ID iizerinde bir modiildiir.

ISPAT: (ID’+) min bir Abel grubu oldugu Teorem 1.2.1 den ve 1D nin
birimi 1 olan degigmeli halka oldugu Teorem I.1.1 den bilinmektedir.
Simdi M;, Mz, M3 ve M, aksiyomlarinin saglandigini gosterelim.

M,) VaeID ve VAB eID? icin Tanim 1.2.3 den ve Tamum 1.2.4 den

o (AtB)=(at (Ai+Bi)=(a Aita Bi)=(a Aj) +(aB;j), = 1,23

dir.
M,) Vo,BeID ve VAeID? igin Tamm 1.2.4 den
(a0 + P)A = ((a+B)A) = (@A) +(BA) = aA+BA
dir.
Ms) Vo,BeID ve VA€ID® igin Tanim 1.2.4 den
(aB)A = a(BA)
dir.

My) (1,0)eID elemanmnin IR deki izomorfu 1 olmak tizere Tamim 1.1.4
den VA€ID’ i¢in

1A=A
dir.

Bundan sonra ID dual sayilar halkasi tizerinde tanimlanan bu modiile ‘ID-
Modiil denilecektir [1].

TANIM 1.2.5 (ID-Modiil Uzerinde I¢ Carpim ):

— —

A=atea’ , B= b+eb "eID- Modiil dual vektoriinin i¢ garpimi

<,>ID*ID*——>ID



seklinde bir dontugimdir ve
< K, §>=<2+82*,Z+85*>=< a , b >+s(<a*, b>+<a,b’>)
olarak tammlanir [1].

TANIM 1.2.6 (Dual Vektériin Normu): Bir A= a+ea’eID-Modilin

normu
1 11= & A)
olarak tanimlanir [1].

TEOREM 1.2.3: Bir K =g +g a dual vektoriiniin normu

dir.

Bundan sonra bu dual sayi

—_ %
a=|d ve a= M olmak iizere

Ja]

"A“ =a+ea’
olarak yazilacaktir.

ISPAT: X= 5+8;z*eID-Modul vektorini alirsak bu vektdriin normu

skaler olacagindan
|l K || =a+ea’
seklinde yazabiliriz. Son ifadenin karesini alirsak
1A ]| =(a+ea )
= a*+2eaa”
elde edilir. Ayrica Tanum 1.2.6 dan
A |?=<AA>= <d,d>+2e<d,d >
ifadesi ve dual sayilarin egitlik kavramindan

a’=<a,a>= |’



olur, boylece
a’= ]
a=d
elde edilir. Ayrica dual kisimlarin esitliginden

* —_ e %
aa =<a,a >

sonucuna ulaginz. Dolayisiyla

A |l =a+ea’= |a]+e <a|l§ll>= (\WL

)
4]

TANIM L2.7 (Birim Dual vektor): Normu reel birime karsilik gelen

(1,0) dual sayist olan vektore birim dual vektor denir.

elde edilir[1].

Tanim 1.2.6 ve Teorem 123 den A= a+ca’ vektori, birim dual vektor
ise
ld|=1ve<a,a>=0 (L2.1)
dir [1].

TEOREM 1.2.4: A = (6,5*) eID-Modiil olmak tizere

Al

birim dual vektordir.

B

U=

2>

ISPAT: K = 5+85* ise Teorem 1.2.3 den

@)

Il

Al = |a]+e

yazilabilir. Dolayisiyla



d+ea a+ed

G, )
4] Ha”Ll & "z]

la

elde edilir. Burada

_aa)
Jal’
dersek
Go aved _(a+edYi-ek) _a+s@ -ka’)

[li+ew)  i-e%) &

— —_ %

=u,teu z_a‘_+8:_—_k_5’_t
A~ R

dual sayilarin egitligi tanimindan

. d
ve i, =

= 9N ks
lal " al

QU

-

U,

dir.
<ily,iiy>=1ve < ily,ii, >=0
olduklarindan U birim dual vektordiir [1]
SONUC L.2.1: Teorem 1.2.4 de goruldugu gibi
A-|a]o
seklinde yazilabilir. (1.2.2) 6zdesliginde dual sayilar1 garparsak
A :aﬁ+(aﬁ* +a*ﬁ)
dir, ve
a =kld|=ka
oldugundan
A=a(l+ek)U
elde edilir.

(12.2)

1.2.3)

(1.2.4)

(1.2.5)



L3. E.STUDY DONUSUMU

TANIM L3.1 (Birim Dual Kiire ):
(X=%+ a.i*l %] = (,0);%,%" e IR}
ciimlesine ID-Modiilde birim dual kiire denir [t].

TEOREM 1.3.1 (E.STUDY): A (0,4 ) €ID -Modiil olmak tizere
ID-Modiilde denklemi
A]=c1.0)

olan birim dual kiirenin dual noktalart IR® deki yonlit dogrulara bire bir karsilik

gelir.

ISPAT: IR’ deki bir dogru, bir baslangig noktasina gore, tizerindeki bir M
noktast ve dogrunun yoniini belirten bir i tarafindan tamamen belirlenir. Boyle
bir dogrunun vektorel denklemi

(X —m)Au=0 (1.3.1)
dir.

(L3.1) denkleminde # yerine A#,A€IR alinirsa yine aym dogru
belirtilmig olacagindan # birim vektor olarak alinabilir.

—0* -

iy, =XANU=mAU

. — * .e o0 — . . .o .o . PX3
denirse u, vektoriine # birim vektorinin O noktasina gore vektorel moment

olarak bakilabilir.

ii(,*vektérel momenti, dogru Uzerinde segilen X noktasindan bagimsizdir.
Eger dogru tizerinde X den bagka bir Y noktasi alinirsa
(y—m)ni=0

dir, Buradan
- %

Uy, =y NU=mnil (1.3.2)

oldugu gorilir.

i, vektoriiniin boyu O noktasinin dogruya olan dik uzaklifina esittir.

10



- .« . . . - — . e
O noktasindan dogruya inilen dikmenin ayag: Z olsun. #, vektori, X noktasinn
dogru tzerindeki segilisinden bagimsiz oldugundan
T
iy, =Z Al

— T
olur ve #, vektoriniin boyu

=|z niil = |2]@] sing (3.3)

o
uO

=|z|=8

- %
|,

dir.

Bu son ifadeden de gorildiigu gibi iio*, O baslangi¢ noktasinin segiligine
baghdir. Eger (ii,i,") vektor verilmis ise IR deki yonlii dogru tek anlamli olarak

bellidir.

i, =Xnil
oldugundan i, Lii ve i, L% olur. O noktasindan gegen ve i, vektoriine diizlem
i¢inde, O merkezli ve 0 yarigapli gember ¢izilirse O dan # vektoriine gizilen dik
dogru ¢emberi iki noktada keser. Bu noktalardan cizilen tegetler ( #, 170*) ve
(17,~170*) vektor ciftine karsilik gelen yonli dogrulardir. Momentin pozitif oldugu
yani ( 7, 270*) vektor giftine kargilik gelen yonli dogru goz 6niine alinirsa bu da bir
tanedir. Boylece IR> deki yonlii dogrularla ( #,, ) vektor iftleri bire bir karsilik
gelmektedir. #,#, €IR’ olmak iizere ( #i,7, ) vektor gifti igin
<il, i >=1 ve < ii,ii, >=0 (1.3.4)

kosullar1 saglanmaktadir.

A=d+gd" eID-Modiil birim dual vektér olsun (1.2.1) den
<d,d>=1ve< &,a">=0
oldugu bilinmektedir. Bu ise (I1.3.4) baska bir sey degildir. Burada & vektorii i

vektoriine ve d” vektorii de z'io* vektoriine karsilik gelmektedir, Yani (17,170*)

vektor giftine (d,a" ) vektor  ¢ifti karsilik gelmektedir.

1



Ohalde A=d+£a" birim dual vektor verildiginde IR® deki bir tek yonlii
dogru tamamen bellidir. IR’ deki yonli dogrularla ID-Modiilin birim dual
vektorleri bire bir kargilik gelirler.

Eger A=d-+ed birim dual vektorleri OA=A yer vektorii olarak
alinirsa IR? deki  yonlii dogrular denklemi

A=
olan birim dual kirenin dual noktalarina bire bir karsilik gelir.

Teorem 1.3.1 bize A=d+&d" birim dual vektoriinin IR® de bir tek yonlil
dogru belirttigini géstermektedir. Burada & birim vektorii dogrunun yoniing, a
ise O baslangig noktasina goére a birim vektoriiniin vektérel momentini ifade

etmektedir.
Ayni dogru O baslangi¢ noktasindan bagka bir P noktasina gore tek

anlamli olarak belirtilebileceginden @ vektorel momentini, O yerine baska bir P
noktast alindiginda a” seklinde yazmak faydali olur. Boylece @ nin, & birim
vektoriniin herhangi noktaya gore vektorel momenti oldugu anlagilmig olur [l]

TEOREM 1.3.2: Baslangi¢ noktas: yerine baska bir P noktasi segildiginde
IR’ deki yonlii dogruyu belirten birim dual vektor

—

A=d+a(POna+a’)

dir.
ISPAT: Yonlii dogruyu P noktasina gore belirten birim dual vektor

. - — * v
A:a+gap ve a, =PX na

dir (SEKIL.1.3.2).

12



M g
m PX
ap
0
P
SEKIL 1.3.2

PX =PO+0X = PO +¥
olduklarindan
i =(P0+7)na

—_—

POna+xna

—_—

POnG+a”

dir. Boylece
A= 5+g.(}_’5A5+5*)
elde edilir[1].
TANIM 1.3.2 (Dual Vektoriin Ekseni): A =a+¢£4d" cID-Modiil olmak

lizere

>

U=

!

Al

birim dual vektoriine A vektoriiniin ekseni denir [1]

TANIM L3.3 (Dual Vektoriin Yiikseligi): A = d + £4" €ID-Modiil olmak

Uzere
— -
)
k

W

reel sayisina A dual vektoriiniin adim veya yiikselisi denir|1].

13



(1.2.5) ifadesinde 4= sonlu say1 ise @#0 ve & #0 dir. Burada A dual

vektoriine has dual vektor veya vida denir [1].

TANIM 1.3.4 (Dual Aq1): A ve Biki birim dual vektér olsunlar.
Tamim 1.2.5 ile verilen
< AB>=<adb>+e(<db >t<d" b>)
i¢ garpiminin reel kismi
<&',5>=Cos<p ,00<m, pelR
dir (Sekil 1.3.3).

<A,B> i¢ carpimmnin dual kismi olan <&,b">+< &°,b> ifadesini

geometrik manasi ise

SEKIL 1.3.3

a* ve b*, siast ile, d; ve d, yonli dogrulan iizerindeki X ve Y noktalar
d; ve d; dogrularinin ortak dikmelerinin ayaklari olarak distniilebilir. Bu ortak

dikme yontindeki birim vektor

&

d; ve dy dogrular: arasindaki en kisa uzaklik ¢ ile gosterilirse

Sy

nTl

- A
n==

Q
S

N

dir.

14



dir.

ise
1

ise
- 7 e g ®_, = L
<a,b >t<a b>=zx¢ ”a/\b”= + ¢ sing

bulunur. Sonug olarak A ile B nin i¢ ¢arpimi igin

<A,B> =cosp t¢& ¢7*sinqo

burada (-) isaretini dikkate alirsak ve Taylor formiili geregince
(13.5)

<A, B>=cos(p+e @)
elde edilir. Bu son ifadedeki

p=greg

dual sayist A ile B birim vektorleri arasindaki dual ag1 denir [1].

SONUC L3.1: Sayet A ile B vektorleri birim dual vektorler degilse

A ile B vektorleri yoniindeki birim dual vektorler

S

|cu1

—

U=

>

ve V=

ot
o]}

olur.

15



<UV>= cos¢d

<—1§—, —]:3— > = cosg
2k
<A B>= "13;" ”ﬁ“ cos¢ (1.3.6)

dir[1].
TANIM 1.3.5 (ID-Modiil Uzerinde Dis Carpim): A,B eID-Modiil dual
vektorlerinin dig carpimi
| AIDx ID° ————ID?
seklinde bir iglemdir ve
AAB=dnb+e@nb" +a nb)
olarak tanimlanir [l]
TEOREM 1.3.3: A, B e ID-Modiil i¢in
AAB= “A“ Hﬁusingéﬁ
dir.
ISPAT: A,B nin eksenleri, sirasi ile, U ve ¥ olsun (Sekil.1.3.5).

SEKIL.L3.5

16



UAV =(@i+eii")A(F+EV")

GAV+E@ AV +il AV)

ve

—

i ve V =yAV

—

i =X

>

olduklarindan
UAV =t A+ (i ANG AT)+(EAT)AD)

elde edilir. Ayrica

N :17/\17'+3[(f,ﬁ)ii—(ﬁ,z’i)ﬁ-—(ic’—jz')cos<'p]
dir.

X=JFnQ ve ii AV =TFiising

oldugundan

elde edilir. Dolayisiyla
UAV =Fiising +g['¥ AsingTo'h cos¢]
elde edilir. Bu son ifadede (+) isareti dikkate alimrsa ve e* =0 oldugundan
e @'7i" cos terimi ilave edilirse
UAV =(i+eii")(sinp+e 9" cosp)
bulunur. N =7i+&7" bir birim dual vektordiir. Taylor formiiliinden

singp +&¢" cosp =sin(p+e¢")=sin ¢
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ve
p=p+eg
dir. Dolayisiyla
U AV =N sin ¢
elde edilir.

R=0 v B

<

olduklarindan

AnB = |&] 8] sing
elde edilir[1].

TANIM 1.3.6 (ID-Modiil Uzerinde Karma Carpim): A,B,C e
Modiil dual vektorlerinin karma garpimi

£ID° x ID* x ID>——— ID
seklinde bir doniisiimdir ve
f(&ﬁ,é)=(AA1§,C>=<5AE,E)+g[(aAb,5*)+<aA5*,a>+<a* ABE)]
olarak tanimlanir [1].

TANIM 1.3.6 (Lineer Isin Kompleksi): A =d+&d" bir has dual vektor
olmak tzere

{az) +(a\?> =0
esitligini saglayan X =%+ %" dogrularimin ctimlesine bir lineer 1gin kompleksi
denir 1].

TANIM L3.8 (Normlanms Homogen Olmayan Pliiker Dogru
Koordinatlari): U = ii + £i;* birim dual vektor olmak iizere IR® de standart baza

gore
— ¢

— - - — o A= sk
U=ue +uye, +uye; ve iy =y € +uy,e, +ily,

dir.
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(#,i, ) vektor giftinin alt1 bilegeni normlanmig homogen olmayan pliicker
dogru koordinatlart denir [1].

TANIM L3.9 (Normlanmis Homogen Pliicker Dogru Koordinatlan):
Teorem 1.3.8 de verilen # vektdrii yerine V= pii ve 4, yerinede V¥, = pii,
alinirsa # vektoriinin birim vektor olmasimdan

<il,ii,>=0
dir. Dolayisiyla

<V,¥,>=0
kosulu gergeklenir. Burada yine

Py =X AV
dir.

(V,¥,) vektor giftinin (V,%,) = (pu,, pu,, pus; puyy, Pli,, Dliy;)

alt1 bilegeni normlanmis homogen Pliicker dogru koordinatlaridir [1]

L4.DUAL DEGISKENLI FONKSIYONLAR

TANIM 1.4.1 (Bir Dual Saymnn 0’ma Kuvveti): z = x + gx” eID-Modiil
olmak tizere
22=(x+ex)’ =(1,0)
dir [1]
TEOREM L.4.1: z = x+&x  eID-Modiil ve neN olmak iizere
2" =(x+ex) =x"+enx""'x"

dir.
TANIM 1.4.2 (Taylor Agilimi ): ffonksiyonu G bolgesinde tamimli

olmak tizere

F@)= flz) + 222 fr(z) + &7 )f"(zo)+ AR o)

serisine f dual fonksiyonunun z, eGnoktasmdakl Taylor aglhml denir.
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z, = 0 noktasindaki Taylor agilimim yaparsak

f@=f0+ f(0)+ f(0)+ = f(“)(0)+ 4.1

Maclaurin seri agilimini elde ederiz[1].
TEOREM 1.4.2: z=x+¢&x" olmak iizere
F@=fx+ex)=f(x)+£x ['(x)

dir.
ISPAT: (1.3.1) formiilii geregince ve Teorem1.3.1 den

+Ex ne
X+eg x+ X" f(")(0)+

f(@=,0)+ S0+

Sflxtex)= (f(0)+ f(0)+ e f‘“)+ Jrex (f(0)+ f "(0) .t f‘““)(0)+ )
olur. g(z) = f'(2) dersek
g (D)= fO(2) ve g”(2)= FP(2)

olur. Dolayisiyla

f(x+g-x*):(f(0)+%f’(0)+...+£nr;—f(“)+ J+e-x (g(0)+ g(0)+ + (“)(0)+ D

ise
f(@)=fx)+ex"g(x)
elde edilir.
=x+&-x" ve g(x)= f'(x) yazarsak
flx+ex)= f)+ex f'(x)
genel formiiliine ulasinz [1]
SONUC 1.3.1: (1.3.1) formiiliinden
cos(x+ex" )=cos x-£x sin x 1.4.3)
sin(x+gx" )=sin x+£x cos x (1.4.4)

dir.
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TANIM L4.2 (Ozel Bir Déniisiim):
f, 1 GL(3,IR)———— GL(3,IR)

A—— f[A]
doniisiimiini, A= [aij sz olmak iizere

ay, a, —d;

I [A] =| 4y Ay —ay
—d; —dyn Qs

seklinde tanimlanir.

TEOREM L4.3: ABeGL(3,IR) ve “d” bir tiirev operatori olmak tizere
i f[A-B]=£[Al£[B]

i) AlAAll=A

iii) (f,[ADT = £,]A7]

iv) f,(dA) = d[£[Al]

dir.
a, a4, 4a;
iSPAT: i) A=[0,]  =|a, a. a, |eGL(3,IR) matrisini
Ay 4y Ay
a, 4, ag
A, :[ A = A, = [a31 a32] Ay = [a33]
a, dy 3

seklinde blok matrislere ayirirsak

An Al” An ’Alz
SRR P

A21 A22 A21 A22
olur.
A, A, B, B .
ABeGL(3,IR) igin A= { 1 1‘] ve B= [ " 12:‘ seklinde
AZI A22 21 22
yazarsak

AB:{AH ‘B +A,By A B, +A, ‘Bzz}
A2l 'Bn +A22 'B21 A21 'B12 +A22 'Bzz
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elde edilir, Boylece

Au ‘Bn +A12 'B21

fS(A'B):":'(Az] By, +Azz 'B21)

olur. Diger taraftan

Ay 4]

=[ Ay By +Ay, By
'(Azl 'Bn +A22 'Bzx)

dolayisiyla
£l £[Bl= £[aB]

sonucuna ulagilir.

A -A
i. A — 11 12
) f,(A) [_Am AzzJ
ise
A, A
All= 1 2|
AR [ 3]
olur.
A -A
iii)f[A]z[ 4 ”J
? 'Azz Azz
ise
ATy -AT
A) =
(fS[ D [-ATZI ATzz]
dir. Ayrica
AT = A'n AT
ATy ATy
ise

f3[AT1=[ Ay —AleJ

T
-ATa ATy

Bll

21

22

‘(Au ‘Blz +A12 'Bzz)
A21 'Btz +A22 'Bzz

|

"(An 'Bn +A12 'Bzz):’
A21 'B12 +A22 'B22

T, VIKSEKOGRETIM KURULY
DOKURMANTASYON RERREZA



dir. Buradan

(fs [A])T =1 [AT]

dA,zJ

sonucuna ulagtlir.
A, A dA
iv)Az[ ! 12]ise dA:[ i
A21 22 dAZl dAZZ
ve
dA -dA
filaal= [— dA, dA 12]
21 22

olur. Ayrica
f(8) = [

dir. Dolayistyla

An
'Azl

S [dA] = dfs [A]

elde edilir.

'Alz . d _
A }we If,(A) =

22

23

-dA,,



BOLUM II

IL.1 LORENTZ iC CARPIMI
Lorentz i¢ ¢arpiminin bir ¢ok literatiirde iki farkli tanimi vardir. Bu iki

tanim aym anlama gelmelerine ragmen kullanim yerlerine gére bazi farkli

geometrik sonuglara sahiptirler.
TANIM IL1.1 (Lorentz i¢ Carpimi ve Vektorel Carpim): n-boyutlu

vektor uzayr IR" ve ¥,y €IR" igin Lorentz i¢ garpimi
y y garp

<,>|, R*¥R"—— IR
- . ~ n-1
F ) ———— <&, 7>, = X%y -x, 0, (IL1.1)
i=1

veya

<,>|L2 IR*xIR" — 3 IR

(¥,5) ><3?,)7>‘L2=——x]y1+2x,.y,. (11.1.2)
i=2
seklinde tanimlanir.
Burada tamimlanan <, >l , Ve <, >IL2 fonksiyonlari IR" de bir

Lorentz i¢ ¢arpimi olup, bu fonksiyonlarla birlesen IR" vektér uzayma da n-

boyutlu standart Lorentz uzay: ya da kisaca Lorentz uzayi denir ve sirasi ile ,
C@m-L={R"(, ), )

veE

rn-1={r".(,),}

seklinde gosterilir.

Ozel olarak n=3 igin ¥ = (x,,x,,%,) ve J=(3,,,,y;) olmak lizere
<5E:j;> L = X0 XY, XY, (H.l.3)

ve bu iki vektoriin vektorel garpimi
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EI Ez "E3

EAdl, = x % x (IL1.4)
Nh N Vs
seklinde tanumlanir. Ayn: gekilde
<E,J>|1, = —Xy, + .0, + X, (IL1.5)
Ve
-E, E, E,
fAf/l[q =-x x x (IL.1.6)
N Y Js

seklinde tanimlanir.

Bu tez g¢alismasi L’(2,1) uzayinda yapilacaktir. Bu caligmada, aksi

soylenmedikge Lorentz uzay: deyince L*(2,1) uzay: anlasilacaktir.

Yukaridaki vektorel garpimda

—

E AE,|, =E,, E,AE)|,=-E, ve E,AE|, =E,
dir [5].

TANIM I1.1.2 (Time-like, Space-like ve Null Vektorler): I°(2,1)
Lorentz uzayinda herhangi bir vektér ¥ = (x,,x,,x,) olmak tizere

i) <¥,%¥>|, ) 0 ise ¥ vektoriine Space-like vektor

i) <¥,%>|, (0 ise ¥ vektoriine Time-like vektor

iii) <¥,¥>|, =0 ise ¥ vektoriine Light-like (Null) vektorler
denir [5]

TEOREM I1.1.1: L’ (2,1) uzayinda iig vektorler a = (a,,a,,a,),
b =(b,,b,,b,) ve € =(c,,c,,c,) €IR* olmak iizere bu durumda

1) (a AB),, ,a)[L = —det(d@,b,c)

2) dnb|,=-bnd|,

-

3) @nbl)AE, =~@é), -5 +(5,e), d
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4) <EI°A5|L,EI'>|L =0 veya <&'A5|L,5>|L =0

5) (anB|,and|,), =—@a), (.5), +(a5).
dir [5].
TANIM I1.1.3 (Lorentz Hiperbolik Birim Kiirerler): Asagida

tamimlanan S} ve H_ kiimelerine Lorentz hiperbolik birim kiireler denir.
e’ Ha,a)|, =1§
=l e R /(d,4)|, =1}
seklinde ifade edilir [7]
TANIM I1.1.4 (Lorentz Anlaminda Diklik): n-boyutlu Lorentz uzay1 L’
niniki ¥ ve y vektorii igin
(%), =
ise bu iki vektore Lorentz anlaminda diktirler denir[5].
TANIM I1.1.5 (Lorentz Uzaymnda Norm): n-boyutlu Lorentz uzay: L

de bir vektor X ve <, >| . de L'uzayinda Lorentz i¢ garpimi olmak iizere , ¥

vektoriniin normu

[ = (%%

seklinde tanimlanir [5].
TEOREM I1.1.2: ¥ € L” olmak tizere ;
1) [¥]|=0 dr.

2) |%|=0 < X bir null vektordir.

3) X bir Space-like vektor ise

9" = (%.%),

dir.
4) ¥ bir Time-like vektor ise
If = —<5E’5E>L

dir[5].
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TANIM I1.1.6 (Time Koni):n-boyutlu Lorentz uzayr L" nin biitiin time-
like vektorlerinin ciimlesi  olsun .u & 8 igin

C(ii) ={v e 6/{ii,7),(0}
olmak tizere C(ii ) ya # nii ihtiva eden L" nin time konisi denir [5]

TANIM 1I.1.7 (Space Koni):n-boyutlu Lorentz uzayr L" nin biit{in space-
like vektorlerinin ciimlesi & olsun .u €  igin

C(ii) ={v e 6 /(7,7)|,)0}
olmak tizere C(# ) ya i nii ihtiva eden L" nin space konisi denir [5]

TANIM I1.1.8 (Hiperbolik Radyan): Sikca kullanilan “Shu”, “Chu”
ifadelerindeki “u ” hiperbolik radyan cinsinden bir a¢1 birimidir (Sekil I1.1.3).

1 A’(chgo,shw) y

Q(cos8 sin)
> S=Lpe . 55 = b
2 2

A Nolll o

L\ |

SEKIL I.1.1 SEKIL II.1.2
Sekil 11.1.2 deki birim hiperbol tizerindeki bir P noktasinin koordinatlari

olarak verilen “sh¢” ve “ch@” sayilari, birim ¢ember Sekil I1.1.2 {izerindeki bir
Q(cos8,sin 8 ) noktasimn koordinatlarina olduk¢a benzemektedir. Birim ¢ember
tizerinde Q noktasinin koordinatlari igin kullamlan 6 radyanlik agi Sekil 11.1.2

deki tarali alanin iki katidir.
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Ayni gekilde hiperbol uizerindeki “¢” radyanlik ag1 ise yine Sekil I1.1.3 deki
tarali bolgenin iki katina esittir [6]

TANIM I1.1.9 (Space-Like Vektorler Arasindaki Lorentz anlammda
Aql): X eL? Space-Like birim vektor olsun ¥ vektoriiniin ox ekseni ile, saatin

ters yoniindeki agis1 @' olsun.(Sekil I1.1.3)

T

’ SEKIL I1.1.3

X,y € L’ Space-like birim vektérler olsun. ¥ in ox ekseni ile yaptig1 ag1 ¢ ve y
nin ox ekseni ile yaptigi ag1 @, olsun. Dolayisiyla

% = (chp],shp}) ve § = (chg}, shp)
olur. Boylece

(X, 7). =cho|-cho, - shy| - shp, = ch(p] - ¢})

Burada iki vektor arasindaki Lorentz anlamindaki ag1

P =0~
dir [6].

TEOREM H.1.3: ¥ Space-like birim vektdr ve ox ekseni ile saatin ters
yoniinde yaptigt agt ¢’ olsun. Ry de y=x dogrusuna gére yansima olmak tzere ¥

nin y=x dogrusuna gdre yansimasi olan ¥' vektorii oy ekseni ile —¢' agisi

yapar.
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ISPAT: ¥ Space-like birim vektor ve ox ekseni ile saatin ters yoniinde

@’ agis1 yapiyorsa X = (che’,she’) dirRs de y=x dofrusuna gore yansima ise
X= (x] olmak tizere
y

Ryl>— > 17
G~ (H)
y y) \x

X' = (sho',chp’)

olur.

seklinde yazabiliriz.

SEKIL I1.1.4

Sekil II.1.4 de S=S've ¢’ saatin ters yoniinde iken ¢ saat yoniinde oldugundan

Q' =—¢
dir. Dolay1siyla
% = (~she,cho)

olur.

TEOREM II.1.4: X(x, y) vektorinin y=x dogrusuna gore yansimasi x’
ise

(X)), =0
dir.
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ISPAT: %(x,y) olmak iizere

i
y) \x

i'=(y ) (%)
X

olur. Dolayisiyla

ise

(%, %) =xpx =0
elde edilir.
TEOREM IL.1.5:X ve y time-like future pointing (veya past pointing)

vektorler olmak tizere ¥ ve y vektorleri arasindaki agt ¢ ise
(%,3). =-cho

dir.

ISPAT: ¥ ve y vektorleri oy ekseni ile saat yoniinde yaptiklari agt ¢, ve
@, olsun. Dolayistyla

X =(=sho,,chg,) ve y =(-shg,,chp,)
dir.

<5c’, })‘L = sho, shg, —che, che,
elde edilir.

=0 -9,
dersek

(%,7)|, = —chg (I1.1.8)

sonucuna ulagiriz.
L’ DE DONME

Biliyoruz ki e, = (1,0) vee, =(0.1) olmak tizere

(elan)lL = (eZ:el>[L =0-0=0
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dir. Boylece e, ve €, vektorleri Euclid anlaminda dik oldugu gibi Lorentz
anlaminda da diktir. Simdi €, ve €, yi ¢ (Lorentz anlaminda ¢ radyanlik agr)

kadar dondurelim (Sekil I1.1.5).

SEKIL I1.1.5

X =(x,y) vektorinin ¢ agist kadar donmesi sonucunda koordinatlari
¥ = (x',y") olsun. Dolayisiyla
¥=x& +y& =x'l +y'l, (IL.1.9)
yazilabilir. (I1.1.9) u Z ile ¢arparsak
x'=x(, )|, +¥(&,. 1),
elde edilir. Ayrica
<§1,Z>’L =chg ve <§2,Z>]L =0~ (~shp) = shp
oldugundan
x'=xchp+yshe (I1.1.10)
dir. Ay sekilde (IL.1.9) denklemini 7, vektorii ile garparsak ve
<éla72>|L =—shgp ve <52,72>|L = 0—(~chp) =chop

oldugundan
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—y' =—xshp—ycho

y' =xshp+ychgp (IL1.11)
dir. (I.1.10) ve (IL.1.11) denklemlerini matris formunda yazarsak
’ h h
)2 Sl i
Y| |she cho|ly
yazilabilir. Burada
chep sho
Ap) = [ }
shg cho

matrisine L de ¢ agis1 kadar donme matrisi denir [4 ].
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I1.2 DUAL UZAYIN LORENTZ GEOMETRISI

TEOREM I1.2.1 Bir A=d+¢&a" birim dual vektsriiniin normu

1A [=(&,4), =[Hﬁl J ; (@,a), 20

dir. Burada (d,d)|, #0 kosulu & nin null vektdr olmadigini gdsterir.

— it

(@)

4]

2

ISPAT: A =a+¢3d" dual vektor olmak iizere

A" =(A,A), =(a.a), +2¢(a.a"),

dir,

”A)) =a+ea’ (I1.2.1)
dersek

j)fx]): =a’ +2sad"

olur. Dual sayilarin eslik kavramindan

a* =(a,d)|, =|a| ve aa" :<5,Ei*> 5

sonucuna ulagilir. Dolayisiyla

— e
(@a"),

a:||Ei|| ve 'L~

4]

elde edilir. a”tanimli olmast igin paydanin sifirdan farkli olmas: gerekir, yani

L #0

la] =0 < (d,a")
dir.
Sayet A=d+ed  dual vektorinde d null vektor ise (c"z,c'i)} p, =0 dir.
(IL.2.1) den
|A]=ea
dir. Dolayisiyla
A =00
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elde edilir. Karesi sifir olan dual say1 ise ”;‘;”:(O,a*) dir. Dolayisiyla a null

vektor ise

“AH =(0,a")=¢a’

olur.
TEOREM IL2.2: A =G+ £d" birim dual vektor ise
(@,a), =+ ve (3,a), =0
dir,
ISPAT: (4,d)|, #0 igin A=aG+ed" birim dual vektor ise
_ a,a’
Nﬂ=wwa<M%=am
ise
d]=1ve (da")=0
dur.

la|=1 ise (a,a)|, =F1 elde edilir.

TEOREM I1.2.3: A # (0,3") €ID olmak iizere
-~ A
(] = T

Al

birim dual vektsrdir.

ISPAT: A=dG+¢ea" olmak tizere

A 4 a-ka . _.
U—W”H_"WHWMZJFM
den
_d « a —kd
CECCTTHED

bulunur. Burada
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k= <C—l.,6_l.*> L

c
dir. Sonug olarak

A=[a]o @21

seklinde yazilir.
TANIM II.2.1 (Null Koni): V vektér uzaymmin biitin null vektorlerinin

ktimesi
n={ve (V—{O})/(§,§)|L =0}
seklinde gosterilir. Bu kiimeye null konisi denir.
ORNEK I1.2.2: L* *de null konisi
r={(x,y,2) | Z=x*+y*;xy,zelR}

seklindedir.
TEOREM I1.2.4: dgz A olmak iizere “d” dogrusuna digindaki herhangi

bir P noktasindan daima bir dik inilebilir.

ISPAT:Dogrultman vektorii 5 - (a,b,c) ve gectigi bir noktast M=(xoyo 7o)
olan “d” dogrusunun analitik denklemi

o IR—IR?

t—————a(t)=(a t+xo, b t+yo, ¢ t+zp)

dir. Ayrica

oft)=(a,b,c) t+(xo,y0,20)=at + ni
seklinde yazilabilir.

ou(t) dogrusunun digindan sabit bir P=(x’,y’,z") noktasini alalim. t=t; i¢in

Pa(t,)Ld olsun.a vektori “d” dogrultusunda oldugundan

Pa(t,)Lld ise Paf(t,)la

dir. Boylece

Palt,)li o <Pa(t0),a>|L =0

olur, ayrica
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Pa(t,) = alt,) - P = at, +i— p = dt, + PM

dir, ve
(Patt,).a

). =(at, + P&, = (@a)s, 1, + (PMLa), =0

ise
(MP,a)),

YT

elde edilir. Burada to mn tammlt olmast igin [a] = (4,4), #0 olmast gerekir.

Burada d @ A oldugundan |d|° =(4,a), # 0 oldugu agiktir dolayistyla “d”

dogrusuna digindaki herhangi bir noktadan dik inilebilir.
TEOREM I1.2.5: A = (0,3") € ID-Modiil olmak tizere ID-Modiilde

denklemi

[A]= o
olan birim dual kiirenin “IR*/A” deki yonlii dogrulara bire bir kargilik gelir
ISPAT: IR’ deki bir dogru ,bir O baglangi¢ noktasina gore, iizerindeki bir

M noktast ve dogrunun yoninii belirten bir # vektoéri tarafindan tamamen

belirlenir.
Boyle bir dogrunun vektorel denklemi
(11.2.2)

GE-m)nii|, =0
dir. (I.2.2) denkleminde # yerine A# (A€IR) alinirsa yine aym dogru

belirtilmis olacagindan # birim vektér olarak alinabilir. Burada y ve

vektorleri dogru tizerinde oldugundan
(F-m)Aiil, =0 ve (Z~m)aii], =0
seklinde yazilabileceginden
X Ad|, =y aid|, =E Adll, =il
elde edilir. Burada vektorel ¢arpim dogru tizerindeki noktaya bagli degildir, her
Bu sabit vektore i,  vektorii dersek; ,

zaman bir sabit vektore esittir.
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vektérine # birim vektoriiniin O noktasina gore Lorentz anlaminda vektorel

momenti olarak bakilabilir.

Burada (i,i,) vektor giftine yalmz ve yalmz bir dogru karsilik gelir.
ii,ii, IR’ olmak iizere (i,i, ) vektor cifti igin

<ﬁ’ ﬁ)l L =7l
oldugunu kabul etmistik. Ayrica

(it 13 )|, = (i, ¥ A#E)|, =—det(ii, %, i) = 0

elde edilir. Dolay1siyla

(ii,if)), =F1 ve (it )|, =0 (1.2.3)

kosullar: saglanir.

A =d+¢gd" birim dual vektorii igin Teorem IL.2.2 den

(Ez’,d)lL =F1 ve (Zi,c"zg>|L =0
oldugu bilinmektedir. Bu ise (I1.2.3) den baska bir sey degildir. Burada a vektori
i vektoriine 4 vektorii de #, vektoriine karsilik gelmektedir yani, (i7,i7,)
vektor giftine (d,d,) dual vektor ifti kargilik gelir.

O halde A=d+¢a" birim dual vektdrii verildiginde “IR*/A” deki bir tek
yonli dogru tamamen bellidir. “IR*/A” deki yonlii dogrularla ID-Modiiliin birim
dual vektorleri ile bire birdirler, yani

JAl=0.0
olan birim dual kiirenin noktalarina bire bir kargilik gelirler.

Teorem 11.2.5 gosterdi ki A=d+¢£a" birim dual vektorii “IR*/A” de bir

tek yonlii dogru belirtmektedir. @ birim vektorii dogrunun yoniinii ve @ vektoril

ise “O” baslangi¢ noktasina gore d birim vektoriiniin Lorentz anlaminda vektérel

momentini ifade eder.

TANIM I1.2.2 (Dual Aqi): A ve B iki birim dual vektorler olsunlar. Sayet

AveB dual vektérlerinin reel kismi time-like ise iki vektoriin Lorentz i¢ garpimi
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(A,E)]L = (&,5>|L +g-(<c"z,l7‘)|L +(c7*,5>|L)
dir. Bu ig carpimin reel kismi

(a,E)[L =—chp , p IR
dir.

<A,§>|L Lorentz i¢ carpiminin dual kismi olan " <Ei,1;*> L +<Ei,5>

)
L

ifadesinin geometrik yorumu asagidaki sekilde yapulir.

SEKIL I1.2.1

Sekil I1.2.1 de ortak dikme yontindeki birim vektor
.

rdli]

seklindedir. d, ved, dogrulari arasindaki en kisa uzaklik ¢" ile gosterilirse

4l

QU
Sy

_ A
n=:=x

Sy

AN

Qi

Ql
Sl

AN

L3

@

F-y=+

S

QU

AN

dir.
—_k

a =%ndaveb =ynb

olduklarindan ve

38



Ozdegliklerinden

(a,z?*) . +(a*,13>|L =<5E—)7,ZfA5>|L

bulunur. Sonug olarak Aile B dual vektériiniin i¢ garpimi

<A,E>| L =—chpteg'shy (11.2.4)
dir.

Teorem1.22 den, d=p+&-¢ olmak iizere

~chp —e¢'shp = —chg
olur. (IL.2.4) ifadesinde (-) isaretini goz Oniine alirsak

(A,B)|, =—ch¢ (I1.2.5)
olur. Buradaki ¢ = ¢ + £¢" dual sayisina Aile B birim dual vektdrleri arasindaki
dual ag1 denir.

SONUC IL2.1: Sayet A ve B vektorleri birim dual vektorler degil ise A
ile B vektorleri dogrultusundaki birim dual vektorler

- —

A = B

W

olur.
<(7,I7>|L =—chp ve p=p+eo"

oldugundan

39



<ﬁ“ﬁ—ﬂ>x —ons

(&,8)), = || 5] chs 26)
elde edilir.

TANIM 11.2.3 (Lorentz Dis Carpim): A , B eID-Modiil dual
vektorlerinin Lorentz dig garpimi

A: ID’xID* —— ID?
seklinde bir iglemdir ve

AANB|, =dnb|, +e@nb7|, +3 Ab|,)
olarak tanimlanr.

TEOREM IL2.6: A ,B eID-Modiil igin

R, <[ Blsrer

dir.
ISPAT: A ile B eksenleri, sirast ile, U ile ¥ olsun (Sekil 11.2.2).
fﬁ
SEKIL IL.2.2
UAV|, = Gi+ed)AF +e5),
U AV, =i AV, +g(17/\\7*{L+z7*/\\7|L)
ve
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>t

it =IAdl,, T =YAV],
olduklarindan
UAV|, =@ +e@ )AF+e5"),
T AP, =ii A¥], +6(i A G AT, +Enil] ) AT,)

elde edilir. Ayrica

bagntilarindan

i A AT, +EAd] ) AT, = (5,3), T - ()i +E- 5,7,

ﬁ/\(j//\vlL)lL +(f/\ﬁ|L)/\‘_;lL = (y:f>|L§ —<5E’1_;) L+ (X —Y)chp
(Sekil I1.2.2) den
X=y+i@" veii AV =tiishy

ifadelerinden

* —

), 5 —(%9), i=(y,i), 5 ~(§iip"v),i
(

=JA (iﬁsh¢)|L
=t (yAn)shep
=47 she
elde edilir, dolayisiyla
UV = iﬁshgo+8[i ﬁ"shiqo"ﬁch@] (11.2.7)

elde edilir. Bu son ifadede (+) isaretleri alimrsa ve &° =0 oldugundan
“g? "7’ che” terimi ilave edilirse

U AV = (fi + ") (shg + £ p'chg)
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bulunur. N =7+ £7" bir birim dual vektordiir. Taylor formilinden de
¢=9p+e@ olmak iizere

she+e@'chp = chd
dir, dolayisiyla

UAV | L= sh¢ N

olur.
oA 7B
T
olduklarindan
A/\—];é— ., =sh¢N
AR

An, =[] [Hsror

elde edilir.



BOLUM III

Bu bolimde aksi soylenmedikge i¢ carpim olarak Lorentz i¢ ¢arpimi, yani

“<, >| .~ ve yine dig carpim olarak da Lorentz dig ¢arpimi (/\] ) alinacaktir. Bu

boliimiin Euclid anlaminda incelenisi [1] ve [4] de vardir.

II1.1:DOGRUNUN LORENTZ GOSTERIMI

M noktasindan gegen ve a4 yon vektdri ile verilen bir dogrunun A

parametreli denklemi (Sekil 11.1.1).

SEKIL 0L1.1

y=X+4-a (II1.1.1)
dir. Burada dogrunun denklemi & yon vektoriiniin boyuna baglt olmadigindan a
yon vektoriini birim vektor olarak alabiliriz, dolayisiyla

ja] =1
dir. Boylece

(a,a) ==l (IIL.1.2)
elde edilir. Sekil III.1.1 deki dogru denkleminde X noktasini 6zel olmaktan

kurtarmak i¢in

— i

a =XAna=yna (1.1.3)
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seklinde @ vektorel momentini teskil edelim bu sayede (d,a") vektorel ¢ifti

sayesinde “d” dogrusunu ifade ederiz, burada

(@,a")=(a",d) = (¥ A d,d) =~ det(d,%,d) = 0 (1IL.1.4)
dir. A dual vektoriini A = d +£d" seklinde alirsak

(A,&)=(a,a)+¢(aa")+(a"a))

=(a,d)+22(d,a")

(II1.1.2) ve (II1.1.4) den

Al -(5.5) =
elde edilir. Ayn1 gekilde A=d+ed* veB=>5+¢&b" farkli birim dual vektorleri
Teorem I1.2.5 den farkli iki dogru belirtir. Bu dogrular ,sirast ile d, ved,

olsun. Aile B birim dual vektérlerinin reel kisimlari time-like ise (I1.2.5) den

(AB)=(a5)+e((a5)+(a5) (.1.5)
dir. Aile B birim dual vektorlerinin reel kisimlar: time-like ise (IL2.5) den
<A, ]§> =—ch¢

olur ve g=p+¢e¢" seklindedir. Bu dual sayidaki ¢ reel ve ¢~ dual kisimlari

,sirast ile, uzaydaki iki dogrunun dogrultman vektorleri arasindaki Lorentz

anlaminda ¢ radyanlik agiy1 ve iki dogru arasindaki en kisa uzakligi (Normal
uzaklik) ifade eder. (III.1.4) ifadesinde
1) <A,]§> =0 ise Lorentz anlaminda dik kesisen iki dogruyu karakterize eder.
2) </§,]§> =reel veya

<a*,1§)+<a,5*>:o (IIL.1.6)
ise bu dogrular i¢in kesigme sartidir (indizent garti).

3) <ZX, 1§> =+1 ise paralel dogrular igin karakteristiktir [7].
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II1.2 LINEER ISIN KOMPLEKSININ LORENTZ GEOMETRISI

ID-Modiilde birim dual X =%+&%" vektoriini IR® de bir yonli dogru
gosterdigi Teorem I1.2.5 ile gosterilmisti. Burada ¥ =(x;,x,,x,) birim vektori
X dogrusunun yonini ve ¥ =(x,x;,x;) da O baslangig noktasina gore
vektorel momentini verir. Boylece Teorem I1.2.2 den

(%,%)=%1 ve (%,%)=0
veya

X2 +x2—xl=%x1 ve x;x +x,%, —x,%, =0 {1.2.1)
kosullar1 saglamr. Eger (IIL2.1) kosullarindan bagka bir Plicker dogru
koordinatlar: arasinda

F(x,,%,,%5;%, ,%,,%;) =0
bagmtisi varsa X dogrusunun bagimsiz parametre sayist Ui¢ olur.

A bir has dual vektér olmak iizere

(af) + (c”zf) =0 (IIL.2.2)
denklemini saglayan X =%+&%" dogrularmin cimlesine bir lineer 1gin
kompleksi dendigini biliyoruz.

Sayet burada X dual vektériini birim dual vektor alirsak

(J?, J?) ==+1 ve <5c',5c'*> =0
dir.

Simdi @ved vektorleriyle

A=d+eada

dual vektoriinii olugturabiliriz. A dual vektorii dogrultusundaki birim dual vektor

Al

>

U=

o

dir. Burada
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dersek

—_ — e

U=ii+¢ii" =—a_—+g-—:£ﬂ
.
elde ederiz. Son ifadede k£ ya A dual vektoriniin parametresi veya yﬁkselisi,l}
birim vektoriine de A dual vektoriiniin ekseni denir. Burada & min tamimli olmasi

igin ||| = 0 olmaldir yani,d vektorii null vektor degildir.

Adimi k olan U ekseni etrafindaki helisel hareket gz 6niine alinirsa bu

helisel hareket; Darboux dénme vektori @ olan U ekseni etrafindaki bir donme
ile kayma vektorii “ka” olan eksen dogrultusundaki bir kaymadan tegkil

edilebilir. Bu halde kayma miktarinin dénme miktarina orami gergekten k& dir,

yani
ke
Ja]
olur.
Burada bilindigi gibi |d|=w, @ Darboux vektorii etrafindaki dénme
acisidir.

6‘1\71’ =77 olmak iizere U ekseni etrafindaki bir nokta M olsun

(Sekil TT1.2.1).

ct

rod

4
34 _
°© -m—' il
,")
Az
L

SEKIL I1.2.1
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—

e — a
Uy =MN—

]
ifadesi Teorem 1.1.9 dan dolay1

o _d' —kd
"l

olur, dolayisiyla

o Z
bagintilarindan
a —kda=mna (II1.2.3)

elde edilir.

U ekseni etrafindaki helisel hareket yapan herhangi bir nokta “P” olsun.
Bu noktanin yoriingesi adi bir helisdir. “P” noktasinin v hiz vektori U ekseni

etrafindaki sirf donmenin hiz bileseni ile U/ boyunca cereyan eden sirf kaymanin
hiz bilesenlerinden tegkil edilebilir.
Donme hizi v, , kayma hiz1 v, ile gosterilirse
V=9,+7,
dir.
MP = OP - OM = p— 7
oldugundan dénme hizi
B, =dn(p- )
dir. Kayma hizinin da
Vv, =k-a
olacag1 agiktir. Buna gore (I11.2.3) formiilii goz 6niine alinirsa
V=anp+a (I1.2.4)
elde edilir.
X =%+&%" dogrusu “P” noktasin helisel yoringesinin herhangi bir

normali olsun , boylece
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X=pAX ve (V,SE)=O
kosullar1 var oldugundan

(V,f):(aA[Hzi‘,f)

elde edilir, ve boylece
(@%)+(@,%)=0
bulunur.
TEOREM IIL2.1: Lineer 15in kompleksine bir helis hareketi, tersine

olarak bir helis hareketine de bir lineer isin kompleksi baglidir. Kompleksin
ekseni helisin ekseni ile ¢akigir, kompleksi ekseni helisin ekseni ile cakigir,

kompleksin ve helis hareketinin adimlari aynidir.

Lineer bir kompleksin («0%) sayidaki 1sinlart IR iin helis hareketine uyan

noktalardaki yériinge normallerinin biitiiniinden olugur.

TANIM IIL1.2.3 (Lineer Komplekse Dejenere):
_(ad)
Jalf

olmak tizere, £ =0 ise lineer komplekse dejenere veya singiiler lineer kompleks

denir.
%4 =0 olmas: halinde (II1.2.2) denklemi eksen kompleksin dogrularinin

(II1.1.3) kesisme kosulu ile aynt olur. Bu nedenle dejenere veya singiiler bir 151n

kompleksi A ekseninin 1sin demeti de denir.

TANIM III.2.4 (Isin Kongriiansi):
ey - —~%__ L L #* - Lk * *
X=x+ex =X(x,,x%,,%,;%,%,,%;) dogrusunun (x,,x,,X;;¥,,%,,X;)

normlanmis homojen olmayan alt1 Pliicker dogru koordinatlar1 arasinda
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(%,%)==+1 ve (%,%7) =0 | (T1.2.5)

F(x,,%,,%,;%, ,%,,%)=0 (1I1.2.6)
Bagintilarindan bagka

B (x,,%,,%,,%,,%,,%,) =0 (I11.2.7)
bagintis1 da varsa X dogrusunun bagimsiz parametre sayisi iki olur.

Iki bagimsiz parametreye bagli (oo?) sayidaki X dogrularinin ctimlesine

kongriians denir.

LINEER ISIN KONGRUANSININ LORENTZ GEOMETRISI
A ve B has dual vektorleri igin
F..(d,%)+(a",%)=0
¢...<I§,£*>+<E*,i> =0
denklemlerini saglayan dogrularin ciimlesine lineer 1gin kongriiansit denir. Bu

denklemleri, sirast ile, 4 ve gz homogen parametreleri ile garpip toplarsak

<ﬂ&+u5,f*>+<ﬂﬁ*+p5*,i>:o (IIL.2.8)
olur. Bu halde her il/—{— deger ciftine bir 151n kongriiansini kapsayan bir 15mn

kompleksi karsihik gelir.
Her (II1.2.8) deki komleks demetinde dejenere iki kompleks vardir

(<?z,c7*>:0 ise k£, =0 ve <5,5*>:O ise k, =0).Bu dejenere komplekslerin
eksenlerine 151n kongriiansinin kilavuz hatlar1 denir. Bu takdirde kongrians ,iki

kilavuz hattini kesen dogrularin biitiiniinden olugur. Bu olusma seklinden 6ttt

kongruansa 1$1n agi1 da denir.

(I11.2.7) kompleks demetinin adim1
~ <ﬂ,c’i+;z5,/lc7* +,ul;*>
- Hﬂ. a+u b ”

oldugundan kompleks demetinin dejenere kompleksleri igin
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#(@ay+ aul(a5) (@ 5))r u* (6,57 )=0 (I.2.9)

dir. Her iki tarafi u” ye bolersek

(£J2<5,5*>+£(<5,5*> +<&.*,5>)+ (5,5*> ~0 (12.10)

7 7
elde edilir. Bu ise bir karesel ifadedir. (II1.2.9) denkleminin diskiriminanti

a=(aa)5.5)-(a5)+(@,5)f =o
dir. Burada U¢ durum vardir.

1.Hal: A > 0 ise 151n agina eliptik 151n ag1 denir.

2.Hal: A< O ise 151n agina hiperbolik 151n ag1 denir. Bu iki halde 1sin

aginin kilavuz hatlan kesismez, giinkii
(@a")=o0, (1?,5*) =0

olsa bile
a=(a5)+(a5)f o

dir. Su halde A veB kilavuz dogrular kesigmezler.

3.Hal: A = 0 ise 151n agina parabolik 151n ag1 denir.

Son hal ilk iki halin sinir halidir. Parabolik halde kilavuz dogrular hem

cakisik hem de reeldir.
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IIL3. REGLE YUZEY

TANIM IIL3.1 (Regle Yiizey): X =%+&¥ =X(x,x,,%;; X, %5,X})
dogrusunun (x,,x,,x,; X, ,x,,x,) normlanmus alt1 Pliicker dogru koordinatlar:
arasinda

x> +xl~x}=%lvex; x +x,%, —x;x, =0 (01.3.1)

bagintilarindan bagska

F(x,,%;,%;; X;,%,,%,) =0 (11.3.2)
D (x,,%,,%3; X, %;,%;)=0 (I11.3.3)
W (%), %,, %5 X, %,,%,)=0 (I1.3.4)

bagmtilar: da varsa X dogrulariin bagimsiz parametre sayis1 bir tanedir.
E.STUDY tekabiiliine uyan ve bagimsiz bir parametreye bagli (')

sayidaki X dogrularimin cimlesine regle yiizey veya 1sin ag1 denir.

REGLE YUZEYIN LORENTZ GEOMETRISI
TANIM II1.3.1 deki F, @, ¥ ler ; A, B, C has dual vektorler olmak iizere

F..(d,%")+(d",%)=0

o (5,)+(5,%)=0

Y. (2.5)+(¢".%)=0
seklinde verilebilir. O zaman bir regle yiizey F=0, ® = 0,'¥ = 0 151n
komplekslerinin tigiinde de ortak (') dogrunun ciimlesi olarak diigiiniilebilir.

Bir regle yiizey, bir “t” parametresine bagli X = X(t) birim dual vektorel
fonksiyon olmak tizere

X(®)=X(t)+&% (1) (1I13.5)
seklinde yazilabilir.
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X=X (t) fonksiyonunun “t” ye gore istenildigi kadar tiretilebildigi kabul
ediliyor. (IIL.3.5) deki birim dual vektdrine

”)? “ =(1,0) ve oxX=X
oldugundan birim dual Lorentz kiiresi lizerinde bir dual “X” noktast karsilik gelir.
Biliniyor ki noktaya da IR® de bir X dogrusu karsihk gelir. “t” parametresi
degistikge

OX=X()=F+e%"
birim dual vektorii, birim dual Lorentz kiiresi iizerinde bir (X ) dual egrisi gizer.

(X ) dual egrisine regle yiizeyin dual kiiresel resmi denir. Birim dual kiire
iizerinde X = X (t) dual egrisinin

dp=dp+edyp’
dual yay elementi i¢in

ag* = (dg,dg) = (XX )ar
yazilabilir. Tanim 1.1.4 den faydalanarak (II1.3.1) ifadesini agarsak

dp® = <oi€,¢[‘c’) ve dpdp” = <a’5€,a§5*>

elde edilir.

TANIM HL3.2. (Dagitma Parametresi veya Dral):

1 () dpdp’ dp’

d  (d,d%) dedp dp
ifadesindeki % buyiikliigine regle ylizeyin “t” parametrisine ait olan X ana

dogrusu boyunca dagitma parametresi veya drali denir.
TANIM IM1.3.3 (Toruslar veya Agilabilir Regle Yiizey): Komsu ana

dogrular1 kesigen regle yiizeylere toruslar veya agilabilir regle yizeyler denir.

Dral in (veya do" =0 ) sifir olmast toruslar igin karakteristikdir .
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IIL4.LORENTZ KURESI UZERINDE BiR HAREKETIN LORENTZ
GOSTERIMI

IR’ de sabit ve hareketli sistemler, siras1 ile, H' ve H olsun. H' ve H
sistemlerinin ortonormal koordinat sistemleri de, sirasi ile,

{O’;Z }ve {O;Z }, 1<i<3
ve

1, i=j=12

(1)=(D)={-1 . i=j=3
0, i#j

dir. H' ile H aynt gekilde yonlenmis olsun, yani birinden digerine gegilebilsin.
H' sistemini sabit olma gibi bir imtiyazdan kurtarmak i¢in H nin H' ye gore
H/H’ hareketi hem H'ye hem de H ya gore hareket eden H, sistemine nispet

edilir. Bu tiglincii sisteme mukayese sistemi denir. H, deki ortonormal koordinat

sistemi

{Q;7 },1<i<3

1

ve
1, i=j=12
<7}~a7‘j>= -1, i=j=3
0, i#j

dir ve H, de H've H ile ayn: sekilde yonlendirilmig olsun.

Teorem I1.2.5 geregince [/,/,,r, ,1<i <3 eksenlerine ID-Modiilde, sirast

ile, aynt M merkezli K, K’ ve K, birim dual Lorentz kirelerinin dual noktalari
karsilik geleceginden H, /H', H'/H dolayistyla H/H' hareketleri, sirasi ile, K, /K,

K,/K ve K/K' dual Lorentz kiiresel hareketler olarak incelenebilirler.
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K,K'veK, birim dual Lorentz kirelerinin ortak merkezi M olsun .Bu
birim dual Lorentz kiirelere siki sikiya bagli ortonormal baz sistemleri de, sirast
ile,

{M;ﬁ:}, {M;f,,. }, {M;I—{i },lsi£3
olsun (Sekil I11.4.1).

H
_»harakeﬂi s
- z,

SEKIL 1O1.4.1

Burada

ve
" =MO Al
[ = MO AT/
7' =MQAF,
dir.

Bu baz sistemleri de ayni yonlii olurlar, yani bir doéniigiimle birinden
digerine gegilebilir. Elbette ki bu doniisiimler, M noktast etrafindaki dénmelerdir.

A= la,ijGB = [b,jJ matrisleri 3x3 tipinde determinantinin degeri “1”

olan matrisler olmak tizere
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L=ARve L'=BR (IIL.4.1)

yazilabilir. Burada

R, L, L]
R=(R,|, L=|L, |, L'=|L]
R, L, L,

seklinde dual sutun matrislerdir.

A ve B dual matrislerinin elemanlart 7 =t +£1t"dual parametresinin yeteri

kadar tiiretilebilen fonksiyonlardir. Burada aksi soylenmedikge t*=0 alinacaktir.
Boylece bir parametreli hareketler s6z konusudur.
LEMMA.II1.4.1
(II1.4.1) deki doniiglim matrisi olan
( ay dp, —dp
Al =f, [AT]: [fs [A] ]T =l 4 Gp —Qp
|~ @3 —dp A3 J
matrisinin tersi
I el A, ~a;

Al = fs[AT]: [fs[A] ]T = G Gy —dy
|~ —dxp ay; |

dir.
ay, a, —dg
ISPAT: A=]p,] ise £,]AT]=| a, a, -a,
—a; —dy s

dir. (I11.4.1) den

diyelim. {M; R,, ﬁz, ﬁ3} sistemi Lorentz uzayinda ortonormal baz oldugu i¢in

Ay =a;a; +0y 0y, — Ay Ay, (T1.4.2)
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elde ederiz.

Ayni gekilde {M;I:l ,ﬂz,f3 } sisteminde Lorentz uzayinda ortonormal bir

bazdir. Boylece
1, i=j=12
aq. = --1 , i:j:3

0, i#j
dir. Burada (I11.4.2) den

a, Q) Qy;

Tl
A'fslA J— Qy, Ay Oy
Qs A3 =Q3

dir. Dolayistyla

A= plaT=[AAI T (m.43)
olur. Boylece ispat biter.

(II1.4.1) ve (I11.4.3) den

R=1,|AT|E
olur. E sabit bir sistem oldugundan

dR =df,|A" |E
elde edilir. Yine (II1.4.1) den

dR = df,|AT|AR

olur.

Q=df,|aT|a (IT1.4.4)
dersek

dR = QR (1I1.4.5)
sonucuna ulagilir, Ayrica

flatla=1
oldugundan

df,|AT| A+ £,|aT|aa=0

ise
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dr|a™|a=- 7 |a" |aa
=- (dA f[ADT
S CATAN AT}
~- (AlarlaT] | AlaD"
=- (slarlaT]ADT
olur. (IIL.4.4) den

a=-(sle]y =-(slo"])

elde edilir.

Q= I-QU J3.yc3
matrisinde
Q. Q Q
Ch= [Q: Q;j’ Cp,= [QZ:|’C21 = [QSI Qsz] ve Cpy = [st]
dersek

Q — |:Cll C12 j|
CZ] C22
olur, boylece
C'n —Chn -Cti C'n
Q' |= ve — £,|Q" |=
f3[ ] [—CTZI CTzz} f3[ ] !:CTZI -CTzz}
olur. (II1.4.6) dan

C, Cp|_[-Ctw C"
c, C, C'a -C'n

elde edilir. Matrislerin esitliginden

C,=-C"n (I11.4.6)
C,=-C'zn (I1.4.7)
C, =C" (11.4.8)
C, =Cu (I11.4.9)

olur. Burada C,, ve C,, anti-simetrik matris olduklarindan
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Q =Q,, =y =0

olur.

2 3

: k) , Q, =Q, olmak iizere
J

1

i#jigin o =[,

l
Qpy=Q,,Q;=-Q,, Q, =Q,

dersek (I11.4.6), (I11.4.7), (II1.4.8), (I11.4.9) dan

0 Q -Q
Q=|-0, 0 O (II1.4.10)
-Q, O 0

elde edilir. (II1.4.5) den

dR, 0 Q, -Q,]|R,
dR,|=|-Q, 0 Q |[|R,
R, | |-Q, @ 0 |[|R

w

olur ve bu ifadeden

dR,=-O,R, +Q R, (I1.4.11)
dR, =-Q, R, +Q R,
elde edilir.

Ayni sekilde K,/K’ dual donme hareketi igin degisimler “d’” ile

gosterilirse
dR = Q'R (I1.4.12)

olur. Boylece

dR, 0 Q -Q|R,
dr, |=|-Q, 0  [|R,
dr,| [-Q, Q 0 ||R,
ise
d’RIZQ;_.z—Q'zI-%
dR, =-Q,R, +Q R, (II1.4.13)
dR, =-Q,R, +Q'R,
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elde edilir.

ORNEK IIL4.1: L2 de X =(pch0,psh@) alirsak
dX =(dp ch6+psh0db, dpshb+pchb.do)
R,=(ch®, sh@)
R,=(sh8, ch@)
dersek
dX=dp R, +pdf R,
elde edilir.
dR,=(shO, ch®)dO=R, db
ise
Q,=0,=0veQ,=Q, =df
oldugundan
0
@= L'e a(ﬂ

dir. Boylece
df{l | 0 db ﬁx
dR,| |d8 o0 ||R,

ORNEK MI1.4.2: X = (pche, pshsh, pshéch) igin

olur.

R, = (chg,sh¢ shO,shpchb)

R, = (0,ch6,sh6)

R, = (she,chg shO,chpchd)
ise

dX = dpR, + pshpdOR, + pdgR,
ve

dR, = shpdOR, +dgR,

—

dR, = —sh¢dOR, +chpdOR,
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elde edilir. (II1.4.10) dan

—

dR,=Q,R,-Q R,

dR,=-Q R, +Q R,
ise

Q, =ch¢dl ,Q, =—d¢ ,Q, =chp db
bulunur. (II1.4.11) den

0 sh¢dd d¢
Q=|-sh¢dd 0  chpdd
d¢  ch¢dd 0

olur ve
dR, 0 sh¢ do dg
dR, |=|-sh¢dd 0 ch¢dd
dR, dp  chp do 0
dir.
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II1.5. HIPERBOLIiK LORENTZ KURESINDE HIZLARIN LORENTZ
GEOMETRISI
Boliim ITI.4 deki izafe sistemine gore koordinatlar1 x,,x,,x, olan herhangi
bir nokta X olsun.

0X=X=xR, +xR, +xR,

ifadesinde
xl
XT = x2 VeR:(ﬁlaﬁZaES)
X5

olmak tlizere

X =X'R (IIL5.1)
seklinde yazilabilir. X noktasi 6zel olarak Lorentz birim kiiresi izerinde ,yani
Xe S? veya X e Hy ise

<f,/\7>:x12 +x2 —x2 =+1

dir. (IL.5.1) den

dX = dX'R+X"dR (1.5.2)
ve bagka bir yonde ki tirevi “d’” ise

dX =dX*R+X"dR (I11.5.3)
olur. (II1.4.5) ifadesini (II1.5.2) de yerine yazarsak

dX = (@X" +XT Q)R (IIL.5.4)

elde edilir. Ayni gekilde (II1.4.13) ifadesini de (I11.5.3) de yerine yazarsak
d'X =@X* +X" Q)R (I11.5.5)

olur.
X noktasinin K ve K’ Lorentz birim dual kiiresi iizerinde sabit kalma

kosullari ,sirast ile, dX¥ =0 ve d'X¥ =0 dir. Bu kosullar igin
dX' =-X"Q (IL.5.6)

ve

dX' =-X"Q)
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elde edilir. (I11.4.6) dan
X" = X" £ |07
ise
dX = £,]Q]X ve dX = f£JQ]X (IIL.5.7)

elde edilir.

Simdi X noktasini K iizerinde sabit kabul edelim. Burada X in K'ye gore

hizina X in siiriiklenme hizt denir.

(IIL.5.6) yi (II1.5.5) da yerine yazarsak

d.X=X" (Q-Q)R (IIL.5.8)
elde edilir. Ayrica

Y =0 -Q;
dersek (JI1.5.9) dan
d X = - (6%, +5,%,)R, +(x¥Y, +x, )R, +(x,¥, - x,¥,)R, (IIL.5.9)
sonucuna ulagiriz. Burada

¥ =¥R,+¥,R, - ¥R, (I11.5.10)
esitligi ile verilen vektore G¢ yiizliniin ani donme vektorii denir. ¥ ani dénme

vektorii her hangi bir andaki Pfaff vektoriidiir. Burada d f/\_} in

d,X=PrX (01.5.11)
oldugu (II1.5.9) dan elde edilir.(II1.5.11) deki ani donme vektoriinii dual formda
yazarsak

¥=y+ep

olur. ¥ dual vektoriine K/K' hareketinin ani dual Pfaff vektdrleri de denir.
¥ nin w rteel ve " dual kissmlari K/K’ dual désnme hareketine karsilik gelen

H/H'uzay hareketinin, sirast ile, ani donme ve ani kayma Pfaff vektorlerine

karsilik gelirler. Suf donme ve sirf kayma hareketini hari¢ tutmak igin aksi
séylenmedikge & # 0 vey” =0 alinacaktr.

w # 0 olmak lizere
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¥ = ”\'I’J” jz (I1.5.12)

seklinde yazilabildiginden
P=p+ep"
birim dual vektérii tek anlamli olarak belirlenmig olur. Burada
[#l-vvov
ani dual donme agisidir.
¥ ani donme vektorii ile birim dual Lorentz kiiresinin ani dual donmesi
belli olur. Bu donme P dénme poli etrafinda ¥ dual ani dénme agis1 ile olur.
¥ dual vektorii IR® gizgiler uzayinda P ekseni etrafinda olusan ani helis

hareketini belirtir. Burada , P ekseni etrafindaki sonsuz dénme kiigik dénme

acisimi ve - da P boyuca sonsuz kiigiik kayma uzunlugunu gosterir. Bilindigi
4 yu Yy g g

gibi bu ani helis hareketinin adimi

L)y

.7 v
dir.

IIL6. DUAL IVMENIN LORENTZ GEOMETRISI

K birim dual Lorentz kiiresinin sabit bir noktasinin X olmasi halinde X

noktasinin hizi (I11.5.13) den

4,X=FA%
olarak bilinmektedir. Bu noktanin ivmesi ise

J=d;X=d(PrX)=dPrX+¥rnd, X (IIL.6.1)
veya

J=dPAX+P AP AX) (111.6.2)

olarak bulunur. Buradan

—

J=d®a R +(B,9)% (% )
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—d¥ AR+ (T,2)E

dir. (ITL.5.8) de

(@, x) =x" (@-) (IIL.6.3)
dersek (IIL.5.8) ifadesi
d,X=(d, xR (IIL6.4)
sekline dontgir. (1I1.6.3) esitliginin her iki tarafinin tranzpozunu alirsak
d,X=f;(Q-QX (IL.6.5)
olur.
M= £,(Q'-Q) (1I1.6.6)
denirse
d, X =MX (I11.6.7)
elde edilir. (II1.6.6) dan
0 -% Y,
M=¥ 0 -Y
Y, -%¥ 0

dir. (II1.6.7) denJ ivmesi igin matrissel olarak
J=dMX+Md X
=dMX +MMX
=dM X +M*X
= (@M +M*)X

ifadesi bulunur. Ayrica ¥* = ¥? +%¥, — ¥ oldugundan

P2 - 11112 - lPl le lPl \Ps
M =| -W¥Y, PSR Y, ¥,
—\PlLP3 —‘Ifl\I’3 \P2+\I}32
seklinde ifade edilir.
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IIL7. KANONIK KOORDINAT SISTEMI VE EKSEN YUZEYLERININ
LORENTZ GEOMETRISI

(I11.5.11) de k£ #0 kosulu altinda P =R3 olacak sekilde yeni bir izafe

sistemi segilmis olsun. P= ﬁ3 (II1.5.11) den

¥ =%,=0 ise Q =Q| ve Q, =Q)
olur. Dolayistyla

¥ =-Y,R,=-V¥,P (WL7.1)
elde edilir. Bu halde hareketin adim:

k=2’_*:__._"’3* v
e 2 2

olur.

Segilen izafe sistem P= ﬁ3 kosulu ile tek anlamli olarak belirlenmistir.
Ciinkii bu sistemin R, etrafinda keyfi olarak donebilme olanagi vardir, yani
{Q; R, 1<i< 3} izafe sistemi P ekseni etrafinda helisel hareket yapabilir. Bu
serbestlik R, veR, nin 6zel olarak segilmesi igin kullanglidir,

ﬁl ve f(z eksenleri ﬁ3 etrafinda ¢ = ¢ +£¢" dual agis1 kadar ayni yonde

dondiirtlstn. Burada {M ; ﬁl,ﬁz } diizlemi Euclid dizlemi gibi davranir. Ciinki
bu diizlemde herhangi X ve Y noktalarini alirsak
OX=%= (x,,x,.0) ve OY = 7=(,,5,,0)
dir. Lorentz anlaminda i¢ ¢arpim
(£,9), =) +%,9, —0.0=x.p, +x,.5,
Euclid anlaminda i¢ ¢arpim
(F9) e =00 +%,0,+0.0=xy, +x,.5,

olur. Dolayistyla xoy dizleminde

(%) = (% I)s
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oldugu gériiliir. Boylece L(2,1) Lorentz uzayinda xoy duzlemi Euclid diizlemi
gibi davranir. ﬁ3 ekseni etrafinda ¢ = @p+¢ @" dual agist kadar dénme, Euclid

anlaminda dénme ile gakigir (Sekil IT1.7.1).

N

I

L=
=y

¥

SEKIL [I1.7.1

Bu sistem i¢in

=R, cosg+ R, sin g

U

ii =—R sing+R, cosg

Ry =R,
bagintilan yazilabilir.

(ML} ve {ML,}, 1<i<3

—

sistemlerinden {M;Izﬂ,ﬁz,]z} sistemine, sirast ile, 4 ve B gibi ge¢is matrisi
vardir. Dolayisiyla,
R=4E ve R=BE'
den (Boliim II1.4) deki metodu izleyerek
dR=QR ve dR= QR
formullerine ulagiriz. Aym gekilde

dR =QR ve dR = Q'R
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oldugundan
=R, cosg+ R, sin ¢

R, =R,
ifadelerinden diferansiyel olarak ﬁl,ﬁz,ﬁ3 dual 1-formlan Q,, Q, €3 dual 1-

formlar1 cinsinden ifade edilebilir.
dR, = dR cos¢ - R sin pdp+dR, sin g+ R, cos gd
dR, = (Q,R, —-Q,R,)cosp—R, sin ¢ dp+(-Q, R, +Q,R,)sin ¢+ R, cos pdp
dR. = (~Q, sin $—sin pdg)R. +(Q, cos +cos pdd)R,
+(~Q, cos g+, sin $)R, (01.7.2)

Aym sekilde (IT1.4.12) den
dR =0,R, ~ Ok, = O, (=R, sin ¢ +&, cos #)— O, R,
dR, = 0, sin R, + 8, cosgR, — QO R, (I1.7.3)
(UL.7.4)

(II1.6.1) ve (I11.6.2) den
Q, =Q, cosg—Q, sin ¢

Q, =0, +d¢
elde edilir. Ayni sekilde
1:32 =—R, sin g+ R, cos ¢

R, =R,
(111.7.5)

ifadelerinin diferansiyelini alarak

Q, =0, cosp+Q, sin ¢

olur.
cosp=cos(p+ &£ @)= cosp —& @ sing
sing=sin(p+ & @) =sing + £ ¢ cose
esitliklerini (II1.6.3) de yerine yazarsak
L+ EW 2= (Wy + €W )cosp— (w +&w)sing

w
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elde edilir. Dual sayilarin esitliginden
W, =W, cosQ — w; Sing
W =w'2 cosp-w"i sin p—@" (w, sin ¢ +w, cosp)
ve aym sekilde (I11.7.4) den
£~2, =(w; +e w*l)cos¢ + (W, +e w*z)sz'nqﬁ =W, +EW
esitliginden
W, =w, cosg+w, sin ¢
#i=w'cosp—w"2 sin g+ (w, cosp~w, sin @)
olur. Dolayistyla,
W2 =w"2cosp—~wising - W,
W =wicosp+wsing+oW,
elde edilir. fll =0 olacak sekilde ¢ = ¢ + ¢ olacak sekilde dual agisin1 belirlemek
miimkiindiir.
Q =0
ise
W, =w, cosp+w,sing =0
Wi =wcosp+wasing+eW,=0
denklemlerinden ¢ dual agisi tayin edilebilir. Simdi hesap edilen ¢ dual agisi
kadar dual Lorentz kiire iizerinde bir dual dénmenin veya IR® de helisel hareketin
yapildig1 kabul edilir.
dR = OR ve dR = R

ifadeleri,sirasi ile ,

—

(IIL7.6)

?ngdu =N

w

ve
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l

dR, o & -O,]R,
dR,|=[-Q, 0o o0 |R, (I1.7.7)
dR,| |-Q; o0 o0 |R,

olur. Aym gekilde (II1.5.7) ve (II1.5.8) den
[, | [ o Q, §~22—|_x,_
de, |=|-Q, 0 0 |x, (111.7.8)
| |[Q, 0 0 x|

fae, ] [ 0 @ @, x,
de, [=|-Q, 0 0 |x, (IL.7.9)
dx, | | Q;, O OJ_x3_j

olur.

R, = P dual vektorii hareketli K Lorentz Hiperbolik birim kiiresi iizerinde
(P) dual hareketli pol egrisini sabit K’ Lorentz kiiresi {izerinde (P’) sabit pol
egrisine resmeder. H/ H' hareketli yapilirken bu pol egrileri birbiri tizerinde

yuvarlanirlar, yani dual yay uzunluklari aym: kalarak P noktasinda birbirlerine

teget olurlar.
Dual pol egrilerinin H ve H' wuzaylanindaki karsgihklan H/H'

hareketlerinin eksen yiizeyleri denen iki regle yilizeydir. Burada (P) ye karsilik

gelen hareketli eksen yiizeyi P ani ekseninin H hareketlin uzayindaki geometrik
yeridir. Aym sekilde (P) ye karsilik gelen sabit eksen yiizeyi de (P) ekseninin
H' deki geometrik yeridir.

Yine % # 0 kosulu altinda P(t):ﬁz(t) olacak sekilde izafe sitemini

yeniden segelim. P =R, olmas

vi= =0
ise
Q=0 ve Q=0

olmasini gerektirir. O halde hareketin adimi
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= 2
¥,

olur. R, ve R,eksenleri R, etrafinda ¢ =@ +s¢" dual agis: kadar aynt yonde

dondirilsiin ve yeni sistem {M; l:{,.,l <ig3 } ile gosterilsin ($ekil I11.7.2)

§3 4~
R,
= = 1—iz = ﬁz
ﬁl /
R SEKIL I11.7.2

!

Bu sistem i¢in

| =chgR, +shgR,

=

—

:R2

=

2

—

R, = shgR, +chgR,
bagintilar1 yazilabilir. Ayn1 sekilde
{M;E{ }ve {M;Ei }, 1<i<3
sistemlerinden {M;El,ﬁz,ﬁ3 } sistemine, sirasi ile, A ve B gecis matrisleri
vardir. Dolayistyla
R =AE ve R =BE’
den
dR = QR ve dR =R
formullerine ulagiriz. Ayn sekilde
dR=QR ve dR=Q'R
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olduklarindan

R, = chgR, +shgR,

ifadelerinden yine diferansiyel alarak €, Q,,Q, dual 1-formlan Q,,Q,,Q,
dual 1-formlar cinsinden ifade edilebilir.

-

dR, = ch¢dR, +shgdpR, +shpdR, +chpdpR,

dfil = (—shpQ, +shpdP)R, + (chgQ, +shgQ )R, +(-chp.Q, + chpdp)R,
Ayni gekilde (II1.4.12 )den

It
wbz
wu
N
|
il
[3¥3
WFUU
Il
=
[ &1
|
™
[N
=
>
-
m
+
o
>
A=Y
=]
f”

elde edilir, dolayisiyla

—~

Q,=Q,-dg
Q, = shpQ, +chpQ,
dir.

R, = shgR, +ch¢R,
ifadelerinin diferansiyelini alirsak
Q, = ch¢Q, +shgQ,
olur. Boylece
Q =6+, =(0, +sa"s)shd+ (v, + cw")chd
dir. g=p+eg ise
shg = shp+eo chp
chg =chp+¢e@ she
oldugundan

o, = o, che + @, she
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&1 =0 1chg +®"3she+ ¢ (o, she + w, chp)

dir. Ayni sekilde (IT11.6.11) den
Q, =3, +sd,=(w, +cw")shp+ (v, + £w"s)chg
den iglemler yapilip dual sayilarda egitlik kavramindan

@, = 0, shp+w,chy
@3 =01 she+aw'sche+ ¢’ (o,chp + o, she)
olur. Dolayisiyla
@1 = 1chp+a"sshp +¢" @,
@3 = cul’shgo. +w, chp+¢'a,
elde edilir. Aymi sekilde SNE, =0 olacak sekildle ¢=¢p+c¢" dual agisim
belirlemek miimkiindir.
Q =0
ise
@, = o,che + @,shp =0
@1 = 0"\chp +®'sshg + ¢ ©,=0
denklemlerinden ¢ =@ +&¢" dual agist tayin edilebilir. Simdi hesap edilen ¢
dual a¢is1 kadar dual Lorentz kiire {izerinde bir dénmenin
dR = QR ve dR = UR

ile ifade edildigini biliyoruz. Bu ifadeler ,sirasi ile,

dR, o 0, -G,k
dR,|=1-Q, 0 0 |R, (II1.7.10)
dR,| |-Q, 0 0 |R,
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ve

dR, 0
dR, |=|-Q,
dR,| |-

olur. Benzer sekilde (I11.5.7) ve (II1.5.8) dan

dx, 0

de, |=|-Q,

de, | | Q,
ve

dx, 0

dx, |= _ﬁ;

e, | | &

elde edilir.

l

(@]

7

w

AU Au

W
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HL8.YORUNGE YUZEYLERININ LORENTZ GEOMETRISI

I11.8.1 Hareketli Uzaywn Sabit Bir Dogrusunun Yoriinge Yiizeyinin Lorentz

Geometrisi

H hareketli uzayinda tespit edilmis X dogrusunu géz Oniine alalim , yani
K birim dual kiirenin sabit bir X noktasimi diigiinelim. H/H' hareketinde X
dogrusu H' sabit uzayinda X ‘in yoriinge yiizeyi denen bir (X) regle yiizeyi
cizer. X noktasmmin K’ ye gore degisimi, yani X dogrusunun H' ye gore degisimi
(I11.5.2) formiiliinden

d f/? =PAX
olarak bilinmektedir. Bu degisim kanonik izafe sisteminde ifade edilirse, P =R,
igin

d,X=-F,PrX)=-¥R,rX) (111.8.1)
elde edilir.

X=XR, +X,R,+X,R,
oldugundan

d, X =-9,(-XR, + X,R,)

d, X =¥ (X,R, - XR,) (II1.8.2)
bulunur.

X noktast K’ {izerinde dual yay elementi

dp=do+edop”

olan bir dual (X) egrisi gizer . (X) yoriinge yiizeyinin drali hesaplanirsa
d¢* = dp® +2edpdy’ = (d X,d, X)
de® = (X} +X2)¥; (111.8.3)
X noktasi hiperbolik Lorentz kiiresi tizerinde oldugundan

(X, %) =X} + X} - X} =+
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dir. Buradan
X+ X2 =1+ X2
olur.(I11.8.3) ‘den
dg® = (x1+ X2)¥]
elde edilir. X, ve ¥, yerine dual degeri yazilirsa
de® = (£1+x7 +2ex,%,).(w? +2ew,y;)
dg® = (E1+xD)yl +26[(X1+x2 )y, +x,x,p7 ]
ve dual sayilarin esitliginden
dp= (i1+x32>//32 , dodo = (j-_l +x,’ )//3%* +x,x, v,
1 _dpde” dp (%1 +x, Y, +xx .’
d do* dp (i1+x32)//32

elde edilir. Hareketin adimi

*

=Y
Vs
oldugundan
oz x3x32 Yy __xlxlz____+ xzzxz (I11.8.4)
d +1+x% X, +x5
seklinde de yazilabilir.

Bir ¢ aninda aymi 1 sabit dralli 151 yizeylerini ¢izen X eH sabit

dogrularinin bitini

(k - i{j (i 1+ x32)+ Xx, =0 (I111.8.5)
[4
veya
(k - %) (52 + 1,7)+ 20, =0 (I1L8.6)

seklinde de yazilabilir. Boylece Pliicker dogru koordinatlarina gore karesel bir
denklem elde edilmis olur. (II1.8.5) denklemi normlanmig homogen olmayan

Pliicker dogru koordinatlari igin gegerlidir. (II1.8.6) denklemi ise homogen formda
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yazilmugtir, Yani x; ve x; yerine px, ,px; ,1<i<3 alindiginda denklemde

degisiklik olmaz.
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OZET

Bu c¢ahiymada, dual sayilarin ozelliklerinden faydalanarak E. Study
gosterimleri Lorentz geometrisine ¢evrilmistir. Lorentz i¢ ve dig ¢arpimlarinin
tanimindan faydalanarak, Euclid uzaydaki bazi ifadelerin Lorentz uzayindaki
karsiliklar1 elde edilmis ve bunlardan faydalanarak Euclid anlamindaki uzay

kinematigi Lorentz anlamina dontgtirilmiigtiir.

Bolim I’ de ID-ciimlesi tanimlanip E.Study doniigiimleri hakkinda genel
bilgi verilip daha sonra ozel bir f; doniigimii tamimlanmgtir. Ayrica Bolim Illde
kullanulacak olan bazi dual ifadelerin Euclid anlamindaki formilleri verilmisgtir.

Boliim IT’de Boliim I'deki dual ifadelerin Lorentz kargiliklar

incelenmigtir.
Boliim III’ de Lorentz uzayindaki donmeyi ifade eden denklemler elde

edilmistir ve Bolim I’ de tammlanan f, doniisimi de dikkate alinarak bulunan
bu denklemlerdeki Q) dénme matrisinin Euclid uzayindakinden farkinin, anti-

simetrik olmayis1 sonucuna ulagtlmigtir.



SUMMARY

In this study, using properties of dual numbers, E.STUDY representations
are transformed into Lorentz geometry. Considering definitions of the Lorentzian
dot and exterior products, some relations in correspondances in Lorentzian space
of Euclidean space are obtained and using these space kinematics in Euclidean

means are transformed into Lorentzian ones.

In section I, the general knowledge about E.STUDY transformations is

given, and then ID-set and a new f; transformation are defined. Also, Euclidean

forms of some dual relations which is used in section III, is given.

In section II, Lorentz counterparts of dual expressions in section I are

examined.

In section III, the equations explaining rotations in the Lorentz space are
obtained and ) rotation matrices is found that considering f, transformation

defined in section I. Also, it follows that the difference of Q rotation matrix in

these equations from that ones in the Euclidean space is to be non-antisymmetric.
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