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Bu caligmada 2-parametreli hareketlerin Lorentz uzayindaki karsiliklart
elde edilmisgtir.

Boliim I de temel tamim ve teoremler verilmistir.

Diger bolimlerde 2-parametreli hareketlerin Lorentz uzayindaki
karsiliklari, kutup eksenleri, bir egri elementini ¢izen noktalar ve 2-parametreli

hareketlerden gekilen bir parametreli hareketler elde edilmistir.
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ABSTRACT

In this work, the correspendences of movements of 2-parameter motions
in Lorentz space are obtained.

In chapter one, the fundamental definitions and theorems are given.

In the following chapters, the correspendes of 2-parameter motions in
Lorentz space, polar axis, the points that drawn a curve element and motions with

1-parameter that is reduced from motions with 2-parameter are obtained.
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SIMGELER
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k' : L' -diizleminin zarf egrisi

) : Egrilik yarigap1

(,)] L : Lorentz anlaminda i¢ ¢arpim
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BOLUM 1
I. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu kisimda daha sonraki bolimlerde kullanacagimiz temel tamm ve

teoremler verilecektir.

TANIM I.1 ( Topoloji) :

o~

X bir cimle olsun. X’ in alt cimlelerinin bir koleksiyonu 3 olsun. 3
koleksiyonu agagidaki 6nermeleri dogrularsa X tizerinde bir topoloji adin: alir.

(IDX Je3

(32) VA, AzeT=A1NA€3

(33) Aie, i<l iLE{A,.

dir[1].
TANIM 1.2 ( Topolojik Uzay ) :

Bir X ciimlesi ve iizerindeki bir 3 topolojisinden olusan ( X, 3 ) ikilisine

bir topolojik uzay denir 1].
TANIM 1.3 ( Homeomorfizm ) :
X ve Y birer topolojik uzay olsun. Bir
[ X>Y

siirekli fonksiyonun f ' tersi var ve £ 7 de strekli ise f ye X den Y ye bir

homeomorfizm ( topolojik dontisiim ) denir [1].



TANIM 1.4 (Hausdorff Uzay: ) :

X bir topolojik uzay olsun. M i¢in asagidaki 6nermeler dogru ise M bir
n-boyutlu topolojik manifold ( topolojik n-manifold ) dur denir.
( M1 ) M bir Hausdorff uzay:dir.
( M2 ) M nin her bir agik alt ciimlesi E" veya E" nin bir agik alt ciimlesine
homeomorftur.

( M3 ) M sayilabilir goklukta agik alt cimlelerle ortiilebilir [1]

TANIM LS5 ( Dis Tiirev ) :

M bir n-boyutlu topolojik manifold ve M tizerinde bir A bolgesinde

taniml1 bir C* sinifindan bir fonksiyon f olsun. (f bir O-form olarak adlandirilir).
dfix) =X [f]= (VL,x)
olarak tanimlanan df 1-formuna f nin A daki dig tiirevi denir|[1].

TANIM 1.6 ( Pfaff Formlar) :
Bir veya iki degiskenli diferansiyel ifadelere yani,
W; = fi(t)dt veya W; = fi(u,v)du + gi(u,v)dv
seklindeki bagintilara Pfaff -formlar1 ad: verilir [2]
TANIM L7 ( Lorentz Anlaminda I¢ Carpim ) :

R? vektor uzay iizerinde Euclid i¢ ¢arpim1 yerine



(), :R*xR* >R

(Z, Z) 5(a,b), =ab, +a,b, —a,b,

a=(a,a,,a,), b=(b,b,,b,) bigiminde tammli (,), fonksiyonuna Lorentz ig
arpimi denir. R® afin uzayr Minkowski 3-uzayi olarak isimlendirilir ve R?ile

gosterilir [4] .

TANIM 1.8 ( Lorentz Uzayinda Vektorler ) :

—
R? uzayinda herhangi bir vektér a = (a,,a, ) olmak tizere

a| =<{a,a),)0 ise aya space-like vektor
a| ={a,a),(0 ise aya time-like vektor
a| =(a,a), =0ise a ya light-like ( null ) vektor

denir [4]
TANIM L9 ( an Lorentz Anlamindaki Normu ):

— -—>
a e R} vektorii igin @ nin Lorentz anlamindaki normu

-

- -
aj| =, [Ka,a)

bigiminde tanimlanir [4]



TANIM 1.10 ( Lorentz Anlaminda Ortogonal Vektor ) :
. . i g
R? uzayinda iki vektor ave b olsun.
(@), =0
ise aveb vektorlerine Lorentz anlaminda ortogonaldirler denir [4]
TANIM 1.11 ( Lorentz Geometrisinde Vektorler)

- -

a € R? time-like vektor olsun. ¢ = (0,1) olmak iizere
— - . - - .

(a, e){0 ise a ya future-pointing time like vekt6r

- — -
{a, e))0 ise a ya past-pointing time like vektor

denir [4].
TANIM 1.12 ( Yonlendirilmis Hiperbolik A¢1) :

- -
aveb, R’ uzayinda future-pointing ( veya past-pointing ) time-like iki

vektor olsun.
coshf sinh6 |l a | |b
sinh® coshf||a, | |b,

esitligi saglanaéak sekilde & € R sayisina a dan b ye yonlendirilmis hiperbolik

agt denir ve @ = (a,b) bigiminde gosterilir[4].



TANIM 1.13 ( Lorentz Anlaminda Vektorel Carpim ) :

R’ uzayinda iki vektor aveb olsun. a =(a,,a,,a,) veb=(b,,b,,b,)

olmak tizere;

(Zx Z) = (a,b, ~a,b,,a,b, —a,h,,a b, —a,b,)
L

- >
vektorine ave b nin Lorentz anlaminda vektorel ¢arpimi denir.

1, i=]j ise .
5. =<" ve li=(6,,6,,6,
ij {0’ 1-7-'-"] ise ( il i2 3)

olmak tizere

L L, -5
axh|, =-detla, a, a,
bl bZ b3
ile verilir. Lorentz anlaminda
leiz 223 , 73)(23 =—Z1 . Z3X21:—;2

dir[4].



TANIM L14 (Relatif Hiz ) :

X noktasimin L-Lorentz diizlemine gore hiz vektorine, yani X noktasi

L-dizlemindeki yoriinge egrisini gizerken sahip oldugu vektérel hiza X noktasinin

V. relatif hizi denir [2]

i 0]
/ o
0’ Z;I LI
(Sekil 1.1)
TANIM L.15 ( Mutlak Hiz ) :

X noktasiuin L'-Lorentz diizlemine gore hiz vektériine X noktasimin

V, mutlak hizi denir [2]. ( Sekil 1.1 ).
TANIM I.16 ( Euclid Anlaminda Siiriiklenme Hizi ) :

X noktasinin I_/-; suritklenme hizini bulalim.

Mmm\lw
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X noktasinin V:relatif hiz1 igin
X =xe +x,¢, (L1)

denkleminde g;ve e_z' yi sabit tutarak diferensiyel almak suretiyle

V. =dxe +dx,e, (12)
buluruz.

;;: cosga;17+sin (oéz (1L3)

;;:—sin(pe_];+cosgoéz (L4)

denklemlerinde e ve 2 vektorlerini sabit tutarak her iki tarafin diferensiyeli

alinirsa
P = ~
de, = —sin pdge| +cos pdpe,

= (—- sin ge, + cos pe, )iqp
de, = —cospdpe, —sin pdpe;
= —(cos @e, +sin ge, }z’gp

elde edilir. Parantezlerin igindeki ifadeleri ( 1.3 ) ve ( 1.4 ) formulleri ile

kargilagtirirsak



de,=dpe, de, =~dpe, (15)
yazilir,

Sekil ( 11 ) deki OO’ =u vektorini e, ve &, dogrultularindaki

bilesenlerine gére
0_(57=;=u,;;+u2;; (L6)
seklinde yazabiliriz. (1.6 ) nin her iki tarafinin diferensiyelini alirsak
dit = dulz +u]dg;+du222'+u2de_2’
buluruz. Burada ( 1.5 ) deki degerler yerine yazilirsa
du = du, g; +u, dgo;'; +du, e_z’ - uzd(agl’
veya

du = (du, —u:dgp)_e-l’+ (du, +u]d(0)eg (17)

formiiliini elde ederiz.

X noktasimin V, mutlak hizi igin

?:—;+;:(—ul+x1)2+(—212+x2)2 (L8)
olur. (1.8 ) bagintisinin tam diferensiyelini almak suretiyle

V,=dx'=-du+dx



Z = —(du, - uzd(o);; —(du, + u,d(a)e_z’ + x,dz; +dx, E; + xzde_; + dxze_z. (19)

bulunur. (1.5 ) ve (12 ) ifadelerini ( 1.9) ifadesinde kullanirsak

V.=di' = (du, +u,dp— xqua);; +(~du, ~udy +x1d¢)e_2. + 1’7,. (1.10)

elde edilir.

v, = —{cluI +(=u, +x, o, +{-du, +(~u, +x Mo, (L11)
vektoriine X noktasinin siiriiklenme hiz vektorii denir [2]

TANIM 1.17 ( Lorentz Anlaminda Siiriiklenme Hiz1) :

X noktasinin —\Z relatif hiz1 i¢in

X:x1Z+xZZ (L12)

denkleminde 1, vel, yi sabit tutarak diferensiyel alirsak

!
!
|

(L13)

=
il

dx, 1, +dx, 1,

r &

bulunur.



(Sekil1.2)

Z: cosh go2,7+sinh (DZ (L14)
I, =sinh (E + (p)z + cosh(E + (pjlz
) 2 2

:sinhgol—l;+cosh¢)2 (L15)

Katsayilar matrisinin determinant: alinirsa cosh” ¢ —sinh? ¢ =1 bulunur.
(114 ) ve ( 1.15) ifadelerinde lTvel_’;vektOrleri sabit tutularak her iki

tarafin tam diferensiyeli alinirsa
dz; = sinh ¢d(p7,7 +cosh qu(olz
= (sinh goif + cosh golZ);iga (L16)

10



—_—

00" =u= 1tlZ+zt2E
yazabiliriz. Bu ifadede her iki tarafin diferensiyelini alirsak
dit = dZIIZ'FLl'le] +dllzl_2’+ a’l_z’u2
elde ederiz. Bu egitlikte ( 1.18 ) deki degerler yerlerine yazilirsa
dit = a’uIZ+ ula’(pl_;+ du2l—2’+uza’(p2;

= (du, + uzd(p)Z +(du, + uld(p)l-;

bulunur. X noktasinin {/: mutlak hizi i¢gin

11

(L19)

(1.20)



55':—17+5c'=(~ll, +x1)2-|'+(“u2 +x2)l—2’

olur. Bu ifadenin diferansiyelini almak suretiyle

—

V =di' =—du+dx

V. = ~(cu, +u,do)l, ~(duu, +u,do)l, +x,dI +d ], +x,dl, +dx,I, (121)
bulunur. (1.18) ve (1. 13 ) deki bagnt: kullanilirsa

V. = ~(du, +u,do)l; —(du, +u,do)l, +x,dol, +dx,I. +x,dol, +dvx,1,

V. = d¥ = (~du, ~u,do + xzdgo)l_; +(-du, —udp+ xldgo)l: +I7: (1.22)

a

elde edilir.
Z = —{du, +(u, — x, )d(P}Z +{du, + (_ U +x )‘Z(P}Z; (123)
vektoriine X vektoriiniin Lorentz anlamindaki siiritklenme hiz vektorii denir [3].

TANIM L.18 ( Topolojik Manifold ) :

M bir Hausdorff uzay1 olsun. Vm € M noktas: i¢gin M’de E*, n > 0’ye
homeomorf olan bir U agik komsulugu bulunabilirse M’ye bir n-boyutlu topolojik

manifold denir [5]

12



TANIM L19 ( Sifirmct Mertebeden Diferensiyel Form ) :
E" de agik alt ciimle U olmak tizere bir
FU—>R
fonksiyonunun k-inct mertebeden bitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f

fonksiyonuna C* sinufindan diferensiyellenebilirdir denir. Ozel olarak f sadece

sirekli ise C° siufindandir denir. U istiinde tamimli C' sinifindan fonksiyona U

iistiinde bir O-form adi verilir[1].

TANIM 1.20 ( Hiperyiizey ) :

E", n-boyutlu Oklid uzayinda ( n-1 ) boyutlu veya ( n-1 )-yiizey diye

E™deki bos olmayan bir M ciimlesine denir. Oyleki bu M ctimlesi

dif bilir
M:{ercE"f:U = R,UGS}

x—)f(x):c

Vf I , #0,Vpe M bigiminde tanimlanur.
E? de bir 1-yiizeye diizlemsel egri denir. E* de bir 2-yiizeye sadece ylizey

denir. E” de bir ( n-1 )-yiizey, n>3 olmasi halinde daha ¢ok bir hiperyiizey olarak

adlandirilir [1]

TANIM L21 ( Hiperkiire ) :

E", n-boyutlu Euclid uzayinda

13



57 ={ ) | £ =r% 7R r=sani]
i=l

nokta ciimlesine bir ( n-1 )-boyutlu hiperkiire veya ( n-1 )-kiire denir [1]

TANIM L.22 ( Dénme Polii ) :

Siiriiklenme hizinin sifir oldugu noktalara pol noktas: veya dénme polii

veya ani dénme merkezi denir [2].

TANIM 1.23 ( Nokta Yogunlugu ) :

Iki-parametreli bir B,-hareketinde L-diizlemindeki X noktasinin yiizey

elementine X noktasinin L'-diizlemindeki nokta yogunlugu denir. [2]
TANIM 1.24 ( Dogru Yogunlugu ) :
L-diizlemindeki g dogrusunun

(g)=dh Ado

ile verilen ifadesine g dogrusunun dogru yogunlugu denir [2]

TANIM 1.25 ( Pol Egrisi ) :

Her t anina bir P dénme polii karsilik geleceginden, hareket esnasinda P
noktast her iki L ve L’-dizleminde yer degistirerek bir yoriinge gizer. P
noktasinin hareketinin L-dizleminde ¢izdigi geometrik yere ( P ) hareketli pol

egrisi denir. (P ) noktasiun L'-diizlemindeki geometrik yerine ise hareketin

( P') sabit pol egrisi denir [2].

14



TANIM 1.26 ( Zarf Egrisi ) :

Hareketli pol egrisinin, sabit pol egrisi iizerindeki hareketinden meydana
gelen egriye zarf egrisi denir [2]

TANIM 1.27 ( Kutup Ekseni ) :

Uzerinde bir baslangig noktas: bulunan saga dogru yonlendirilmis yatay

bir eksen, diizlem noktalarinin yerlerini belirtmek i¢in kullaniliyorsa bu eksene

kutup ekseni ad1 verilir[2].

TANIM 1.28 ( Geodezik- B, Hareketi) :

B,-hareketinin 1-parametreli B-hareketlerine, bu hareketlerin pol egrileri

tekabiil eden kutup eksenlerine dik oluyorsa geodezik adi verilir [2]

TANIM 1.29 ( Oskiilator- B, Hareketi ) :

Pol yoriungelerinin her defa kutup eksenine degen B,-hareketlerine

oskiilator-B, hareketi denir [2].

TANIM L30 ( Yay Elementi ) :

s-yay parametresi ile verilmis bir egri i¢in s nin ds diferensiyeline yay

elementi denir [1] :

TANIM 1.31 ( Kontengez Acis1 ) :

( P ) pol egrisinin komsu iki tegetinin agis1 3, ( P’) pol egrisinin komsu

iki tegetinin agist I’ olarak alinirsa bu Jve T agilarina kontengez agisi adi

verilir [2].



TEOREM L1:

f(u,,u,,..,u,) skalar fonksiyon veya sifirnci mertebeden diferensiyel

form ve W y1 da bir p-form olarak alirsak dig tiirev asafidaki ozellife sahip

olur[2].
d(fW)=d(Wf)=df AW+fdW
TEOREM L2:
R® Minkowski uzaymnda tig vektor a=(a,,a,,a,),5=(5,5,,5,)ve
¢ =(c,,c,,c;) olsun. Bu durumda Lorentz anlaminda

dir[4].

D{anb,c)= —det(é[, b, E)

ii) (g A E)/\ E = —(a,c)b +({b,c)a

ii)(anb,ay=0ve (@nb,by=0

iv)(a Ab,aAb)= —<5, 5><57 b)+ (@ g>)z

TEOREM L3:

Trigonometrik fonksiyonlar ile hiperbolik fonksiyonlar arasinda

asagidaki bagintilar vardir.
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a) cosh (i0)= cos8.
b) sinh (i) = isin @
c) sin(i@)=isinh 6

d) cos(i@) = cosh @

dir [7].

ISPAT:

a) coshx = ifadesinde x =10 alimirsa

. e®+e™®  cosO+isin®+cos®—isin® 2cosbd
cosh(i6) = = = =c
2

elde edilir.

b) sinhx = ¢ ¢ ifadesinde x =10 alinirsa

i0 ~ig i0 -8 . . . .
sinh(i9)= e —e  _e -e cosB+1sin0—cosO+isin 6
2 2
_ 2isin © —isn®
2
C) sinx= ifadesinde x=16 alinirsa

2i

17
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_i(ie) _ -i(ie) 20 _-i% -9 _ 0 8 _ o
e —¢€ e —¢€ c € € €
in (i0) = = = =
Sm( ) 2i 2i 2i 21

olur. Bu son esitligi (1) ile garpip bolersek

. 6 _ .-© 8 _ .0
sin(ie):—i(e ° J:ie 2e —isinh @

i\ 2

bulunur.
i(ie) ~i(i0) i’9 -i% -0 4 @f e, e®
d) cos(ie):e e & Fe P Fe L T® L oshd
2 2 2 2
olur. Buradan cos(iB)=cosh6 elde edilir.
TEOREM I.4:
Euclid geometrisindeki ¢® ifadesi, Lorentz geometrisinde

e = cosh(i@)+sinh(70) seklindedir.
ISPAT:

e® = cosO +isin® agiliminda cosB ve sin® yerine, Teorem 1.3 iin (a) ve

(b) siklarindan esitleri yazilirsa,

e’® = cosh(i8)+ sinh (i0)

seklinde yazilabilir.

18




TEOREM L5:

Iki hareketin terkibinde bir noktanin mutlak hiz vektorii, siiritkklenme hiz

vektori ile relatif hiz vektérinin toplamina esittir. Bundan dolay1 {/: mutlak

hizi, V; striiklenme hizi ve V, relatif hiz arasinda

bagntist vardir [2].

TEOREM L6:

Sabit ve hareketli diizlemlerdeki pol egrilerini ¢izen P dénme poliiniin

her t anindaki hizlar1 birbirinin aynidir. [2].
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BOLUM IO
II. Lorentz Geometrisinde 2-Parametreli Hareketler

Once 1-parametreli bir B, hareketini izah edelim.
Sekil ( 1.1 ) e gore hareketli L-duizlemini b,l_; ,l—; } eksen sistemi ve

L' sabit dizlemini de {O';l_l; ,IZ } eksen sistemi ile ifade edelim. Hareketli eksen

sisteminin baglangi¢ noktasindan sabit eksen sisteminin baglangi¢ noktasina giden

00’ =u vektorii ve Zf, Z vektorleri arasindaki donme agis1 ¢ tarif edilsin. Burada
557=;=uli;+uzl_; (I.1)
ve O ile O’ noktalari ¢akisacak sekilde kaydirilmig olarak diigiiniilirse
Z = cosh (p717+ sinh ¢Jl—£
l—; = sinh ¢Zl;+ cosh (DZ (I1.2)

bagntilar1 elde edilir. Herhangi bir X noktast énce L nin sonrada L’ niin noktas:

olarak digiiniilebilir. Bu durumda;

OX =X =xI' +xI (IL3)
X noktasinin her iki eksen sisteminde koordinatlarini

x=x+ix, , X =x +ix, (11.4)

20



ve OO’ vektoriini de hareketli eksen sisteminde

u=u +iu, (IL5)

kompleks sayilari ile gosterelim.

Bunlar arasinda agagidaki bagintilar mevcuttur; yani
x'=(x—u)e” (IL6)
u' = -ue” (IL.7)
ifadelerinden
x' = xe —ue'
x' =u'+xe" (IL8)

sonucu elde edilir.
1- parametreli B,-hareketinde ¢ ve u yu dolayli olarak da u’ yii bir reel
t-parametresine bagli olarak digtnelim. X noktast L-diizleminde bulunuyorsa X

sabittir. (1.6 ) ve (I11.8 ) bagintilarinin her iki tarafinin diferensiyeli alinirsa,
dx' = ~due™ +i(x —u)e"dp = du’ + ix’e”dyp
d' = {~du +i(x —u)dple” = du' +ixe™dg (1L9)
bulunur. P dénme polii dx’=0vedx =0 ile karekterize edildiginden
—du+i(x—u)dp=0

21



dir ve buradan

x=u—idulde

olur. dx’' =0 igin x = p oldugundan

p=x=u—iduldgp (1IL.10)

bulunur. Tekrar (I1.6 ) bagintisini kullanirsak
X' =(x-ul” >x-u=x'e™

>x=u+xe™
diferensiyeli alinirsa

de = du—ix'edgp (IL11)
bulunur. P donme pola dx = 0 olarak karakterize edildiginden

du—ix'e™dp =0

x'=edulide

dir. dx =0 igin x' noktalar1 p’ pol noktalarina esit olacagindan

p =x"=—ie®duldg (1.12)

bulunur. Boylece P dénme poliinii veren kompleks sayilar bulunmus olur.
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Simdi uy, uz, ¢ ve dolaystyla da u ve u’ kompleks bityiikliiklerinin iki
reel parametreye baglt oldugunu kabul edelim. $ayet du/dp#0 ise yani u
gergekten ¢’ye bagll ise bu parametrelerden birini ¢ doénme agist olarak

segebiliriz.

u=u +iu, =u(p,1) (IL13)

ile uygun diferensiyellenebilme altinda iki parametreli veya yiizey ¢izen

B,-hareketi tarif edilebilir.
Yukanidaki ( IL13 ) ifadesinde keyfi A parametresi yerine A = M0)

fonksiyonu segilirse, By-hareketinden 1-parametreli bir Bi-hareketi elde edilir. Bu

harekete karsilik gelen dénme polii igin (1110 ) ve  (I1.12) ifadelerinde

duldp = ouldp +oul dA(dAI dp)=u, +u,(dA!dp) (IL14)

konulursa

p= x:u—i(u¢ +u,la’/1/a’¢), p'=x :—ie’”’(uq, +uidﬂ/a’gp) (IO.15)

bulunur.

Bir an igin ¢ ve A nin tespit edildigini ve yalmz dA/de =p yiirityis
istikametinin degistigini diisiinelim, yani bu anda mimkin olan bitiin Byleri
By’den gikartlan ( ¢ , A) konumu vasitasiyla tetkik edelim.

Kompleks say1 diizleminde

x=a+bu

ile ( a ve b kompleks sabit sayilar, u reel bir parametre olsun.) bir dogrunun

parametrik tarifi verildigi igin su teorem elde edilir.
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TEOREM I1.1:

Iki parametreli By-hareketinin bir ( ¢ , A ) konumunda bu hareketten
gekip ¢ikarilabilen bitiin bir parametreli Bi-hareketlerinin P dénme polleri L
hareketli diizleminde bir g dogrusu ve L’ sabit diizleminde keza bir g’ dogrusu

meydana getirirler.
(I1.15) den su anlagilir; L-diizleminde g kutup ekseni

Do =Uu—iup (1IL.16)
olan p, noktasindan geger ve

v=—u, (I.17)

kompleks sayisi ile verilen dogrultudadir.

L'-diizleminde g’ kutup ekseni
po =—iue” (I.18)

olan p, noktasindan geger ve dogrultusu
v = —ju e =ve' (1.19)

ile verilir.
Byj.nin her ( ¢ , A ) konumuna tekabil eden bu her iki g veg’ kutup

eksenleri dA/d¢ = p’nin degisimiyle nokta nokta ( yani p’niin ayni degerleriyle )

tekabiil ederler. Bu tekabiil ( I1.19 ) ifadesinin mutlak degerinin alinmastyla

e’

= 1]

= |- ilfu,

V= )— i e’
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veya
V] =lu,| = (1IL20)

den dolay1 izometriktir veya uzunluklari sabit birakir.
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BOLUM II
III. Lorentz Anlaminda 2-Parametreli Hareketlerin Kutup Eksenleri
I1.1. Kutup Eksenleri

TEOREM IIL1.1:

?

2-parametreli By~hareketinin bir ( ¢ , A ) konumuna karsilik gelen g, g
kutup eksenleri, nokta nokta izometrik veya uzunluklari degismeyecek sekilde

birbirlerine karsilik gelirler.
TEOREM IIL.1.2:

Bj-hareketinin ((p,?»)—é ((p+d(p,?»+dl) gibi sonsuz kiigiik dénmelerine
ait donme pollerinin geometrik yeri ¢ ve A sabit degerleri ile degisen
dX/de oranina ait L ve L’diizlemlerinde birer g ve g’ dogrularidir.

Bundan boyle g ve g’ kutup eksenleri yalniz ( ¢ , A ) konumuna baglidir.
Boylece bir  By-2_parametreli  hareketi ile kutup eksenlerinin  bir
g((p, X)Hg'((p,?»), yani L’nin dogrularimin  L'’niin dogrularina bir dogru
dontisiimii ile baglanabilir. Bu doniigim &zelliklerini asagidaki kisimda

agiklayalim.
1.2, Kutup Eksenleri Doniisiimiiniin Yoguniuk Degismezligi
TEOREM HI.2.1:
Iki parametreli By-hareketinde L-diizlemindeki g kutup eksenin

yogunlugu L’-diizlemindeki g’ pol eksenin yogunluguna esittir.
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ISPAT: Hareketli koordinat sistemi ve kanonik izafe sistemde yapilan

hesaplamalara benzer sekilde, uygun bir izafe sistem yardimiyla By-hareketinin

tarifini kullanalim.

O halde L ve L'-diizlemlerini temsil eden {O;el,e2 }, {O';el' ,e;} eksen
sistemleri yanina tekrar hareketli bir {B; ;]’,az} eksen sistemini ekleyelim. By-

hareketini bu izafe sistemle gorelim.

(Sekil IM1.1.1)

Bir noktamin L-diizlemine gore degisimini ¢{(d...)) ile L' diizlemine gore
degisimini de ({d’..)) ile gostererek bu iki deZisimi ayirt edelim. {B; Z, ;:}
sistemine Oyle bir A diizlemi baglayalim ki bu yeni izafe sistemi A nin temsilcisi
olarak hareket etsin. Boylece A nin L-diizlemine gore hareketi, L-diizleminin
L’-duizlemine gore hareketi gibi gosterilebilir. Ayrica a—]’, ;2' vektorlerinin ve aynt

zamanda

—_—

OB=b=ba, +b,a, (IM.2.1)

vektoriinin  degisimini {B;a],z;:} sistemi vasitasiyla gosterebiliriz. Burada O
noktas1 L. Gizerinde tespit edilmis bir noktadir, yani hareketli diizlemin baglangi¢

noktasidir.
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(Sekil IIL.1.2)

Yukaridaki sekilde O ve O’ noktalarini g¢akigmis olarak disiiniirsek

a, ve a, vektorleri a; ve a; dogrultularinda bilegenlerine ayrilabilir ve
a, = cosh@a) +sinh ga; (I1.2.2)
a, = sinh ga, + cosh pa, (I0.2.3)

seklinde yazilabilirler. Bu denklemlerde c_zlrve Z vektorlerini sabit tutarak her iki

tarafin diferensiyeli alinirsa,
dgl’ = sinh (oa’ngz;"-l— cosh gm’w—z_g’

= (sinh goc?l; +cosh (oc—zz },@

da, = cosh gdpa; +sinh pdpal

= (cosh ng +sinh ¢C7§)q'¢

bulunur. Parantez igindeki ifadeler c—zl’ ve CZ nin bilesenleri ile karsilastirilirsa
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da =dpa, , da,=dpa, (11.2.4)

oldugu goriliir.
(OL.2.1) ifadesinin diferensiyeli alinirsa

db = db,a, +b,da, +db,a, +b,da,
elde edilir. Burada ( II1.2.4 ) de bulunan d;; ve d;,: degerlerini yerine yazarsak
db = db a, +bdpa, +db,a, +b,dpa,
= (db, +b,dp)a, +(db, +b,dp)a, (II2.5)

bulunur.
Aynen benzer bigimde A nin L'-diizlemine gore hareketinde

da, =do'a, , da,=doa (1I1.2.6 )
ve b’ vektérini de
OB=b'=bla +b,a, (IM.2.7)

seklinde yazabiliriz. ( I11.2.7 ) ifadesinin diferensiyeli alinirsa
d'b’' =dbla, +bld'a, +db.a, +b)d'a,

bulunur. (II1.2.6 ) ifadesindeki degerler yerine yazilirsa
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d'5' = db'a +bldp'a, +db,a, +bidp'a,
= (ab! +b.dg')a, +(db, + bldy')a, (I.2.8)

sistemi bulunur. Kisalik olmasi bakimindan

dp=3 ve dp'=3 (IL.2.9)
db +bdp=0, , db,+bdp=o0, (111.2.10)
db +bdp'=0] , db,+bldp =0, (0I:2.11)

sembollerini kullanalim ve B noktasinin L’-diizlemine gore degisimini de
db' =db (I.2.12)
ile gosterelim. Boylece A nin L-diizlemine gore hareketi
da, =Sa, , da,=3a, (11.2.13)
db =0 a, +0,a, (II2.14)
ve Anin L' -diizlemine gore
da, =%a, , da,=Ia (IL.2.15)

d'b =o' a, +oLa, (T1.2.16)
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tiirev denklemleri ile verilmis olur.

Iki parametreli By-hareketinde o;,0},3veJ’ ifadeleri ¢ ve A yada daha

bagimsiz olarak u ve v gibi bagimsiz iki degiskene gore Pfaff-formlardir. Bu
formlar Bj-hareketinin tespitinde tamamen keyfi kabul edilemezler. Cogu kez
integrallenebilme sartlarini saglamak zorundadiriar.

Bir tam diferansiyelin dig tiirevi sifir oldugundan
dlda;)=0 (TM2.17)
dir. (II1.2.13 ) denklemi ve Teorem I.1 in ¢arpim ifadesinden dolay1

dlda, )= a(sa; )= da, A5 +dSa, =0

:>(S/\S)¢Z+d§£:0

bulunur ve I A 3 =0 oldugundan
d3=0 (1I1.2.18)

elde edilir. 3 bir aginin degisimi oldugundan S dogrudan dogruya geometrik

olarak agiklanan bir tam diferensiyeldir.
dlda;)=0 (T.2.19)
ifadesine Teorem .1 deki garpim kurali uygulanarak

dlda, )= d(Sa; )= da; A5+ da, =0
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bulunur ve 3A 3 =0 oldugundan

d3=0

bulunur, 3 bir aginin degigimi oldugundan 3 nun bir tam diferensiyel oldugu

sonucu tekrar elde edilmis olur.
df@z)=0 | dlda)=0 (1M.220)
ifadelerine ( II1.2.15 ) denklemi ve Teorem 1.1 in ¢arpim ifadesi uygulanirsa
dld'a))= a5, )= d'a, nF +dSa, = 0
= F'a, A I +dJa, =0
= (I AF)a, +dFa, =0

sonucuna ulagilir ve 3’ A 3’ =0 oldugundan

43’ =0 (I12.21)
bulunur. Tamamen benzer sekilde

dlda)=d(5a)=da A +dsa =0
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=>3JFa, AT +dI'a, =0
= (I AF)a, +dS'a, =0

bulunur. 3’ A 3" =0 oldugundan

d3' =0

ot

elde edilir. Bu da bir dénme agisinin degigsimi olan I’ ifadesinin bir tam

diferensiyel oldugunu ifade eder.
([1.2.14) ifadesinin dig tiirevini alirsak

aldd)= dlo,a )+ dlo,a; )= 0
olur, (TI1.2.13 ) ve Teorem L1 in garpim kaidesinden dolay:
aldb)= dlo,a; )+ dlo,a; )= 0
:>d5:/\o“ +d0'12_1-;+da—;/\02 +d02£;: 0
= Sa, Ao, +do,a, +Ja, AC, +do,a, =0
= (SAo)a, +doa, +(3nc,)a, +do,a, =0
doa, +do,a, =—(Sno,)a, - (Sno,)a,

olur. Ayn1 vektorlerin katsayilar birbirine esitlenirse
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do, =—(3n0,)=0,A3

do,=~(3no)=0, A3 (I.2.22)

sartlarina ulasilir.

Ayni gekilde ( II1.2.16 ) ifadesinin dig tirevi alinirsa

@)= d'lo,a, J+dloya;)=0

I

olur. (II1.2.15) degerleri ve Teorem L1 in garpim kaidesi uygulanirsa
= d'a_l'/\ o} +d0'{a—l’+d'£;/\a; +dola, =0
= 3'5/\ o, +d0,’e—17+ I'a, Ao, +a’a£a_;= 0
= (S'/\O‘I');;-Fdﬁ{;:-!— (S'A o;)e_1_1’+do'“;a_2' =0
do{a_;+da;c_z—2’ = —(3'AO‘£)Z—~(3'/\O'{)¢Z

do! =~(S'Ac))=0) AT

do) =~(3'Aa])=0c] AT (TL2.23)

sartlarini elde ederiz.

Iki parametreli By-hareketine ait Pfaff-formlart ( I111.2.22 ) ve ( I11.2.23 )

integrallenebilme sartlarini saglamalidir. Burada 3veJ' tam diferensiyeldir.

( Sekil.IlI.1.1 ) in izafe sistemindeki koordinatlari x; ve x» olan bir X
noktasini géz oniine alalim.
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BX =x,a, +x,a, (IL2.24)
1™ 272

X=0X=0B+BX =b+x,a, +x,a, (1M.2.25)
_}27:67§:6_’§+§§=57+x,57+x25; (11.2.26)

vektorleri yazabiliriz.
(II1.2.13 ) ve ( 1I1.2.14 ) tiirev denklemleri yardimiyla X in L-diizlemine

gore degisimi igin
dx = d5+cbcla+xldc“{1’+cbc2c7;+x2dcz
dax = alc_zT+ orch+dxlc_z;+xlScZ+d\c2cZ+xZSc_z:
= (dx, + 0, +x,3)a, +(dx, + o, +x,3)a, (111.2.27)
sonucunu elde ederiz. Buradan da X noktasinin
V. =dx/dt (11.2.28)

relatif hiz vektori elde edilmis olur.
X noktas: L-diizleminde sabit kabul edilirse \_/: =0 veya dx =0 olur. O

halde X in L-diizleminde sabit kalma sartlari

dx, = -0, —x,3 dc, =-0,-x%3 (1L.2.29)

denklemleri ile verilir.

Benzer sekilde X in L’-diizlemine gére degisimi igin
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d¥' =d'b +dx,a +xd'a +dx,a, +x,d'a,
(HOL2.15) ve (II1.2.16 ) da elde edilen ifadeler kullanilirsa

N P -~ ~t - o~
dx'=o]a +o,a, +dx,a +x3J3'a, +dx,a, +x,3'q,

=(dx, + 0! +x,3)ax +(dx, + o +x,3)a, (T1.2.30)
Mutlak hiz vektori
V. =d'x/dt (112.31)

ile verilmis olur.

V, =0veya d’x = 0 ise X noktas: L’-diizleminde sabittir. Buradan X in

L' -diizleminde sabit kalma gartlari olan

_ 4 ozt - ! ot 2
dy, = -0, - x,3 , de,=—0,-%3 (II.2.32)

denklemleri elde edilir.

X noktast L-diizleminde sabit tutulursa

V,=d x/di (11233

siriklenme hizi X in L'-diizlemine gore df; degigimine karsilik gelir.
(I11.2.29) daki sabit kalma sartlar1 ( 111.2.30 ) numarali denklemde yerine yazilirsa

-

d,x=(-0,-x,3+0] +x5,3)a, + (-0, - x, I+ 0, +x,F)a,
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= [(0'1' - é‘,)+ X5 (3’ - S)H+ [(0'; - 0'2)+ x (3 - 3)];‘!: (I:2.34)

iligkisi elde edilir. Yukaridaki formiillerden

d,x=d'x-dx
d'x=d x+dx (10.2.35)
sonucu elde edilir.
P dénme polu
BP = p,a, + p,a, (TI1.2.36 )

olmak uizere, siiritkklenme hizinin sifir,yani mutlak ve relatif hizlarin esit olmas: ile

karekterize edildiginden

d,x=0 (I1.2.37)
den
(0] ~01)+x,(3'-3)=0
(6} —0,)+x (3 -3)=0 (10.2.38)

olur. Bu denklem sistemini ¢6zersek



= x, =~(0} - 0,)/(3'~3)

df; =0 i¢in X noktalar P(pl,pz) pol noktalarina esit oldugundan

p =% =0, —0,)/(T - 3) (11.2.39)

ve

p,=x, =—(0] ~0,)/(3' - ) (111.2.40)

bulunur.

o,vec,, J'veI diferensiyel formlart u ve v gibi deSiskenlere baglh
olduklarindan, P donme polleri iki Pfaff-formun oram seklinde gosterilir. Iki

degisken i¢in Pfaff-formlar

2

W =1 adu, =adu +a,du, (111.2.41)
Jj=1
2

9= b.du; =bdu, +b,du, (I1.2.42)
Jj=1
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seklindedir. Burada

du, = du , du, = dv

seklinde tanimlarsak

W =Adu+Bdv (111.2.43)
olur. Ayni gekilde
b, =C=C(u,v) , b, =D =D(u,v)
yazilirsa
p=Cdu+Ddv ([L.2.44)

elde edilir.

Dolayisiyla p = dv/du dersek

P, = W _Adu+Bdv _ A+Bu (11245 )
o Cdu+Ddv C+Dyu

seklinde olur. P, de ayni sekilde gosterime sahiptir. Burada p dénme polii g ve g’
kutup eksenlerini ¢izer.

—_— —

Simdiye kadar tamamen keyfi alinan {B; a],az} izafe sistemini simdi,

{B;;} ekseni daima kutup ekseni Uzerinde bulunsun. Yani p,=0 denklemi

saglanacak sekilde segelim. O zaman ( II1.2.40 ) numaral ifadeden
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—(O-I'—o-l)zo
o,—-0,=0

o, =0 (II12.46)

sonucunu elde ederiz. Bu buyiiklikleri o ile gosterirsek yani

oc=0, =0, (1I1.2.47)

yazilir. (111.2.22 ) ve (111.2.23 ) den kisaca

do, =do| (1I1.2.48)

oldugundan

o, ANI=0, AT’ (111.2.49)

elde edilir. g kutup eksenini L-diizleminin dogrusu olarak alalim. {(),Z,f}

koordinat sisteminde g’nin denklemi asagidaki sekle gore

x,coshgp+x,sinhp=~h (1I1.2.50)

dir. L-diizlemindeki g dogrusunun dogru yogunlugunu

(g)=dnnrde (IL2.51)

olarak alalim.

40



|

( Sekil IL.2.1)

Bir L-diizlemi ve bu diizlem iizerindeki bir noktadan gegen bir g dogrusu

goz 6niine alalim. g dogrusu tizerindeki bir B noktasinin orjinle birlestigi vektore

b = OB diyelim. Bu b vektorini belirlemek icin B noktasindan g nin
dogrultusunda bir a_;vektérﬁnﬁ ve g ye dik olan gvektémnﬁ alalim. a_: ye

paralele orjinden gegen g kutup eksenini kesen noktaya H diyelim. Vektorlerin

toplamindan

- —_— —_— —

b=0B =0OH +HB (111.2.52)

yazilabilir. Bununla birlikte Vk, h € R skalerleri ve a,, a baz vektorlerine gore
OH =-ha, HB=ka,
yazilabilir. Buradan ( 111.2.52 ) ifadesi
b=0B =OH + HB = ka, - ha, (112,53 )
olur. Bu ifadenin diferensiyeli ile ( I11.2.14 ) ifadesi esitlenirse

db = dka, - dha, = o,a, +o,a, (T1.2.54)
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dk = 01 , dh = —02

bulunur.
(111.2.9 ) ve (I1.2.55 ) ifadesinden faydalanarak

(g)=dhndp=-0, A3

bulunur. Benzer sekilde

b=0B=0H +HB =k'a, -Ia,
yazilir ve diferensiyeli alinarak ( IT11.2.16 ) ifadesinin yardimiyla
d'b’ = dk'cZ~dh’cZ= J,'c_1:+a;c_;;
yazilir ve katsayilarin esitliginden

dk' = o} , dh' =~o,
elde edilir.(111.2.9 ) ve (111.2.59 ) ifadelerinden g’ kutup ekseni

(g)=dh ndp'=-c, AT

(1M1.2.55)

(IL.2.56 )

(11.2.57)

(II1.2.58)

(1I1.2.59)

(T12.60 )

bulunur. Dolayisiyla ( 111.2.49 ) ifadesinden dogrudan dogruya yogunluklarinin

esit oldugu ortaya gikar.
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IL.3. Lorentz Anlammda Kutup Eksenleri Doniisiimii

Teorem ( II1.2.1 ) de bir By-hareketiyle kutup eksenlerinin g <> g’ gibi

yogunluklar1 degistirmeyen bir tekabile bagli oldugunu gordik. O halde L ve
L’ -dizlemleri bu yogunlugu degistirmeyen dogrular doniigiimii ile birbirlerine
donugurler. Simdi tersine olarak L. ve L’-diizlemi arasinda bdyle yogunlugu
degistirmeyen dogrular tekabiilinii onceden vermek ve bununla nasil ve ne
dereceye kadar 2-parametreli bir By-hareketini tayin etmek istiyoruz.

Bunun i¢in agagidaki teoremi verebiliriz.

TEOREM II.3.1:

Iki L ve L’-dizlemlerinin yogunlugunu degistirmeyen bir g <> g’ dogru
tekabiili vasitasiyla L-diizleminin L'diizlemine gore ( ve tersi ) 2-parametreli

hareketlerin 1-parametreli bir ailesi belirtilir.

ISPAT:

Iki L ve L’-diizlemlerinin yogunlugu degistirmeyen bir dogrular
doniigimii mevcut olsun, yani bir L-hareketli diizleminde g herhangi bir dogru

olsun. Buna L’-sabit diizleminde g <> g’ tekabiilii yogunlugu degistirmeyecek

sekilde bir g’ dogrusu karsilik gelir. L ve L’-diizlemleri birer ;Z,l_;} ve

{O’;I{ ,l;} eksen sistemleri ihtiva edebilirler. Bu eksen sistemlerinin O ve O

noktalarindan sirayla g ve g’ dogrularina birer dikme indirelim. Dikme ayaklari C
ve C' olsun. g dogrusu ile g’ dogrusunun ust tste geldigini diigiinelim. Bu

dogrularda heniiz Gtelenme miimkiin olmayacagl igin bu hareket tek anlamli

degildir. {B; al,az} izafe sistemini

A—* M ! d
1- {B, al} ekseni g ve g’ dogrusu,
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2- B baglangi¢ noktasin1 C dikme ayagi ile tist Gste olacak sekilde, yani

B=C seklinde segelim. C ve C'arasindaki uzaklik q ise gore agagidaki vektorleri

yazabiliriz.

Buradan

b=0B=0C+CB=c+qa, (I1L.3.2)

bagintisi yazilabilir.

Izafe sisteminin durum degisimi ve g’nin L-dizlemine gore degisimi
(I11.2.13) ve (1I1:2.14) sistemi ile verildi. Dolayisiyla buradan ortaya ¢ikan Pfaff-
formlar1 (I11.2.22) ile (I11.2.23) integrallenebilme sartlarini saglamak zorundadir.

Yine C' noktasinin L’-diizlemine gére degisimi,
dc=db=o0,a +0,a,

iken

dc' =w Z+w2; (I1.3.3)

ile verilsin. Yukaridaki bagintinin dig tiirevi alinirsa d’(@): 0 olur. (IIL.2.15) ve

Teorem 1.1 bagintisinin kullanilmasiyla

DN | e —
d (a’c): d (a]wl)+a’ (azwz)— 0 (I1.3.4)
_ ’—’ —_— ’——> —_—
=d'a, nw, +dw,a, +d'a, nw, +dw,a,
e - = —_
=3T'a, nw, +dw,a, +3'a, Aw, +dw,a,
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=(S'AW,E+W,Z+(S'AWZE+W2Z
bulunur. Buradan
dwla+dwzaz_(3sz)ar_(3’AW1E

ve

aw, =3 Aw,)=w, AT

dw, =—(S'Aw)=w, AT (1IL3.5)
turev denklemleri elde edilir. (1I1.2.56) ve (II1.2.60) formiilleri dogru

yogunluklarinin nasil hesap edildiklerini gostermektedir. Dolayisiyla g’nin L-

diuzlemindeki dogru yogunlugu igin

(g)=-0,AS (111.3.6)

ifadesini ve g’ niin L-diizlemindeki yogunlugu igin

(g)=-w, AT (II.3.7)
ifadesini buluruz.
Kabulimize gore g<>g  dogru  donisimi  yoSunlugu
degistirmediginden
o, A3=w, AT’ (111.3.8)

esitligi saglanmisg olur.
Simdi (IIL.3.2) bagintisindan L’-diizlemine gore degisim yani
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d'b =db=dc +dqa, +qda,

olusturalim.
(I11.2.15) ile (I11.2.16) ve (I11.3.3) deki degerleri yazarsak

,—b ’-——o— — — Nl_’ —
o/a, +0,a, =wa, +w,a, +q3'a, +dqa,

= (w, +dg)a, +(w, +¢3a, (I1.3.9)
ifadesini buluruz. Bu takdirde

o, =w, +dq (1I1.3.10)

o, =w, +q3’ (111.3.11)
olur. Buradan

w, =0, ~qJ’ (111.3.12)

bulunur. Bu deger (I11.3.8) bagintisinda yerine yazilirsa

o, AS=w, AT = (0], —gI)AT

(3' AT = 0) oldugundan

o, "NI=0, AT’ (II1.3.13)
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bulunur. (II1.3.10) diferensiyel denkleminden q dogru pargasimin tayini

integrallenebilme sart1 sagladig i¢in daima miimkiindiir. (II1.3.10) denkleminden
dqg=0/-w, (II1.3.14)

yazilabilir. (II.2.5) tirev denklemlerinden (II1.3.13) ifadesi ve (II1.2.23) ifadesi
ile birlikte

dldg)=do] —dw, =, AF —w, AT =0 (II1.3.15)

(I11.3.8) ve (I11.3.13) den

o~

o, AI=0, AT =W, A3
olur. Boylece dq bir tam diferensiyel olup
dg = [ (o] = w, )t (I11.3.16)

dir. Integralde keyfi bir integrasyon sabiti ortaya gikar. O halde q dogru pargasinin

tayini daima keyfi bir parametre tayini ile miimkiindur.

III.4.Lorentz Geometrisinde Kutup Eksenleri Yogunlugu Sifir Olan

Hareketler

TEOREM I1.4.1:

Kutup eksenleri yogunlugu sifir olan iki parametreli bir By-hareketi
daima L-diizleminin bir k egrisi devamli olarak L'-dizleminin k' egrisine

degecek sekilde elde edilir.
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ISPAT:

Simdiye kadar ¢aliymalarimizda L ve L’-duizlemlerindeki g ve g’ kutup
eksenlerinin (g)= (g’) ortak yogunlugunun daima sifir olmadigimi kabul ettik.
2-parametreli hareketler altinda tam bir istisnai durum daima tarif bolgesinin u,v

degerleri icin
(g)=dhndp=0 (I0.4.1)
(g)=dW ndp'=0 (1.4.2)
oldugu By-lerdir. g kutup ekseni L-diizlemine gore
x, coshg+x,sinhp=h (I11.4.3)
denklemine sahiptir. Keza ona kargilik gelen L'-diizlemindeki g’ kutup ekseni

x; cosh ¢’ +x; sinh ¢’ = A’ (I11.4.4)

denklemiyle verilir. (IT1.4.1) ifadesi dh ve do nin lineer bagimli oldugunu yani

flo,h)an + g(p,h)dp=0 (IIL4.5)
seklinde bir bagitiya sahip olduklarim ifade eder. Dolayisiyla h ve ¢nin bu

diferensiyel denklemi saglayan bir fonksiyonu olarak

h=h(p) (111.4.6)

seklinde ifade edilebilir. (I11.4.2) den h’nin

W =n(p) (I11.4.7)
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gibi ¢ niin bir fonksiyonu oldugu ortaya gikar.
Bu h=h(p)ve h'=h'(¢p') destek fonksiyonlar1 ile L ve L'-

dizlemlerinde g ve g’ dogrularinin birer parametreli ailesi tarif edilir. Bunlarin

zarflart da h ve h' ile gosterilir.
k, L- diizlemindeki dogru ailesine ortogonal bir egri olsun. bu takdirde k

egrisine h nin bir evolventi denir. k nin g dogrusu ile kesim noktast X ile

gosterilsin.

9z %

( Sekil IIL.4.1)

——

Simdi Bj-hareketinden 1-parametreli Bj-hareketini segelim. Bu harekete
ait p donme poli g kutup ekseni tizerinde bulunur. L-diizlemindeki k eZrisi bu Bj-
hareketinde L’-diizleminde bir k' zarfina sahiptir. k ve k' zarf egrisini ani
degme noktast ( g, P polinden k egrisine ¢izilen normal oldugu i¢in ) X
noktasidir.

L sabit diizlemini inceleyelim. Ozellikle g=g  oldugundan, L’-

diizleminde g’'kutup ekseni k' zarf egrisini dik keser. Boylece k' zarf egrisi de
L’-diizleminde g’ eksen ailesine ortogonal bir egridir. k’ egrisi h’ egrisinin bir
evolventidir. Dolaysiyla k' egrisi By —den elde edilen bir parametreli Bj-

hareketine bagli degildir.

Kutup eksenleri yogunlugu sifir olan 2-parametreli By-hareketi, k

egrisinin daima k' egrisine degmesiyle izah edilebilir.
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Tersine olarak h=h(p),h'=h'(¢') fonksiyonlar1 ile L ve L'-
diizlemlerinde h ve h' egrilerinin teSetler gostergesi olan 1-parametreli birer
dogru ailesi belirtmektedir. Bu egrilerin herhangi iki k ve k' evolventi, yani bu iki
dogru ailesinin herhangi iki ortogonal yoériingesi alinirsa asagidaki sekilde 2-
parametreli bir By-hareketi belirtebilir. k egrisinin bulundugu L-diizlemi, k daima
L' -diizleminin k' egrisine degecek sekilde hareket ettiriliyor. Buna gore k ve k'
egrileri noktalar1 birbirine kargilik gelmeyip, sadece her iki egrinin degme noktasi
k nin herhangi bir noktasinda bulundugu igin, boylece elde edilen hareket iki
parametrelidir ve sifir yogunluklu 6nceden verilen eksen déniistimiine sahiptir.

k ve k’egrileri yerine h ve h'niin k ve k’den aym1 a uzakliginda olan k, vek]
gibi iki evolventi alinirsa, aym By-hareketi elde edilebilir.

Bununla birlikte h’nin bir k evolventi h’’niin her o' tane farkli k'

evolventi ile beraber her defa bir By-hareketi belirttigi i¢in, By-nin 1-parametreli
bir ailesi h = h(p), b’ = h'(¢’) fonksiyonlarina aittir.

Bunlara bagh olarak asagidaki teorem verilebilir.

TEOREM I11.4.2:

L ve L'-diizlemlerinde bir parametreli iki dogru ailesi énceden verilmig
ise, bu ailelere 2-parametreli By-hareketinin 1-parametreli bir ailesi aittir. Bu By-
hareketleri L-diizleminin dogru ailesinin ortogonal yoériingelerinin L'-diizleminin

ailesinin ortogonal yoriingelerine degmesiyle karekterize edilir.
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BOLUM IV
IV. Lorentz Geometrisinde Bir Egri Elementini Cizen Noktalar

TEOREM IV.1:

2-parametreli bir By-hareketinde genel olarak hareketli L-dizleminin,
(u,v) aninda yilizey elemanini degil, bilakis bir egri elemanini ¢izen noktalarin
geometrik yeri g kutup eksenleridir. O halde g kutup eksenleri L-diizleminin “egri

cizici” noktasinin geometrik yeridir.

ISPAT:

L-hareketli diizleminde bir X noktasi alalim. 2-parametreli bir By-
hareketinde bu nokta genel olarak L'-sabit diizleminde bir yiizey eleman: gizer.
L-dazlemindeki X noktasinin yiizey elemani yerine X in L’-dizlemindeki nokta
yogunlugundan bahsedebiliriz. Genel olarak bu nokta yogunlugu sifirdan farkli
olacaktir, yani X noktasi bir yiizey elemam ¢izecektir. Simdi, L-diizleminin
L’ -duzleminde nokta yogunlugu bir t aninda, yani incelenen bir (u,v) konumunda
sifir olan X noktalarin1 aragtiralim. Bu noktalar bir t amnda 2-parametreli

Bj-hareketinde egri elementi gizeceklerdir.

— — —_—

Simdiye kadar keyfi alinan {B;a,,a2} izafe sistemini {B;al} eksenini
kutup ekseni ile Ust iiste gelecek sekilde segelim. Yani, p,=0 olsun. bu takdirde

(I11.2.40) geregince

~(o]-0,)=0=> -0 +0,=0
o, =0, (Iv.1)
sonucunu buluruz. Bu biyiklikleri ¢ ile gosterirsek,

51



oc=0,=0] (IvV.2)

olur.
Simdi de ( Sekil III.1.1 ) ya gore izafe sistemindeki koordinatlar1 x;,x;

olan bir X noktasi igin

BX = xlc—zT+xZZl: (Iv.3)
x=0X=0B+BX =b+x,a, +x,a, AV:4)
¥=0X=0B+BX=b+x,a, +x,a, (IV.5)

seklinde yazalim. (I112.13) ve ( II1.2.14) tirev denklemleri yardimiyla X

noktasinin L-diizlemine gore (I11.2.27) formiili olan, yani
2

dx = db +dlx, @, )+ dlx,a;)

=db+dx a +xda +dx,a, +x,da,

—

_ —_— — N———’ _— e‘—v
= (01 a, +o,a, )+ dx,a, +x,3a, +dx,a, +x,3a,
=(o, +dx, +x,5)a, + (o, +dx, +x,3)a, (AV.6)

bulunur. dx =0 icin X noktas: L-diizleminde sabittir. Bu da X’in L-diizleminde

sabit kalma sartlarini veya

dy, =-0,-x,3 , dt,=-0,-x%3 av.7

bagntilarini verir.

52




X noktasinin L'-diizlemine gore degisimi i¢in (I11.2.30) ve (II1.2.34)

formiillerine uygun olarak
d'x' =d'x=d'b +dx,a, +xd'a, +dx,a, +x,d'a,
=ola + G;Z+cbclc7]’+x,3';;+dxzc_l:+x23'cz
= (o] +dv, +x,3)a, + (o} +dx, + %, )a, IV.8)
ve (IV.7) degeri yerine yazilirsa
df; =[o+(- a—x23)+x23'];; +o) + (-0, - x,3)+ xli‘s"]c—v;
= xz(S'—S)CZ+{(O‘; ~0,)+x, (S’_S)};; (Iv.9)

sonucunu elde ederiz.

X, (3 -3)=n,
(6} ~0,)+x(3-3)=17, (IV.10)
yazilarak
d x=mna +na, (IV.11)

ifadesi elde edilir. Burada df; 1-parametreli hareketlerdeki stiriiklenme hizina

kargilik gelir.
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X noktastnin L'-dizleminde ¢izdigi ylzey elementi veya X in

L’ -diuzlemindeki nokta yogunlugu

&
%}
1l

=
>

>
I
Ry
—~
4
|
Q
>
—
Q.
|
Q
N’
+
Y
~~
L
|
(N
=

=x,[(T -3 (o] -0,)] (Iv.12)

(3'-3)Alo) -0,)%0 (IV.13)

ise df; yizey elementi yalniz x,=0 olan X noktalar1 i¢in sifirdir. Bu noktalar By-

hareketinin kutup ekseni tizerinde bulunurlar.
(3'-3)A (o) —0,)=0 (Iv.14)

sartinin saglanmasi halinde asagidaki iki sonug ortaya ¢ikar.
1.3~ 3 ve 6}, — o, formlari lineer bagimli iseler, aym1 P dénme poli By-
hareketinin (u,v) konumlu biitiin Bi-hareketlerine aittir. Yani, esas itibariyle bir

kutup ekseni mevcut degildir.

2. 3 — 3 =0 ise, bu takdirde genel olarak sonsuz uzak poller bulunur.




BOLUM V

Y. Lorentz Geometrisinde 2-Parametreli Bp-Hareketinde FEsas

B-Hareketi ve Normlanms izafe Sistemi

2-parametreli bir By-hareketini {B;;}ekseni ve g=g kutup ekseni

—_——

tizerinde bulunan bir {B;al,az} sistemine izafe edelim. Bj-hareketinden elde
edilen 1-parametreli bir Bi-hareketinin P donme poluniin koordinatlart (I11.2.39)

ile (I11.2.40) ve (IV:2) den dolay1

o, — 0,
py = , p, =0 (V.1)
&S =3

dir.

By-hareketi iginde, ayna resimli pol egrilerinin simetrik yuvarlanmasiyla
meydana gelen fevkalade Bj- hareketleri vardir. Bu hareketleri esas By-olarak ifade
etmek istiyoruz. l-parametreli bir Bj-hareketinin hareketli (P) pol egrisinin
kontengez agis1 olarak da I’ yii alaim. Burada 3, kontengez ag1si, yani (P) nin
komgu iki tegetinin agisidir. J'kontengez agisi, (P') niin komsu iki tegetinin

agisidir. Bu agilar simetrik yuvarlanma igin esit ve ters isaretli oldugundan,yani

'=0 (V.2)

]
+
Ll
i

saglamak zorundadir. (V.2) ifadesiyle By-hareketinin her (u,v) durumunda esas

Bj-hareketine kargilik dénme polii olan bir Q esas-polu tespit edilir.

=0 (V.3)

kabiilii altinda Q esas-poliiniin koordinatlari q, ve q, olmak tzere (V.1) den

dolay1
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elde ederiz.

icin (IV.2) den dolay1

(0';"02)/\(3""3)
E S YN )

(O-; —0-2)/\(3""3)
FAF)+(TAI)-(SATF)-(3A3)

__(o1-0,)n(F+3)
~ (TA9)-(3AT)

_(0'2 ~0,)A (3 +3)
(F'A3)+(3'AD)

(65 -0, )A (T +3)
~2(IAT)

3 (@) -, A (T +3)

= V.4
_ (O-I,_O-I)A(S,+S)
T (3" -3)A (T +3)
q,=0 (V.5)

bulunur. u,v gibi iki degisken halinde Pfaff-formunu

seklinde yazarak

W, =Addu+Bdv  (j=123)
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W, = A,du + B,dv (V.6)
W, = A,du+ B,dv V.7
W, = A,du + B,dv (v.8)

elde edilir. Bunlara bagli olarak, Pfaff-formlarin agagidaki 6zelliklerini

kulianalim.

W, =0 (V.9)

diferensiyel denkleminin ¢6ziimii igin, W lineer bagimsiz kabul edilirse, diger iki
formun orani

Wy  _WoAW, _detw,W,)

W W AW, det(W,, )

(V.10)

seklindedir. Yani Pfaff-formlarin katsayilarinin determinanti seklinde yazilirsa

Al B]
%_' - 4, B,
W;) e AI Bl
A3 B3
_ 4B, 4,5 (V.11)
AB, —AB,

olarak bulunur.
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Izafe sistemini kutup ekseni boyunca B baglangici Q esas poline
gelinceye kadar yer degistirmek suretiyle, normlamak ve tek anlamli olarak

belirtmek gerekir. Bir By-hareketinin B=Q olan bu kanonik izafe sistemi igin

q, =0 , q,=0 (V.12)

veya

(6} ~0,)A (T +3)=0 (V.13)
olmalidir. Bu sart daha detayli olarak
(0) AN+ (0 AS) (0, AT~ (0, AT)=0 (V.14)

seklinde yazilir. Yogunlugun degismezligini ifade eden (I11.2.49) bagintisindan
dolay1

o, nI=0, T (V.15)
esitligi de yazlabilir. A(u,v), B(u,v), F(u,v), F (u,v), G(u,v), ve G (uyv) 2-

parametreli By-hareketinde yiizey lizerinde bulunan egrilerin fonksiyonlar1 olmak

tizere, (V.3) ifadesine, yani JveJ niin lineer bagimsiz olmasindan dolayr ©

Pfaff-formlar1 3veJ' cinsinden ifade edilebilir ve sonugta asagidaki bagintilar

bulunur.

o=0],=0;=A3-BJ (V.16)
o, = F3-GS' (V.17)
o, =F3-G'S (V.18)
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simdi bu ifadeleri (I11.2.49) ve (V.15) de yerine koyarsak,

o, ANI=0, AT’

G=F' (V.19)
ve
CIANS=0, AT
(F'3-G'T)ATI=(F3-GI)IAS
F(3A3)-G(IA3)=F(SAT)-GIS AT)
~G(IAI)=F(SAT)
G(SAS)=F(3AT)
G=F (V.20)
bulunur.
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Daha 6nceki boliimlerde g ve g’ kutup eksenlerinin denklemlerini sirayla

L-duzleminde {0; 1_1’,1—; } koordinat sistemine gore

x,coshgp+x,sinh g =h

ve L'-dizlemindeki {0'; lT, E} koordinat sistemine gore

x, cosh @’ +x; sinh ¢’ = A’

—_— —

seklinde ifade edilmigti. Doénme agisimin {B;a,,az} izafe sistemine gore

degisimleri
dQ) =3 N d¢’ =

oldugu ve IAJ' # 0 saglandidi igin @ve’ agilarimi bagimsiz degiskenler olarak

kabul edip, By-hareketini onlara izafe edebiliriz.
Bu takdirde (V.16), (V.17) ve (V.18) ifadelerinin dig tiirevierinin

olusturulmasiyla

d3=0 ve d3' =0 (V.21)

ile (V.19) ve (V.20) den dolay:

N’

do, = d(A3- BS') = d(43)-d(BS’

ve Teorem (1.1) den

do, =dAN 3+ AdI—-dB AT — BdT'
do, =dANI-dB AT (V.22)
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elde edilir. Simdi ¢ ve ¢’ agilarini bagimsiz degisken olarak kabul ederek bir

irdeleme yapalim.
IRDELEME:
Once ¢ bagimsiz degiskeni igin
dA/dp = 04109 =4,
=>did=4,dp=4,3 (V.23)
ile gosterilirse (I11.2.9) dan dolay1
dANT = A4,(I13)
dANT=0 (V.24)
bulunur. Ayrica benzer olarak
dB/dp=0B/0p =B,
= dB=B,dp=B,3 (V.25)
dBAT =B, (SAT) (V.26)
elde edilir. Bu degerler (V.22) de yerine yazilirsa

do, =-B,(3AS) (V.27)
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bulunur. Simdi de ¢’ bagimsiz degigkeni igin

dA/de'=04/10¢" = A,

bulunur.

dB/dg’ = db/0¢' = B,

seklinde gosterirsek

dBAS' =B, (3'AT)
dBAT' =0

bulunur. Dolayisiyla

elde edilir. Bu takdirde (V.24) ve (V:31) bagintilarina gore

do, =0

ve ayrica (V.26) ve (V.32) ifadelerinden

(V.28)

(V.29)

(V.30)

(V.31)

(V.32)

(V.33)



=—(4, +B,[3A %) (V.34)
elde edilir. bu sonug bizim i¢in dogru olamidir. Ciinkii (V.16) ifadesi A(u,v) ve
B(u,v) gibi egrilerin fonksiyonlarina baghidir.

Benzer gekilde

do, =—F, +G, A S) (V.35)
do) =—(F, +G,SAT) (V.36)

degerleri bulunur. Bu degerleri (II1.2.22) ve (II1.2.23) integrallenebilme sartlart ile

karsilastirirsak, yani

do, =0, A3

do, =(F3-GI)AS

=-G(3' A 3) (V.37)

elde edilir. Bu ifade (V.34) ile karsilastirilirsa

~G(IA3)=-{4, +B,[SAT)

G=~(4, +B,) (V.38)
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bulunur. Benzer gekilde

elde edilir. Bu degeri (V.35) ile kargilagtirirsak

B(SAZ)=F, +G,JSAT)
B=-(F,+G,)

bulunur.

elde edilir. (V.41) ile (V.36) karsilagtirilirsa
ABAS)=F, +G, (3AT)
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A= —(Fq, +G¢,,)

(V.42)

bulabiliriz. Bazen ¢ bazen de ¢'ye gore kismi tiirev almamizin sebebi (II1.2.9)

dan dolay:1 farkli degerlerin ortaya ¢ikmasidir.

Bu nedenle F ve G fonksiyonlar1 keyfi olarak segilemezler. Bununla

birlikte A ve B nin A veB, kismi tiirevleri alinarak (V.38) de yerine konulursa

4=-(F, +G,)
AW' = —(F oo T Gw'w’)
B= —(Fq,, + Gq,)

B, =-(F,, +G,,)

(4

ve

r oo F P'p
sart1 kullanilarak
G=-(4,+B,)

ve buradan da
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G - 2F(PIP' - G(p'q)' - G = 0 (V.46)

(24

ifadesi bulunur.
TEOREM V.1:

Iki parametreli bir By-hareketinin her (u,v) konumuyla, ayna resimli pol
egrilerinin simetrik yuvarlanmasiyla meydana gelen bir esas Bi-hareketi elde

edilir. bunun Q dénme polii By-hareketinin incelenen durumdaki esas-polidiir.

TEOREM V.2:

Iki parametreli By-hareketinde {Q; a,,az} kanonik izafe sistemi, Q esas-

poliinde bir baslangi¢ noktasina sahiptir. dolayisiyla By-hareketinde {Q;a1 } ekseni
g =g’ kutup eksenidir.

Bu normlanmig izafe sistemi igin

—_—

da =3a, ,da, =3a, ,dq=0,a, +0,a, (V.47)

2 2
d'ay=3Ja, , da,=Ta , dq=0/a +0,a, (V.48)

tirev denklemlerinin sistemi mevcuttur. (V.40) ve (V.42) ifadeleri (V16) da

yerine konulursa

o=-(F,+G,)5+(F, +G, )3 (V.49)

ayrica (V.19) ve (V.20) den dolay1
o,=F3-G3 , o0,=G3-FJ (V.50)
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yazilabilir. Artik F ve G fonksiyonlan yalniz (V.46) integrallenebilme sartlarini -
saglamak zorundadir.

L ve L'-diizlemlerindeki g, g kutup eksenlerinin yogunluklari (II1.2.49)
ve (II1.2.60) formiillerine gére

(g)=(g")
-0, AS=—0, AT
~(F3-GI)AI=~(G3-FI)A T
~F(SAS)+G(IAS)=-G(SAI)+F(I AST)

ve (34 F)=0,(3'AF) =0 olmasindan dolay:

=-G(dp ndg’) (V.51)

1

bulunur. Dolayisiyla G invaryanti esas itibariyle L ve L'-diizlemlerindeki g, g

kutup eksenlerinin ortak yogunluklaridir.
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BOLUM VI

VL Lorentz Anlaminda 2-Parametreli Hareketlerden Cekilen

1-Parametreli Hareketler

Daha once 2-parametreli By-hareketinin bir 6zel durumu ile elde edilen
1-parametreli Byj-hareketleri altinda esas Byj-ler karekterize edilmigti. Bunlar

simetrik yuvarlanmaya kargilik gelirler. Simdi de Bj-hareketlerini agiklamaya

caligalim.

VI.1. Lorentz Anlaminda 1-Parametreli S;-Kayma Hareketleri

Bunun igin
3= (VL1.1)

yani
p=¢ (V1L1.2)

i¢in bir kayma hareketi mevcuttur. L-diizleminde bir X noktast g6z 6niine alalim.

(IV.9) bagintisina gére bu noktanin ilerleme dogrultusu igin

—_—

df; = xz(S’_S);x+ {(O—é —62)+x1 (3""3)}5’2
de (VI1.1.1) kullanilirsa

- -_—

dfx:(cr; ~0,)a, (VL.1.3)

elde edilir. O halde ani kayma y6ni her defa kutup eksenine diktir.

X noktasinin yoriinge egrisinin komgu noktalart (V1.1.3) ifadesine gore

o, — o, uzakligindadir. Kayma yoni ise 3 = 3 agis1 etrafinda degisir. Buna gore
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3 =T kontengez acisi, yani X noktasinin yoriinge egrisinin komsu tegetlerinin
¢1s1, y g

agisidir. Dolayisiyla S;-kayma hareketinin 8 egrilik yarigapin

§=2"% (VL1.4)

3

seklinde gosterebiliriz. (V.50) ifadesinden dolay:

ve 3 = 3 oldugu igin

5=2G-F) (VL15)

elde edilir.

VI1.2. Lorentz Anlammda 1-Parametreli Hareketlerin Oskiilatori

Bundan pol yoringelerinin her defa kutup eksenlerine degen
1-parametreli Bi-hareketlerini anliyoruz. Buna kargihik gelen P donme polil igin

g=g

(Sekil VL.2.1)

69



(Sekil VI.2.1) ile (V.1) ve ( V.50) ifadelerine gore
5?=5§+§?:5+p3: (V1.2.1)

OP=00+0P=q +pa, (VI:2.2)

yazilabilir. Buradaki P dénme poli pi=p ye karsilik geleceginden

p=-2"% (V1.2.3)
PR |

yazabiliriz. ( V.50) den dolay:

_ —G3+FJI +F3-G'

ot o~

&S =S

_(F-G)3+(F-G)%

o=t o~

S -3

_(F-G)3+3)

! o~

=S

(V1.2.4)

bulunur. Bizden istenen degme (V.47) ve (V.48) bagintilaniyla

dOP = dq+dpa, + pda,
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=(o+dpa, +(o, + pS)a, (V1.2.5)
dOP=d'q +dpa, + pd'a,
=(oc+dp)a, + (o, + p3)a, (V1.2.6)
degisimlerinin kutup ekseninin ; dogrultusunda oldugunu yani,
o, +p5: 0, o,+p3'=0 (V1.2.7)

oldugunu ifade eder.
P koordinatlar1 (VL1.2.4) denklemine gore iki Pfaff-formun oram seklinde
gosterilebilir. Karekterize edilen, Bj-hareketleri igin (VI.2.7) sartlarini saglamak

zorundadir. (V.4) Un genel kaidesini uygularsak

rrof )

(S + S')/\ (0; + pS')

=(F-G
( ) 3I-3 /\(a; +p3’)

(V1.2.8)

seklinde yazabiliriz. Once esitligin birinci tarafi igin o, ’nin (V.50) deki degerini

yazarsak
p=(r-6) S INEG 1)
(F-3)A(F3-G3 +pJ)
NS AS) -GS AT)+ p(TAS)+ F(SAI)-GSAT)+ p(SAS)
=(F-G)
F(S'AS)-G(S'AT)+ p(3 A3)-F(SAZ)+G(SAT)- p(3A3)
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~ (F+p+GYI' AS)
—(F—G)(F+§—G)(S'/\3)

F+p+G
=(F-G)—£<
p=( )F+p—G

buradan

Fp+p*~Gp=F*>+Fp+GF -GF -Gp-G*
p'=F’+Fp+GF-GF -Gp-G* -Fp+Gp
p’=F*-G*? (V1.2.9)

sonucunu elde ederiz. Esitligin ikinci tarafi igin benzer hesaplamalar yapilarak
ayn1 sonucu elde ederiz.

Dolayisiyla agagidaki teorem verilebilir,

TEOREM VIL1.1:

Bir By-hareketinin her durumuna karsilik gelen kutup ekseni tizerinde

oskiilatér-By in polii olarak iki dénme polii bulunur. Bu oskiilator poller F*)G*
igin reel ve F*(G” igin eslenik sanaldir. Q esas-polii her iki oskiilatér-poliin orta

noktasidir.
(V1.2.7) nini denklemleri arasinda p buyikligi yok edilirse, oskiilator-B;

hareketi i¢in
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o,+p3=0 o,+p3 =0

p=-2
3
O.'
o, —;2,—3=0
)
0,3 -l =0 (V1.2.10)

G3 -2F3F' +GI? =0 (V1.2.11)

veya bunun yerine

Gdo® —2Fdpe’ +Gdp'> =0 (V1.2.12)

ifadesi de yazilabilir.

V1.3. Lorentz Anlammda 1-Parametreli Hareketlerin Geodezikligi

2-parametreli  Byj-hareketinin = 1-parametreli  Bj-hareketlerine, bu

hareketlerin pol egrileri tekabiil eden kutup eksenlerine dik olursa geodezik adi

verilir. Bu takdirde (V1.2.5) ve (V1.2.6) ifadesindeki bilesenler a_; vektorinin

dogrultusunda daima sifir olurlar. Bunlar
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c+dp=0

sartint verir.
(V1.2.7) denkleminin diferensiyeli alinirsa

do, +dp3+ pd3=0
bulunur. d3 =0 ve dp =3 oldugundan

do, +dedp =0

ve buradan da
iy do,
do

elde edilir. (V.50) bagntisinin diferensiyeli alinirsa

do, :F¢S+F—di—Gq,S'—Gd—J—

do do dop

bulunur. (II1.2.9) ve (V1.3.5) ifadelerinden

dp=-F35-FB.6 5165
do do

d(dy’)

dldp N
dp:«Fwdgo—F—d;—)JrGg,(dgo )+ G 7o

yazilir. (V.49) ile (V1.3.6) ifadelerini ( V1.3.1) de yerine koyarsak
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-(F, +G, Yo+ (F, +G¢p¢'—F¢d¢—F%@+G¢d¢'+Gf%”_) =0

ddp’)_
dp

~F,do-G, do+F,do'+G,do’ ~ F, dp _F_‘i_c(id_(”_)+(;¢d¢' +G
4

buradan da

, , . d{de’) ..d(d R
2G,dg’ - 2F,dp - G ,dp + Fdg' +G Ej;’) ~F El;’):o (VL3.7)

her iki taraf do ile garpilirsa
Gd*g' — Fdp +2G,dedp’ —2F, (dp)’ ~ G, (dp)’ + F,dpdp’ =0

bulunur. (VL.1.1) ifadesinden

w
i

=dp=dy’ (VL3.8)
olur ki bu da ¢ = @’ demektir. Dolayisiyla
Gd*p - Fdp +2G, (dp)’ - 2F,(de)’ -2G,(de)’ + F,(dp) =0
G-F)*p+G,(do) - F,(dp) =0

seklinde yazilabilir. Buradan da
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(G, - F, Ydp)* +(G-F)d*p=0

bulunur. Boylece ikinci mertebeden kismi diferensiyel denklem elde edilmis olur.
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OZET

Boliim I de temel tanim ve teoremler verilmigtir.

Bolim II de, oncelikle 1-parametreli Bi-hareketi ve 2-parametreli
Bu-hareketi tartigilmig olup bu hareketlerin uzunluklari invaryant biraktigi
gosterilmigtir.

Boliim I igerisinde kutup eksenlerinin 6zellikleri incelenmis ve kutup
eksenleri doniigiiminin yogunluk degismezligi gosterilmis ve kutup eksenleri
dénigimiinde dogru pargasinin tayininin keyfi bir parametre atayarak miimkiin
oldugu elde edilmistir. ‘

Bolim IV de Lorentz geometrisinde bir egri elementini ¢izen noktalar
anlatilmagtir.

Bolim V de normlanmis izafe sistemi ve Bolim VI da da 2-parametreli
By-hareketinden gekilen 1-parametreli hareketler verilmistir. Sy-kayma hareketi,

Oskiilator-By-hareketi ve Geodezik—Bj-hareketi ile ilgili bagintilar elde edilmistir.



SUMMARY

In this study, firstly, the fundamental definitions and teorems are given.

In chapter II, 1-parameter Bi-motion and 2-parameter By-motion are
discussed and it is represented that these motions are leave invariant distances.

In chapter II1, the properties of the pole axis are examined. Then, density
invariant of the pole axis transformation is presented and for the pole axis
transformation, it is obtained that the segment determination is possible to appoint
an orbitary parameter.

In chapter IV, the points that drawn a curve element in Lorentz geometry
are described.

In chapter V and VI, respectively the normed relative system and
1-parameter motions obtained from 1-parameter By-motions are given. Also, the
relations connected with Si-slide motion, oscilatér Bj-motion and geodesic

Bi-motion are obtained.
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