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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

INVOLUSYONLU HALKALARDA TUREVLER

Selma GULYAZ
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dal
Danigsman : Yrd. Dog. Dr. Neset AYDIN

Karekteristifi 2 den farkli tiirevli asal halkalarda bazi komiitatiflik
kosullarini inceleyen makalelerin 6zetlenmesi ve S ve K kiimeleri involiisyonlu bir
R asal halkasinin sirasiyla simetrik ve skew-simetrik elemanlarimin kiimesi olmak
tizere, d tiirevi i¢in bulunan bazi sonuglann (o,t)-tiirev i¢in uygulanmasini
amagclayan bu ¢alismada asagidaki yol izlenmigtir.

Halkalarla ilgili bazi temel bilgiler I. boliimde verilmistir.

II. Boliimde tirevli asal halkalar ve involisyonlu asal halkalar iizerinde
komiitatiflik kosullarini inceleyen bazi makaleler 6zetlenmistir.

III. Bolimde R karekten'stigi 2 den farkli olan involiisyonlu R asal halka,
S ve K sirasiyla R halkasimin simetrik ve skew-simetrik elemanlannin kiimesi,
sifirdan farkls bir (o,7)-tlirev olmak tizere

(1) dK)< Cs: ise R halkas1 S4 6zelligini saglar

(i) aeK igin 1(a)d(K)=(0) (veya d(K)o(a)=(0)) ise a=0 veya R halkas:
S4 6zelligini saglar.

IV. Bolumde, R karekteristii 2 den farklh involisyonlu bir asal halka, d
bir (o,7)-tiirev ve S simetrik elemanlarinin kiimesi olmak tizere S kiimesi iizerinde

d, (o,7)-tlirevi igin elde edilen sonuglar a-tiirev igin incelendi.



iii

R karekteristii 2 den farkh degismeli olmayan bir asal halka, * :R—R bir
involiisyon ve 0=d:R—R bir tirev olsun. I, R halkasinmn I =I" kosulunu saglayan
sifirdan farkl bir ideali olsun, L ={ xel | xd(S~I)=0} kiimesi tanimlansin. S, R
halkasinin merkezi tarafindan kapsanmayan ve L#(0) ise L kiimesinin a elemam
icin a'(S~I)a=0 esitliginin saglandi1 Herstein tarafindan 1982 de ispatlands [10].

V. Bolimde, yukandaki teorem d tiirevi yerine (o, 1)-tiirev alinarak bir
genellestirme yapilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Involiisyonlu asal halka, (o, 1)-Tiirev, o-Tiirev.
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SUMMARY

MsC Thesis

ON DERIVATION OF RINGS WITH INVOLUTION

Selma GULYAZ
Graduate School of Natural and Applied
Sciences of Department of Mathematies
Advisor : Ass. Prof. Dr. Neset AYDIN

In this work, the papers studying some commutativity conditions on the
prime rings of characteristic not 2 with derivation are summarized. S and K being
respectively the sets of symmetric and skew-symmetric elements of sets of a pnme
ring R, some results previously obtained for arbitrary derivation were studied with
the application for (o,t)- derivatives in mind. To do end the following steps were
taken.

Some general information about rings have been given in chapter 1.

In chapter II, some papers that search commutativity conditions on prime
rings with derivations and involutions.

In chapter III, Let R be a prime ring with involution of characteristic not
2, S and K are the sets of symetric and skew-symetric elements of R, respectively, a
non-zero (0,7)- derivation d satisfies the following results are investigated.

@) If dK)c C,;then R satisfies S4

(i) Let aeK if 1(a)d(K)=(0) (or d(K)o(a)=(0)) then either a=0 or R
satisfies Sy

In chapter IV, Let R be a prime ring with involution of characteristic not
2, dis a (o,7)- derivation and S is a set of symetric elements of R. Some results

that given d, (o,1)- derivations of S are investigated for o-derivations.



Let R be a noncommutative prime ring of characteristic not 2 and let * is
an involution from R to R, and 0=d:R—R be a derivation. Let I be a non-zero
ideal of R which satisfies the condition I =1". In addition, let a set L be defined
as L ={ xel | xd(S~I)=0}. S¢Z and L#(0) then for aeL it is shown that
a (SI)a=(0) is satisfied. This theorem was proved by Herstein in 1982 [10]

Finally, in chapter V, the above theorem is generalized using d, (o, 1)-
derivation instead of derivation.

Key words: Prime ring with involution, (o, 7)-derivation, a-derivation.,
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GIRiS

R bir halka, d : R - R toplamsal bir dontisim olmak iizere, her x, yeR
igin d(xy) = d(x)y +xd(y) saglaniyorsa, d doniigimine R halkasinin bir tiirey
denir. x ve y R halkasinin iki elemam olmak iizere xy - yx elemam komiitator
carpani olarak adlandinlir ve [x, y] ile gostenlir. Benzer big¢imde X ve Y, R
halkasimin iki alt kiimesi ise her xeX ve her yeY i¢in xy - yx elemanlarindan
olugan kiime [X, Y] ile gosterilir. R halkasimnin, her yeR igin [x, y] = 0 kosulunu
saglayan x elemanlanmin olusturdugu kiimeye halkanin merkezi denir ve Z ile
gosterilir.

o, T: R = R iki doniisiim olmak iizere her x, yeR i¢in d(xy) = d(x)o(y)
+ 1(x)d(y) kosulunu saglayan R halkasinin d toplamsal déniigiimiine (o, 7)-tiirev
denir. Burada 1, R halkasinin 6zdeslik dontisiimt olarak ahindifinda d toplamsal
doniisimine zayif o-tiirev ayn1 zamanda ¢ endomorfizmasi ise d ye o-tiirev adi
verilir. R halkasmin 6zdeslik doniigimii 1 ile gosterilirse R halkasi iizerinde
tammlanan her d tiirevi bir 1-tiirev ve ayn1 zamanda (1, 1)-tirev oldugu agiktir.

Bu ¢alismada R karektenstigi 2 den farkli bir asal halka, 6, 1 : R > R iki
otomorfizma olarak alinacak, x, yeR igin xo(y) - yx ve xo(y) - 1(y)x elemanlan
sirastyla [X, ylo, [X, Y]o: 1le gostenlecektir.

Yukandaki gosterimler altnda Co={xe R | [x, y}s=0,VyeR},
Cor={x € R| [X, ylo: = 0, Vy € R} kiimelerine sirasiyla R halkasinin o~ merkezi
ve (o, 7)- merkezi denir.

[U,R] c U kosulunu saglayan R ha1i<asmm U toplamsal alt grubuna Lie
ideal denir.

a, b € R olmak tizere

1) a*" =a

2) (a+b) =a +b"

3) (ab)'=b'a



kosullarin1 saglayan R den R ye * dontgiimiine R halkasinda bir inveliisyon, R
halkasina da involiisyonlu halka denir.

S={acR | a'=a } kiimesine R halkasmn simetrik elemanlarimn kiimesi,
K={acR | a'= -a } kiimesine R halkasinin skew-simetrik elemanlarimin kiimesi

denir. R halkasimin xj, X, .....Xa, elemanlan igin

Son (X], X2, ceuen Xon ) = z (—l)n Xo(1) «-eeee Xo(2n)

€S,y
standart 6zdegligi saglaniyorsa R halkasina S,, dzelligini saglar denir.

Degisik kosullar altinda bir halkanin komiitatiflifi incelenmistir. Bu
calismada, bu kosullardan bazilan altinda bir halkamin komiitatifligi incelenirken
hangi asamalardan gectifi, kosullar Gizerinde hangi genellestirmelerin yapildig:
miimkiin oldugu kadar tarih sirasiyla 6zetlenecektir. Bu kosullardan bazilan agagida
verilmigtir.

a)a € R igin ad(R) = (0)

b)VxeR g [x,dx)] €Z

c) [dR), dR)] = (0)

d) [d(R), a] = (0)

e)dR)cZ

f) d*R) = (0)

g)0+d,:R—>Rve 0=#d;: R>R iki tiirev olmak iizere d;d;(R) = (0)

Bir taraftan bu kogullarda R halkas: yerine sirasiyla onun bir ideali, tek
yanh ideali ve Lie ideali alinarak, diger taraftan yine aym kosullarda d tiirevi yerine
sirastyla a-tiirev, (1,7)- tirev ve (o,1)-tirev alinarak halkamin komiitatifligi
incelenmigtir.

Aynica R karekteristigi 2 den farkh bir involisyonlu asal halka, S ve K
kiimeleri sirasiyla bu halkanin simetrik ve skew-simetrik. elemanlarinin kﬁmesi
olmak iizere bir taraftan yukandaki kogullarin bazilarinda R halkas: yerine sirastyla
S ve K kiimeleri alinarak, diger taraftan d tiirevi yerine sirastyla o-tirev ve (G,7)-
tirev alinarak halkanin komiitatifligi incelenmigtir.



S6z konusu kosullar altinda halkanin komiitatiflii ile ilgili bazi galismalara
iligkin 6rmekler asagida verilmigtir.

d, ve d, karekteristigi 2 den farkli R asal halkann iki tiirevi olmak tizere
d;d; de bir tiirev ise d;=0 veya d>=0 oldugu E. C. POSNER tarafindan 1957 yilinda
ispatland: [23].

IN. HERSTEIN 1978 yilinda, d karekteristifi 2 den farkli R asal
halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olmak izere (c) kosulu altinda halkanin
komiitatif oldugunu gosterdi [8]. Ayrnica HERSTEIN [a, d(R)] = (0) kosulunu
saglayan halkanin bir a elemanimin merkez tarafindan kapsandigini goéstererek
yukanidaki teoremini genellestirdi [9]. Yine HERSTEIN' 1n yukandaki teoremi (c)
kosulu yerine [d(R), dR)] ' Z kosulu altinda R halkasinin komiitatifligini
kanitlayan P.H. LEE ve T. K. LEE tarafindan genellestirildi [19]. Ayni teorem, U,
R halkasimn bir Lie ideali ve althalka olmak iizere her ueU igin [d(u), u]eZ kosulu
altinda halkanin komiitatiflifini ispatlayan R. AWTAR tarafindan da farkhi bir
bigimde genellestirilmigtir [2].

JBERGEN ve arkadaglari 1981 yilinda, d karekteristifi 2 den farkli bir R
asal halkasinin sifirdan farkli tiirevi, U, R nin sifirdan farkli bir Lie ideali olmak
izere (e), (f) ve (g) kosullanndan bini saglamiyorsa U Lie idealinin merkez
tarafindan kapsandigini gosterdiler [6].

1984 yiinda d ve U sirasiyla karektenstifi 2 den farkli bir R asal
halkasiun sifirdan farkl tiirevi ve ideali olmak tzere, her ueU igin [d(u), uls.= 0
iken R halkasiin komiitatif oldugunu ispatlayan Y. HIRANO ve arkadasi [14]
bu teoremini 1988 yilinda K. KAYA, U ideali yerine tek yanli ideal ve her ueU igin
[d(u), uls: € Co, kosulunu alarak genellestirmistir [17].

1992 yihinda d yine karekteristigi 2 den farkh bir R asal halkasinin sifirdan
farkh (o,t)-tirevi ve U, R nin sifirdan farkhi bir ideali olmak iizere
[d(U),d(U)]5,~~(0) iken R halkasimin komiitatif oldugﬁnu kanitlayan N. AYDIN ve
K. KAYA yukanida verilen I. N. HERSTEIN' in teoremini genellestirdiler [5].

1982 yiinda I. N. HERSTEIN, d 2-torsion free involiisyonlu yari-asal

halkanin sifirdan farkli bir tirevi, S bu halkanin simetrik elemanlarnin kiimesi



olmak tizere d(S) — Z iken S kiimesinin merkez tarafindan kapsandigini
kanitlamigtir [10].

d karekteristigi 2 den farkl involiisyonlu R asal halkanin sifirdan farkh bir
tiirevi, K bu halkanin skew-simetrik elemanlannm kiimesi olmak tizere d(K)cZ ise
R halkasi S, 6zelligini saglar oldugunu kanitlayan J. S. Lin' in [22], bu teoremini
1988 yilinda J. C. Chang d tiirevi yerine sifirdan farkli 8, bir (o,1)-tiirevini alarak
genellesﬁrmistir [7]). 1994 yilinda ayni teoremi d(S) ¢ Z kogulu yerine d(S) c Cs.
kosulunu alarak genellegtiren N. AYDIN aym zamanda a€S, beR olmak iizere
7(a) 1(S)b = (0) veya S kiimesinin her s eleman: igin 1(a)t(s)b + bo(s) o(a) = 0
kogullarindan biri saglandiginda a = 0 veya b = 0, 1(2)d(S) = (0) kosulu
saglandifinda ise a = 0 veya ScZ oldugunu kanitlamugtir [4].

d karekteristigi 2 den farkh involisyonlu R asal halkasinda sifirdan farkli
bir (o,7)-tirev, S ve K kiimelen1 sirastyla bu halkanin simetrik ve skew-simetrik
elemanlaninin kiimesi olmak iizere gahismanin III. boliminde yer alan asagidaki
ifadeler ispatlanmugtir.

1) d(K) = (0) ise R halkasi S, 6zelligini saglar.

2) d(K) < C,; ise R halkas1 S, 6zelligini saglar.

3) ae K, b € R i¢in 1(a)1(K)b = (0) ( veya bo(K) o(a) = (0) ) ise a=0
veyab=0

4) acK igin t(a)d(K) = (0) ise a=0 veya R halkasi S406zelligini saglar.

5) ae K, b € R ve her keK elemanlan i¢in 1(a)t(k)b + bo(k)o(a) = 0 ise
a=0veyab=0 ‘ '

6) o # 1 ve her xeR d(x)=1(x) - o(x) olsun. d(S)cZ ise R halkasi S,
Ozelligini saglar.

d karekteristigi 2 den farkh involiisyontu R asal halkasinda sifirdan farkh
bir a-tiirev, S bu halkanin simetrik elemanlaninn kiimesi olmak tizere ¢aligmanin
IV. boliimiinde yer alan agagidaki ifadeler incelendi.

)dS)cCuiseScZ

n)aeSvead(S)=(0)isea=0veyaScZ



iii) a€S, beR ve her seS igin, asb+bo(s) o(a) = 0 ise a=0veya b=0

iv) S¢Z, acS ve a’=0 igin [d(S),al. = (0) ise a=0

v) S¢Z ve [d(S), S]« =(0) ise S de nilpotent eleman yoktur.

R karekteristigi 2 den farkli degismeli olmayan bir asal halka * :R—R bir
mvoliisyon, 0=d:R—R bir tiirev olsun. R halkasimin involiisyonu kendisine esit olan
elemanlannin kiimesi S ile gosterilmek tizere L ={ xel | xd(SmI)=0} kiimesi
tanimlansin. Bu gosterimler altinda Herstein, IN. [10], I, R halkasmm I = T
kosulunu saglayan sifirdan farkli bir ideali olmak iizere S merkez tarafindan
kapsanmiyor ve L#(0) ise L kiimesinin her a eleman: igin a'(S~I)a=0 esitliginin
saglandiZin1 ispatlamigtir.

Bu calismada 6nemli bir yer tutan V. Bélimde ise I. N. HERSTEIN’ 1n
yukanidaki teoremi d tiirevi yerine d, (o, 1)-tiirevi alinarak genellestirilmigtir.



L BOLUM

GENEL BILGILER

Tanim 1.1: R bir halka ve A, B, P onun idealleri olsun. AB ¢ P
oldugunda A < P veya B ¢ P oluyorsa P ye R halkasinin asal ideali denir.

Teorem 1.28: R bir halka ve P onun bir ideali olsun. Buna gére
asagidakiler denktir.

(1) P asal idealdir.

2)Va,beRiginaRbcPiseae Pveyab e P dir.

(3)Va,beRigin(a)(b)ycPiseae Pveyab e P di.

(4) U, V R halkasimun iki sol ideali olmak tizere UV c P iken U c P
veya V c P dir.

(5) U, V R halkasinn iki sa§ ideali olmak tizere UV ¢ P iken U c P
veya V c P dir.

Ispat: (1) = (2) : P asal ideal olsun. Va, beR igin aRb < P oldugunu
kabul edelim. Bu durumda RaRbR < P olur. Buradan RaRRbR < P olur. P asal
ideal oldugu i¢in RaR < P veya RbR < P bulunur. (a) = A olsun. A*cRaR c P
ve yine P asal ideal oldupundan A? = P veya A c P olur. Boylece A = (a) c P
elde edilir. Buradan a € P bulunur. Benzer gekilde b € P gosterilir.

(2)=(3):VabeRiginaRbc Pikena € P veyab e P olsun. Kabul
edelim ki (a)(b) < P olsun. Bu durumda; aRb c (a)(b) c P oldugundan aRb c P
olur. Hipotezden a € P veya b e P dir.

(3)=>@4):VabeRigin(a)(b)c Pikena € Pveyab € Polsun. U, V
R halkasimin iki sol ideali ve UV < P olsun. U ¢ P oldugunu kabu} edelim. Bu
durumda u € U ve u ¢ P olacak bi¢imde bir u elemani vardir. Keyfi bir v e V
alalim. (u)(v) € UV + UVR ¢ P dir. Bu durumda hipotezden ueP veya veP olur.

(3) =(5): Benzer sekilde gosterilir.

(4) =(1) : Tamumdan (4) =(1) ve (5) =(1) oldugu agiktir.

Tanim 1.3: (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.



Uyan : R bir halka olsun. Buna gére asagidakiler denktir.

(1) R asal halkadur,

(2)a,b e RiginaRb=(0)isea=0 veyab =0 dir.

Tanm 1.4 : R bir halka, A ve Q R halkasinin iki ideali olsun. A> ¢ Q
iken A c Q ise Q idealine R halkasinin yari-asal ideali denir. Her asal ideal yari-
asal idealdir.

Teorem 1.5 : R Dbir halka, Q onun bir ideali olsun. Buna gore
asagidakiler denktir.

(1) Q yari-asal idealdir.

(2)ae RiginaRac Qisea € Q dur.

(3)a e Ri¢in (af ¢ Qisea e Q dur.
(4) U, R halkasimn bir sag ideali ve U2 c Q ise U cQ dur.

(5) U, R halkasinin bir sol ideali ve U2 ¢ Q ise U ¢ Q dur.

Tanim 1.6 : R bir halka olsun.

(1) V a € R igin, na = 0 olacak bigimde bir n pozitif tamsayis1 var ise
boyle n’lerin en kiigiigiine R halkasinin karakteristigi denir ve char R = n ile
gosterilir.

(2) R bir halka ve m sifirdan farkli bir tamsay1 olsun. x€R igin mx = 0
oldugunda x = 0 oluyorsa R halkasina m-forsion free halka denir.

(3) a € R i¢in, a" = 0 olacak bigimde bir n pozitif tamsayis1 var ise a
elemanina halkanin nilpotent elemam denir. a" = 0 fakat 2™ = 0 ise n ye a mn
nilpotentlik indeksi denir.

(4) B, R halkasinin bir ideali olsun. B nin her elemam nilpotent ise B ye
R halkasmin nil ideali denir.

(5) A, R halkasimin bir ideali olsun. A min keyfi olarak alinan a;,aj,...,a,
elemanlari i¢in aj,a;,...,a, = 0 ise A ya R nin nilpotent ideali denir. Her nilpotent
ideal nil idealdir.

Tanmm 1.7 : Sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yari-asal

halka denir.



Tanim 1.8 : I R nin bir ideali #(0) ve I#R ise I' ya proper ideal denir.

Tamm 1.9 : R bir halka olsun. R* #(0) ve R nin proper idealleri yok ise
R halkasina bir basit halka denir.

Tamm 1.10 : A, R halkasimin bir alt kimesi olmak tizere,
r(A)={yeR l xy=0,VxeA} ve {(A)={yeR ! yx=0,VxeA} kiimelerine sirasiyla A
kiimesinin sag ve sol sifiliyami denir.

Onerme 1.11 : R bir asal halka olsun. Buna gore R halkasinin sifirdan
farkl her sag (sol) idealinin sag (sol) sifiliyan: sifirdir.

Ispat : (0) # B, R nin bir sa ideali olsun. O zaman BR — B dir. Boylece
x € r(B) ise Bx = (0) dir. Her yeB i¢in yRx < Bx = (0) olur ve buradan

yRx = (0) , VyeB
bulunur. R asal halka oldugundan ve B# (0) olmasindan x =0 elde edilir. O halde
r(B) = (0) olur.

Tanmm 1.12: X, R halkasinin bos kiimeden farkh bir alt kiimesi olsun.
Cr(X)={a € R| xa=ax, Vx €X} kimesine X in R deki merkezlestiricisi denir.
{xeR| xy =yx, VyeR} kiimesine ise R halkasinin merkezi denir ve Z ile gosterilir.

Onerme 1.13 : R asal halka olsun. ab, b € Zise b=10 veya a € Z dir.

Ispat: ab, b € Z olsun. V x € R igin xab = abx = axb olur. Buradan

(ax-xa)b=0 , VxeR (1)
elde edilir. (1) de x yerine xy, y € R alinirsa

0 = (axy-xya) b = axyb - xyab

= axyb - xayb+xayb - xyab
= (ax-xa) yb + x (ay-ya) b
olur. Bu ifadenin ikinci terimi (1)’ den dolay: sifirdir. Boylece

(0) = (ax-xa) Rb, V xeR (2)
oldugu goriliir. R asal halka oldugu igin

b=0 veya aelZ
bulunur.

Onerme 1.14:[12 , Lemma 1.1.4] R bir yari-asal halka ve 0 # a € R olsun.

Her x € Rigin a(ax-xa) = 0 oluyorsa a € Z dir.



Ispat: x, r € R i¢in hipotezden;

a(a(xr) - (xr) a) =0 )
olur. a(xr) - (xr) a = (ax-xa) r + x (ar-ra) oldugu (3) de yerine yazilir ve yine (3)
esitligi kullanilirsa;

ax (ar-ra)=0, VxrekR
elde edilir. Bu ise

(ar-ra) R (ar-ra)=(0) VreR
oldugunu verir. R yari-asal halka oldugundan VreR i¢in ar = ra elde edilir. Béylece
a € Z bulunur.

Onerme 1.15: [12 , Lemma 1.1.6] R yari - asal halka olsun. a elemam
R halkasinmn sifirdan farkl bir sag idealini merkezlestirsin. Bu taktirde a € Z dir.

Ispat : a, R halkasin sifirdan farkli I sag idealini merkezlestirsin. Her
xeR i¢in axel dir. Hipotezden, a(ax) = (ax)a = a(xa) olur. Buradan her xeR igin
a(ax - xa)=0 elde edilir. Bu ise Onerme 1.14 den a € Z demektir.

Tanmm 1.16: R bir halka ve A, R halkasinin toplamsal alt grubu olsun.
Va,b € Aigin ab-ba € A (ab+ba € A )oluyorsa A ya R nin Lie ( Jordan ) alt
halkas: denir. '

Tanmmm 1.17: A, R halkasinin bir Lie (Jordan) alt halkasi ve Uc A
toplamsal alt grubu olsun. heru € U ve her a € A igin ua - au €U (ua + auel)
oluyorsa, U ya A nm bir Lie ( Jordan )ideali denir.

Tanmm 1.18 : X ve Y, R halkasimin iki alt kiimesi olsun. [X, Y] ile
Xy -yx,X € X,y € Y elemanlar tarafindan tretilen toplamsal alt grup gosterilir.

Tanim 1.19: Tanim 1.18 e gore R halkasinin U toplamsal alt grubu igin
[U, R] c Uise U ya R nin bir Lie ideali denir.

Tamm 1.20: x, ye R i¢in xy - yx ifadesi komiitatér carpinu olarak
adlandinilir ve [x, y] ile gostenlir. Ayrica

[[x,y],z]1+1ly, 2], x] +[[z,x],y]=0
esitligine Jacobi dzdegligi denir.
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Onerme 1.21 : [ 13, Lemma 1.1] R bir halka ve p#0 onun bir sag ideali
olsun. Vaep igin a"= 0 olacak bigimde sabit bir n pozitif tamsayist varsa, bu
taktirde R nin sifirdan farkh bir nilpotent ideali vardir.

Tanmm 1.22: R bir halka olsun. a, beR igin ab = 0 oldugunda a=0 veya

=0 ise R ye sifir bolensiz bir halka denir.

Tanmm 1.23 : Sifir bolensiz, birimli ve degigmeli olan halkaya bir tamhik
bélgesi denir.

Onerme 1.24:[13 , Teorem 1.5] R halkas: sifirdan farkli nilpotent idealleri
olmayan ve 2x = 0 iken x=0 olan bir halka olsun. Kabul edelim ki (0)=U, R
halkasinin bir Lie ideali ve alt halkasi olsun. O zaman U ¢ Z veya U, R halkasinin
sifirdan farkh bir idealini kapsar.

Onerme 1.25: (Brauer trick): Bir G toplamsal grubu iki 6z alt grubunun
bilesimi olarak yazilamaz.

Ispat: A ve B, G nin iki 6z alt grubu olmak iizere G= A U B oldugunu
varsayalim. Kabul edelim ki G#A olsun. Bu durumda G=B oldugunu gémmeliyiz.
G # A oldugundan x € G ve x ¢ A olacak bigimde en az bir x elemani vardir. Ote
yandan G= A U B oldugundan x € B dir. Iddiamiz G < B dir. Eger G ¢ B olsaydi
ye G ve y¢ B olacak bigimde en az bir y elemam vardir. G = A U B
oldugundan y € A olur.

x +y € B dir. Gergekten x+y ¢B olsaydi G = A U B oldugundan x+ye A
dir. yeA ve A toplamsal alt grup oldugundan x€A olurdu ki bu x¢A alimgiyla
gelisir. O halde x+yeB dir. xeB ve B téplamsal oldugundan y € B olur ki bu da
y ¢ B olusuyla geligir. O halde G & B olamaz. G — B' dir. Boylece G =B olur.

Tanmm 1.26: R bir asal halka olsun. U, R halkasinin sifirdan farkli bir
ideali ve f.U—R bir sag R-modiil homomorfizmas: olmak {izere; M ile bitiin (U,f)
seklindeki ikililerin kiimesini gosterelim. M tizerinde

"(U,0) ~(V,2) © R nin sifirdan farkh bir M ¢ UV ideali iizerinde f=g"
denklik bagntisini tanimlayalim. M nin denklik siniflanmin kiimesi Q olsun. Q

kiimesi



11

(U.1)+(V.)=(UnV.f+g) , (U.1)(V.8) = ("U. fg)
ikili islem ile R yi kapsayan bir asal halkadir.

(1) Q nmin merkezi C ile gosterilir ve C ye R nin genisletilmis merkezi
(extended centroid) denir. C bir cisimdir.

(2) S=RC ye R nin Q daki merkezi kapamist (central closure) denir. S,
R yi kapsayan bir asal halkadir.

Tanmm 1.27 :R bir halka ve * :R—R bir doniistim olsun. Buna gore,
a,beR i¢in

1) a*" =a

2) @+b) =a +b’

3) (ab)'=b'a’
kosullarim sagliyorsa * doniisiimiine R halkasinda bir inveliisyon denir ve R
halkasina da bir involiisyonlu halka denir. S={acR | a'=a } kiimesine R
halkasimn simetrik elemanlarimin kiimesi, K={acR | a'= -a } kiimesine R
halkasinin skew- simetrik elemanlarinin kiimesi denir.

R herhangi bir halka olsun. R halkasinin X, X, .....X2; elemanlan i¢in

SZn ( X1, X2y eeeen X2n ) = Z (—1)n Xo(1) ceveee X5(2n)
cES,,

standart 6zdesligi saglamiyorsa R halkasina S», dzelligini saglar denir.

Teorem 1.28 :[12, Teorem 2.1.5 ] R involiisyonlu bir yari-asal halka
olsun. Bu durumda ScZ veya S, S kiimesi tarafindan {iretilen alt halka
olmak tizere, R nin sifirdan farkli bir idealini kapsar. Sc Z olmasi durumda
R halkas1 S4 6zelligini saglar.

Onerme 1.29:a € K igin aKa=(0) ise a=0dir.

Ispat : Herx € R i¢in x-x e K dir. Ozaman a(x-x)a=0,
buradan

axa=axa , VxeR ¢))
elde edilir. Her xeR igin (xax')' = - xax~ oldugundan xax eK olur. Hipotez ve
(1) esitligi kullanilarak

* *
0=a(xax )a=axax a=axaxa
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olur ve bdylece

(aR)*=0
elde edilir. R asal halka oldugundan aR=(0) olur. Onerme 1.11 den a = 0
bulunur.

NOT : 1) R karakteristigi 2 den farkli bir asal halka olsun. Bu taktirde
herhangi bir xeR i¢in, x/2 R halkasinda bir formal gosterim olmak {izere,

X+X . X=X
x:
2 2

yazilabileceginden R = S + K alabiliriz. x eSNK ise X’ = x ve X' = x oldugundan

2 x =0 olur. char # 2 oldufu kullanilarak x = 0 bulunur. Bu her xe S~K
eleman i¢in yapilabileceginden SNK={0} elde edilir.

2) S, S kiimesi tarafindan tretilen alt halka olmak iizere S, R nin
bir Lie idealidir. Ciinkii: Vs € S,reRiginr +re S vesr+r's €S dir. S
tarafindan tiretilen alt halka { 2. si; Si, ...... Sin] s ij € S } oldugundan, hers e S
ver € R igin (r' +1)s €S olmasi kullanlarak

ST -IS=ST +r*s-r‘s-rs=(sr +r’s)-(r'+r)s e S
bulunur. Boylece [S, R]c S elde edili. O halde S, R halkasimn bir Lie
idealidir.
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2. BOLUM

TUREVLI HALKALAR

Bu bolimde calisifimiz konu ile ilgili daha 6nce yaymnlanan
makalelerin 6zetleri, yazar adi ve yaywnladifi yil belirtilerek bir sira iginde
ispatsiz olarak verecegiz.

1. Tiirevli Halkalar

Posner, E. C., 1957

Tanmm 2.1.1:R bir halka ve d: R — R bir doniisiim olsun. Asagidaki
kosullar varsa d ye R de bir #irev denir. Vx,y € R icin

1) dx+y)=dx)+dy)

2) d(xy) =d(x)y + xd(y)

Onerme 2.1.2: R bir asal halka, d:R—R halkasinin bir tiirevi ve aeR
olsun. Buna gore her x € R i¢in ad(x) =0 ( veya d(x)a =0 ) oluyorsa a = 0 veya
d=0dir.

Onerme 2.1.3: R bir asal halka olsun. p, g, r € R elemanlar1 V a € R
i¢in paqar = 0 olacak bigimde ise bu taktirde p, q, r elemanlarindan en az biri
sifirdir.

Teorem 2.1.4: R karakteristidi 2 'den farkli olan bir asal halka ve d;, d,
R halkasinin iki tiirevi olsun. d;d,, R halkasimin bir tiirevi ise d; = 0 veya d;= 0
dir.

Onerme 2.1.5: R bir asal halka, d : R — R bir tiirev olsun. Bu taktirde
her a € R igin ad(a) - d(a)a = 0 oluyorsa a = 0 veya R halkas: komiitatiftir.

Onerme 2.1.6: A bir Lie halka, I, A halkasimn bir ideali olsun. Eger de
A ve her xel igin dx.x=0 oluyorsa 0 zaman her aeR ve her x € 1 i¢in (da.x) x=0
olur. (Her x € 1igin dx.x = 0 kosulunu saglayan d € R elemanlannin kiimesi A'nin
bir idealidir.)
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Teorem 2.1.7: R bir asal halka, d, R halkasimn bir tiirevi olsun. Buna
gére her a € R icin ad(a)-d(a)a € Z ise bu taktirde d = 0 veya R halkas:
komiitatiftir.

Herstein, I.N., 1978

Teorem 2.1.8: R herhangi bir halka, d : R — R bir tiirev ve d*#0 olsun.
O zaman her reR i¢in d(r) elemanlan tarafindan iiretilen A alt halkasi R
halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsar. |

Teorem 2.1.9: R bir asal halka, d : R — R sifirdan farkli bir tlirev olsun.
Her x, y € R igin d(x)d(y) = d(y)d(x) ise bu taktirde

i) Eger char R # 2 ise R halkas: komiitatif tamlik bolgesidir.

ii) Eger char R =2 ise R halkasi komiitatif veya R halkasi merkezi

tizerinde 4-boyutlu basit cebirdir.
Herstein, I. N., 1979
Teorem 2.1.10: R bir asal halka, d, R halkasinin sifirdan farkh bir tiirevi

olsun. a € R elemam her x € R igin ad(x) = d(x)a olacak bigimde ise bu taktirde

i) char R # 2 ise a € Z dir. (Z, R halkasinin merkezidir.)

ii) charR = 2 ise a?e Z dir. Ustelik a ¢ Z ise A € C (R halkasinn
genisletilmis merkezi) olmak lizere V x € R i¢in d(x) = (Aa)x - x(Aa) dir.

Lee, P.H. ve Lee, T.K., 1981

Bu makale boyunca R halkas1 karakteristifi 2 den farkli olan asal halka
ve Z, R halkasinin merkezi olarak alinacaktir.

Teorem 2.1.11: R bir asal halka, 0 # d:R—R bir tiirev charR#2 ve aeR
olsun. [a,d(R)] < Z ise bu taktirde a € Z dir.

Teorem 2.1.12: R bir asal halka ,0 # d : R = R bir tiirev ve charR=2
olsun. [ d(R), d(R) ] © Z ise bu taktirde R halkas: komiitatiftir.

Teorem 2.1.13: R bir asal halka ,0 # d : R = R bir tiirev ve charR=2

olsun. d*(R) c Z ise bu taktirde R halkas1 komiitatiftir.
Teorem 2.1.14: d; ved; R asal halkasinin sifirdan farkli iki tiirevi ve
charR#2 olsun. d; d, (R ) c Z ise bu taktirde R halkas: komiitatiftir.
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Teorem 2.1.15; R bir asal halka, 0 # d :R — R bir tiirevi ve charR#2
olsun. Her xeR igin [, d (X)] € Z ise bu taktirde R halkas: komiitatiftir.

Herstein, I.N. , 1970

Onerme 2.1.16: R yan-asal ,2-torsion free bir halka ve T, R halkasinn
Lie ideali olsun. Buna gore [T, T] < Z ise bu taktirde T < Z olur.

Onerme 2.1.17: R yan-asal, 2-torsion free bir halka ve U, R halkasinin bir
Lie ideali olsun. t € R elemam [U, U] nun her eleman ile komiitatif ise bu taktirde
t, U Lie idealinin her eleman: ile komiitatiftir.

Teorem 2.1.18: R yan - asal, 2-torsion free halka ve U, R halkasinin Lie
ideali olsun. Buna gore t € R her u € U igin tu - ut elemanlanm komiit ederse t, U
Lie idealinin tiim elemanlann: komiit eder.

Awtar, R. ,1973

Onerme 2.1.19: R, karakteristigi 2 den farklh olan bir asal halka ve U, R

halkasimin bir Lie ideali olsun. [u, d ()] € Z ve v? € U ise bu taktirde heru € U
i¢in [u, d (u)] = 0 olur.

Onerme 2.1.20: R bir asal halka ve U, R halkasimn Lie ideali olsun. Her
u € U igin [u, d(u)] € Z ise bu taktirde her ueU ve her reR igin [[d(r), u], u]eZ
olur. Ustelik her ueU igin [u, d(u)] = 0 ise her reR icin {[ d(r), u], u] = 0 olur.

Onerme 2.1.21: R, karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka ve U, R
nin bir Jordan ideali olsun. Her ueU igin u d(u)=d(u)u=0 ise bu taktirde U=0 dur.

Teorem 2.1.22: R karakteristi§i 2 ve 3 den farkli olan bir asal halka, d, R
halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ve U Lie ideali olsun. Her ueU i¢in [u, d(u)jeZ
ise bu taktirde U ¢ Z dir.

Teorem 2.1.23: R karakteristii 3 den farkh olan bir asal halka, d, R

halkasinin sifirdan farkh bir tiirevi ve U bir Lie ideali olsun. Her ueU i¢in u? €U
ve [u, d (u)] €Z ise bu taktirde U c Z dir.

Teorem 2.1.24: R, karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka, d, R nin
sifirdan farkl bir tiirevi ve U, bir Jordan ideali olsun. Her ueU i¢in [u, d (u) JeZ
1se bu taktirde U c Z dir.
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Teorem 2.1.25: R karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka, d, R nin
sifirdan farkh bir tiirevi olsun. U, R halkasinin bir alt halkas: ve Lie (Jordan) ideali
olsun. Buna gore her u € U igin [u, d (v)] € Z ise U komiitatiftir.

Bergen, J. , Herstein, L.N. ve Kerr, J.W. , 1981

Bu makale boyunca R, char R # 2 olan bir asal halka, U , R halkasimin
bir Lie ideali ve Z, R halkasinin merkezi olarak alinmigtir.

Onerme 2.1.26: Uz Z, R halkasinin bir Lie ideali ise bu taktirde R
halkasinin [M, R] ¢ U fakat [M, R] & Z olacak bigimde bir M ideali vardir.

Onerme 2.1.27: U ¢ Z, R halkasinn bir Lie ideali ise Cp(U) = Z dir.

Onerme 2.1.28: C, ([U, U] ) = C; (U) dur.

Onerme 2.1.29: U & Z, R halkasinn bir Lie ideali olsun. aUb=0 ise a=0
veya b=0 dur.

Onerme 2.1.30: U, R halkasimn bir Lie ideali ve d, R halkasimn sifirdan
farkl1 bir tiirevi olsun. d(U)=0 ise bu taktirde U c Z dir.

Onerme 2.1.31: U, R halkasmin bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan
farkli bir tiirevi olsun. d(U) c Z ise bu taktirde U c Z dir.

Onerme 2.1.32: U, R halkasinin bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan
farkh bir tiirevi olsun. teR igin td(U) =0 ( veya d(U)t = 0 ) ise bu taktirde t =0
veya U c Z dir.

Teorem 2.1.33: U, R halkasimn bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan

farkl1 bir tiirevi olsun. Bu taktirde d?(U)=0 ise U-c Z dir.

Sonug 2.1.34: R, 2-torsion free bir yari-asal halka ve U, R halkasinin bir
Lie ideali olsun. Bir a € R i¢in [a, [a,U] ] = 0 ise bu taktirde {a, U]= 0 dir.

Teorem 2.1.35: U & Z, R halkasiun bir Lie ideali ve d, R halkasimin
sifirdan farkl bir tiirevi olsun. Bu taktirde C(d(U)) = Z dir.

Yazar ¢alismasinin bundan sonraki kisminda 0¢d:R—R bir tiirev, U ¢ Z,
R halkasinin bir Lie ideali, V=[ U,U ] ve W =[ V,V ] olarak almigstir.
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Onerme 2.1.36: d° # 0 ve d(V), R halkasimin sifirdan farkli sol A ve
sifirdan farkli sag & idealini kapsarsa bu taktirde d(U), R halkasinin sifirdan farkh
bir idealini kapsar.

Onerme 2.1.37: I, R halkasimin sifirdan farkh bir ideali olsun. Buna gére
d(U) , R nin sifirdan farkli sag ve sifirdan farkh sol ideallerini kapsamiyor ise

bu taktirde, [c, I] € d(U) oldugunda ¢ € Z dir.

Onerme 2.1.38: d2(U)2 =0 ise d*(W) = 0 dur.

Onerme 2.1.39: &>(U) =0 ise d* =0 dur.

Teorem 2.1.40: R bir asal halka, charR # 2, Uz Z R halkasimin bir Lie
ideali ved:R —» R bir tiirev ve d®# 0 olsun. Bu taktirde d(U), R nin sifirdan
farkli bir idealini kapsar.

Teorem 2.1.41: U ¢ Z olan R halkasimin bir Lie ideali ve §, d, R
halkasimin tiirevleri olsunlar. Eger 8d (U) = 0 ise o0 zaman 6 =0 veyad = 0 dur.

Lee,P.H. ve Lee, T.K. , 1983

Bu makale boyunca R, charR #2 olan bir asal halka ve U, R halkasinin
bir Lie ideali olarak alinacaktir.

Onerme 2.1.42: d, R halkasin sifirdan farkh tiirevi, d(Z) # 0 ve aeR
icin [a, d (U)] < Z ise bu taktirde a € Z veya U ¢ Z olur.

Teorem 2.1.43: d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ve d2(U) c Z ise
bu taktirde U c Z dir. |

Teorem 2.1.44: d, R halkasimn sifirdan farkli bir tiirevi ve a € R
i¢in [a, d(U)] < Z ise bu taktirde a € Z veya U c Z dir.

Teorem 2.1.45: d, R halkasiun sifirdan farkli bir tiirevi olsun. Bu
taktirde [d(U), d(U)] < Zise U c Zdir.

Teorem 2.1.46: d ve 8, R nin sifirdan farkh iki tiirevi olsun. dd(U) ¢ Z
ise bu taktirde U c Z dir.

Teorem 2.1.47: R, charR#2 asal halka, 0+d:R — R bir tiirev ve U, R
nin bir Lie ideali olsun. Heru €U igin [u,d(U)] € Zise Uc Z dir.
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Teorem 2.1.48: R, karakteristisi 2 den farkli olan bir asal halka,
0#d:R— R bir tiirev ve ,R nin bir Lie ideali olsun. a € R ve ad(U) c Z ise bu
taktirde a=0 veyaU c Z dir. |

Awtar,R., 1984

Teorem 2.1.49: R, charR#2 asal halka, 0-d , R halkasinin tiirevi, U ¢ Z

olan R nin bir Lie ideali ve d*(U) c Z olsun. aeR igin d(a) = 0 ve [a, d[U)] = Z ise
bu taktirde a € Z dir.

Teorem 2.1.50: R, charR#2 asal halka ve U, R halkasimin Lie ideali
olsun.a € R elemani, her ue U i¢in [a, [a, u]] € Z olacak bigimde ise bu
taktirde [a, U] =0 olur. Ustelik Uz Z ise ae Z dir.

Teorem 2.1.51: R yari-asal, 2 - torsion free halka ve U, R halkasinin Lie
ideali olsun. a € R elemani, her u € U igin [a, [a, u]] € Z olacak bigimde ise bu
taktirde [a, U]= 0 dir.

Teorem 2.1.52: R, charR#2 olan bir asal halka ve Uz Z olan R
halkasinin bir Lie ideali olsun. aeR elemamn, her u €U igin [a, d (u)] € Z olacak
bi¢imde ise bu taktirde d = 0 veya a € Z dir.

Teorem 2.1.53: R, charR#2 olan bir asal halka ve U, R nin Lie ideali

olsun. d, R halkasimn sifirdan farkh bir tiirevi ve d2(U)cZ ise bu taktirde UcZ
dir.

Teorem 2.1.54: R, charR#2 asal halka ve UzZ olan R halkasinin bir Lie.
ideali olsun. 8, d , R nin iki tiirevi ve 8d(U)c Z ise bu taktirde 8 = 0 veya d = 0 dur.

Terome 2.1.55: R, charR#2 asal halka, d, R nin s1f1rdan farkli bir tiirevi
ve U, R nin Lie ideali olsun. Her ueU igin [u, d(u)] €Z ise 0 zaman Uc Z dir.

Hongan ,M. 1985

Bu makale boyunca R karakteristigi 2'den farkhh asal halka, C ,R
halkasimin merkezi, 0 # d: r» r' bir o: R—R orten doniislimil ile tanimlanmig
yari-tiirev ve od = do olarak alinmigtir. U, R halkasinin Lie ideali ve W = [U, U]
, S=[W,W] olmak iizere;

(1-u)uccC
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2-U)UcC

3B-U) U"'cC

(4-U) [U,U]cC

(5-U) [a, U'] ¢ C olacak bigimde bir a € R / C vardur.

(6-U) aU' ¢ C olacak bigimde sifirdan farkh bir a € R vardir.

(7-U)[u,u] €eC, VuelU

8-U) 6c =6 & ve (U )* c C olacak sekilde, Tt : R—R bire-bir
fonksiyonu ile tanimlanmig 0 # 8:R—R, r —>r* yan-tlirevi vardlr.

Teorem 2.1.56: (1-U), (1-W), (1-S) ve (2-U) denktirler ve (3-U) - (8-U)
dan herhangi biri gergekleniyor ise bu taktirde o(U) < Z dir..

Onerme 2.1.57: (1) W' c [U, U] + [c (U), U c U + o (U) dur. Ozel
olarak U' < Cise W'= 0 dur.

(2) Eger U'=0ise o zaman U ¢ C dir.

(3)a'=0olanhera € Rigin o (a)=a dir.

Onerme 2.1.58: (1-U), (1-W), (1-S) ve (2-U) denktirler.

Onerme 2.1.59: aU' = 0 (veya U' a = 0) olacak bigimde bir sifirdan farkli
a € R var ise bu taktirde U < C dir.

Onerme 2.1.60: U" = 0 ise bu taktirde U < C dir.

Onerme 2.1.61: 1) C'#0 ve a € R/Cigin [a, U] c C ise bu taktirde
UcC dill.

2)Bir a € R /C igin [a, U'] = 0 ise 0 zaman o (U) c C dir.

Onerme 2.1.62: o (U) ¢ C ve U™ =0 ise bu taktirde R" =0 dur.

Sonug 2.1.63 : R degismeli olmayan bir halka ve o bir bire-bir déniislim
ise bu taktirde (2-S) - (8-S) den herbiri (1-U) ile denktir.



20

2. (o,1)- tiirevli Halkalar

Tanmm 2.2.1 : R bir asal halka , dR — R bir toplamsal déniistim
olsun. o, T:R = R iki doniigiim olmak {izere her x,y €R i¢in

d(xy) = d(x)o(y) +r(x)d(y)
ise d ye R halkamin ( o,7)- tiirev denir.

Hirano, Y. ve Tominaga, H. 1984

Yazar caligmasmnda o ve 1, R halkasinin iki otomorfizmas: olmak
tizere d:R—R, dir—r' ile tamimlanmg bir (o,1)-tlirevi, Co~={ceR | co(x)=1(x)c,
Vx €eR}, [X,¥lo:=x%0(y) - 1(¥)x ve (X, ¥)o,~X0(y) + T1(y)x olarak almustir.

Onerme 2.2.2: R bir asal halka, 0zd:R—R bir (o,1)-tiirevi ve U=(0), R
halkasinin bir ideali olsun. Buna gére her u € U igin [u', u] = 0 olmas: igin gerek
ve yeter kosul R halkasi komiitatiftir.

Onerme 2.2.3: R bir asal halka, 0=d:R—R bir (c,7)-tiirevi ve Uz(0), R
halkasinin bir ideali olsun. Her u € U igin [u', u]s: = 0 ise bu taktirde R halkasi
komiitatif ve o =r1.

Teorem 2.2.4: R bir asal halka, 0 #d, R'nin bir (o,1)- tiirevi, charR # 2
ve U # (0) R'nin bir ideali olsun. Buna gore her u € U igin [u', uls: € Co; ise bu
taktirde [u',u)s, =0 dir.

Argac, N. Kaya, A ve Kisir, A. 1987

Bu ¢alisma boyunca R bir asal halka, I sifirdan farkli bir sag ideali ve o,
T R halkasinin iki otomorfizmi olarak almistir. [U]: = {ueU| [u', uls: € Cox }
ve (U)o: = {uel| (U, u)s:€ Co,: } olarak tammlanmgtir.

Asagidaki kosullar: diistinelim. |

a) R komiitatiftir ve 6 =1 dir.

a’) R komiitatif, charR # 2 ve s =1 dir.

b) Hera €l igin [a', a]s .= 0 dir.

¢) Hera €l igin (a', a)o.= 0 dur.

d) I=[I]s: , yani hera €ligin [a', 8], € Co dir.

e) I=(I)s ,yani her a €l igin (a', a)s; € Co1
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D I=[lo;: U Doy

Teorem 2.2.5: R, charR+2 olan bir asal halka, 0=d, R'nin bir (c,1)-tiirevi,
ve I # (0), R'nin bir sag ideali olsun. Bu taktirde (a) ile (b) ve (a") ile (c)
denktirler.

Teorem 2.2.6: 0d:R—R bir (1,7)-tiirevi olsun.

1la,be(l]l: (a,be (). ) olsun. Bunagérea+b e [I}.(a+ be(l),)
olmasi igin gerekli ve kosul a-b e [I}:(a-b e (I); )dr.

2)b e (I), ise [b,bl,=0

3) a, b € [I}; olsun. (f) gergekleniyor ve charR # 3 isea-b e [I}; veya
a,b,a+be (I) dir.Ozelolarak,aeI-(I);, ve be[I}; isca+b e [I}. dir.

4)1#[I}, ise her b el-[I]. i¢inb" =0 olacak bigimde bir n pozitif
tamsayis1 yoktur.

Onerme 2.2.7: 0=d, R nin bir (1,7)-tiirevi, charR=2 ve (f) saglasin. Buna
gore

Dbel-[I} ise ®*) =10 b =bb>=0ve b?=0 dur.

2) Zn1 # (0) ise (d) saglamyr.

3)b el-[I]; vex R, x'=0 olsun. Bu taktirde t(b)b’' xb =0 dir.

Teorem 2.2.8: R, charR+ 2 olan bir asal halka, 0=¢d, R'nin bir (o,1)-tlirevi
ve I # (0), R'nin bir sag ideali olsun. Bu taktirde (a), (b), (d) ve (e) denktirler. |

Onerme 2.2.9: R, charR#3 olan bir asal halka, 0=d, R'nin bir (1,7)-tiirevi
ve 1 # (0), R'nin bir ideali olsun. Bu taktirde (). (b), (d), (e) ve (f) denktirler.

Teorem 2.2.10:R, charR#2 olan bir asal halka, 0+d, R'nin bir (o,1)-tlirevi
ve I # (0), R'nin bir ideali olsun. Bu taktirde (a), (b), (d) ve (e) denktirler.

Kaya, K. 1988

Yazar bu caligmada ¢ ve 1t doniisiimlerini R halkasimin iki
otomorfizmasi olarak almugtir.

Onerme 2.2.11: R bir asal halka, d: r— r' ile tammlanmis bir (0,7) -
tiirevi ve U#(0), R halkasinin bir ideali olsun. Buna gore her ueU igin (u', u)s: =0

ise R halkas1 komiitatiftir.
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Onerme 2.2.12: R bir asal halka, 0=d:R—R bir (o,1)-tlirevi ve U%(0), R
halkasimn bir sag ideali olsun. Buna gére u € U igin

i) [u', u]6,: = 0 ise R halkas: komiitatiftir.

ii) (u, u)s, = 0 ise R halkas1 komiitatiftir.

Ustelik 6 = 1 dur.

Onerme 2.2.13: R bir asal halka ve a, b R olsun. b, ab € C, ise bu
taktirde a € Z veyab =0 dur.

Onerme 2.2.14: R bir asal halka, 0=d, R'nin bir (o,7)- tiirevi, charR # 2
ve U # (0) R'nin bir saf ideali olsun. Buna gore her u € U igin [u, v]6:€Co, ise
bu taktirde [u',u]s. =0 dir.

Aydm, N. ve Kaya, K. , 1992

Bu ¢alisma boyunca R, charR#2 olan bir asal halka, U sifirdan farkl bir
ideali, d, R halkasinin (o,1)-tlirevi ,Cq . ={ceR] co(x)=1(x)c , her xeR} kiimesi
ve Z, R halkasinin merkezi olarak alinmistir.

Onerme 2.2.15: U, R halkasinin sag ideali ve d(U) = 0 ise d = 0 dur.

Onerme 2.2.16: 0=d, R halkasiun (o,7)- tirevi, U, R halkasinin sag
ideali olsun. Buna gore d(U) c Z ise o zaman R halkas: komiitatiftir.

Onerme 2.2.17: (0) # U, R halkasin bir ideali ve acR olsun. Buna
gére acR igin ad( U )=(0) (veyad(U)a= (0))ise a=0 veyad =0 dur.

Onerme 2.2.18: d, , R halkasimin (o,7)- tiirevi ve d, , R halkasimn tiirevi
olsun. d;d; (R) = 0 ise 0 zaman d; = 0 veya dy= 0 dur.

Teorem 2.2.19: R bir asal halka, 0 # d : R =& R, R halkasinn bir (o,1)-
tiirevi ve U sifirdan farkh bir ideali olsun. Buna goére a € R igin [d(U), al; = (0)
ise 0 zaman a € Z dir.

Teorem 2.2.20: R bir asal halka, 0 # d : R —» R, R halkasinin (o,7)-tiirevi
ve U ideali olsun. [d(U), d(U)]s.= (0) ise bu taktirde R halkas: komiitatiftir.

Onerme 2.2.21: 0#d, R halkasimn (o,7) - tirevi ve U ideali olsun. Buna

gore a € R igin ad(U) c C,; ise 0 zaman a =0 veya R halkas: komiitatiftir.
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Onerme 2.2.22: 0 # d, R halkasimn (o,t) tiirevi ve aeR olsun. Buna
gére [d (R), alor < Co,1 is€ 0 zaman a € Z dir.

Teorem 2.2.23: R bir asal halka ve 0#d :R — R, R halkasinin (o,T)-
tlirevi olsun. Buna gore [d (R), d (R)]s: © Co; ise 0 zaman R halkas: komiitatiftir.

Kandamar ,H. ve Kaya K., 1992

Bu makale boyunca R karakteristigi 2 den farkl1 bir asal halka, U, R nin
stfirdan farkh bir Lie ideali ve d, (o,T7)-tlirevi olarak alinacaktir.

Onerme 2.2.24: d (U) = (0) ise bu taktirde U c Z dir.

Onerme 2.2.25: UzZ, teR olsun. td(U) = (0) ( veya d(U)t = (0)) ise bu
taktirde t = 0 dur.

Onerme 2.2.26: d(U) c Z ise bu taktirde Uc Z

Teorem 2.2.27 : d, R nin sifirdan farkh (o,1)-tlirevi , cd=do, td=dt ve U

sifirdan farkli Lie ideali igin d(U)c U olsun. Buna gére d*(U) = 0 ise Uc Z
dir.
Onerme 2.2.28: a € R, U & Z ve [U, a] < Z ise bu taktirde a e Z dir.
Teorem 2. 2.29: [U, d(U) ] « Zise bu taktirde U c Z dir.
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3. a-tiirevli Halkalar

Kaya , K., 1988

Tamm : R bir asal halka, 0 # oo : R — R bir doniigiim ve d:R — R bir
toplamsal fonksiyon olsun. Buna gére her x, yeR i¢in d(xy) = d(x)a(y) +xd(y)
ise d ye R halkasimn bir zayif-a - tiirevi denir. Ustelik o. endomorfizm ise d
ye bir a- tilrevi denir.

Her tiirev bir a - tiirevdir. Dolaysiyla bir zayif-a - tlirevdir. R de bir

16 : R — R tiirevdir.

d, (o,t)- tiirevi varsa bu taktirde 1 Td:R>R bir a=1"
Co ={c eR | ca(x) =xc, V x eR}, [x,y]a = xa(y) - yx olarak tammlanir. Ayrica
xyzle=y [X,z Ja + [XY Joo(2) ve [xy,z ]o= X[y.2]a + [x,z']ay bagimntilar1 vardir.

Onerme 2.3.1:R bir asal halka ise bu taktirde R deki sifirdan farkl her
zayif-o - tiirev bir a - tiirevdir.

Onerme 2.3.2: R bir asal halka, d:R > R o-tiirev ve aeR olsun. Buna
gore

1) (0)#U, R nin bir sag ideali ve d(U)=(0)ise d=0 dir.

2) (0)=U, R nin bir sag ideali ve aeR i¢in ad(U)=(0) ise a=0 veya d=0.

3) dR)a=(0) ise a=0 veya d=0 dir.

4) (0) # U, R nin bir sag ideali ve VueU igin [a,u ], =0 ise ¥xeR
icin[a,x Jo=0 dir.

5) ae C, ve abe C,,beR ise a=0 veya beZ dir.

NOT : Yazar caligmasinin bundan sonraki kisminda R yi bir asal halka
ve 020::R—R Orten olmak iizere, 02d:R—R bir zayif-a - tiirev olarak 'ah'nm1$t1r.

Onerme 2.3.3: (0)#U, R nin bir sag ideali ve d(U)cC, ise R
komiitatiftir.

Onerme 2.3.4: (0) # U, Rnin bir ideali, a(U) # (0) , charR # 2 ve
da=ad olsun. Buna gore a€R igin [a, d(U)], =(0) ise ae C, dur.

Teorem 2.3.5 : (0) # U, R nin bir ideali, charR # 2 ve da=ad olsun.
Buna gére [d(U), d(U) Jo =(0) ise R komiitatiftir.
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Onerme2.3.6 :g:R —» R bir doniisiim , d;:R = R bir g-tiirev, d;R>R
a-tiirev, dya=ads ve charR#2 olsun. Buna gore d;d; =0 ise d;=0 veya d,=0 dir.

Onerme 2.3.7 :Her y €R igin, d(y)y =yd(y) ise R komiitatiftir.

Teorem 2.3.8 : R, charR # 2 bir asal halka ve do=ad olsun. Buna
gbre, aeR i¢in ad(R) c C,, iseA a=0 veya R komiitatiftir.
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4. Involiisyonlu Halkalar

Tanmm:R bir halka ve *:R—R bir déniigiim olsun. Buna gore , a,beR igin

1) a*’ =a

2) (@a+b) =a +b

3) (ab)'=b"a"
kosullarin1 sagliyorsa * doniisiimiine R halkasinda bir inveliisyon denir ve R
halkasina bir involiisyonlu halka denir. S=acR | a’=a } kiimesine R halkasimn
simetrik elemanlarinin kiimesi,. K={acR | a=-a } kiimesine R halkasinin skew-
simetrik elemanlarinin kiimesi denir.

Not : R herhangi bir halka olsun. R halkasinin X, X3, .....X2, elemanlan igin

SZn ( X1y X2y ceees X2n ) = z (—l)n Xo(1) eveeee Xo(2n)
O’GSZ,,

standart 6zdegligi saglaniyorsa R halkasina S, ézelligini saglar denir.

R halkasi S,, 6zellifini saglar < R merkezi lizerinde en fazla n?
boyutlu basit cebir iginde bir order’ dir.

Herstein , I.N. , 1982

Onerme 2.4.1: R nilpotent idealleri olmayan bir halka, L= (@©),R
halkasinin bir sol ideali ve 0 # a €. i¢in Ra, R nin bir minimal sol ideali olsun.
Buna g6re L nin kendiside R halkasinin bir minimal sol idealidir.

Onerme 2.4.2 : R nilpotent idealleri olmayan, 2-torsion free halka olsun.
Buna gére aeS ve aSa=0 ise bu taktirde a=0 dur.

Yazar ¢alismasinin bundan sonraki kisminda, R asal halka, charR # 2,
C ile R nin genisletilmis merkezini ve Q = RC, R halkanin merkezi kapansi
gOstermistir.

Onerme 2.4.3:0+a,0=be R ve aSb=0 ise bu taktirde Qb, Q nin
bir minimal ideali, e* =e olmak iizere Qb= Qe ve eQe = Ce dir. Ustelik,
b'Sb=aSa’=0,a'a=0 ve bb’ =0 dur.

Onerme 2.4.4 : R asal halka ve * R nin merkezi kapamisi fizerinde
bir involiisyon olsun. Buna gére 0#a € R ve aSa, C {lizerinde sonlu boyutlu

ise bu taktirde R, minimal sag ideali bulunan bir pirimitif halkadir.
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Onerme 2.4.5 : 0=d: R — R bir tiirev ve d(S)=0ise S ¢ Z dir.
Sonug 2.4.6 : 0-d :R — R bir tiirev ve d(S) cZ ise Sc Z dir.
Teorem 2.4.7 : R degismeli olmayan bir involiisyonlu asal halka, S ¢ Z
ve 0 # d:R—R bir tirev, I =I"# (0), R halkasinin bir ideali ve
L ={ xel| xd(S~I)=(0)} olsun. Buna gore, L#(0) ise bu taktirde verilen aeL
icin a"(S~I)a=0 dir. Ozel olarak, R yerine R halkasinin merkezi kapanist ve Lz (0)
ise L, R halkasimin bir minimal sol idealidir, boylece primitiftir. e* = e olmak
iizere L=Re ve eRe=Ce dur.
Ispat : So = S ~ I olsun. Her acL igin ad(Se)=(0) dir. Her x€l igin
x €I'=I oldugundan x + x €l dir. Aynica x + x €S olmasindan x + X € S N I=S,
bulunur. Boylece ac L igin ad(x +x ) = 0 olur. Buradan
ad(x)=-ad(x ), VaeLVxel (1)
bulunur. L # (0) oldugundan L de, her teS, i¢in ad(t) = 0 olacak sekilde sifirdan
farkli bir a elemani vardir. (1) esitliinde x yerine tx, t € So, yazilir ve (1) no’lu
esitlik ile ad(t) = O olmasi kullanilirsa
0= ad(tx)+ad((tx)")
= ad(t)x +atd(x)+ad(x)t +ax'd(t)
=atd(x) - ad(x)t +ax d(t)
bulunur ve buradan
atd(x) = ad(x)t - ax d(f) , Vxel, teS, (2)
elde edilir. (2) esitliginde x yerine a'y, yel, yazilir ve ad(t) = 0 olmas: kullanilirsa
O=atd(a’y)- ad(a'y)t + a(a'y)'d(t)
=atd(a'y)- ad(a'y)t+ ay'ad(t)
olur. Béylece
atd(a'y) = ad(a'y)t ,Vxelte§ 3)
elde edilir. a* (SI) a = (0) oldugunu kabul edelim. Bu durumda a Spa da sifirdan
farkh olacak bigimde bir b elemant vardir ve x € S; igin b=a'xa yazilir. Buradan

b =(a'xa)’ =axa =b
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olur. b*=b oldugundan b € S ve dte yandan bel oldugundan b € SNI1=S§,
olur. b d(Sg) = a'xad(Sg) = (0) oldugundan b e L dir. beS; ve beL olmasindan
be Son L bulunur. Béylece

a SoacSynL
olur. Bu durumda.

02b=b"ea Spa cSonL
olur. bel ve bd(Sp) = (0) oldugundan benzer islemler R halkas: yerine I idealini
duigiinerek yapilir. O halde

btdby)=bdby)t ,Vyel ., teSp 4)
bulunur. beSy i¢in bd(b) =0 oldugu kullanilirsa

0 = b(td(by) - d(by))

= b(td(b)y + tbd(y) - d(b)yt - bd(¥)t )

ve bdylece

b( td(b)y + tbd(y) - bd(3)t ) =0 , Vyel,teSy %)
elde edilir. Ozel olarak ye Sy almr ve bd(Sp) = (0) oldugu kullanilirsa
0 = btbd(y) =bbd(y)t bulunur. (5) ifadesinden her y, teSy i¢in btd(b)y = 0 olur.
Boylece

b Spd(b) So = (0) (6)
elde edilir. R degismeli ve 4-boyutlu basit cebir olmadifindan, I idealide
degismeli ve 4-boyutlu basit cebir degildir. Simdi 1 idealini halka olarak
digiiniildiigiinde I halkasinin simetrik elemanlarmin kiimesi So olur. Teorem
1.28 den

Soc Z() veya So,1 mn sifirdan farkh bir idealini kapsar.
bulunur. Soc Z(I) ise bu taktirde Teoreml.28 den R halkasi S, ozelligini
saglar. Boylece 1, 4-boyutlu basit cebir olur, dolayisiyla R de 4-boyutlu basit
cebirdir. Bu ise hipotezimizle elisir. O halde Sg, I halkasimn sifirdan farkli bir J
idealini kapsar. Bu durumda (6) esitliginden bSyd(b)J=(0) olur. Onerme 1.11 den

bSpd(b) = (0)
elde edilir. Ozel olarak bJd(b)=(0) yazilir. b=0 ve I asal halka oldugundan

d(b)=0
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bulunur. b =b €a’Spa oldugundan

d(a'Soa)=(0) ™
elde edilir. (5) ifadesinde d(b) =0 olmas1 kullanilirsa
b (bd(y)t - tbd(y) )=0 , Vyel, teSy 8)

bulunur. ze I i¢in. zbel dir. (8) de y yerine zb yazilir ve (8) esitligi ile d(b) = 0
oldugu kullamlirsa
0=b(bd(zb)t -tbd(zb))
=bbd(z)bt +bbzd()t -btbd(z)b -btbzd(b)
=bbd(z)bt -btbd(z)b
=bbd(z)bt -bbd(z)tb
olur. Buradan
b d(z) tb-bt)=0 ,Vzel teS 9)
elde edilir. ue Sy, xeR igin uxel dir. (9) da z yerine ux yazilir ve bd(u) =0
oldugu kullamlirsa
0 ="b’ d(ux) (tb - bt )
=b? d(u) x (tb - bt ) + b*u d(x) (tb - bt )
= b2ud(x) (tb - bt)
olur ve boylece
b2 So d(R) (tb-bt ) =0
bulunur. Eger d(R)(tb - bt) = 0 ise; Onerme 2.4.3 den b?So(b*)" =0 duir. b*= ()"
oldugundan b°Seb? = 0 olur ve Onerme 2.4.2 den b? = 0 bulunur. Bu durumda
(8) no’ lu ifadeden
btbd(y)=0, Vyel ,te Sp
elde edilir. Yani,
bSebd(I) =0
dir. Ag ={xeR] xd(I) = (0)} kiimesi R halkasinin bir idealidir. R asal halka ve
d()#(0), Onerme 2.1.32 den
bSeb=0
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elde edilir. I bir halka ve Sp, I halkasinin simetrik elemanlarinin kiimesi olarak
alimrsa Onerme 2.4.2 den b =0 dir. Bu durumda a” So a = 0 olur ki bu bir
celiskidir. O halde d(R)[b, t ] = (0) olmahdir. 0=d oldugundan Onerme 2.1.2 den

[b,t]=0, Vte S
elde edilir. b, Sq merkezler dolayisiyla Sg yi merkezler. Jo S oldugundan b
eleman1 J yi merkezler. Boylece Onerme 1.15 kullanilarak beZ olur. bd(Se)= (0),
beZ, d( Sp ) # (0) ve R asal halka oldugundan b = 0 bulunur. Bu b # 0 secilisiyle
gelisir. O halde a"Sqa=(0) olmahdir.

Lee, T. K., 1985

Bu makalede R bir asal halka, charR#2, 0d:R —R bir tiirev ve *:R— R
bir involiisyon, S, R halkasinin simetrik elemanlarinin kiimesi ve K, R nin skew-
simetrik elemanlarinmin kiimesi olarak alinmistir. Z ile halkanin merkezi ve C ile
halkamin genisletilmis merkezi gosterilmigtir.

Tamm: S ¢ Z ise * birinci gesit (fisrt kind) denir.

Teorem 2.4 8 : R, S4 6zelligini saglamayan halka ve d : R — R bir tiirev
olsun. Buna gére aeS ve VseSigin [a,d(s)]=0 ise bu taktirde a € Z dir.

Onerme 2.4.9: a, nilpotent eleman ise a=0 dur.

Onerme 2.4.10: d(a) =0 ise bu taktirde a € Z dir.

C; R halkasimn genisletilmis merkezini gostermek lizere;

Onerme 2.4.11: a ¢ Z ise bu taktirde d(C)=0 dir.

Onerme 2.4.12:0¢ Z ise bu taktirde * birinci gesit, VoeC igin o= dir.

Yazar bu calismasimin bundan sonraki kisimlarinda agZ kabul etmistir.

Onerme 2.4.13:charR =p > 0, ise a° ¢ Z dir.

8 : R » R aeRile belirlenen ig tiirev olmak lizere;

Onerme 2.4.14: V seS icin 8*(s)d(a) = d(a)8%(s).

Onerme2.4.15: teS igin td(a)=d(a)t=0 ise bu taktirde 8%(t) = 0 dur.

Onerme2.4.16: 5(S) =0 ve 5°(R)=0.
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Teorem 2.4.17: R, S4 6zelligini saglamayan halka ve 0sd:R — R bir
tiirev olsun. Buna gére aeS ve her seS i¢in [a, d(s)]eZ ise bu taktirde aeZ
dir.

Lmn,J.S., 1986

Onerme 2.4.18:. S = Z ise R halkas: S4 6zelligini saglar.

Ispat : Her seS icin hipotezden sS < Z ve s? €S oldugundan s’Sc Z
dir. s(sS) ¢ s’S < Z oldugundan s(sS) = Z olur. Onerme 1.11 den

seZ veya sS=0
bulunur. sS =0 ise Onerme 2.4.2 den s = 0 olur. Béylece her iki durumda s €Z
elde edilir. O halde S ¢ Z dir. Teorem 1.28 den R halkasi S, 6zelligini saglar.

Onerme 2.4 .19: K> c Z ise R halkas: Sy 6zelligini saglar.

Sonu¢ 2.4.20 : [K,K] < Z ise R halkasi S4 6zelligini saglar.

Ispat : [K , K] # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda [k,m] # 0 olacak
sekilde k, m € K vardir. kmk € K oldugundan, hipotezden [k, kmk] = k[k ,m] k
= k% [k ,m] € Z olur. [km] # 0 olmast ve Onerme 1.11 uygulanursa keK igin
k?eZ bulunur. Burada k* € Z ve [k, m] €Z oldugu kullamlirsa 0 = [k, m] = 2k[k,
m] elde edilir. charR#2 oldugundan k[k, m]=0 olur. 0=[k ,m]e Z olmasi ve R
asal halka oldugundan k=0 olur. Bu durumda yine [k,m]=0 olacagi i¢in bu
kabuliimiizle gelisir. O halde [K, K]=(0) olmalidir. K?, R halkasinimn bir Lie ideali
ve degismeli alt halkasidir. Béylece Onerme 1.24 uygulamrsa K’cZ elde edilir.
K’c K’cZ buradan K?cZ olur. Onerme 2.4.19 den R halkasi S, 6zelligini saglar.

A, R nin bos kiimeden farkli alt kiimesi Cr(A)={xeR | ax=xa, VaeA }
kiimesi A nin R deki merkezlestiricidir. U, R halkasimin bir Lie ideali ise
ozaman Cgr(U), R nin alt halkas1 ve Lie idealidir.

Onerme 2.4.21: R halkas: S, 6zelligini saglamazsa Cr(S?) =Z dir.

Ispat: S?, R nin Lie ideali oldugundan Cg(S?), R nin alt halkas1 ve Lie
idealidir. Onerme 1.24 den

CR(Sz) c Z veya CR(SZ), R halkasinin sifirdan farkl bir idealini kapsar.
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Cr(8) c Z ise; S?c Z Onerme 2.4.18 den R halkas1 S, zelligini saplar. Bu
hipotezimizle gelisir. O halde Cr(S?), R nin sifirdan farkli bir I idealini kapsar.
S% I idealini merkezler 0 zaman Onerme 1.15. dan S?, R halkasiu merkezler
yani S? ¢ Z olur. Onerme 2.4.18 den. R halkasi Sy 6zelligini saglar. Bu
hipotezimizle gelisir. Dolayisiyla S2 ¢ Z dir. §%, R nin Lie ideali oldugundan
Onerem 2.1.27 den Cr(§%) =2 dir.

Onerme 2.4.22: R halkas1 S, 6zelligini saglamazsa Cr(K*)=Z dir.

Ispat : K, R nin Lie ideali oldugundan Cr(K?), R nin alt halkas1 ve
Lie idealidir. Onerme 1.24 den .

CR(KZ) c Z veya CR(KZ), R halkasimin sifirdan farkli bir idealini
kapsar.
Cr(K? c Z ise; K’c Z Onerme 2.4.19 den R halkas: Sy 6zelligini saglar. Bu
hipotezimizle celisir. O halde Cr(K?), R nin sifirdan farkli bir I idealini kapsar.
K2, 1 idealini merkezler o zaman Onerme 1.15. dan K2 R halkasim merkezler,
yani K> c Z olur. Onerme 2.4.19 den R halkasi S, 6zelligini saglar. Bu
hipotezimizle g¢elisir. Dolayisiyla K? ¢ Z dir. K*, R nin Lie ideali oldugundan
Onerem 2.1.27 den Cr(K?) =2Z dir.

Onerme 2.4.23: 0 #d ve d(S) — Z ise R halkas1 S, 6zelligini saglar.

Ispat : d(S)=(0) oldugunu kabul edelim. seS i¢in s’€S oldugundan
d(s)eZ dir. d(s) € Z oldugu kullamlirsa, d(s?) = d(s)s + sd(s) = 2sd(s) ve
charR# 2 oldugundan s d(s) € Z bulunur. d(s) € Z ve R asal halka oldugu
i¢in, Onerme 1.13 den

seZ veya d(s)=0 ,VseS $))
olur. Sabit bir se§ igin d(s) # 0 ise seZ dir. Ote yandan d(S) # (0) oldugundan,
d(t)=0 olacak sekilde bir te S vardir ve (1) den te Z dir. Buna gore d(s)=0 ise;
d(s +t) = d(s) + d(t) = d(t) #0 dir. Dolayistyla (1) no’lu esitlikten s + teZ dir.
Yani, seZ dir. Boylece (1) deki her iki durumda da seZ bulunur. O halde Sc Z
dir. Teorem 1.28 den R halkas1 Sy 6ielligini saglar.

d(S) = 0 ise; her xeR igin x+x €S oldugundan 0=d(x + x")=d(x) + d(x")

bulunur. Buradan
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dx)=-dx) ,VxeR )
elde edilir. Her xeR ve seS§ i¢in sx+x'seS olur. d(S)=(0) olmas: ve (2) no’lu
esitlik kullamlirsa '

0=d(sx +x s)=d(s) x +s d(x)+ dx") s +x d(s)

= sd(x) + d(x")s = sd(x) -d(x)s

olur. Boylece

[dR),s]=(0) , VseS
elde edilir. Teorem 2.1.10(i) uygulanarak S ¢ Z bulunur. Teorem 1.28. den R
halkas1 S4 6zelligini saglar.

Onerme 2.4.24: 0 #d ve d(K) < Z ise R halkas1 S4 6zelligini saglar.

- Ispat : d(K)#(0) oldugunu kabul edelim. d(a)#0 olacak bi¢imde bir acK
var. ke[K,K] ¢ K alalim. Bu durumda k=[t,m] olacak bi¢imde t, meK elemanlan
vardir. Ustelik d(t), dm)eZ oldugundan d(k) = d([t,m]) = [d(t), m] - [d(m), t] =0
olur. Boylece her ke [K K] icin d(k) = 0 bulunur. Ote yandan aka € K oldugundan,
d(aka) €Z dir. Bu eleman d(a) €Z ve d([K, K])=(0) kullamlarak agilirsa

d(aka) = d(a)ka +akd(a) = (ak + ka ) d(a)eZ
olur. 02d(a)eZ olmasi ve Onerme 1.13 den kullanilarak

ak+tkaeZ , Vkel[K,K]
elde edilir. Buradan ak + kaeZ oldugundan d( ak + ka ) € Z dir. Bu ifade d(a) eZ
ve d([K, K])=(0) kullarularak agilirsa

d( ak + ka ) = d(ak) + d(ka) = d(a)k + kd(a) = 2kd(a)

bulunur. CharR #2 oldugu igin kd(a)éZ elde edilir. 0=d(a)eZ olmas! ve Onerme
1.13 de kullamlarak her ke [K, K] i¢in keZ bulunur. Béylece [K, K]cZ elde
edilir. Sonug 2.4.20 den R halkas1 S 6zelligini saglar.

Simdi d(K) = (0) oldugu durumu inceleyelim. Her xeR igin x-x €K
oldugu i¢in 0 =d(x - x ) = d(x) -d(x ) bulunur. Yani,

dx)=dx") ,VvxeR (3)
elde edilir. Her ke K, xe Rigin, kx + x 'k e K dir. Her keK igin d(k) = 0 olmas:
ve (3) esitligi kullanilirsa,
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0 = d(kx + x'k) = kd(x) +d(x )k = kd(x) + d(x)k

olur ve buradan

kd(x) +dx) k=0, VkekK, xeR (4)
elde edilir. Her k, meK, xeR i¢in (4) kullanilarak

[d(x) , km] = K[d(x) , m] + [d(x) , kK]m

= kd(x)m - kmd(x) + d(x) km - kd(x) m
= (kd(x) + d(x) k)m - k( md(x) + d(x)m) =0

bulunur. Boylece

[d(x), km]=0 , Vk,mekK,xeR
elde edilir. Teorem 2.1.10(i) uygulanarak K* < Z oldugu goriiliir. Onerme 2.4.19
dan R halkas1 S, 6zelligini saglar oldugu elde edilir.

Onerme 2.4.25: a € K ve beR igin aKb = (0) (veya bKa = (0)) ise bu
taktirde a=0 veya b=0dir.

Ispat : Her keK, xeRigin kx +x'keK oldugundan 0=a (kx +x'k )b
= akxb+ ax kb bulunur. Bu esitlikte x yerine ay, y €R, yazilirsa

0 = akayb + a(ay)'kb = akayb - ay akb = akayb olur. Buradan

akayb=0, VkeK , yeR
olur ve boylece

aKaRb = (0)
elde edilir. R asal halka oldugundan

aKa=(0) veya b=0
bulunur. Eger b= 0 ise aK a=0 olur. Onerme 1.29 dan a=0 bulunur.

Onerme 2.4.26: R halkas: S, 6zelligini saglamayan bir asal halka ve d=0
R nin bir tirevi olsun. aeK igin ad(K)=(0) (veya d(K)a=(0)) ise bu taktirde a=0 dir.

Ispat: d(K)=(0) oldugu durumda Onerme 2.4.24 den R halkasi S,
ozelligini saglar bu ise hipotez ile geligir. O halde d(K) # (0) olmalidir. Her xeR
igin x-x"eK dir. Hipotezimizden 0 =a d(x - X' ) = a d(x) - ad(x') olmasindan

ad®x)= ad(x) ,VxeR (%)
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elde edilir. a # 0 oldugunu kabul edelim. Her keK igin ak - kaeK olmasi ve
ad(k)=0 olmas: kullanilirsa.
0 = ad(ak - ka) = ad(a)k + aad(k) - ad(k)a - akd(a) = - akd(a)
bulunur. Boylece
aKd(a) = (0)
elde edilir. Onerme 2.4.25 den
a=0 veya d(a)=0
olur. Dolayisiyla d(a) = 0 bulunur. Her keK, xeR igin kx + x” keK ve ad(k)=0
oldugundan
0 = ad(kx + x'k) = ad(kx) + ad(x'k)
=ad(k)x +akd(x) + ad(x')k +ax d(k)
= akd(x) + ad(x)k+ ax d(k)
olur. Bu ifadesinde (5) esitligi kullanilirsa
akd(x) +ad(x) k+ax d(k)=0, VxeR ve keK (6)
elde edilir. (6) esitliginde x yerine ax yazilirsa
0 = akd(ax) + ad(ax) k + a(ax) d(k)
= akd(a)x + akad(x) + ad(a) xk + aad(x) k - ax ad(k)
bulunur. aekK, d(a) =0 ve ad(k) = 0 oldugu kullanilirsa
akad(x) + aad(x) k=0 , VxeR, ke K @)
oldugu gorilir. (7) esitliginde x yerine xa  yazilir ve d(a) = 0 oldugu
kullanihirsa '
0 = akad(xa) + aad(xa) k
= akad(x) a + akaxd(a) + aad(x) ak + aaxd(a) k

elde edilir. Buradan

akad(x) a + aad(x)ak=0, Vx e R, ke K ®
bulunur. (7) esitligini sagdan a ile garpilirsa

akad(x) a + aad(x)ka=0, V xeR, keK %)
olur. (9) esitliginden (8) esitligi 'g:lkanhrsa

a’d(x)[a, k] =0, V xeR , keK (10)

elde edilir. (10) esitlifinde x yerine mx, meK, yazilir ve ad(k)=0 olmas: kullanilirsa



36

0= 2’d(mx) [a,k] = a>(d(m) x + md(x)) [a,k] = a°md(x) [a,K]
olur. Boylece

a’Kd(x)[a,k]= (0) , VxeR, keK (11)
bulunur. (11) esitlifini soldan a ile garpilirsa

a’Kd(x)[a,k]=(0) , V xeR, keK
oldugu gorilir. Onerme 2.4.25 uygulanirsa

a=0 veya dR)[a k] =(0), VkeK
elde edilir. d(R)[a, k] = (0) ise ; bu taktirde Onerme 2.1.2 den [aK] =(0)
olur. Her ky, koK icin [a, kiko]=[a, kiJk>+ ki[a, ko] = O olur. Buradan [a, K*]=(0)
olur. Yani, a eCr(K?®) dir. K R halkasiun Lie ideali ve R halkas: S, 6zelligini
saglamayan oldugundan Onerme 2.4.22 kullanilarak Cx(K?)=Z elde edilir. Boylece
aeZ olur. ad(K)=(0), d(K)=(0) ve R asal halka oldugundan a=0 bulunur. Bu ise a
#0 olmasiyla gelisir. O halde a’= 0 olmahdir. (7 ) esitligini soldan a ile garpihirsa

a'kad(x) - a® d®)k =0, VxeR, keK (12)
olur. (12) esitliginde a®= 0 kullanilirsa

a’Kad(R) = (0)
elde edilir. Bu taktirde Onerme 2.1.2 den

a’Ka = (0)
bulunur. a =0 olmas: ve Onerme 2.4.25 uygulamrsa a*= 0 olur. Bu durumda (7)
esitliginden

aKadR)=(@0) , V keK
olur. Onerme 2.1.2 den aKa=(0) bulunur. Boylece Onerme 1.29 uygulanilirsa
=0 elde edilir. Bu varsayimizla gelisir. O halde a = 0 olur.

Onerme 2.4.27: acS ve beR igin aSb = (0) ( veya bSa = (0)), ise bu
taktirde a=0 veya b=0 dir.

Ispat : Her se S, xe R igin sx + xse S ve aSb = (0) olmast
kullanihrsa

0 = a( sx+x s)b = asxb+ ax sb

bulunur. Bu esitlikte x yerine ay, y €R, yazlir ve aSb = (0) oldugu kullanilirsa
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0 = asayb + a(ay)'sb = asayb + ay asb = asayb
olur. Buradan

aSaRb=(0)
bulunur. R asal halka oldugundan

aSa=(0) veya b=0 drr.
olur. Eger b # 0 ise aSa = (0) elde edilir. Béylece Onerme 2.4.2 den a=0 bulunur.

Onerme 2.4.28: R halkas: S, 6zelligini saglamayan bir asal halka ve d=0
olsun. aeS igin ad(S) = (0) (veya d(S)a = (0)) ise bu taktirde a=0 dir.

Ispat : d(S) = (0) olsa Onerme 2.4.5 den R halkasi S; 6zelligini saglar
olacagindan bu hipotezle ¢elisir. O halde d(S) = (0) olmalidir. Her xeR igin
x+x €S dir. Hipotezden 0=ad(x+x )= a d(x) + ad(x') olur. Buradan

ad(x)=-ad(x’) , VxeR (13)
bulunur. a # 0 oldugunu kabul edelim. Her seS i¢in as + sa€S olmas: ve ad(s)=0
kullanilarak, 0 = a d(a s + s a) = ad(a)s + a ad(s) + a d(s)a + asd(a) = asd(a) elde
edilir. Béylece

a S d(a) = (0)
bulunur. Onerme 2.4.27 den

a=0 veya d(a)=0
olur. Dolayisiyla d(a) = O elde edilir. Her seS, xeR icin sx+x'seS ve ad(s)=0
kullanilirsa

0=ad(sx +x's) =ad(sx )+ ad(x’s)

= ad(s)x +asd(x) + ad(x )s +ax d(s)
= asd(x) + ad(x’)s+ ax d(s)
olur. Bu ifadede (13) esitligi kullamlarak

asd(x) - ad(x)s + ax d(s)=0, VxeR vese$S (14)
elde edilir. (14) esitlifinde x yerine ax yazilirsa

0 = asd(ax) - ad(ax)s + a(ax) d(s)

= asd(a) x + asad(x) - ad(a)xs - aad(x)s + ax ad(s)
bulunur. aeS§, d(a)=0 ve ad(s)=0 oldugu kullanihrsa
asad(x) - aad(x)s=0, VxeR, seS§ (15)
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oldugu goriiliir. (15) esitliginde x yerine xa yazilir ve d(a) =0 oldugu kulamlirsa
0 = asad(xa) - aad(xa)s
= asad(x) a + asaxd(a) - aad(x)as - aaxd(a)s

olur ve béylece

asad(x) a-aad(x)as=0, VxeR,se S (16)
bulunur. (15) esitligi sagdan a ile cgarpilirsa
asad(x)a -aad(x)sa=0, VxeR, se 8§ 17

olur. (17) esitliginden (16) esitligi ¢ikanlirsa

aad(x) as - aad(x)sa=0
oldugu goriillir. Yani,

a’d(x) [a,s] =0, VxeR,se$ (18)
elde edilir. (18) esitliginde x yerine mx, meS, yazilir ve her s€S ad(s)=0 olmasi
kullamlirsa

0 = a’d(mx)[a,s] = a*(d(m) x + md(x))[a,s] = a’md(x)[a,s]
olur. Boylece |

a’S d(x) [a,s]=(0), Vx e Rve se S
bulunur. Onerme 2.4 27 uygulanarak

a’=0 veya d(R)[a,s]=(0), Vse S
elde edilir. d(R) [a,s] = (0) ise; bu taktirde Onerme 2.1.2 den [a, S] = (0) olur.
Her s;, s2€8 i¢in [a, s152] = [a, s1]s2+ si1[a, s2] = 0 olur. Buradan [a, Sz] = (0) elde
edilir. Yani, a € Cr(S?) dir. S*, R nin bir Lie ideali ve R halkasi S; 6zelligini
saglamayan oldugundan Onerme 2.4.21 den Cr(S?)=Z elde edilir. Buradan aeZ
olur. ad(S)=(0), d(S)#(0) ve R asal halka oldugundan a=0 bulunur. Bu ise a=0
olmasiyla gelisir. O halde a’= 0 olmalidir. Bu durumda (15) esitliginden

aSadR)=(0) , VseS
bulunur. Onerme 2.1.2 den aSa = (0) olur. Onerme 2.4.2 den a= 0 elde edilir.
Bu a #0 olmasiyla geligir. O halde a=0 dur.

Onerme 2.4.29 : acS, beR ve her seS i¢in asb + bsa = 0 ise bu

taktirde a=0 veya b=0dir.



39

Onerme 2.4.29 : acS, beR ve her seS igin asb + bsa = 0 ise bu
taktirde a=0 veya b=0 dur.

ispaf: a# 0 oldugunu kabul edelim. ae S oldugundan, her se S igin
saseS dir. O halde asasb = - bsasa olur. Hipotezden asb = -bsa oldugundan

asasb = -bsasa = asbsa
olur. Ote yandan

asasb = -asbsa
elde edilir. Buradan 2asbsa =0 bulunur. CharR #2 oldugundan

asbsa=0 , VseS 19
elde edilir. (19) esitliginde s yerine s + t, teS, yazilir ve yine (19) esitligi
kullanilirsa

0=(a(s + )b ((s + )a)

= asbsa + asbat + atbsa + atbta

olur ve béylece

asbta +atbsa=0 , Vste S 20)
elde edilir. (20) esitligi sagdan ta ile garpilirsa

asbtata + atbsata =0 , Vs¢te S 21)
bulunur. (21) esitliginin birinci terime, her se S igin asb = - bsa ve (19)

esitligi uygulanirsa asbtata = -asatbta = 0 olur. Béylece (21) esitliginden
atbsata =0 , Vs,teS
elde edilir. Yani,
atbSata=(0) , VteS
olur. Onerme 2.4.27 den
atb=0 veya ata=0
elde edilir. Simdi, A={seS| asb=0} ve B={seS | asa=0 } kiimelerini
tammlayalim. A ve B, S nin iki toplamsal alt grubudur. Ustelik S = AUB dir.
Burada Onerme 1.25 uygulanirsa
S=A veya S=B
oldugu goriiltir. a= 0 oldugundan S=B olamaz. O halde S=A olmalidir. Yani,
aSb = (0)
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elde edilir. Onerme 2.4.27 den a=0 veya b=0 olur.

Chang, J. C., 1988

Onerme 2.4.30: 0=5:R — R bir (o,p)- tiirev ve 8(S) = (0) ise R halkas
S, 6zelligini saglar.

Ispat: R halkas: S4 6zelligini saglamayan bir asal halka oldugunu kabul
edelim. Teorem 1.28 den ScZ veya S, R nin sifirdan farkh idealini kapsar. R
halkas1 Sy 6zelligini saglamadifindan Teorem 1.28 den S¢ Z dir. O halde S, R
halkasinin sifirdan farkl bir I idealini kapsar. S, S tarafindan tiretilen alt halka
olmak iizere &(S) = (0) oldugundan &( §) = (0) olur. Béylece 0=l ¢ S buradan
o) = (0) elde edilir. Onerme 2.2.15 den & = 0 bulunur. Bu 025 olmasiyla celisir.
O halde R halkas: S4 6zelligini sadlar.

Onerme 2.4.31: 05 :R > R bir (a,B)- tiirev ve 8(K)= (0) ise R halkasi
S, 6zelligini saglar.

Ispat: R halkas: S4 6zelligini saglamayan bir asal halka oldugunu kabul
edelim. K% K’ tarafindan iiretilen alt halka olsun. K% R nin althalkas: ve Lie
ideali oldugundan Onerme 1.24 den K% c Z veya K% R nin sifirdan farkli
idealini kapsar. R halkasi S4 6zelligini saglamadigindan Onerme 2.4.19 dan K*¢Z
olur. O halde X2, R nin sifirdan bir I idealini kapsar. RZ, K? tarafindan diretilen
alt halka ve 8(K)=(0) oldugundan & K?)=(0) dir. Béylece (0) #lc K oldugundan
3(I)=(0) olur. Onerme 2.2.15 den & =0 bulunur. Bu 0%8 olmasiyla ¢elisir. O
halde R halkas1 S4 6zelligini saglar.

Teorem 2.4.32: o #1, R halkasimin bir otomorfizmas: ve her xeR i¢in
d(x)=a(x) - x olsun. 8 (S) c Z ise bu taktirde R halkas1 S4 6zelligini saglar.
ispat:Hers e S igin s? € S dir. Hipotezden dolayr 8(s’) € Z olur.
8(s®) = a(s) 8(s) + 8(s) s = a(s) 8(s ) + s 8(s)
=(o(s) +5)8(s)
olur ve béylece (a(s) + s)8(s)eZ bulunur. Buradan §(s)eZ ve Onerme 1.13 den

ofs)+s € Z veya 8(s)=0 ,VseS
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bulunur. A = { seS | a(s) + seZ } ve B={ seS | §(s)=0 } kiimeleri tanimlansin. S
nin iki toplamsal alt gruplarimin birlesimi olarak yazihr. Onerme 1.25 den

S=A veya S=B
elde edilir. Eger S=B ise; bu taktirde her se$ i¢in 5(s)=0 Onerme 2.4.30 dan R
halkas: S4 6zelligini saglar. Eger S=A ise; her seS i¢in a(s)+seZ dir. Hipotezden
her seS igin 8(s) = a(s) - seZ ve Z alt halka oldugundan a(s) + s - (a(s) - s)eZ
olur. CharR # 2 oldugﬁndan S cZ Teorem 1.28 den R halkas1 S4 6zelligini
saglar.

Sonug¢ 2.4.33: a # B, R halkasinin otomorfizmalar1 ve her xeR igin
d(x)=a(x)-B( x) olsun. d (S) c Z ise bu taktirde R halkas: S4 6zelligini saglar.

Teorem 2.4.34: o # 1, R halkasinin bir otomorfizmast ve her xeR igin
8(x) =a(x) - x olsun. 6 (K)c Z ise R halkasi Sy 6zelligini saglar.

Sonu¢ : o # P, R halkasimn iki otomorfizmasi ve her xeR icin
8(x)=a(x)-B(x) olsun. d (K) ¢ Z ise bu taktirde R halkas: S4 6zelligini saglar.

Onerme 2.4.35: acR ve aKcZ ise a=0 veya R halkasi S, ozelligini
saflar.

ispat: a0 oldugunu kabul edelim. Her keK, xeR igin kx + x'k €K
oldugundan hipotezden

a(kx +x'k)eZ , V keK, xeR
olur. Bu ifadede x yerini ah, heK, yazilirsa

a(kah + (ah) k)= akah - aha'keZ
olur. akeZ, aheZ ve Z alt halka oldugundan akaheZ dir. Boylece aheZ
olmasindan

a'kaheZ , Vk, hek
elde edilir. a'’kaheZ, aheZ oldugundan Onerme 1.13 den

akeZ veya ah=0 ,Vk heK 1)
Eger ah=0 ise , h yerine kx" + xk elemam yazilir ve aK = 0 oldugunu

kullanmilirsa
0=a(kx +xk) = akx + axk
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elde edilir. a # 0 ve R asal halka oldugundan, her keK igin k=0 olur, buradan
K=0 bulunur. R=S+K oldugundan R=S olur.
Her x, yeR=S i¢in R halka oldugundan x yeR =S dir. S kiimesinin tamimindan
xy=(xy) =y x =yx olur. Boylece R halkas: degismeli olur. Dolayisiyla S c R c Z
olur. Teorem 1.28 den R halkas1 S4 6zelligini saglar.O halde ah # 0 odugundan
(1) den a'keZ olur. a'’keZ oldugundan her teK igin 0=[a'k, t]=akt-tak
olur. Bu ifadenin her iki tarafina * doniisimii uygulanirsa ‘

0=(a'kt-ta'k)" =tka- kat = [Kka, t]
bulunur. Dolayisiyla IR —R, x — [ka, x], ka ile tamimlanan i¢ tiirev olsun.
Bu durumda Iio( K) =0 olur. Onerme 2.4.24 den

R halkas1 S4 6zelligini saglar veya kaeZ, VkeK
Eger her keK i¢in kaeZ ise; akeZ ve Z alt halka oldugundan ak - kaeZ olur.

[akleZ,VkeK 2
bulunur. I[,;R—R, x—[a, x], a ile tanimlanan i¢ tiirev olmak iizere (2) esitliginden
I.(X) cZ olur. Onerme 2.4.24 den

R halkasi S4 6zelligini saglar veya a € Z
olur. Eger aeZ ise; hipotezden aKcZ idi. Dolayisiyla KacZ olur. Boylece
Onerme 1.13 den

a=0 veya KcZ
olur. a=0 kabul edildigi icin K c Z dir. Dolayisiyla K’cZ olur. Onerme 2.4.19
dan R halkas1 S, 6zelligini saglar.

Teorem 2.4.36'; 028:R—R bir (o,B)-tiirev, her xeR igin a(d(x))=d(cu(x))
ve PB(8(x))=d(B(x)) olsun. §(K)cZ ise bu taktirde R halkas: S4 6zelligini saglar.

Aydm, N., 1991 |

Yazar bu calismasi boyunca, R bir asal halka, charR#2, 0=d:R - R
bir (o,7)-tiirev, *: R > R bir involiisyon ve S={ xeR | x=x } kiimesi
gGsterilecektir.

Onerme 2.4.37 : d(S) = (0) ise bu taktirde S < Z dir.
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Ispat : Her xeR igin x + x €S oldugundan, 0 =d(x +x') = d(x) +d( x")
olur ve dolayisiyla

dx)=-d(x"), VxeR M
elde edilir. (1) de x yerine sx , s € S, yazilirsa

d(sx) =- d((sx)")=-d(x"s)
bulunur. Diger taraftan

d(sx) = d(s)o(x) + (s)d(x) = 1(s)d(x)

-d(x"s)=-dx"o(s) - o(x)d(s) = - d(x)o(s)
oldugundan (1) kullanilarak

(s)d(x) =- d(x')c(s) = d(x)o(s)
elde edilir. Yani,

[d(x),slsx=0 ,VseS ve xeR
bulunur. Onerme 2.2.19 dan ScZ dir.

Onerme 2.4 .38 : d(S)c C,. ise bu taktirde S ¢ Z dir.

Ispat : d(S) = (0) ise Onerme 2.4.37 den S cZ dir. O halde d(S) = (0)
oldugu durumu inceleyelim Her se$ icin s* €S oldugundan, d(s?)eCs. olur. d(s?)
= d(s)o(s) + t(s)d(s) = t(s)d(s) + ©(s)d(s) = 21(s)d(s) olur. CharR#2 oldugundan

1(s)d(s) € Cqx
elde edilir. Burada d(s) € C;; ve Onerme 2.2.13 den

d(s)=0 veya t(s) € Z )
olur. Sabit bir se S igin d(s) # 0 ise seZ dir. Ote yandan d(S) #(0) oldugundan,
d(t)=20 olacak sekilde bir teS vardir ve (2) esitliginden t € Z dir. Buna gore
d(s)=0 ise; d(s + t)=d(s) + d(t)=d(t)=0 dir. Dolayisiyla (2) no’lu esitlikten s + teZ
olur. Yani, seZ elde edilir. Boylece (2) esitliginde her iki durumda da seZ
bulunur. O halde Sc Z dir.

Onerme 2.4 .39: ac S, beR ve 1(a)t(S)b = (0) (veya bo(S)s(a) = (0))
ise bu taktirde a=0 veya b=0 dir.

Ispat : 7, R nin bir otomorfizmasi oldugu igin 1(c) = b olacak sekilde
bir ceR vardir. O halde (0) = 1(a)t(S)b = t(a)t(S)t(c) =(aSc) dir. Béyvlece
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aSc =(0)
bulunur. Onerme 2.4.27 den a=0 veya ¢ =0 dir. Yani,
a=0 veya b=0 olur.
Teorem 2.4.40 : acS icin 1(a)d(S)=(0) ise bu taktirde a =0 veya ScZ.
Ispat : Her se Sigin as+sa € S olur. 1(a)d(S)=(0) oldugundan
0 = 1(a)d(as + sa)
= 1(a)d(a) o(s) +1(a) T(a)d(s) + t(a)d(s)c(a) + t(a)t(s)d(a)
= 1(a)1(s)d(a)
bulunur ve boylece
1(a) 1(S) d(a) =0
elde edilir. Onerme 2.4.39 dan
a=0 veya d(a)=0
olur. Dolayisiyla d(a) = 0 olur. Her x eR igin x + x € S ve 1(a)d(S)=(0) olmas:

kullanilirsa
0 =1(a)d(x + x ) = t(a)d(x )+ 1(a)d(x") olur ve boylece
1(a)d(x ) =- 1(a)d(x) ,VxeR 3)

elde edilir. Her seS ve xeR igin sx + x'se$ olur. 1(a)d(S)=(0) olmas: kullanilirsa
0= t(a)d(sx + xs) = 1(a)d(sx )+ 1(a)d(x’s)
= 1(a)d(s) o(x) + 7(a) ©(s)d(x) + T(a)d(x)o(s) + 1(a)r( X )d(s)
= 1(a) 1(s)d(x) + t(a)d(x")o(s) + T(a)r( X )d(s)
ifadesinde (3) esitligi kullanilarak
1(2)1(s)d(x)- T(a)d(x)o(s)+(a)r( x )d(s)=0, VxeR, seS (4)
elde edilir. (4) esitliginde x yerine ax yazilirsa
0= 1(a) 1(s)d(ax) - t(a)d(ax)o(s) + w(a)r((ax)")d(s)
= 1(a) 1(s)d(a)o(x) +1(a) t(s)r(a)d(x) - t(a) d(a)o(x)o(s)
- 1(a)t(2)d(x)o(s) + t(@a)t( x )r(a)d(s)
bulunur. Son esitlikte a€S, d(a)=0 ve 1(a)d(s) = 0 oldugu kullamhrsa
1(a) 1(s)t(a)d(x ) - 1(a)r(a)d(x)o(s) = 0, V x€R, seS (5)
olur. (5) de x yerine xa yazihir ve d(a)=0 oldugu kullanihrsa
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0 = 1(a) t(s)r(a)d(xa) - t(a)r(a)d(xa)o(s)
= 1(a)t(s)r(a)d(x)o(a) + 1(a) 1(s)r(a)r(x)d(a) - H(ayr(a)d(x)o(a)o(s)
- t(a)t(a)t(x)d(a)o(s)

bulunur ve bdylece

t(a)1(s)r(a)d(x)o(a) - (a)t(a)d(x)c(a)o(s) =0, VxeR, seS (6)
oldugu goriiltir. (5) esitligi sagdan o(a) ile carpilirsa

t(a)t(s)r(a)d(x)o(a) - 1(a)r(a)d(x)o(s)o(a)=0, VxeR, se S (7)
bulunur. (7) esitliginden (6) esitligi ¢ikanlirsa

t(a)r(a)d(x)o(a)o(s) - T(a)r(a)d(x)o(s) o(a)= 0
olur ve bdylece

1(@®)d(x)o([as])=0, VxeR, se$ (8)
elde edilir. (8) x yerine tx, te S, yazilir ve 1(a)d(S)=(0) olmasi kullanilirsa

0= t(@)d(®)o(as]) = t(@’)dMo(x) +DdX))o([as])

= 2(@)(dx)o(as))

bulunur. Buradan

(@)(S)dx)o(as]) =(0) , VxeR,seS
elde edilir. Onerme 2.4.39 dan

a’=0 veya dR)o([as])=(0), VseS
elde edilir. a>= 0 ise ; bu taktirde (5) esitliginden

t(aSa)d(R)=(0) , V seS
olur. Onerme 2.2.17 den aSa=(0) olur. Onerme 2.4.2 dena= 0 elde edilir

d(R)o([a,s]) = (0) ise ; bu taktirde Onerme 2.2.17 den [a,S]=(0) olur. Dolayistyla
L:R >R, x > [a,x], a ile tamimlanan ig tiirev olmak tizere, I,(S) = (0) dir. Bu

ise Onerme 2.4.5ScZ veya ac Z demektir.

acZ ise; t(a)eZ dir. Hipotezimize gére 1(a)d(S) = (0) ve R asal halka

oldugundan a=0 veya d(S)=(0) elde edilir. Dolayisiyla Onerme 2.4.37 den

a=0 veya ScZ dir.

Onerme 2.4.41: ac S, beR ve herse S icin t(a)1(s)b + bo(s)o(a) =0

ise bu taktirde a=0 veya b=0 dir.



46

ispat : a # 0 oldupunu kabul edelim. aeS oldugunda, her se S igin
sase S dir. O halde 1(a)t(sas)b = - bo(sas)o(a) = - bo(s)o(a)o(s)o(a) olur.
Hipotezimize gbre 1(a)1(s)b =- bo(s)o(a) oldugu kullanilirsa

t(a)t(sas)b = - bo(s)o(a)o(s)o(a)

= 1(a)1(s)bo(s)o(a) = 1(as)bo(sa)

olur. Ote yandan,

t(a)t(sas)b = 1(a)1(s) 1(a)r(s)b

= - 1(as)bo(s) o(a) = - t(as)bo(sa)

elde edilir. Buradan 21(a)t(s)bo(s)o(a) =0 olur. CharR # 2 oldugundan,

t(as)bo(sa)=0 , VseS )]
oldugu goriiliir. (9) esitliginde s yerine s+t, teS, yazilir ve yine (9) esitligi
kullanilirsa

0 = t(a(s + t))bo((s + t)a)

= 1(as)bo(sa) + t(as)bo(ta) + 1(at)bo(sa) + t(at)bo(ta)

olur ve buradan

t(as)bo(ta) + 1(at)bo(sa) =0, Vste S (10)
elde edilir. (10) esitligini sagdan o(ta) ile ¢arpilirsa

t(as)bo(ta)o(ta) + 1(at)bo(sa)o(ta) =0 , Vs,teS (11)
bulunur. (11) esitliinde birinci terimde, her seS igin t(a)t(s)b = -bo(s)o(a)
olmasi ve (9) esitligi kullailirsa

t(as)bo(ta)o(ta) = t(as)bo(t)o(a)o(ta) = -t(as)t(at)bo(ta) =0

olur. Boylece (11) esitliginden

t(at)bo(sa)o(ta) =0 , VsteS
elde edilir. T, R halkasimn bir otomorfizmas1 oldugundan, t(c) = b olacak
bicimde bir ¢ € R vardir. Bu yukanda yerine yazilirsa

*atc)o(S)o(ata) =0 , VteS
olur. Béylece Onerme 2.4.39 dan

atc=0 veya ata=0
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elde edilir. $imdi, A={seS | asc=0 } ve B={seS | asa=0 } tammlansin, S yi iki
toplamsal alt grubunun birlesimi olarak S = AUB yazabiliriz. Burada Onerme 1.25
uygulanirsa
S=A veya S=B
oldugu goriiliir. a # 0 oldugundan S=B olamaz. O halde S=A olmahdir. Yani,
asc=0 ,VseS
elde edilir. Dolayistyla Onerme 2.4.27 den a=0 veya b=0 olur.
Onerme 2.4.42: S ¢ Z, ae S ve a> =0 icin [d(S), a] 5. = (0) ise bu
taktirde a=0 dir.
Ispat : a # 0 oldugunu kabul edelim. Hipoteze gore her s € S igin
d(s)o (a) = 1(a)d(s) dir. Buna gore, her seS i¢in s’eS oldugundan
0 =[d(s%), a] o= [ d(s)0 () + T(s)d(s), 2] o:x
= d(s)o (s)o (a) + t(s)d(s)o (a) - t(a)d(s)o (s) - T(a)r(s)d(s)
ifadesinden
d(s)o ([s,a]) + 1([s,a])d(s)=0, VseS (12)
bulunur. (12) de s yerine s+a yazilirsa
0 = d(sta)o ([ st+a, a]) + 1([s+a, a])d(s+a)
= (d(s) + d(@))o([s, a]) + ©([s, a])(d(s) + d(a))
=d(s)o([s, a]) + d(a)o([s, a]) + 1([s, a])d(s) + ©([s, a])d(a)
olur ve bu son esitlige (12) esitlii uygulamirsa
d(a)o([s, a]) + (s, a])d(a) =0
elde edilir. Bu esitlik agilirsa
d(a)o(sa)-d(a)o(as)+1(sa)d(a)-t(as)d(a)=0, V seS (13)
olur. Ote yandan ae$S ve a’=0 oldupundan 0=d(a*)=d(a)o(a)+r(a)d(a)=21(a)d(a)
bulunur. CharR #2 oldugundan d(a)o(a)=t(a)d(a)=0 elde edilir. Buna gore (13)
tekrar diizenlenirse
d(a)o(sa) - t(as)d(a)=0 , V seS (14)
elde edilir. Her s, te S i¢gin sat +tas € Z oldugundan
0 = [d(sat +tas), a];» =[d(sat), a]s. + [d(tas), al -
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= [ d(s)o(at) + t(s)d(a)o(t) -+ 1(s)r(a)d(t), alo.c
+[ d(t)o(as) + 1(t)d(a)o(s) + w(V)r(a)d(s), ale,
= d(s)o(ata)t+ 1(s)d(a)c(ta) + 1(sa)d(t)o(a) - t(a)d(s)o(at) - t(as)d(a)o(t)
- 1(asa)d(t) + d(t)o(asa) + t(t)d(a)o(sa) + t(ta)d(s)o(a) - t(a)d(t)o(as)
-1(at)d(a)o(s) - t(ata)d(s)
olur. Bu son esitlik t(a) ile soldan ¢arpilir ve 1(a®) =0 oldugu kullamlirsa
0 = 1(a)d(s)o(ata) + 1(as)d(a)c(ta) + t(asa)d(t)o(a) + 1(a)d(t)o(asa)
+ 1(at)d(a)o(sa) + t(ata)d(s)c(a)
elde edilir. Burada d(s)o(a) = t(a)d(s) ve a’=0 oldugu kullanilirsa
t(as)d(a)o(ta) + t(at)d(a)o (sa)=0 ,Vste S (15)
olur. (15) esitligine (14) esitligi uygulanirsa
1(a)t(s)r(at)d(a) + t(at)d(a)o(s)oc(@)=0 ,VsiteS
bulunur. Dolayistyla a#0 olmas: ve Onerme 2.4.41 kullamlarak
t(at)d(@)=0 ,VteS
elde edilir. Bu ise
1(a) ©(S)d(a) = (0)
demektir. Boylece a#0 olmasi ve Onerme 2.4.39 dan d(a) = 0 bulunur. Ote
yandan, her s, te S i¢in [[a, s], tf] € S dir. Bu elemana d tiirevi uygulamlir ve
d(a)=0 ile [d(s), als =0 olmas1 kullanilirsa
d([[a, s), t]) = [d([a, s]), t]o,x - [d(D), [a, S]]o.:
= [[d(@), S]o - [d(s), alox, tlox - [d(V), [a, S]]o.x = -[d(V), [a, $]]o.x
ifadesinden
0= [d([[a, s}, t]), a]o,« =[[d(¥), [, S]]o.x» @o.x
olur. Bu son esitlige [[X, Y]o1 Zlor = [X, [V, Zllox + [[X, Zloss Y]ox Ozdeslifi
uygulamlirsa
0= [d(1), [[a, s}, allo.« - [[d(1), ao,x [, S1)o,
= [d(®), [[a, 5], a]]e.:

= [ d(t), (asa - sa’-a’s + asa )
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olur. a’=0 oldugu i¢in 0 = 2[ d(t), asa]s ve charR#2 olmasindan [d(t), asa]s.= 0 |
elde edilir. Boylece

0 = [d(t), asa], : = t(a)[d(t), sa]s - + [d(t), a]s+0(sa)
T(@)[d(1), sao,: = T(@)(1(s)[d(1), a]o,. + [d(D), 5]5.0(a))

I

= 1(a) [d(t), $]o50(2)
bulunur. Buradan 0 = t(a)d(t)o(s)o (a) - 1(a)t(s)d(t)c(a) ve bdylece
1(as)d(t)o(a) = 1(a)d(t)o(sa) , Vs,te S (16)
elde edilir. Ozel olarak
t(as)d(s)o(a) = 1(a)d(s)o(sa) , Vs €S a7n

oldugu goriiliir. Ote yandan a’=0 oldugundan 0= d(s*)o(a®) dir. Buna gore
0 = d(s%)o(a®) = 1(a)d(s*)o(a)
= 1(a)( d(s)o(s) + (s)d(s))o(a)
= t(a)d(s)o(s)o(a) + t(a)r(s)d(s)o(a)

ifadesinden
t(as)d(s)o(a) =-t(a)d(s)o(sa) , Vs €8S (18)

bulunur. (17) esitligi ile (18) esitlii toplanir ve charR#2 oldugunu disiiniirsek
t(as)d(s)o(@ =0, Vs €S (19)

elde edilinir. (16) esitlii soldan t(at) ile ¢arpihir ve d(s)o(a)=t(a)d(s) olmasi
kullamilirsa
t(at)t(as)d(t)o(a) = t(at)r(a)d(t)o(sa) = (at) d(t)o(asa)
olur. Burada (19) esitligi kullanilirsa
t(at)t(as)d(t)o(a) =0 , Vs, te S
bulunur ve bdylece
t(ata) ©(S) d(t)o(a) =0 , Vte S
oldugu goriiliir. Bu ise Onerme 2.4.39 dan
ata=0 veya d(t)o(a) =0 , VteS
demektir. Bu durumda S, S;={seS| asa=0} ve S,={seS| d(s)o(a)=0} iki
toplamsal alt grubunun birlesimi olarak S=S;US, yazabiliriz. Burada Onerme 1.25

uygulanirsa
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d(s)o(a)=1(a)d(s) oldugundan t(a)d(s)=0 olur. S#Z oldugu i¢in Teorem 2.4.40 den
a=0 olur.

Teorem 2.4.43: S ¢ Z ve [d(S), S] 6: = (0) ise bu taktirde S de
nilpotent eleman yohm.

Ispat : beS nilpotent ise bu taktirde b" =0, b™! 20 olacak bigimde
bir n pozitif tamsayis1 vardir. beS oldugundan a=b™'eS dir. Ustelik a®=0 ve
hipotezden [d(S), a ] 5.« = 0 dir. Dolayisiyla Onerme 2.4.42 den a= 0 olur. Yani,
b™'=0 olur. Bu ise varsaymiz ile geligir. O halde § de sifirdan farkh

nilpotent eleman yoktur.
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3.BOLUM
(o,7)-TUREVLI ve INVOLUSYONLU HALKALAR

1) R karekteristigi 2 den farkli olan involiisyonlu bir asal halka, d:R—R
bir tlirev olmak tizere

1) d(K)cZ ise R halkas1 S, 6zelligini saglar [22]. .

ii) aeK i¢in ad(K)=0 ise a=0 veya R halkas1 S 6zelligini saglar [22].
oldugu daha 6nce ispatlandi.

2) R karekteristigi 2 den farkli olan involiisyonlu bir asal halka,
o, B:R>R iki otomomorfizma 0#5:R—R bir (a,B)-tiirev olmak tizere

1) a=B ve her xeR igin §(x)= a(x)-p(x) olsun. &) c Z ise R halkas1 S,
ozelligini saglar [7].
oldugu daha 6nce kiimesel olarak gosterildi.

Bu boliimde, R, karekteristigi 2 den farkli involiisyonlu bir asal halka,
o, T:R-R iki otomorfizma, 0#d:R—R bir (c,7)-tiirev, K={xeR | x"=-x } kiimesi
R halkasinin skew-simetrik elemanlarimin kiimesi ve S={xeR | x"= x } kiimesi R
halkasinin simetrik elemanlarinin kiimesi olmak tizere yukanda verilen problemler
incelenmisgtir.

Asagidaki bagintilar sik sik kullanilacaktir. Her x, y,z €R igin

(D) [%, ¥z]o, «= 1(Y)[X, 2o, < HX, Y]o,: 6(2)

(2) d([x, yD) = [d(), Y]o.« - [d(¥); X0, «

Uyan :1) [K,K] =0 ise bu taktirde R halkasi S4 6zelligini saglar.

Ispat: Her k, meKigin [k,m}]=0 olsun. Burada Ii:R—R, keK ile
belirlenen bir ig tiirev olmak fizere Ii (K) = 0 olur. Onerme 2.4.24 den

R halkasi S4 6zelligini saglar veya keZ ,VkeK
bulunur. K¢ Z oldugundan K*cZ olur. Onerme 2.4.19 dan dolay: R halkas: S
ozelligini saglar. Her iki durumda da R halkas: S4 6zelligini saglar.

2)[S, S]=0 ise bu taktirde R halkas: S; 6zelligini saglar.
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Ispat:Her s, teS igin [st] =0 olsun. Burada I;R—R, seS ile belirlenen
bir i¢ tiirev olmak tizere 1, (S) = 0 olur. Onerme 2.4.23 den

ScZ veya seZ ,VseS ,
elde edilir. Her iki durumda da ScZ dir. Teorem 1.28 den R halkas1 S4 6zelligini
saglar.

Onerme 3.1.: d(K) = (0) ise bu taktirde R halkas: S, 6zelligini saglar.

Ispat: Her xR icin x -x' € K oldugundan, 0 = d( x-x") = d(x) - d(x")
bulunur ve dolayisiyla

S d®)=d(x), VxeR (1)
elde edilir. Her xeR, keK igin kx + x keK oldugundan,

0 =d(kx +x'k ) = d(kx) + d(x k)

= d(k)o(x) + 1(k)d(x) + d(x)o(k) +1(x)d(k)
oldugu goriiliir. d(K)=(0) olmasi ve (1) no’lu esitlik kullanilirsa

t(k)dx) + dx)ok)=0 , VxeR ,kekK )
elde edilir. Her k, teK igin [d(x), kt]s: elemam (1) no’lu 6zdeslik kullamlarak
agihrsa

[d(x), kt]o. = ©(K)[d(x), t]ox + [d(x), kls:0()

= 1(k)d(x)o(t) - T(k)t(t)d(x) + d(x)ok)o(t) - t(k)d(x)o(t)
= (dx)o(k) + t(k)d(x))o(t) - T(k)(dX)o(t) + w(t)d(x)) = 0
elde edilir. Yani,

[dR), ktlo:=(0) , Vk teK o
bulunur. Buraya Onerme 2.2.19 uygulanirsa her k, teK igin kteZ dir. Boylece
K?cZ olur. Onerme 2.4.19 dan R halkas: S, Ozelligini saglar.

Onerme 3.2: d(K) c C,- ise bu taktirde R halkasi S4 6zelligini saglar.

ispat: d(K) = (0) ise Onerme 3.1 den R halkast S, dzelligini saglar. O
halde d(K) # (0) oldugu durumu inceleyelim. Bu durumda d(a)#0 olacak bigimde
bir aeK vardir. ke[K K] ¢ K alalim. Bu durumda k=[t,m] olacak bi¢gimde t, meK
elemanlan vardir. Ustelik d(t), d(m)eCs, oldugundan,

d(k) = d([t,m]) = [d(t), m]., - [d(m), t]o. =0 dir. Boylece
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dk)=0, Vke[K. K] 3)
bulunur. Ote yandan aka € K oldugundan, d(aka) €Cs, dir. Bu eleman d(a) €Cy
ve (3) no’lu esitlik kullamilarak agilirsa;

d(aka) = d(a)o(ka) + t(a)d(k)o(a) + t(ak)d(a)

= d(a)o(ka) + t(ak)d(a)
= 7(ka)d(a) + t(ak)d(a)
olur ve buradan

t( ka + ak )d(a) € Co
elde edilir. Béylece 0#d(a) € Co, olmasi ve Onerme 2.2.13 kullamilarak

ka+akeZ ,Vke[KXK] 4)
bulunur. ka + ak elemanina tiirev uygulanir ve (3) no’lu esitlik ile d(a)eCg,
oldugu kullanilirsa

d(ka +ak) = d(ka) + d(ak)

= d(k)o(a) + t(k)d(a) + d(a)o(k) + (a)d(k)

= 1(k)d(a) + d(a)o(k)

=(k)d(a) + t(k)d(a) =2 t(k)d(a)
elde edilir. Bu durumda ka + akeZ oldugundan her teK i¢in [ka + ak, t] = 0 olur
ve bu esitlige tiirev uygulanir, (2) no’lu 6zdeslige gore agilir ve d(K)cCs . olmasi
kullanilirsa

0 =d( [ka + ak, t] ) = [d(ka +ak), t], . - [d(t), ka + ak];-

bulunur ve buradan

[d(ka +ak),t]ls: =0 , Vke[K,K] , teK
elde edilir. d(ka +ak) = 2 1(k) d(a), d(a)e C, : ve charR#2 oldugu kullanilirsa

0 = [d(ka +ak), t]s. = d(ka +ak)o(t) - 7(t)d(ka +ak)

= 21(k)d(a)o(t) - 2z(t)r(k)d(a)
= 21(k)t(t)d(a) - 2t(t)r(k)d(a)
= 21(kt - tk)d(a)
olur ve béylece
t(kt - tk)d(a)eCs. ,Vk e [K,K],teK
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bulunur. 0# d(a) €C, olmasi ve Onerme 2.2.13 kullanilarak
[ktle Z |, Vke[K K], teK ®)
elde edilir. It R — R, x — [k, x], keK ile belirlenen ig tiirev olmak tizere, (5) no’
lu esitlikten I(K)cZ olur. Bu durumda Onerme 2.4.24 den
R halkas1 S, 6zelligini saglar veya keZ ,Vk e [K, K]
elde edilir. Eger her ke[K,K] icin keZ ise; bu taktirde [K K]cZ olur. Béylece
Sonug 2.4.20 den R halkasi S, 6zelligini saglar.
Onerme 3.3: acK, beR ve 1(a)t(K)b = (0) (veya bo(K)o(a) = (0)) ise
bu taktirde a=0 veya b=0 dir.
| Ispat : 7, R nin bir otomorfizmasi oldugu igin 1(c) = b olacak sekilde bir
ceR vardir. O halde (0)= 1(a)t(K)b= t(a)1(K)t(c)= 1(aKc) olur. Boylece
aKc =(0)
bulunur. Onerme 2.4.25 den a=0 veya c=0 olur. Yani,a=0 veya b= 0 dir.
bo(K)o(a)=(0) oldugu durumuna bakalim. T, R nin bir otomorfizmas:
oldugu i¢in, o(c)=b olacak sekilde bir ceR vardir. O halde (0) = bo(K)o(a) =
o(c)o(K)o(a) =o(cKa) olur. Boylece
cKa =(0)
bulunur. Onerme 2.4.25 dena=0 veya ¢=0 olur. Yani,a=0 veya b= 0 dir.
Teorem 3.4: a € K i¢in 1(a)d(K) = (0) ise a = 0 veya R halkas1 S,
Ozelligini saglar.
Ispat: Her keK igin ak - kacK oldugundan, t(a)d(K) = (0) oldugu
kullanilirsa
0 = 1(a)d(ak - ka) = t(a)d(a) o(k) +t(a) 1(a)d(k) - t(a)d(k)o(a) - 1(a)r(k)d(a)
=-1(a)t(k)d(a)
bulunur. Yani,
(a)t(K)d(a) = 0
elde edilir. Onerme 3.3 den

a=0 veya d(a)=0
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olur. Dolaysiyla d(a) = 0 bulunur. Her xeR igin x - x” €K ve t(a)d(K) = (0)
oldugundan, 0 = 1(a)d(x - x*) = 1(a)d(x ) - 7(a)d(x") olur. Buradan
1(a)d(x) = 1(a)d(x) , VxeR (6)
yazilir. Her keK ve xeR igin kx+xk € K ve 1(a)d(K)=(0) oldugundan,
0= t(a)d(kx +x k) = (a)d(kx )+ 1(a)d(x k)
©(@)d(k) o(x) + 1@)1k)AE) + @)d(x)ok) + way(x)d(k)
t(@)yr(k)d) + t(a)d(x)o(k) + 1(a)r(x)d(K)
bulunur. Bu son ifadede (6) no’lu esitlik kullamlirsa, her xeR, keK igin
(a)t(k)d(x) + (a)dx)o) + t(a)r(x )d(k)=0 @)
elde edilir. (7) no’lu egitlikte x yerine ax yazilirsa
0 = 7(a) t(k)d(ax) + T(a)d(ax)o (k) + (a)r((ax)" )d(K)
= t(a)t(k)d(a)o(x) + 1(a)r(k)r(a)d(x) + 1(a)d(a)o(x)o (k)
+1@x(@dX)o) - 1@ (@)
bulunur. aeK, d(a) =0 ve t(a)d(k)=0 oldugu kullamhrsa, son esitlikten
t(a)yr(k)r(a)d(x) + 1(a)r(a)dx)ok) = 0, VxeR, kekK (8)
bulunur. (8) no’lu esitlikte x yerine xa yazilir ve d(a) =0 oldugu kullamlirsa
0 = 1(a) t(k)t(a)d(xa) + t(a)t(a)d(xa)o(k)
= t(@)u(k)r(a)d(x)o(a) +r(a)r(k)r(a)r(x)d(a) + t(a)r(a)d(x)o(a)o(k)
+1(a)t(a)r(x)d(a)o(k)

It

Il

olur ve bdylece
r(@)r(k)t(a)d(x)o(a)+t(a)r(@)d(x)o(@)ok) = 0, VxeR, keK  (9)
elde edilir. (8) no’lu esitligi sagdan o(a) ile garpilirsa
t(@)t(k)r(a)d(x)o(a)+1(a)r(a)d(x)ok)o(a)=0, VxeR,keK (10)
oldugu goriiliir. (9) esitliginden (10) esitligi ¢ikanlirsa
t(a)t(a)d(x)o(a)o(k) - T(a)r(a)d(x)o(k) o(a)= 0
bulunur. Yani,
(@)d(x)o([a,k]) =0, VxeR,kekK an
elde edilir. (11) no’lu esitlikte x yerine tx, teK, yazilir ve 1(a)d(K) = (0)
oldugu kullanilirsa
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0= 1(a’)d(tx)o([ak]) = 1@)AO(X) + w()dx)o((ak])
= 1(@)r()dx)o([ak])

olur. Yani,

1(@)(K)dX)o([a.k])=(0) , VxeR, keK
bulunur. Bu ifade soldan 1(a) ile ¢arpilirsa

7(@’)t(K)d(x)o( [a,k] )=(0) , VxeR, keK
oldugu goriiliir. a*eK oldugundan, burada Onerme 3.3 uygulanirsa

a=0 veya d(R)o([ak])=0, V keK
elde edilir. Eger a®=0 ise ; bu taktirde (8) esitlizi soldan 1(a) ile carpilir ve a’=0
oldugu kullanilirsa

1(a®)1(k)t(a)d(x) + 1(@)d(x)ok) = 0 , VxeR, keK
olur ve bdylece

1(a’Ka)d(R) = (0), VkeK
elde edilir. Onerme 2.2.17 den a’Ka =0 bulunur. Onerme 2.4.25 uygulanirsa

a=0 veya a’=0
oldugu goriiliir. Her iki durumda a’=0 dir. Bu taktirde (8) esitlizinden

t(aKa)d(R)=(0), V keK
bulunur. Onerme 2.2.17 den aKa = (0) olur. Buraya Onerme 1.29 uygulanirsa
a=0 elde edilir. Eger d(R)o([a,k]) = (0) ise; bu taktirde Onerme 2.2.17 den
[a,K]=(0) bulunur. Dolayisiylal;: R -R, x = [ax], a ile tammlanan i¢ tlirev
olmak iizere, I(K)=(0) dir. Bu ise Onerme 2.4.24 den

a e Z veya R halkasi S, 6zelligini saglar
elde edilir. aeZ ise ; 1(a)eZ dir. Boylece t(a)d(K) = (0), t(a)eZ ve R asal halka
oldugundan a=0 veya d(K) = 0 elde edilir. Dolayistyla Onerme 3.1 den

a =0 veya R halkas1 S, 6zelligini saglar.

Teorem 3.5 : aeK i¢in d(K)o(a) = (0) ise a = 0 veya R halkas1 S4
6zelligini saglar.

Ispat: Her ke K igin ak - kaeK olmasi ve d(K)o(a) = (0) kullamlrsa

0 =d(ak - ka)o(a) = d(a)o(k)c(a) + 1(a)d(k)o(a) - dk)o(a)o(a) +r(k)d(a)o(a)
)
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= d(a)o(k)o(a)
olur. Yani,
d(a) o(K) o(a) = (0)
elde edilir. Onerme 3.3 den
a=0 veya d(a)=0
olur. Dolayisiyla d(a) = 0 dir. Her xeR igin x- x'eK ve d(K)o(a)=(0)
oldugundan,
0=d(x - x)o(a) = d(x)o(a) - d(x)o(a) olur. Buradan
d(x)o(a) =d(x)o(a) ,Vx e R (12)
yazilir. Her keK ve xeRigin kx" +xkeK ve d(K)o(a)=0 oldugundan,
0= dkx"+ xk)o(a) = d(kx o(a) + d(xk)o(a)
= d(k)o(x)o(a) + 7(K)d(x Jo(a) + dx)o(k)o(a) +r(x)d(K)o(a)
. = dK)o(x)o(a) + 1(k)d(x )o(a) + d(x)o(k)o(a)
bulunur. Bu son ifadede (12) esitligi kullamlirsa
dO()c(x‘)c(a)ﬂ(k)d(x)o(a)+d(x)c(k)c(a)=0 , VxeR, keK (13)
elde edilir. (13) esilifinde x yerine xa yazilir ve d(a)=0, d(K)o(a)=(0) olmas:
kullanilirsa
0 = d(k)o((xa))o(a) + t(k)d(xa)s(a) + d(xa)o(k)o(a)
= - d(K)o(ax o (a) + w(k)d(x)o(@)o(a) + 7(k)t(x)d(a)o(a)
+d(x)o(a) o(k) o(a)t 1(x)d(a) o(k) o(a)
~ olur ve boylece
t(k)d(x)o(a)o(a) +d(x)o(a)o(k)c(a)=0, VxeR, kekK (14)
bulunur. (14) esitliginde x yerine ax yazlir ve d(a)=0 olmas: kullanilirsa
0 = t(k)d(ax)o(a)o(a)+ d(ax)o(a) o(k) o(a)
= 1(k)d(a)o(x)o(a)o(a) + t(k)r(a)d(x)o(a)o(a)
+d(a)o(x)o(a)ok)o(a) +t(a)d(x)o(a)o(k)o(a)
oldugu goriiliir. Bu ise
r(k)t(a)d(x)o(a®) + t(a)d(x)o(aka)= 0 , VxeR, keK (15)
demektir. (14) esitligini sagdan t(a) ile carpilirsa
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1(a)t(k)d(x)o(a®) +r(a)d(x)o(aka) =0 , VxeR,keK (16)
olur.(16) esitliginden (15) esitligi ¢ikarilirsa

@Ko - tk)(@)dx)o@’) = 0
bulunur. Yani,

t([akDdx)o(a)=0 , VxeR kekK 17)
elde edilir. (17) esitliginde x yerine xt, teK, yazilir ve d(K)o(a)=(0) olmasi
kullanilirsa

0=t([ak]d(xt)o(a’) = W[a,k])(dX)o(®) + 1(x)d(D)o(a’)

= ([akDdx)o(t)o(a%)

oldugu goriiliir. Yani

't([a,k])d(x)c(t)o(az)“—‘ 0 , V=xeR, kekK
olur. Bu ifadeyi soldan o©(a) ile ¢arpilirsa

1(Ja.k]dx)cK)o(a®) =(0) , VxeR, keK
bulunur. a’eK oldugundan, Onerme 3.3 den

a>=0 veya t([ak])dR)=(0) , V keK
elde edilir. a%= 0 ise; bu taktirde (14) esitligini o(a) ile sagdan ¢arpilir ve a*=0
oldugu kullanilirsa

1(k)d(x)o(a®) + dx)o(a)ok)o(@a®) =0 , VxeR, keK
olur ve boylece

dR)o(aKa®)=(0), V keK
olur. Onerme 2.2.17 den aKa2=(0) bulunur ve Onerme 2.4.25 den

a=0 veya a’=0
elde edilir. Her iki durumda a’= 0 dir. Bu taktirde (14) den

d(R)o(aKa) = (0)
bulunur. Onerme 2.2.17 aKa=(0) bulunur. Buraya Onerme 1.29 uygulanirsa
a = 0 elde edilir. Eger t([a,k])d(R) = (0) ise; bu taktirde Onerme 2.2.17 den
[a,K] = (0) olur.
Dolayisiyla I, :-R—R, x—[a, x], aile tamimlanan ig tiirev olmak iizere, I,(K)=(0)

olur. Bu ise Onerme 2.4.24 den
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R halkasi S4 6zelligini saglar veya a e Z -
oldugu goriiliir. aeZ ise; o(a)eZ dir. dK)o(a) = (0), o(a)eZ ve R asal halka
oldugundan a=0 veya d(K)=(0) elde edilir. Dolayisiyla Onerme 3.1 den

a=0 veya R halkas1 S4 6zelligini saglar.

Onerme 3.6 : acK, beR ve her keK icin 1(a)r(k)b + bo(k)o(a) = 0 ise
bu taktirde a=0 veya b=0 dir.

Ispat: a=0 oldugunu kabul edelim. acK oldugunda, her keK icin
kakeK dir. Hipotezden 1(a)t(kak)b = -bo(kak)o(a) = -bo(k)o(a)o(k)o(a) olur.
Bu ifadede t(a)t(k)b =- bo(k)o(a) oldugu kullanilirsa

1(a)t(kak)b = -bo(k)o(a)ok)o(a)

= 1(a)t(k)bo(k)o(a)
= 1(ak)bo(ka)
olur. Ote yandan,

t(a)t(kak)b = 1(a)r(k)t(a)r(k)b = -1(ak)bo(k)c(a) = - 1(ak)bo(ka)
olur. Bu durumda 2t(a)t(k)bo(k)o(a) =0 ve charR #2 oldugundan

t(ak)boka)=0 , VkeK (18)
elde edilir. (18) esitliginde k yerine k+t, teK, yazilir ve yine (18) esitligi
kullanilirsa

0= 1(ak + t))bo((k + t)a)

= 1(ak)bo(ka) + 1(ak)bo(ta) + t(at)bo(ka) + 1(at)bo(ta)
olur ve bdylece

t(ak)bo(ta) + t(at)bo(ka) =0, VktekK (19)
elde edilir. (19) esitligini sagdan o(ta) ile g¢arpilirsa

t(ak)bo(ta)o(ta) + t(at)bo(ka)o(ta) =0 , VkteK (20)
bulunur. (20) esitliginin birinci terimine, her keK igin t(a)t(k)b = -bo(k)o(a)
oldugu ve (18) esitligi kullanilirsa  1(ak)bo(ta)o(ta) = 1(ak)bo(t)o(a)o(ta) =
-1(ak)1(at)bo(ta)=0 olur. Bu ifade (20) esitliginde kullanilirsa

t(at)bo(ka)o(ta)=0, VkteK
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elde edilir. 1, R nin bir otomorfizma oldugundan, t(c) = b olacak bigcimde bir
ceR vardir. Buna gére son ifadede

t(atc)o(K)o(ata)=0 , VtekK
bulunur. Onerme 3.3 den

atc=0 veya ata=0
elde edilir. Simdi, A={keK| akc=0}ve B={keK| aka=0} kiimeleri olarak
tamimlanirsa, A ve B, K nin iki toplamsal alt grubu ve K=AUB yazabiliriz.
Burada Onerme 1.25 uygulanirsa

K=A veya K=B
oldugu goriiliir. a# 0 oldugundan K=B olamaz. O halde K=A olmalidir. Yani,

akc=0 ,VkekK
elde edilir. Dolayisiyla Onerme 2.4.25 den a=0 veya b=0 olur.

Teorem 3.7: T # o, R halkasimin iki otomorfizmasi ve her xeR igin
d(x)=1 (%) - o(x) olsun.d (S) c Z ise bu taktirde R halkas: S, 6zelligini saglar.

Ispat: Hers e S igin s € S dir. Hipotezden dolayr d(s®) e Z olur.

d(s*) = d(s)o(s ) + (s )d(s) = o(s)d(s) + H(s)d(s)

= (a(s) + 1(s) )d(s)

olur ve bdylece (o(s) + 1(s))d(s)eZ bulunur. Buradan d(s)eZ ve Onerme 1.13
den (o(s)+1(s)) €eZ veya d(s)=0 ,VseS
bulunur. A = { seS | o(s) + 1(s)eZ } ve B={ seS | d(s)=0 } kiimeleri tamimlansin.
S nin iki toplamsal alt gruplannin birlesimi olarak yazilir. Burada Onerme 1.25
den

S=A veya S=B
elde edilir. Eger S = B ise; bu taktirde her se$S igin d(s)=0 Onerme 2.4.30 den
ScZ olur. Teorem 1.28 den R halkasi S, 6zelligini saglar. Eger S=A ise; her seS
i¢in o(s) + 1(s)eZ dir. Hipotezden her se§ i¢in d(s)=1(s) - o(s) € Z ve Z alt halka
oldugundan, 1(s) - o(s) - (6(s) + 1(s)) € Z olur. CharR # 2 oldugundan her s € S
icin 1(s) € Z elde edilir. Dolayisiyla S cZ olur. Teorem 1.28 den R halkas1 S,

6zelligini saglar.
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4. BOLUM
a-TUREVLI ve INVOLUSYONLU HALKALAR

R bir asal halka ve 0d:R—R bir tiirev olmak tizere 1986 yilinda Lin, J.S.
[22] de

i) d(S)cZ ise ScZ

1) aeS ve ad(S)=0 ise a=0 veya ScZ

i) a€S, beR ve her seS igin asb+bsa=0 ise a=0veya b=0
oldugunu ispatladi.

R bir asal halka ve 0#d:R—R bir (c,7)-tirev olmak tizere 1994 yilinda
Aydin, N. [4] de

1) d(S)cCo,x ise ScZ

i) aeS ve 1(a)d(S)=0 ise a=0 veya ScZ

i) a€S, beR ve her se 8 igin,7(a)7(s)b+bo(s)o(a)=0 ise a=O0veya b=0

iv) S¢Z, aeS$ ve a°=0 igin [d(S),a]s = 0 ise a=0

v) S¢Z ve [d(S), S]s: = 0 ise S de nilpotent eleman yoktur.
oldugunu ispatlad. )

Bu boliimde, R karekteristigi 2 den farkh involiisyonlu bir asal halka,
o. R—R otomorfizma 0#d:R—R bir tirev, *:R—R bir involisyon olarak
alinacaktir. Aynca R halkasiin involiisyonu kendisine esit olan elemanlarmn
kiimesi S ile gosterilecektir.

Onerme 4.1 : d(S)=0 ise bu takdirde S cZ dir.

Ispat: Her xR igin x + x €S oldugundan, 0 = d(x + x') = d(x) +d( x")
olur ve boylece .
dx)=-d(x") , VxeR 1)
elde edilr. (1) de x yerine sx, s€S, yazlirsa '

d(sx) =- d( (sx)) =- d(xs)



62

bulunur. Diger taraftan

d(sx) = d(s)a(x) + sd(x) = sd(x)

-d(x’s) = -d(x")a(s) - X d(s) = -d(x")ou(s)
oldugundan (1) esitlizi kullamlarak  sd(x) = -d(x)ofs) = d(x)a(s) elde edilir.
Yani,

[dx), sla=0 , VseS§, xeR
bulunur. Onerme 2.2.22 de T =1 almarak uygulanirsa, S cZ elde edilir.

Onerme 4.2 : d(S) ¢ C,, ise bu taktirde ScZ dir.

Ispat: d(S) = (0) ise Onerme 4.1 den S cZ dir. O halde d(S)=(0) oldugu
durumu inceleyelim. Her seS$ i¢in s’eS oldugundan, d(s*)eC, dir. d(s%) = d(s)o(s)
+ sd(s) = sd(s) + sd(s) = 2sd(s) bulunur. CharR #2 oldugundan

sd(s) € Cq
elde edilir. 0= [sd(s), x], = sd(s)a(x) - xsd(s) ve d(s) € C. olmasi kullamlarak
0 = sxd(s) -xsd(s) = [s, x]d(s) , V x€R, bulunur. Bu ifadede x yerine xy, yeR,
yazilir ve [s,x]d(s) = O olmast kullamlirsa 0 = [s,xy]d(s) = x[s,y]d(s) + [s,x]yd(s)
olur ve buradan

(0) =[s,x]JRd(s) , VxeR
elde edilir. R asal halka oldugundan,

d(s)=0 veya seZ )
elde edilir. Sabit bir s€S igin d(s)=0 ise seZ dir. Ote yandan d(S)=(0) oldugundan,
d(t)=0 olacak sekilde bir teS vardir ve (2) esitlifinden teZ dir. Buna gore d(s)=0
ise; d(s + t)=d(s) + d(t)=d(t)=0 bulunur. Dolaystyla (2) no’lu esitlikten s+ teZ
olur. Yani, seZ dir. Boylece (2) no’lu esitlikte her iki durumda da seZ bulunur.
O halde Sc Z dir.

Onerme 4.3: ac S, be R ve ba(S)a(a) = (0)ise a=0 veya b=0 dir.

Ispat : o, R nin bir otomorfizmas: oldugu igin, o(c) =b olacak sekilde
_bir ceR vardr. O halde (0) = ba(S)a(a) = a(c)ouS)o &) = a(cSa) olur.
Boylece

cSa=(0)
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bulunur. Onerme 2.4.27 den a=0 veya ¢=0 olur. Yani, 2=0 veya b=0 dir.
Teorem 4.4 :a e Sigin ad(S) = (0) ise bu taktirde a = 0 veya ScZ
dir.
Ispat: Her se§ icin as+ sae$ olmas: ve ad(S) = (0) kullanilirsa
0 = ad(as + sa) = ad(a)a(s) + a ad(s) +a d(s)o(a) +asd(a) = asd(a)
bulunur. Yani,
a S d(a) = (0)
elde edilir. Onerme 2.4.27 den
a=0 veya d(a)=0
olur. Dolayisiyla d(2)=0 bulunur. Her x€R igin x+ x €S oldugundan,
0 =ad(x +x ) = ad(x )+ ad(x’) olur. Buradan
ad(x )=-ad(x) ,VxeR (3)
elde edilir. Her seS ve xeR igin sx +x'seS ve ad(S)=0 oldugundan,
0 = ad(sx + x's) = ad(sx) + ad(xs)
= ad(s)ox) + asd(x) + ad(x’ Ja(s) + ax'd(s)
= asd(x) + ad(x )ou(s)+ ax d(s)
bulunur. Bu son ifadede (3) esitligini kullanilarak
asd(x) - ad(x)a(s) + ax d(s) =0 , VxeR, seS 4)
elde edilir. (4) esitlifinde x yerine ax yazlirsa
0 = asd(ax) - ad(ax)a(s) + a(ax)” d(s)
= asd(a)ou(x) + asad(x) - ad(a)o(x)a(s) - aad(x)ou(s) + ax ad(s)
bulunur. aeS, d(a)=0 ve ad(s)=0 oldugu kullanilirsa
asad(x) - aad(x)a(s) =0 , VxeR, se S 5)
elde edilir. (5) egitliginde x yerine xa yazilir ve d(a) = 0 oldugu kullanilirsa
0 = asad(xa) - aad(xa)oi(s)
= asad(x)o(a) + asaxd(a) - aad(x)o(a)o(s) - aaxd(a)o(s)
olur ve boylece
asad(x)oua) - aad(x)a(a)a(s) = 0 , V xeR,seS (6)
oldugu goriliir. (5) esitligini sagdan o(a) ile garpilirsa
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elde edilir. (7) esitliginden (6) esitligi ¢ikarilirsa

aad(x)a(a)a(s) - aad(x)a(s)a(a)= 0
bulunur. Buradan

a’d(x)o([a,s)=0 , VxeR, seS 8)
elde edilir. (8) esitliinde x yerine tx, teS, yazilir ve ad(S)=(0) olmas: kullanilirsa

0 = a?d(tx)o([a,s]) = a*(d(B)a(x) + td(x))a([a,s]) = a’td(x)a([a,s])
oldugu goriiliir. Yani,

a’ Sdx)a(fa,s])=(0), VxeR, seS
elde edilir. Onerme 2.4.27 uygulanirsa

a®=0 veya dR)a(fa;s])=(0) , VseS
bulunur. a’= 0 ise ; bu taktirde (5) esitliginden

aSad(R)=(0) , VseS
olur. Onerme 2.3.2-(2) den aSa = (0) olur. Buraya Onerme 2.4.2 uygulamrsa a=0
elde edilir. Eger d(R)a([a,s]) = (0) ise; bu taktirde Onerme 2.3.2-(3) [2,S]=(0)
olur. Dolayisiyla I, :R —»R, x—[ax], a ile tamimlanan i¢ tiirev olmak {izere,
I.(S)=(0) dir. Buise Onerme2.4.5den ScZ veya acZ demektir.
aeZ ise; ad(S)=(0) ve R asal halka oldugundan a=0 veya d(S)=(0) elde edilir.
Dolayisiyla Onerme 4.1 den

a=0 veya ScZ dir

Onerme 4.5: ac$S, beR ve her seS icin asb + ba(s)a(a)=0 ise bu
taktirde a=0 veya b=0 dir. ’

Ispat : a # 0 oldugunu kabul edelim. aeS oldugunda, her seS igin
saseS dir. Hipotezden asas‘b = - ba(sas)a(a) = - ba(s)a(a)a(s)a(a) olur. Bu
ifadede
asb =- ba(s)a(a) oldugu kullamlirsa

asasb = - ba(s)a(a)a(s)a(a) = asba(s)a(a) = asbo(sa)
olur. Fakat diger taraftan,

asasb = asba(s) a(a) = - asba(sa)
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dir. Bu durumda 2asbo(s)ou(a) = 0 bulunur. CharR # 2 oldugundan
asbo(sa)=0, VseS ©)]

elde edilir. (9) esitliginde s yerine s+t, teS, yazilir ve yine (9) esitligi kullanilirsa

0 = (a(s + t))ba((s + t)a)

= asba(sa) + asbo(at) + atbo(sa) + atbou(t) o(a)

olur ve boylece

asbou(ta) +atba(sa) =0, Vs, teS (10)
elde edilir. (10) esitliini sagdan ofta) ile g¢arpthirsa

asba(ta)ou(ta) + atbo(sa)a(ta) =0 , VsteS (11)

bulunur. (11) egitliginin birinci terime, her seS igin asb = -bo(s)a(a) ve (9) esitligi
uygulamlirsa, asbo(ta)a(ta) = asba(t)o(a)o(ta) = -asatbo(ta) =0
olur. Boylece (11) esitliginde kullanihrsa
atba(sa) ata) =0 , Vs,teS
elde edilir. Buradan ,
atb o(S) aata) =0 , VteS
olur. Onerme 4.3 den
atb=0 veya ata=0
elde edilir. Simdi, A={seS | asb=0 } ve B={seS | asa=0 } olarak tamimlanirsa, S yi
iki toplamsal alt grubunun birlesimi olarak S = AUB yazlabilir. Burada Onerme
1.25 uygulanirsa
S=A veya S=B
oldugu goriliir. a# 0 oldugundan S=B olamaz. O halde S=A olmaldir. Yani,
asb=0 ,VseS
elde edilir. Dolayisiyla Onerme 2.4.27 den a=0 veya b=0 olur.
Onerme 4.6 : S ¢Z, acS ve a’=0 igin [d(S), a]l.=0 ise a=0 dr.
Ispat: a =0 oldugunu kabul edelim. Hipoteze gore d(s)ou(a) = ad(s) dir.
Buna gore, her se§ i¢in s’eS oldugundan
0= [d(s®), a]o = [d(s)au(s) + 5d(5), a]
= d(s)a(s)au(a) + sd(s)o(a) - ad(s)o(s) - asd(s)
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ifadesinden
d(s)a([s,a]) + [s,ald(s) =0, VseS (12)
_bulunur. (12) esitliginde s yerine s+a yazilirsa
0 = d(s+a)o([s+a, a]) + [s+a, a]d(s+a)
= (d(s) + d(2))[s.a]) + [5,a](d(s) + d(a))
=d(s)oy[s,a]) + d(a)a([s,a]) + [s,a]d(s) + [s,a]d(a)
olur ve bu son esitlife (12) esitligi uygulanirsa
d(a)a(fs,a]) + [s,a}d(a) =0
elde edilir. Bu esitlik agilirsa
d(a)osa) - d(a)o(as) + sad(a) - asd(a) =0 (13)
bulunur. Ote yandan acS ve a’ = 0 oldugundan 0=d(a®)=d(a)o(a)+ ad(a)=2ad(a)
olur ve charR#2 oldugundan d(a)o(a)=ad(a)=0 elde edilir. Buna gore (13) esitligi
tekrar duzenlenirse
d(a)o(sa) - asd(a) =0, VseS (14)
elde edilir. Her s, teS igin sat +taseZ oldugundan
0 = [d(sat + tas), a], =[d(sat), a]. + [d(tas), a]«
= [d(s)ou(at) + sd(a)a(t) + sad(t), al, + [d(t)o(as) + td(a)a(s) + tad(s), a]«
= d(s)o(ata) + sd(a)a(ta) + sad(t)o(a) - ad(s)o(at) - asd(a)o(t) - asad(t)
+ d(t)a(asa) + td(a)a(sa) + tad(s)o(a) - ad(t)ou(as) - atd(a)o(s) - atad(s)
olur. Bu son esitligi a ile soldan garpilir ve a> =0 oldugu kullamlirsa
0 =ad(s)a(ata) + asd(a)a(ta) + asad(t)a(a) + ad(t)a(asa)
+ atd(a)ou(sa) + atad(s)oa)
elde edilir. Burada d(s)a(a) =ad(s) oldugu kullamlirsa
asd(a)o(ta) + atd(a)a(sa) =0 | V s,teS (15)
olur. (15) esitligine (14) uygulanirsa
asatd(a) + atd(a)o(s)o(a) =0 ,Vste S
bulunur. Dolayisiyla Onerme 4.5 den
a=0 veya atd(a)=0 ,VteS
olur. Dolaysiyla her teS igin atd(a)=0 elde edilir. Bu ise
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aSd(a) = (0)
demektir. Boylece Onerme 2.4.27 den d(a) = 0 bulunur. Diger taraftan, her s,
teS igin [[a,s], t}eS dir. Bu elemana d tiirevi uygulamr, d(a)=0 ve [d(s), a],=0
olmasi kullanilirsa
d({fa,s], t]) = [d([a;s]), t]« - [d(®), [a, s]]a
= [[d(a), s]« - [d(s), 8 t]a - [d(1), [a, s]]a
=-[d(®), [a, s]]«
oldugu goriiliir. Boylece 0= [d([[a, s], t]), ala = [[d(1), [a, s]]a, @)« €lde edilir. Bu
son esitlige [[X. ¥ Jus Z)o = [X, [¥> Z])a T+ [[X, Z)as Y]a Ozdesligi uygulanilirsa
0 = [d(1), [[a, s]. a]]« - [[d(V), 2], [a, S]]«
=[d(t), [[a, s]. a]]a
= [d(t), (asa - sa’ - a’s +asa)]q
bulunur. a’= 0 oldugu igin 0=2[d(t), asa], olur. CharR#2 oldugundan
[d(t), asa],=0 elde edilir. Bu ifade agilir ve [d(S), a]¢= (0) oldugu kullamlirsa
0= [d(V), asa)o = a[d(t), sa]a + [d(1), a]ao(sa)
= a[d(t), sa]q
= ad(t)o(sa) - asad(t)
olur. Yani,
asd(t)a(a) = ad(t)a(sa) , Vs,teS (16)
elde edilir. Ozel olarak
asd(s)a(a) = ad(s)a(sa) , VseS 17
dir. Ote yandan a’=0 oldugundan 0= d(s*)a(a®) olur. Buna gire
0 = d(s>)a(a’) = ad(s®)a(a)
= a(d(s)a(s) + sd(s))a(a)
= ad(s)a(s)a(a) + asd(s)a(a)
ifadesinden '
asd(s)a(a) =-ad(s)a(sa) , VseS (18)
bulunur. (17) esitligi ile (18) esitligi toplanir ve charR#2 oldugu uygulanirsa
asd(s)a(a)=0 , VseS (19)



68

elde edilinir. (16) esitligini soldan at ile ¢arpilir ve [d(s), a]o=0 olmasi kullanilirsa,
atasd(t)a(a) = atad(t)o(sa) = atd(t)a(asa) olur. Burada (19) esitligi kullanilirsa

atasd(t)oa) =0 , Vste S
bulunur. Yani,

ataSd(t)a(a) =0 , VteS
olur. Bu ise Onerme 2.4.27 den

ata=0 veya d(t)jo(a)=0 , VteS
demektir. Bu durumda S, S;={se S| asa=0} ve S;={se S|d(s)a(a)=0}
toplamsal alt gruplarimin birlesimi olarak S = S;US; yazabiliriz. Burada Onerme
1.25 uygulanirsa

S=8; veya S=8,
oldugu goriiliir. Varsayimiza gore a # 0 oldufundan S # S; dir. O halde S= S,
olmalidir. Yani, her seS i¢in d(s)a(a)=0 olur. Béylece her seS i¢in d(s)a(a)=ad(s)
oldugundan, ad(s) = 0 olur. S @ Z oldugu igin Teorem 4.4 den a=0 elde edilir.
Bu a0 olmastyla gelisir. O halde a=0 dur.

Teorem 4.7: S ¢Z ve [d(S), S]o = 0 ise bu taktirde S de nilpotent
eleman yoktur.

Ispat : beS nilpotent ise bu taktirde b" =0, b™! %0 olacak bigimde birn
pozitif tamsayis: vardir. beS oldugundan a = b™'eS dir. Ustelik a’=0 ve
hipotezden [d(S), a],= 0 dir. Dolayisiyla Onerme 4.6 dan a=0 dir. Yani, b™'=0
olur. Bu ise varsayimiz ile geligir. O halde S de sifirdan farkhi nilpotent eleman
yoktur . '
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5. BOLUM

INVOLUSYONLU ASAL HALKALARDA (o,7 )-TUREVI UZERINE
BiR TEOREM

R karekteristigi 2 ‘den farkh degismeli olmayan bir asal halka, * :R—R bir
involiisyon, 0d:R—R bir tiirev olsun. R halkasinin involiisyonu kendisine esit olan
elemanlarnin kiimesi S ile gosterilmek tizere L ={ xel | xd(S~I)=0} kiimesi
tamimlansin. Bu gosterimler alinda Herstein, IN. [10], I, R halkasiun I=I'
kosulunu saglayan sifirdan farkli bir ideali olmak tizere S merkez tarafindan
kapsanmuiyor ve L#(0) ise L kiimesinin a elemam igin a'(S~I)a=0 esitliginin
saglandigini ispatlamugtir.

Bu bolimde yukandaki ifadede R halkasimin d tiirevi yenne, (0,1 ) -
tiirev alinarak bir genellestirme yapilmigtir.

Teorem: R degismeli olmayan involisyonlu bir asal halka, o, T:R—R iki
otomorfizma, ve 0 #d : R — R bir (o, 1)- tiirev, (0) 21 = I', R halkasinin bir ideali
ve L = { xel | 1(x)d(S~I) =0 } olsun. Buna gore S ¢ Z ve L#(0) ise verilen acL
igin a“(SHI)a=(0) olur..

Ispat : So =S 1 olsun. Her acL igin 1(a)d(So) = (0) dir. Her xel igin
x el'=] oldugundan x + x el dir. Aynica x + x €8 olmasindan x + x €SAI=S,
bulunur. Boylece acL icin t(a) d(x+x )=0 olur. Buradan

‘t(a)d( x)=-1(a)d(x ) , VaeL,xel 1)
elde edilir. L # (0) oldugundan L de her teS, igin t(a)d(t) = 0 olacak sekilde
sifirdan farkli bir a elemam vardir. (1) esitliinde x yenne tx, teS,, yazilir ve
t(a)d(t) =0 olmas: ile (1) esitligi kullanilirsa

0 = 7(a)d(tx) + 1(2)d (%))

= 1(a)d(t)o(x) + 1(a)T(t)d(x) + 1(a)d(x )o(t) + T(a)t(x )d(t)
= 7(a)t(t)d(x) - 1(a)d(x)o(t) + T(a)r(x )d(t)
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olur ve buradan

(a)t(t)d(x) = 1(@)dX)o(t) - t(@)r(x )d(t) , Vxel, teSo Q)
elde edilir. (2) esitliginde x yerine a'y, yel, yazilir ve t(a)d(t)= 0 olmas:
kullanilirsa

0=(@)t(t)d(a’y) - Wa)d(ay)o®) + w@)yu(@’y) )d®)

= "(@utd(a’y) - 1@d(@’y)o(t) + @)y )(@)d®)

olur. Béylece

1(a)r(t)d(a’y) = t(@)d@’y)o(t) , Vxel, teSg (3)
elde edilir. a"(SnI)a # 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda a’Sea da sifirdan
farkl1 olacak sekilde bir b elemar vardir ve xeSq igin b=a"xa yazilir. Buradan

b=(@xa)=axa=b
olur. b" = b oldugundan be S ve 6te yandan bel oldugundan b € SNI=S; olur.
1(2)d(Sg) = (0) olmas: kullanilarak ©(b)d(S¢) = (a'xa)d(S¢) = (0) elde edilir.
Buradan beL olur. beSy ve bel olmasindan b € Sy L bulunur. Béylece

a SoacSonL
bulunur. Bu durumda

0#b=b" ea'Sea < SonL
olur. bel ve 1(b)d(S¢) = (0) benzer islemler R halkasi yerine I ideali igin
diisiinerek yapilir. Bu durumda xel igin x +x e SNI = Sy oldugundan, bel
icin

(b)d(x)=-1(b)d(x’) , VbeL,xel 4)
elde edilir. (4) de x yerine tx, teSy, yazilir ve t(b)d(t) = 0 olmasi ile (4) esitligi
kullamlirsa

0= t(b)d(tx) + t(b)d((%x)")

= 1B)Ho) + 1bYHdX) + )l o) + wb)(x ()

(b)()d(x) - TB)M)o®) + 2b)(x” (D)
olur ve buradan

t(b)r(t)d(x) = 1(b)d(x)o(t) - 't(b)‘r(x‘ )d(t) , Vxel, teSy &)

]
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=1(b)t()d(by) - 1(b)d(by)o () + 1(b)i(y ye(b)d(t)

elde edilir. Boylece

1(b)r(t)d(d'y) = 1(b)d(by)o(t) , Vyel, teS,
bulunur. b* =bea‘Sy a oldugundan,

T(b)r(t)d(by) = t(b)d(by)o(t) , Vyel,teS, (6)
oldugu goriilir. beS, i¢in 1(b)d(b) =0 olmas: kullamlarak (6) esitligi agilirsa

0 = 7(b)(x(1)d(by) - d(by)s(t))

= 1(b)(x(t)d(b)o(y) + (t)t(b)d(y) - d(b)o(y t) - 1(b)d(v)o(t))

olur ve buradan

(b)((B)d()o(t)-t())d(b)o(¥)-1(®)ub)d(¥))=0, Vyel, teS,  (7)
elde edilir. Ozel olarak yeS, almrr ve t(b)d(So)=(0) oldugu kullanilirsa
O=t(b)r(t)r(b)d(y) = t(b)r(b)d(y)o(t) bulunur. (7) esitlifinde her y, teS, igin
1(b)T(t)d(b)o(y) = 0 olur. Béylece

(b)T(Se)d(b)o(Sp) =0
oldugu goriilir. R degismeli ve 4-boyutlu basit cebir olmadigindan, I idealide
degismeli ve 4-boyutlu basit cebir degildir. Simdi I ideali halka olarak
dugtintildiiginde, I halkasimin simetrik elemanlarinin kiimesi Sy olur. Teorem1.28
den

Soc Z(I) veya So, I min sifirdan farkh bir idealini kapsar
bulunur. Sec Z(I) ise bu taktirde, Teorem1.28 den I halkasi S, 6zelligini saglar.
Boylece I, 4-boyutlu basit cebir olur, dolayisiyla R de 4-boyutlu basit cebirdir. Bu
ise hipotezimizle geligir. O halde S, 1 halkasmn sifirdan farkli bir J idealini
kapsar. Bu durumda yukandaki egitlikten

1(b)1(So)d(b)o(J) = (0)
elde edilir. Onerme 1.11 den 1(b)t(So)d(b) = (0) bulunur. Ozel olarak

blo "(d(b)) = (0)
yazilir. b # 0 ve I asal halka oldugundan

d(b)=0

bulunur. b" =b € a'S, a oldugundan
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yazilir. b # 0 ve I asal halka oldugundan
dib)=0
bulunur. b'=b e a'Sp a oldugundan
d(a"Sea) =0
elde edilir. (7) ifadesinde d(b) = 0 olmas: kullamulirsa
T(b)(x(b)d(¥)o(t) - tM)T(d)d(y)) =0 , Vyel, teS, ®)
bulunur. zel igin zb € 1 dir. (8) esitlidinde y yerine zb yazilir ve (8) esitligi ile
d(b) =0 oldugu kullanilirsa
0 =1(b)(x(b)d(zb)o(®) - T()u(b)d(zb))
= 1(b)r(b)(d(z)o(b) + 1(2)d(b))o(t) - T(b)r(t)r(b)(d(2)a(b) + 1(2)d(b))
= 1(b)r(b)d(z)o(b)o(t) - (b)r()r(b)d(z)o(b)
= 1(b)u(b)d(z)o(b)o(t) - 1(b)t(b)d(z)o(t)o(b)
olur. Buradan
1(b?)d(z)o(tb - bt) =0 , Vzel, teSy 9)
elde edilir. u € Sy, x € R iginux € I dir. (9) esitliginde z yerine ux yazilir ve
t(b)d(u) = 0 oldugu kullanilirsa
0 = 7(b*)d(ux)o(tb - bt)
= 7(b?)(d(u)o(x) + t(u)d(x))o(th - bt)
= 7(b?)t(u)d(x)o(tb - bt)
olur ve boylece
o (0o (Se) o AL b1 = (0) , VxeR, teS,  (10)
bulunur. ieI oldugundan, her xeR i¢in ¢ (d(x))[t, b]el olur. & = ¢ dersek
o(")e(So)o ()L, bl = (0)
olur. b’eS, oldugundan Onerme 2.4.39 dan
b2 =0 veya dR)o([t,b])=(0)
elde edilir. Eger b>=0 ise ; bu taktirde (8) esitliginden
«(bSgb )A(D) = (0) |
bulunur. d # 0 oldugu i¢in d(I) #(0) dir. BSylece yukandaki esitlige Onerme
2.2.17 uygulanirsa
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bSeb = (0)
elde edilir. I bir halka ve So, I halkasimn simetrik elemanlarinin kiimesi olarak
alimirsa, Onerme 2.4.2 den b=0 dir. Bu durumda a‘Soa=(O) olur. Bu a Sea=(0)
olmasiyla celigiir. O halde dR)o( [t, b] ) = (0) olmahdir. d # 0 oldugundan
Onerme 2.2.17 den

[b,t]1=0 ,V teS
elde edilir. b, Sg merkezler, dolayisiyla S, yi merkezler. J ¢ So oldugundan b
elemani J yi  merkezler. Boylece Onerme 1.15 kullamlarak beZ olur.
1(b)d(So)=(0), beZ ve R asal halka oldugundan

b=0 veya d(Sg)=(0) |
elde edilir. b= 0 oldugundan d(So) =(0) olur. Onerme 2.4.37 den Sp <Z olur.
Teorem 1.28 den I halkasi Sy 6zelligini saglar. Boylece i, 4-boyutlu basit cebir
olur, dolayisiyla R de 4-boyutlu basit cebirdir. Bu ise hipotezimizle gelisir. O
halde a"Spa = (0) olmalidur.
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