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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

Tirevli Halkalarda Lie Idealler

Oznur GULTEKIN
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali
Damgman : Yrd. Dog. Dr. Neset AYDIN

Karakteristigi 2 deﬁ farkli olan tiirevli asal halkalarda baz1 komiitatiflik
kosullarim inceleyen makalelerin birarada ozetlenmesi ve (o,1)-Lie idealler igin
verilen bazi sonuglann o-Lie idealler i¢in uygulanmasint amag:l‘ayan bu caligmada
agagidaki yol izlenmigtir.

Halkalarla ilgili baz1 temel bilgiler I. Béliimde verilmigtir.

I1. Bolimde, tiirevli asal halkalarda komiitatiflik kogsullarii inceleyen bazi
makaleler 6zetlenmigtir.

o ve T karakteristigi 2 den farkli bir asal halkann iki otomorfizmasi olmak
tizere (o,7)-Lie ideal igin yapilan bazi sonuglarin o-Lie ideali i¢in uyarlanmas: IIL.
Boliimde yer almaktadir.

IV. Boliimde ise d, karakteristigi 2 den farkh bir R asal halkasinin od = do
kosulunu saglayan tiirevi, 6:R —> R otomorfizma ve U, R nin bir o-Lie ideali
olmak tizere

)ad(U)=(0)isea=0veyaUcCZ s

i) (U)=(0)iseUc Z
oldugu gosterilmigtir.
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SUMMARY
Msc Thesis

LIE IDEALS WITH DERIVATION RINGS

Oznur Giiltekin
Cumburiyet University
Graduate School of Naturel and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Yard. Dog. Dr. Neget Aydin

The plan followed in this work, which aims at the study of some papers
which investigated commutativity conditions in a prime rings with derivation of
characteristic not 2 have been summarized and sbme results that given for (o,7)-
Lie ideals have been applied to o-Lie ideals.

Some general information about rings have been given in chapter I.

In chapter II. , some papers that search commutativity conditions on Lie
ideals of rings with derivation have been summarized.

Under the conditions R is a prime ring of characteristic not 2, o:R—R is an
automorphism, some results that make for (o,t)-Lie ideals of R, applied to o-Lie
ideals of R in chapter Il

In chapter IV, Let R be a prime ring of characteristic not 2, 0-d :R—R a
derivation and od = do. The following conditions

) If adU)=0 thena=0 or UcZ

ii) If d>(U)=0 then Uc Z
have been investigated for o-Lie ideals of R.

Key Words: Derivation, Lie ideal, (o,t)-Lie ideal.
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GIRIS

R bir halka, d : R — R toplamsal bir déniigiim olsun. Her x, y € R igin
d(xy) = d(x)y + xd(y)
kosulunu saghyor ise d doniigiimiine R halkasmin bir téirevi denir.

x ve y R halkasinin iki elemani olmak fizere xy - yx elemam komiitator
carpimi  olarak adlandiniir ve [x, y] ile gosterilir. Benzer bigimde X ve Y, R
halkasiin iki alt kiimesi ise her x € X ve y € Y igin xy-yx elemanlan tarafindan
tiretilen toplamsal alt grup [ X, Y ] ile gosterilir. R halkasimin her y € R elemam
icin [ x, y ] = 0 kosulunu saglayan x elemanlarinin olugturdugu kiimeye R
halkasinin merkezi denir ve Z ile gosterilir.

U, R halkasinin toplamsal alt grubu igin; [ U, R ] — U oluyorsa U ya R
halkasinin bir Lie ideali denir.

o,T:R—>R iki donigiim olmak lizere x,y € R igin x o(y) - ©(y)x
elemam [ x, ylo; ile gosterilsin. [ U, R ]o; < U kosulu saglamyorsa U alt
grubuna R halkasimn bir (0,79~ sag Lie ideali , [R , U },. < U kosulu
saglantyorsa U alt grubuna R halkasinin bir (o;,79- sol Lie ideali , U, R
halkasinn hem (o,7)-sol ve hem de (o,7)-sag Lie ideali ise U ya R nin bir
(0, 79)- Lie ideali denir.

Bu ¢alismada aksi belirtilmedikge R karakteristigi 2 den farkh bir asal halka,
o ve T R halkasinin iki otomorfizmas: olarak alinacak, x, y € R igin xo(y)-yx ve
xo(y) ~t(y)x elemanlan sirastyla [ X, y Jo ve [ %, v ]o.: ile gosterilecektir.

Yukandaki gosterimler altinda Co = { ¢ e R|[c, x]s=0V x € R }ve
Cor={ ¢ € R|[c, Xlox=0 V x & R }kiimelerine sirasiyla R halkasinm o~ merkezi
ve (0, 7)- merkezi denir.

Cesitli kogullar altinda halkalarin komiitatifligi konusu birgok matematikgi
tarafindan incelenmigtir. Bu ¢aligmada bu kosullardan bazilan altinda bir halkanin



komitatifligi incelenirken hangi agamalardan gectii, kogullar izerinde hangi
genellegtirmelerin  yapildii  6zetlenecektir. Bu kosullardan bazilan 'asaglda
verilmigtir:

a)a € R ig¢in ad(R) = (0)

b)VxeR i¢in [dx),x] €Z

c) [d(R) , dR)] = (0)

d) [a, dR)] =(0)

e)dR)cZ

f) &*R) = (0)

g)0xd;:)R—>Rve 0#d;: R >R ik tiirev olmak iizere d;d>(R) =(0)

h) U & Z olan bir Lie ideal ise bu taktirde R halkasinin [R, M] c U ve
[R, M] & Z olacak bigimde bir M ideali vardir.

1) [a, Ul=(0)isea € Z veya U c Z dir.

k) aUb=(0)isea=0 veyab=0veya U c Z dir.

Yukandaki kogullardan birini saglayan halkalarm komiitatifligi incelenirken
bir taraftan bu kogullarda R halkasi yerine sirayla onun bir ideali, tek yanh ideali ve
lie ideali , difer taraftan ise d tiirevi yerine yan-tiirev, a-tiirev ve (o,t)-tiirev
alinarak genellegtirmeler yapilmigtir.

Asagida s6z konusu kogullar altinda bir halkanin komitatifligi ile ilgili
caligmalara iligkin 6rnekler miimkiin oldugu kadar kosul kosu! ele alnarak
verilmigtir.

d, R asal halkasimn sifirdan farkh bir tiirevi ve a € R igin ad(R) =(0) iken
a = 0 oldugu E. Posner tarafindan 1957 yilinda gosterildi [22]. Daha sonra R
karakteristifi 2 den farkhi asal halka olmak izere J. Bergen ve arkadaglan
tarafindan yukaridaki teorem, R halkas: yerine R halkasinn merkezi tarafindan
kapsanilmayan bir Lie ideali alinarak genellestirildi [8]. Lie ideal igin ispatlanan bu
teorem 1995 yilinda (o,7)-Lie ideal igin N. Aydin ve arkaday tarafindan
ispatlanmgtir [6].



E.C. Posner’in 1957 yilinda ispatladigz “d, R asal halkasinin sifirdan farkh
tirevi olmak iizere (b) kosulu saglaniyorsa R komiitatiftir.”[22], teoremi i¢in 1981
yilinda P. H. Lee ve arkadas1 halkamn karakteristigini 2 den farkh alarak degisik bir
ispat verdi [20]. Yine P. H. Lee ve arkadagt U, R halkasimn bir Lie ideali ve her
u € Uigin [ d(u), u ] € Z kogulu altinda U c Z oldufunu gostererek yukandaki
teoremi genellegtirdi [21].

I'N.Herstein 1978 yilinda d, karakteristigi 2 den farklh R asal halkasimn
sifirdan farkli bir tiirevi olmak iizere (c) kosulu altinda R halkasimn komiitatif
oldugunu goésterdi [11]. Aynca Herstein [a , d(R)] = (0) kosulunu saglayan a
elemanimin halkanin merkezinde oldugunu ispatlad: [12]. Herstein’ in bu teoremi
[2, dR)] < Z kosulu altinda P. H. Lee ve arkadag1 [20] tarafindan, U, R halkasinin
merkezi tarafindan kapsamlmayan bir Lie ideali olmak tizere [a, d(U)}= 0 kosulu
altmda ise J. Bergen ve arkadaglan [8] tarafindan genellestirildi. Daha sonra P.H.
LEE ve arkadag [a, d(U)] c Z iken a € Z oldugunu kanitlayarak Bergen ve
arkadaglarimin yukarnidaki teoremini genellegtirdi [21].

1978 yilinda 1. N. Herstein’in [11] “d, karakteristigi 2 den farkli R asal
halkasimin sifirdan farklt bir tiirevi olmak iizere d(R) ¢ Z kosulu saglamyorsa R
halkasi komiitatiftir.” , teoremi icin J. Bergen ve arkadaglart R halkas: yerine onun
bir U Lie idealini alarak d(U) < Z iken U — Z oldugunu ispatladilar [8]. 1995
yilinda ise Lie ideal igin ispatlanan bu teorem N. Aydin ve arkadag: tarafindan R
halkasimn bir (o,7)-Lie ideali igin genellestirildi [6].

R, karakteristigi 2 den farkh asal halka ve d, R nin sifirdan farkh bir tiirevi
olmak iizere d*(R) — Z kosulu altinda R halkasmmn komiitatif oldugu 1981 de P.H.
Lee ve arkadag tarafindan gosterildi [20]. J. Bergen ve arkadaglan tarafindan (f)
kosulunda R halkast yerine onun bir U Lie ideali alinarak U < Z oldugu ispatlands
[8].1995 yilinda ise N. Aydin ve arkadagt bu teoremi U’ yu R halkasinm bir (o,7)-
Lie ideali alarak genellestirdiler [6].

E. C. Posner karakteristigi 2 den farkh olan bir asal halkada iki tiirevin

bileskesi de bir tiirev oluyorsa o0 zaman bu tiirevierden en az birinin sifir oldugunu



ispatladi [22]. 1981 yilinda P. H. Lee ve arkadag1 R halkasinin sifirdan farkh d; ve
d» iki tlirevi olmak Gizere did, (R) < Z iken R halkasimn komiitatif oldugunu
gosterdi [20].1981 yilinda J.Bergen ve arkadaglannin [8], d;d>(U)=0 iken Uc Z
oldugunu kamtladiklani teorem P. H. Lee ve arkadagi tarafindan did, (U)c Z
kosulu altinda ispatlanarak genellestirildi [21].

J. Bergen ve arkadaslann U, karakteristii 2 den farklh R asal halkasinin
merkezi tarafindan kapsamlmayan bir Lie ideali ise bu taktirde R halkasimn
[R, M] c U ve [R, M] & Z olacak bigimde bir M idealinin var oldufunu
gosterdiler [8]. Bu teorem N. Aydin ve arkadagy tarafindan R asal halkasinm
merkezi ve (o,7)-merkezi tarafindan kapsanimayan bir (o,t)- Lie ideali igin
genellestirildi [5].

1981 yihnda J. Bergen ve arkadaglarinin [8] karakteristii 2 den farkh R
asal halkasi igin ispatladifi (1) kosulu N. Aydin ve arkadagi tarafindan U Lie ideali
yerine, (o,7)-Lie ideal alinarak genellestirildi [5]. Ayrica N. Aydin ve arkadag1 1994
yihinda J. Bergen ve arkadasglaninin [8] R halkasimn bir U Lie ideali igin ispatlamig
olduklan (k) kogulunu, U’ yu (o,t)-Lie ideal alarak genellestirdiler [5].

Bu galigmamn ITI. ve IV. bolimlerinde R, karakteristigi 2 den farkh asal
halka , o: R— R bir otomorfizma , d, R halkasinin do = od kogulunu saglayan bir
tiirevi ve U bir o-Lie ideali olmak tizere agafida siralanan ifadeler ispatlandi.

1)U, o -sag Lie ideal ve[U,a]=(0) ise acZ veya UcC,

2)U,c-sag Lie ideal ve[U,UlccCsise UcZ veya UcC,

3)U,c-sag Lie ideal ve[U,alccCsise aeZ veya UcC,
4)aU=(0) (veyaUa=(0))

) U, 0-sag Lie ideal ise a=0 veya UcC,

ii) U, o- sol Lie ideal ise a=0 veya UcZ

5) U, R halkasimn merkezi ve o- merkezi tarafindan kapsamilmayan bir
o- Lie ideali olsun. Bu taktirde R halkasimin [R,M],cU ve [R,M], 2z Co
olacak bigimde sifirdan farkli bir M ideali vardir.

6)a,beRigin aUb=(0) ise a=0 veya b=0 veyaUcC Z



7) d(U)a=(0) (veya ad(U)=(0)) ise a=0 veya UcZ
B)dU)cC, iseUcZ
9) d(U)=(0) ise UcZ



L BOLUM
GENEL BILGILER

Tamm 1.1: R bir hatka ve A, B, P onun idealleri olsun. AB ¢ P oldugunda
A c P veya B c P oluyorsa P ye R halkasimin asal ideali denir.

Teorem 1.2: R bir halka ve P onun bir ideali olsun. Buna gore asagidakiler
denktir.

(1) P asal idealdir.

(2)VabeRicinaRbcPisea e Pveyab e P dir.

(3)VabeRicin(@(b)cPisecac Pveyab e P dir.

(4 U, V R halkasinin iki sol ideali olmak tizere UV ¢ P iken U c P veya
V c P dir.

(5) U, V R halkasinn iki sag ideali olmak tizere UV < P iken U — P veya
V cPdir.

Ispat: (1) = (2) : P asal ideal olsun. Va, beR igin aRb < P oldugunu
kabul edelim. Bu durumda RaRRbR P olur. P asal ideal oldugu icin RaR c P
veya RbR C P bulunur.Diger taraftan (a) = A olmak iizere A* c RaR c P oldugu
agiktir. Yine P asal ideal oldugundan A’ P veya A P olur. Yani A= (a) c P
elde edilir. Boylece a € P bulunur. Benzer gekilde b e P oldugu gosterilir.

@)=>(3):Va,beRiginaRbcPikena e Pveyab € P olsun. (a)(b)c P
oldugunu kabul edelim. Bu durumda aRb c.(a)(b) c P oldugundan aRb c P olur.
Hipotezdena € P veya b € P dir.

(3)=>@):VabeRigin(a)b)cPikenacPveyabePolsun. U,V R
halkasinin iki sol ideali ve UV < P ve U & P oldugunu kabu! edelim. Bu durumda
u € U veu g P olacak bigimde bir u elemam vardir. Keyfi bir v € V alalim.



(W)(v) < UV + UVR c P dir. Hipotezden ve u ¢ P oldugundan veP bulunur. Bu
V sol idealinin her v elemam igin tekrarlamrsa V < P elde edilir.

(3) =(5): Benzer sekilde gosterilir.

(4) =(1) : Tammdan (4) =(1) ve (5) =(1) oldugu agiktir.

Tanmn 1.3: (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka derir.

Onerme 1.4: R bir halka olsun. Buna gore asagidakiler denktir.

(1) R asal halkadir.

(2)a,b e RiginaRb=0ise 2= 0 veyab=0 dir.

(3) R halkasimn sifirdan farkl her saf idealinin sag sifirlayam sifirdur.

(49 R halkasimn sifirdan farkh her sol idealinin sol sifirlayans sifirdir.

Tamm 1.5: R bir halka, A ve Q, R halkasinm iki ideali olsun. A% ¢ Q iken
A ¢ Q ise Q idealine R halkasimn yari-asal ideali denir.

Teorem 1.6: R bir halka, Q onun bir ideali olsun. Buna gére asafidakiler
denktir.

(1) Q yan-asal idealdir.

(2)acRiginaRac Qisea € Q dur.

(3)aeRigin(a)’ c Qisea e Q dur.

(4) U, R halkasimnmn bir sag ideali ve U? ¢ Q ise U cQ dur.

(5) U, R halkasimn bir sol ideali ve U? ¢ Q ise U ¢ Q dur.

Tammm 1.7: R bir halka olsun.

(1) V a e R i¢in, na = 0 olacak bigimde bir n pozitif tamsayisi var ise boyle
’lerin en kiigigiine R halkasinin karakteristigi denir ve char R = n ile gosterilir.

(2) a € R igin, a" = 0 olacak bigimde bir n pozitif tamsayist var ise a

elemanina halkanin nilpotent elemam: denir. a" = 0 fakat a*' = 0 ise n ye a nin
nilpotentlik indeksi denir.



(3) B, R halkasmin bir ideali olsun. B nin her elemam nilpotent ise B ye R
hatkasimn nil ideali denir.

(4) A, R halkasiin bir ideali olsun. A nm keyfi olarak alinan a,,8,,...,3,
elemanlan igin a;.a;.....a, = 0 ise A ya R nin nilpotent ideali denir. Her nilpotent
ideal nil idealdir. ‘

Tanmm 1.8: Stfirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yari-asal halka
denir.

Tanm 1.9: R bir halka ve m # O bir tamsay! olsun. xR igin mx = 0
oldugunda x = O oluyorsa R halkasina m-forsion free halka denir.

Tanum 1.10: X, R halkasimin bog kiimeden farkh bir alt kiimesi olsun.
Cr(X)={a € R| xa=ax, Vx €R} kiimesine X in R deki merkezlestiricisi denir.
{xeR| xy = yx, VyeR} kiimesine ise R halkasinin merkezi denir ve Z ile gosterilir.

Onerme 1.11 : R asal halka olsun. ab, b € Z iseb =0 veya a € Z dir.

Ispat: ab, b € Z olsun. V x € R igin xab = abx = axb olur. Buradan

(ax-xa) b=0 VxeR )
elde edilir. (1) esitliinde x yerine xy, y € R alimrsa

0 = (axy-xya) b = axyb - xyab

= axyb - xayb+xayb - xyab
= (ax-xa) yb + x (ay-ya) b
olur. Bu ifadenin ikinci terimi (1)'den dolay: sifirdir. Boylece
(axxa) Rb=(0) VxeR ' )
oldugu goriiliir. R asal halka oldugu igin (2) den

b=0 veya aeZ
bulunur.

Onerme 1.12:[15 , Lemma 1.1.4] R bir yari-asal halka ve 0 # a € R olsun.
Herx € Rigin  a(ax-xa) = 0 oluyorsa a € Z dir.

Ispat: x, r € R igin hipotezden;



a(a(x) - (x1) ) = 0 e
olur. a(xr) - (xr) a = (ax-xa) r + x (ar-ra) oldufu (3) esitliginde yerine yazilir ve
yine (3) esitligi kullanthirsa

ax (ar-ra)=0 Vx,reR
elde edilir. Bu ise |

(ar-ra)R (ar-ra)=(0) VrekR
oldugunu verir. R yarn-asal halka oldugundan VreR igin ar = ra elde edilir. Boylece
a € Z bulunur.

Onerme 1.13: [15 , Lemma 1.1.6] R yan - asal halka olsun. a elemam R
halkasinmn sifirdan farkh bir sag idealini merkezlestirsin. Bu taktirde a e Z dir.

Ispat: a, R halkasimn sifirdan farkli I sag idealini merkezlestirsin. V x € R
igin axeI dir. Hipotezden, a(ax) =(ax)a = a(xa) olur. Buradan 0 = a(ax - xa) VxeR
elde edilir. Bu ise Onerme 1.12 den a &€ Z demektir.

Tamm 1.14: R bir halka ve A, R halkasimin toplamsal alt grubu olsun.
Va,b € Aicin ab-ba € A (ab+ ba € A )oluyorsa A ya R nin Lie ( Jordan ) alt
halkast denir.

Tanmn 1.15: A, R halkasmmn bir Lie (Jordan) alt halkas: ve Uc A toplamsal
alt grubu olsun. Vu € U ve Va € Aigin va - au €U (ua + aueU) oluyorsa, U ya
A min bir Lie ( Jordan )ideali denir.

Tanmm 1,16 : X ve Y R halkasimn iki alt kiimesi olsun. [X, Y] ile xy - yx,
x € X, y € Y elemanlan tarafindan iiretilen toplamsal alf grup gosterilir.

Tanm 1.17; Tamm 1.16 ya gore R halkasinin U toplamsal alt grubu igin
[U,R] < Uise U yaR nin bir Lie ideali denir.

Tamm 1.18: x, ye R igin xy - yx ifadesi komiitator ¢carprmu olarak
adlandinhir ve [x , y] ile g6sterilir. Ayrica

[[x,yl,zl+Ily, z],x] +[[z,x],y]=0
esitliine Jacobi dzdesligi denir. |
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Tamm 1,19: R bir halka, o, T :R—R iki doniigiim olsun. x, yeR i¢in
xo(y) - T (y)x ifadesi [x, y]o; ile gosterilsin. R nin bir U toplamsal alt grubu igin

(1) [UR],: cUise U yaR halkasinin (o, 7) - sa§ Lie ideali denir.

(2) IR, Uls: < Uise UyaR halkasinin {0, 7) - sol Lie ideali denir.

(3) U, R halkasmin hem (c,7) - sag Lie ideali ve hem de (o,t) - sol Lie
ideali ise U ‘ya R halkasimn (o, 7) - Lie ideali denir.

R halkasinin her Lie ideali 1, R nin dzdeglik dénigiimii olmak tizere (1,1)-
sag ( sol, iki yanh ) Lie idealidir.

Tanm 1.20: C,.= {ceR | co(x) = 1 (x)c, VxeR} kiimesine R halkasmn
(o, 7)- merkezi denir.

Tamm 1.21: R bir balka ve d.R—R toplamsal bir déniigiim olsun. x, y € R
olmak iizere |

(1) d(xy) =d(x) y + x d(y) ise d ye R halkasimn bir #iirevi denir.

(2) g: R —R bir fonksiyon olmak iizere

d(xy) = d(x)y + g(x) d(y) = d(x) g(y) +x d(y) ve gd=dg
ise d ye g ile belirlenen bir yars-tiirev denir.

(3) 0 #a. : R —R bir endomorfizma olmak tizere d (xy) = d (x) a(y) + xd(y)
ise d ye bir a- #iirev denir.

(4) o ve T R halkasimn iki otomorfizmasi ve d(xy) = d(x) o(y) + ©(x) d(y)
ise d ye bir (0,7) - titrev denir.

Onerme 1.22: [14 , Teorem 1.5] R halkas: sifirdan farkl nilpotent idealleri
olmayan ve 2x = 0 iken x=0 olan bir halka olsun. Kabul edelim ki (0) # U, R
halkasinin bir Lie ideali ve alt halkast olsun. O zaman U < Z veya U, R halkasmnm
sifirdan farkh bir idealini kapsar.

ispat: Kabul edelim ki U alt halkas: degigmeli olmasin. O zaman xy - yx #0
olacak gekilde x, yeU elemanlan vardir. Herhangi reR igin x(yr) - (yr)x €U olur.
Ote yandan
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x (1) - om)x = (xy-yx) r +y (xr-x) € U
dir. By ifadede y , xr-rx €U ve U alt halka oldugundan y(xr - rx) €U olur. Béylece
her r € R igin (xy - yx) r € U bulunur. Yani

(xy-yORcU ‘ “)
dir. U Lie ideal oldugundan her r, s € Rigin
(xy-y9)r) s - s ((xy-yx)) € U

olur. Bu ifadenin ilk terimi (4) ten dolay1 U nun elemamdir. Béylece

REy-yx)RcU
elde edilir. R (xy-yx) R= (0) ise (R(xy-yx))?> = (0) olur. Bu durumda R halkasmin
sifirdan farkh nilpotent ideali olmadi1 i¢in xy - yx = 0 bulunur. Bu ise kabuliimiizle
celigir. O halde R(xy-yx)R = (0) dir.

Simdi kabul edelim ki U degigmeli alt halka olsun. Biz U c Z oldugunu
gormeliyiz. 2 € U, x € Ri¢in ax-xa € U ve U degismeli halka oldugundan

a(a(xy)- (xy) a)=(a(xy) - (xy) a) a
yazlir. Bu ifade U halkasinin degismeli oldugu kullamlarak agilirsa

2 (ax-xa) (ay-ya)=0 Vx,yeR
bulunur. Hipotezden

(ax-xa) (ay-ya)=0 Vx,yeR
demektir. Bu ifadede y yerine yx yazilirsa

(ax-xa) R (ax-xa) =0 VxeR
elde edilir. Yani (R(ax - xa))> =0 VxeR bulunur. Bu ise R halkasminda sifirdan
farkh nilpotent ideal bulunmadifindan ,VxeR i¢in ax - xa = 0 olur. Boylece a € Z
oldugu gorikiir. Bunu her acU igin yapabilecegimizden U c Z bulunur.

Onerme 1.23 (Brauer trick): Bir G toplamsal grubu iki 6z alt grubunun
bilesimi olarak yazilamaz.

ispat: A ve B, G nin iki 6z alt grubu olmak iizere G = A U B oldugunu
varsayalim. Kabul edelim ki G # A olsun. Bu durumda G=B oldugunu
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gormeliyiz. G = A oldugundan x € G ve x ¢ A olacak bigimde en az bir x elemam
vardir. Ote yandan G = AUB oldugundan x eB dir. iddiamiz G B dir. Eger GoB
olsaydi1y € G vey ¢ B olacak bicimde en az bir y elemam vardir. G=AuUB
oldugundan y € A olur.

x+y e B dir. Gergekten x+y ¢B olsaydi G = A U B oldugundan x+y € A
olurdu. y €A ve A toplamsal alt grup oldugundan xeA olurdu ki bu x¢ A alimgiyla
geligir. O halde x+y € B 'dir. x €B ve B toplamsal olduundany € B olur ki bu da
y B olusuyla geligir. O halde G ¢ B olamaz. Yani GB 'dir. Boylece G =B olur.

Tamm 1.24: R bir asal halka olsun. U, R mn sifirdan farkl: bir ideali ve
fU-R bir sag R-modiil homomorfizmast olmak iizere;, M ile bitin (U,f)
seklindeki ikililerin kiimesini gosterelim. M iizerinde

“U,D ~ (V,g) © Rnin sifirdan farkh bir W ¢ UV ideali iizerinde f=g”

denklik bagmtisim tamimlayabm. M nin denklik stmflanmin kiimesi Q olsun. Q
kiimesi

UN+@.0=U0nV.f+g . UDHF.0)=0U.fg)

ikili iglemleri ile R yi kapsayan bir asal halkadir.

(1) Q mn merkezi C ile gosterilir ve C ye R nin genisletilmis merkezi
(extended centroid) denir. C bir cisimdir.

(2) S =RC ye R nin Q daki merkezi kapanig: (central closure) denir. S, R
yi kapsayan bir asal halkadur.

Onerme 1.25; [9, Lemma 2.3] R bir asal halka olsun. R halkasinin d, £, g
ve h tiirevleri igin

dx) g ) =hEf(y) Vx,yeR
olsun. Eger d#0, f #0 ise 0 zaman V x € Rigin g(x)= Afix) ve h (x) = Ad(x)
olacak gekilde bir AcC vardir.
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IL BOLUM
TUREVLI HALKALAR VE LiE iDEALLER

Bu béliimde tiirevli halkalarla ilgili daha dnceden yaymnlanmmg olan bazi
makaleler ispatsiz olarak verilecektir.

2.1. Tiirevli Halkalar
Posner, E. C, 1957

Tanm 2.1.1: R bir halka ofsun. VaeR igin xay = 0 iken x =0 veyay =0
oluyorsa R halkasina asal halka denir.

Lemma 2.1.2: R bir asal halka, d:R—R halkasinn bir tiirevi ve a€R olsun.
Buna gore her xeR igin ad(x) =0 ( veya d(x)a =0 ) oluyorsa a =0 veyad =0 dur.

Lemma 2.1.3: R bir asal halka olsun. p, q, r € R elemanlan V a € R igin
pagar = 0 olacak bi¢imde ise bu taktirde p, q, r elemanlarindan en az biri sifirdir.

Teorem 2.1.4: R karakteristigi 2 'den farkli olan bir asal halka ve d; , d2 R
halkasinin iki tiirevi olsun. d;d,, R halkasinin bir tiirevi ise d; = 0 veya d,= 0 dir.

Lemma 2.1.5: R bir asal halka, d : R — R bir tiirev olsun. Bu taktirde her
a € Rigin ad(a) - d(a)a = 0 oluyorsa a = 0 veya R hatkas: komiitatiftir.

Lemma 2.1.6: A bir Lie halka, I, A halkasinn bir ideali olsun. Egerd € A
ve her x€l igin dx.x=0 oluyorsa o zaman her a€R ve her x € I i¢in (da.x) x=0 olur.
(Her x € 1igin dx.x = 0 kogulunu saglayan d € R elemanlaninin kiimesi A' mn bir
idealidir.) '

Teorem 2.1.7: R bir asal halka, d, R halkasimn bir tiirevi olsun. Buna gore
her a € R igin ad(a)-d(a)a € Z ise bu taktirde d =0 veya R halkas: komiitatiftir.
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Herstein, L. N., 1978

Teorem 2.1.8: R herhangi bir halka, d : R — R bir tirev ve d*20 olsun. O
zaman her reR igin d(r) elemanlan tarafindan tretilen A alt halkas: R halkasimn
sifirdan farkl: bir idealini kapsar.

Teorem 2.1.9: R bir asal halka, d : R - R sifirdan farkh bir tiirev olsun.
Her x, y € R igin d(x)d(y) = d(y)d(x) ise bu taktirde

i) Eger char R # 2 ise R halkast komiitatif tamhk bolgesidir.

ii) Eger char R =2 ise R halkas: komiitatif veya R halkasi merkezi {izerinde
4-boyutlu basit cebirdir.

Herstein, L. N. , 1979

Teorem 2.1.10: R bir asal halka, d, R halkasinin sifirdan farkh bir tirevi
olsun. a € R elemam her x € R i¢in ad(x) = d(x)a olacak bigimde ise bu taktirde

i)char R#2 ise a € Z dir. (Z, R halkasimin merkezidir.)

ii) charR = 2 ise a2e Z dir. Ustelik a ¢ Z ise A € C (R halkasmin
genisletilmis merkezi) olmak iizere V x € R i¢in d(x) = (Aa)x - x(Aa) dir.
Lee, P. H.ve Lee, T. K. , 1981

Bu makale boyunca R halkasi karakteristii 2 den farkh olan asal halka ve
Z, R halkasimn merkezi olarak alinacaktir.

Teorem 2.1.11: R bir asal halka, 0 # d:R—R bir tiirev, charR#2 ve aeR
olsun. [a,d(R)] < Z ise bu taktirde a € Z dir.

Teorem 2.1.12: R bir asal halka, 0 # d : R — R bir tiirev ve charR#2
olsun. [ d(R), d(R) ] ¢ Z ise bu taktirde R halkas: komiitatiftir.

Teorem 2.1.13: R bir asal halka, 0 # d : R — R bir tiirev ve charR#2

olsun. d%(R) ¢ Z ise bu taktirde R halkasi komiitatiftir.

Teorem 2.1.14: d; ve d; R asal halkasimn sifirdan farkh iki tiirevi ve
charR#2 olsun. d; d, (R )  Z ise bu taktirde R halkas1 komiitatiftir.
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Teorem 2.1.15: R bir asal halka, 0 # d 'R —> R bir tiirevi ve charR#2
olsun. Her xeR i¢in [x, d (x)] € Z ise bu taktirde R halkas1 komiitatiftir.
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2.2. Halkalarda Lie idgauer
Herstein, I. N. , 1970

Lemma 2.2.1: R yari-asal, 2-torsion free bir halka ve T, R halkasimn Lie
ideali olsun. Buna gore [T, T] c Z ise bu taktirde T  Z olur.
Lemma 2.2.2: R yani-asal, 2-torsion free bir halka ve U, R halkasimn bir

Lie ideali olsun. t € R eleman1 [U, U] nun her elemam ile komiit ederse bu taktirde
t, U Lie idealinin her elemam: ile komiit olur.

Teorem 2.2.3: R yan - asal, 2-torsion free halka ve U, R halkasinin Lie
ideali olsun. Buna gére t € R her u € U igin tu - ut elemanlarim komiit ederse t, U
Lie idealinin tiim elemanlarim komiit eder.

Bergen, J. , Herstein, L. N. ve Kerr, J. W. , 1981

Bu makale boyunca R, char R # 2 olan bir asal halka, U, R halkasinm bir
Lie ideali ve Z, R halkasinin merkezi olarak alinmugtir,

Lemma 2.2.4: Uz Z, R halkasinin bir Lie ideali ise bu taktirde R halkasmin
[M, R] < U fakat [M, R] & Z olacak bigimde bir M ideali vardir.
Lemma 2.2.5: U ¢ Z, R halkasinin bir Lie ideali ise C(U) = Z dir.

Lemma 2.2.6: C, ([U, U] )= C; (U) dur.

Lemma 2.2.7: U ¢ Z, R halkasinn bir Lie ideali olsun. aUb=0 ise a=0 veya
b=0 dur.

Lemma 2.2.8: U, R halkasmmn bir Lie ideali ve d, R halkasmin sifirdan
farkh bir tiirevi olsun. d(U)=0 ise bu taktirde U — Z dir.

Lemma 2.2.9: U, R nin bir Lie ideali, d, R halkasinin sifirdan farkh bir
tiirevi olsun. d(U) < Z ise bu taktirde U < Z dir.

Lemma 2.2.10: : U, R halkasmin bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan
farkh bir tiirevi olsun. teR igin td(U) =0 ( veya d(U)t = 0 ) ise bu taktirde t =0
veya U c Z dir.
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Teorem 2.2.11: U, karakteristiZi 2 den farkh olan R asal halkasimn bir Lie

ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkh bir tiirevi olsun. Bu taktirde d%(U) = 0 ise
Uc Z dir.

Sonug 2.2.12: R, 2-torsion free olan bir yan-asal halka ve U, R halkasinin
bir Lie ideali olsun. Bir a € R igin [a, [2,U] ] = 0 ise bu taktirde [a, U] = 0 dir.

Teoreni 2.2.13: U ¢ Z, karakteristiZi 2 den farkl olan R asal halkasmin bir
Lie ideali ve d, R halkasinm sifirdan farkh bir tiirevi olsun. Bu taktirde C,(d(U))=Z
dir.

Yazar ¢aligmasmin bundan sonraki kisminda 0-d:R—R bir tirev, Uz Z, R
halkasinin bir Lie ideali, V=[ U,U ] ve W =[ V,V ] olarak almgtir.

Lemma 2.2.14: ¢># 0 ve d(V), R halkasinin sifirdan farkh sol A ve sifirdan
farkli sag & idealini kapsarsa bu taktirde d(U), R halkasmn sifirdan farkh bir
idealini kapsar.

Lemma 2.2.15: I, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun. Buna gore
d(U) , Rnin sifirdan farkh sag ve sifirdan farkh sol ideallerini kapsamiyor ise bu
taktirde, [c, I] = d(U) oldugunda ¢ € Z dir.

Lemma 2.2.16: d%(U)? =0 ise *(W) = 0 dur.

Lemma 2.2.17: d>(U) =0 ise d® =0 dur.

Teorem 2.2.18: R, charR#2 olan asal halka, 0d:R—R bir tiirev ve d*# 0,
U, R halkasimn merkezi tarafindan kapsanlmayan bir Lie ideali olsun. Bu taktirde
d(U) , Rnin sifirdan farkh bir idealini kapsar.

Teorem 2.2.19: R, charR#2 olan asal halka, U ¢ Z olan R halkasiun bir
Lie ideali ve 8, d, R, halkasmn tiirevleri olsunlar. Eger 6d (U) = 0 ise o0 zaman
d=0veyad=0dir.

Kaya, K. , 1988

Yazar bu galigmasinda ¢ ve t doniigiimlerini R halkasimn iki otomorfizmi
olarak almustir.
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Lemma 2.2.20: R bir asal halka, d: r— r' ile tammlanmg sifirdan farkh bir
(o,7) - titrevi ve U # (0) , R halkasmin bir ideali olsun. Buna gore her u € U igin
(u', u)s. = O ise R hatkast komijtatiftir.

Lemma 2.2.21: R bir asal halka, 0=d:R—R bir (o,7)-tiirevi ve U#=(0), R
halkasimn bir sag ideali olsun. Buna gbret; € Uigin

i) [u', uls; = 0 ise R halkas: komiitatiftir.

ii) (u, u)s: = 0 ise R halkasi komiitatiftir. Ustelik ¢ = 1 dr.

Lemma 2.2.22: R bir asal halka ve a3, b R olsun. b, ab € C,, ise bu
taktirde a € Z veyab =0 dir.

Lemma 2.2.23: R bir asal halka, 0 #d, R nin bir (o,7)- tiirevi, charR # 2
ve U # (0) R nin bir sag ideali olsun. Buna gore her u € U igin [u', uls: € Cox
ise bu taktirde [u', u]s. =0 dir.

Teorem 2.2.24: R, bir asal halka, charR#2, 0 # d : r— r' bir (o,1)-tiirev ve
U #(0) , R nin bir sag ideali olsun. Her u € U igin [u, uls: € C,; ise bu taktirde R
halkast komijtatiftir.

Aydm, N. ve Kaya, K. , 1992

Bu ¢aliyma boyunca R, charR#2 olan bir asal halka, U, sifirdan farkli bir
ideali, d, R halkasinin (o,7)-tiirevi, C,. ={ceR| co(x)=t(x)c , her xeR} kiimesi ve
Z, R halkasinin merkezi olarak alinmgtir.

Lemma 2.2.25: U, R halkasimin sag ideali ve d(U) = 0ise d =0 dur.

Lemma 2.2.26: 0d, R halkasnin (c,7)- tirevi, U, R halkasim sa ideali
olsun. Buna gore d(U) ¢ Z ise 0 zaman R halkas: komiitatiftir.

Lemma 2.2.27: (0) # U, R halkasinin bir ideali ve acR olsun. Buna gore
acRigin ad(U) =0 (veya d(U)a=0)ise a=0veyad=0 dur.

Lemma 2.2.28: d, , R halkasinin (6,7)- tiirevi ve d, , R halkasin tirevi
olsun. dd; (R) = 0 ise o0 zaman d; = 0 veya d= 0 dur.
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Teorem 2.2.29: R bir asal halka, 0 2 d : R - R, R halkasiin bir (o,7)-
titrevi ve U sifirdan farkli bir ideali olsun. Buna gore a € R igin [d(U), a]o. = 0 ise
o zaman a € Z dir.

Teorem 2.2.30: R bir asal halka, 0 # d : R — R, R halkasmin (c,7)-tlirevi
ve 0z U bir ideali olsun. [d(U), d(U)]s,~= 0 ise bu taktirde R halkasi komitatiftir.

Lemma 2.2.31: 0#d, R halkasmin (o,1) - tirevi ve U ideali olsun. Buna
gore a € Ricin ad(U) < Cq; ise 0 zaman a =0 veya R halkas: komitatiftir.

Lemma 2.2.32: 0 # d, R halkasinin (o,1) tiirevi ve acR olsun. Buna gore
[d R), a]e: € Co;: ise 0 zaman a € Z dir.

Teorem 2.2.33: R bir asal halkave 0 #d : R - R, R halkasiin (oc,7)-
tiirevi olsun. Buna gore [d (R), d (R)]e: © Ca;x ise 0 zaman R halkas: komiitatiftir.

Kaya, K. , 1991

Yazar bu makalede R halkasim karakteristifi 2 den farkh asal halka ve
o,7:R—> R iki otomorfizma olarak almigtir.

Lemma 2.2.34: di: R = R bir (o,7)- tirev ve a, R nin bir halka
otomorfizmi olmak iizere d; :R — R bir (a,o)-tiirev, d,o = adz , dyoe = aud; olsun.
Buna gore dy(U) c U ve did; (U)=0ise d;=0 veya d,=0 dir.

Ispat: u, v € Uigin 0=didx(uv) = di( da(@)ouv) + a(u)dx(v))
= t(dy(w))d(a(v)) + di ((u)))o(dz (v)) olur. Yani

di(a(u))o(dx(v)) + ©(d; (W))dy(a(v)) =0, Vu, veU (1)
bulunur. (1) esitliginde u yerine d,(u) alimirsa
7 (&2 (u)) di (@(v))=0, Yu, veU ()]

elde edilir. «(U)#(0), R nin bir ideali oldugundan d; #0 ise (2) ve Lemma 2.2.27
den d? (U)=0 bulunur. O halde Vu, veU igin 0=d}(uv) = dx(dz(u)o(v)+a(u)dz(v))
= a(da(u))dx(a(V))+dx(a(u))a(dx(v)) = 2dx(a(u))dz(a(v)) elde edilir. CharR#2
oldugundan

dx(a(1))) dx(U))= 0 3)
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bulunur. Lemma 2.2.27 ve (3) den d; (o(U))) = 0 ve dolayisiyla d = 0 olur.

Sonug 2.2,.35: U#(0), R nin bir ideali ve a, be U olsun. Buna gore, VxeU
i¢in, [a, [bx]lo:=0 ise a € C;x veya b € Z dir.

Ispat : d;R - R, di(x) = [a,X]o olarak tammlandifinda R halkasmnm bir
(o,0)-tiirevi ve dz :R — R, dy(x) = [b,x] olarak tammlandiginda R halkasimmn bir
tirevidir. Ustelik dy(U) c U ve did(U) = 0 dir. Béylece Lemma 2.2.34
kullanilarak d;=0 veya d;= O elde edilir. Buise ac C,; veya be Z demektir.

Lemma 2.2.36: 0 # d: R—R bir (0,7)- tiirev ve U # (0), R nin bir ideali
olsun. a € U igin [d (U), a)s, = C,; ise bu taktirde a € Z dir.

Ispat : Co,; 5 [d(2?), a)o=[d(2)o(2) + ©(a)d (a), alax
= d(2)o(a)o(a) + t(a)d(a)o(a) - a)d(a)o(a) - (2)w(a)d(a)
= [4@), #%ex =7 (@) [d (@), a],,, * [d@), 2o o(a) =21(3) [d (2), el
ifadesinde charR+#2 oldugu kullanilirsa,
7(a) [d (a), alo: €Co;
bulunur. Bu ifadeye Lemma 2.2.22 uygulamrsa
7(a) € Z veya [d (a), a]s~0 C))
elde edilir. Eger [d(a), als. =0 ise her u €U igin Co 3[d ([a,u]),a)s: = [[d(a),uls
- [d(u), alo,: ,a)e: olur. Boylece
[[d (a), ulos, alor € Cor, VueU (5)
bulunur. (5) esitliinde u yerine au alinirsa,
©(a) [ d @), Ulos 2)or €Coz;  VueU
olur. Lemma 2.2.22'den }
a € Z veya [[d (a), ulos,8)e:=0, VuelU ©6)
elde edilir. [[d (3), u]os ,alo-= 0 ise;
Bu ifadeye [x, [y, z]los H[X, Zlox, Ylex -[% Yloz ,2los = O Ozdeslifi
uygulanir ve (4) esitligi kullanilirsa, her u € U igin



21

0=[[d (a),uloa]=[d(a), [u,2] ]z + [ [d(a),2 Jo,ut Jo:x
= [d(@).[a,u]ls:
bulunur. Simdi, x € R igin dgy (X) = [d(a), x]o.. ile tammlanan dg,) doniigimi bir
(o,7)-tirev ve dy(x) = [a, x] ile tammlanan d, donigimi bir tirevdir. Ustelik
d.(U)c U ve d, duey (U) = 0 dir. Boylece Lemma 2.2.34 den dys) = 0 veya d, =0
bulunur. Yani,
d(a)e C,: veya ac Z
elde edilir. Eger d(a) € C,, ise her ueU igin [d(au),a}s.= [d(a)o(u)+t(a)d(u) , alo.
=d (a)o(u)o(a) + t(a)d(u)o(a) - ©(a) d(a) o(u) - T (2) 1(a) d(u) olur. d(a) €Cs,
oldugundan buradan,
d (a) o([u,a]) +7(a) [d (W), 8o € Cox ,VuelU Q)
elde edilir. Boylece
0=[d(a) o([wa]) +7(a)[d (), 2)or,2]ox
=d (a) o( [u.a] Jo(a) + 7 (a) [d (), a]s:0(a) - T (A)d(a)o( [u,2] )
- t@@AW) , 2o
elde edilir. Burada d (a), [d(u), a];: € Co,: oldugu kullamlirsa, YueU igin
d(a)o([[u, 4], a])=0
elde edilir. d(a)e C,.oldugundan
d@Ro([[u, 2], al) = (0)
ve buradan R halkasiin asal olmas: kullanilarak
d(a)=0veya[a, [3,U]]=0
bulunur. [a, [a,U] ] = 0 ise; bu taktirde x € R i¢in I, (x) = [a,x] ile tanimlanan bir i¢
tiirev olmak iizere 1> (U) = 0 demektir. Lemma 2.2.34 den L=0 bulunur. Bu ise
ae Z oldugunu verir. d(a) =0 ise; bu taktirde (7)den Vu e Uigin
T (8)[d(u), a}e: € Co; olur. Burada R nin asal halka ve [d(u), alo: € Co: olmasi
kullamlarak
aeZ veya [d(U), a},.=0
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elde edilir. [d(U), as. = 0 ise Teorem 2.2.29' dan ac Z olur.

Lemma 2.2.37: 0-£d:R—R bir (o,7)- tirev ve U # (0), R nin bir ideali
olsun. d(U) < U ve [d (U), d (U)]oxC Co ise bu taktirde R halkast komitatiftir.

ispat : Lemma 2.2.36 dan d(U) < Z dir. Dolaysiyla Lemma 2.2.26 dan R
komditatiftir. |

Teorem 2.2.38: 0+ d;: R—R bir (0,7) - tiirev ve 02dy: R—HR bir tiirev
olsun. U(0), R nin bir ideali ve d2(U) < U olsun. Buna gore d1do(U) < Co; ise R
komitatiftir.

Ispat : Her u, v € U igin didx([u,d2 (V)] = di([dx(v) , d2(V)] - [65(¥), u])
=[d; (@), &5 (V)]s €Cs. ve dolayisiyla,

[d (U), & U)oz <=Co: ®
olur. d,(U)c U ve d; # 0 olduBu Lemma 2.2.36 da kullanilarak, (8) den d3(U)c Z

elde edilir. Buna gore V u, veU igin Z 3 d2( [u,v] ) = dx([d2 (u), v] - [dx(v), u]) =
- {d2 (v), d2 ()} [d2(u), d2 (V)]) = 2 [da(u) , d; (V)] ifadesinden charR # 2 oldugu
kullanlarak [d(U) , d(U) ] < Z elde edilir. Lemma 2.2.37 den R halkas:
komiitatiftir.

Teorem 2.2.39: U, R nin bir (0,7)- sag Lie ideali olsun. [U,U],:  Coise
bu taktirde U — Z veya U ¢ C,,, dir.

ispat : UgZ ve UgC,, oldugunu kabul edelim. Buna gore acU ve agCo;
beU ve bg Z olacak bigimde a ve b elemanlar: vardir. Herx € Rigin[a, X]sx € U
oldugundan hipotezden

[[axlo;z blo: € Cozr , VX€ER
olur. Ote yandan [[a,X]esblo~ [a,[x,bl)ss +[[ab]sx Xlox Ve [2,blos € [U,Uls:
olmas1 kullanilarak son egitlikten

[[a,x]s5,blo= [8,[%,b]]o,: € Cox ©)



elde edilir. d. :R-R, d, (x)=[a,x]s bir (c,7)-tiirev ve dy :R—HR, dp (x) =[b,x], b
elemam ile belirlenen bir i¢ tiirevdir. Ustelik a¢gCs. ve be Z oldugundan d, ve d,
sifirdan farklidir Boylece (9) esitlifinden

d.du(R) < Co,e
bulunur. Bu ise Teorem 2.2.38 den R halkas: komittatif demektir. Yani Uc Z ki bu
bir geligkidir.

Sonug 2.2.40: M # (0), R halkasinin bir ideali ve [M,R];; = Co: ise R
komuitatiftir.

ispat: M, R nin bir (0,7)-sag Lie idealidir. Hipotezden [M,M]s.c Co. dir.
Buna gore, Teorem 2.2.39 dan M < Z veya M < C,; olur. Boylece R halkasinin
komiitatif oldugu elde edilir.

Sonug 2.2.41: Her x, y, z,€ R i¢in [ {X,¥]qz,2z)o~= O ise R komiitatiftir.

ispat : Hipotezden [R,R]:  Co. olur. Dolayistiyla Sonug 2.2.40 dan R
komiitatiftir.

Teorem 2.2.42: U, karakteristifi 2 den farkh olan R asal halkasinin hem
sifirdan farkh bir (o,7)-sag Lie ideali ve hem de alt-halkas: ise bu taktirde U < Z
veya U c C,; veya U, R nin stfirdan farkh bir idealini kapsar.

ispat:U ¢ Z ve U ¢ C, oldugunu varsayalim. [U,U],. =0 ise bu taktirde
Teorem 2.2.39 danU ¢ Z veya U c C, dir. Bu kabuliimiizle celigir. O halde
[U,Uls:20dr. Heru,ve U ve y e Rigin U3 [u, T @)y Jox =V U ylox +
[u,7 '(¥)]o o(y) ifadesinden [U, T ()]s R < U bulunur. Buna gore V u, ve U
vex,y e Rigin [u,T ! W]erx o) - T (¥) [,7 ' (V)]s X € U olur. Buradan

R[Ut7'(U)]:RcU
elde edilir. R[U, (U) Jo-R = 0 ise; bu taktirde [U, T "(U)]s. = 0 dir. Dolayistyla
Vu,veU ve xeR igin 0 =[[u,X]ozT "Wlosr = [[1,T "oy » Xloat [U] %7 (V)] Jor
ifadesinden

[Tt Mlle: =0,Vu,veUxeR



bulunur. d, : R-R , dy ()= [u,x]es ve dt “I(v) : R-R, dt Yw)x)= [ '(v), x] ile
tammlanan d, ve d¢'(v) doniigimleri sirasiyla R halkasinm bir (o,7)-tirevi  ve
1 () ile belirlenen ig tiirevi bulunur. Ustelik dud7'(v)(R) = 0 dir. Bu ise Lemma
2.2.34 den d, = 0 veya dv (v) = O olur. Yani, U < C,,. veya U < Z olur. Celigki.

Aydm, N. ve Kandamar, H., 1994

Bu makale boyunca R, charR # 2 olan bir asal halka olarak alinmugtir.

Lemma 2.2.43: U, R nin (c,7)-sag Lie ideali ve aeR i¢in [U,a}s < Cq:
olsun. Bu taktirde a € Z veya Uc C,; olur.

ispat : a¢ Z ve Ug C,, oldugunu kabul edelim. O zaman ueU ve ug¢Ce,
olacak gekilde bir u elemam vardir. Her x € R igin hipotezden;

0= [[u,a)os, XJor =[u, [2, X]]oc + [ [U, X]o+ , 2o
ve[ [y, X]o:, 8Jor € Co,r Oldugundan

[u, [a, x]}ez € Cos
bulunur. dy(x) = [u,x]s» R halkasimn bir (c-t) - tiirevi ve d.(x) = [a,x] bir tirevi
olmak tizere yukandaki ifadeden

dud.R) < Co;:
elde edilir. ugCs: ve ag Zoldugu igin d, # 0 ve d; #0 dir. Buna gore Teorem

2.2.38 den R komiitatif olur ki bu agZ almgyla celigir. O halde kabultimiiz
yanhgtir. Boylece acZ veya Uc C,; bulunur.

Lemma 2.2.44: acR ve aU = 0 ( veya Ua = 0) olsun.

a) Eger U, (o,) - sol Lie ideal ise 0 zaman a=0OveyaUcCZ dir.

b) Eger U, (o,7)-sag Lie ideal ise 0 zaman a = 0 veya U < C,; olur.

ispat: a) Vx,y € R, u € Uigin 0 = a[xy, uls; = ax [y,uler+ a [Xulo: ¥ =
ax [y,o(u) ] oldugundan (0) = aR [R, o (U)] bulunur. R asal halka oldugundan

a=0 veya UcZ



elde edilir. $imdi Vx, ye R ve u € U igin Ua = 0 oldugunu kabul edelim. O zaman
0= [xy, uloxa =x [y,uloza + [x, T(u)] ya = [x, T(u)lya oldugundan [R,7(u)]Ra = (0)
olur. R asal halka oldugundan

aeZ veya UcZ
bulunur.

b) ¥x, y € Rveu € Uigin 0 =a [u, xyls,: = at(x)[u, Y]o: *+ a [ux]s: 6(y) =
at (x) [u,yla,- oldugundan aR [U, R],,: = (0) bulunur. R asal halka oldugundan

a=0 veya UcC,;
elde edilir. Benzer sekilde, Ua = 0 olmas1 durumunda [u , xyle: = t(X)[u, ylo: +
[u, X)ox T(y) Ozdesligi kullanidarak istenen gorilir.

Teorem 2.2.45: U, karakteristigi 2 den farkl R asal halkasinin bir (c,7)-sag
Lie ideali ve acR olsun. Buna gore [U, a] =0 ise a € Z veya U < C,,; dir.

Ispat: x € R, u € Uigin 0 = {[u,x], , 8] = [uc(x) - ©(x) u, a] = uc (x) a -
7 (X)ua - aucs(x) + at(x)u olur. Buradan

ufo(x), a]=[1(x), aJu ,VxeR, VueU (10)
elde edilir. (10) egitliginde x yerine Xy yazihirsa

0= [u, x]o,: [0(y), a] + [t(x), 8] [, Y)or, VXy€R ,VueU (11)
bulunur. (11) de y yerine ¢ "'(a) alimirsa [t(x) , a] [u, 6 ™ (a)]s: =0 olur. Bu son
esitlikte x yerine xy yazilirsa

[*(R), 2] R [U, 6 (@) Jo: = (0) 2
elde edilir. R asal halka oldugundan (12) den

a e Z veya [U, 6™ (a)lo=(0)
bulupur. Lemma 2,243 den a € Z veya U - Co,: olur. |

(0)#U, R nin bir (c,7)-sol Lie ideali olsun. T(U) = {acR | [R, 8], < U}
tammmlayabm. U < T (U) oldugu agiktir, Ustelik T(U), R halkasinin (0,7)-sol Lie
ideali ve alt halkasidir.



Lemma 2.2.46: R bir halka ve U stfirdan farkli (,7) -sol Lie ideali olsun.
O zaman R[T(U), o(T(U))] c TU) ve [T), (T(U)JR < T(U) olur.

Ispat : u,veT(U), x<R igin T(U) alt halka oldugundan [, X, Vls:1€T(U)
ve baylece [u, [x,v]s] = uxo (V) - u T (v)x -xo (v) u + 1 (v) x u esitligi kullamlarak

[0, [, Vioa] + X1, Vlox =1 [%, Vios % [ (%), u] € T (U)
elde edilir. u[x, v]s: € T(U) oldugundan

RIT@W),c(TU)]cTU)
61ur. Ote yandan [ux,v]s: = u [x,‘v]a,t +[u, T WIx €T (U) veu [x,vls:e T (U)
oldugundan [T (U), = (T (U))] R < T (U) bulunur.

Lemma 2.2.47: U sifirdan farkl (6,7)-Lie ideal, U ¢ Z ve U ¢ C,; ve a,
beR olsun. Bu taktirde aT(U)b=0ise a=0veyab =0 dir.

ispat : ueU, veT(U) ve yeR alalim. O zaman [uby,v]s: € U oldugundan
0 = afuby,v]s: b olur. Bu ifade agilirsa

at (T (U)) UbRb = (0)
elde edilir. R asal halka oldugundan

at (T (U))Ub=(0) veya b=0 (13)
olur. Vx e R, u € U, v € T(U) i¢in (13) ten 0 = at(v)[u, X]ox b = at(v)us(x)b -
at(v)1(x)ub bulunur. Burada x yerine ¢ ! (bx) yazilirsa

0=at (v) o (c '(bx)) b-at (v) T (¢ "(bx)) ub

=a1 (V) ubxb-at (v) (o) T (c X)) ub

elde edilir. Boylece (13) esitligi kullamlarak

a1 (v)T(c” (B)) RUb=(0)
bulunur. R halkas: asal oldugundan

at (v) T (o (b)) =0 veya Ub = (0) a4
olur. Ub= 0 ise Lemma 2.2.44 den b=0 olur. Ohalde

at(Vt(c'®)=0 VveT() 15)
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oldugunu kabul edelim. Bu durumda Lemma 2.2.46 dan [U,7(T(U))] R < T (U)
oldugu igin

R, [U, ¢ (T Q)R Jo: C[R, T(OkscUc TU)
elde edilir. Boylece Vx,ye R, ueUveve T U)igin, {1(X), [u, T Vlyls: =
T 096 ([l ) - T (o, Wly) () € Uolur. 0= a [1(x), [, T Wylesd
oldugundan bu ifade agilirsa

Cat(®o(fu,t(V)Ily)b-at(fu,tMly)t(x)b (16)
bulunur.(16) esitliginde x yerine x ¢ "'(b)z, zeR, yazlirsa

O=at(@t (e ONT@ o ([u,TWly)b

-at(ntMINT@WTE B @b an
elde edilir. [u, ©(v)}yx € T(U) oldugundan

21([u, TWlyxyr(o (b)) € ar(T(Uyt(c (b)) =0
olur. Bu durumda (17) esitliginden

aRt (o ®))Ro (fu, T(MRb=0
yazilir. R asal halka oldugu igin

a=0veyab =0 veya [U, 1 (U)]=(0)
elde edilir. U ¢ Z ve U ¢ C,, oldugundan Teorem 2.2.45 'den [U, © (U)] = 0 dur.
Ohalde a=0 veya b=0dir.

Teorem 2.2.48: U, (0,1)-Lie ideal, U ¢ Z ve U & C;; olsun. O zaman R
halkasinin [R,M]s. < U fakat [R, M, ¢ Cs; olacak bigimde sifirdan farkh bir M
ideali vardlr..

Ispat : U, R halkasimn bir (o,7)-Lie ideali oldugundan Lemma 2.2.43 den [
TU), (TUNPRR < T (U) ve R[TU), o(TWU)] c T(U) olur. TU), R
halkasinin alt hatkas: oldugu igin

M=R[TU),c (TW)Y T @), = (TU)IRcTU)
olur. Eger M = (0) ise; R halkas1 asal oldugundan

[T (), s (TONIT @), t(TU)]=0



elde edilir. Vu, v, w, z € T(U) igin

[u,o ] Iw, T(2)]=0 | (18)
olur. (18) esitlifinde w yerine wt, te T (U) yazilirsa

LeWITO)LT(@)]=0
bulunur. Lemma 2.2.47 den

[U, o (T (U))] = (0) veya [U, = (T (U)]=(0)
elde edilir. Uc T(U) oldugundan 6zel olarak [U, o(U)] = (0) veya [U, 1(U)] = (0)
olur. Bu durumda Teorem 2.2.45' den U c Z veya U < C,, olur ki bu hipotezle
geligir. O halde M #(0) dir. Ote yandan [R, Ml < [R, T ()}e.< U dur.

Simdi kabul edelim ki {R, M],: C,;olsun. O zaman R 'vi (o,7)-Lie ideal
olarak alirsak, Lemma 2.2.43' den Mc Z veya Rc C,; olur.Buradan R komiitatif
halka veya Rc C,; olur ki bu ise UzC,. olusuyla geligir. O halde [R, M}, @ Co

olur.

Sonug 2.2.49: U stfirdan farkh (o,1)-Lie ideal, U ¢ Z ve U & C,; olsun.
Buna gérea, b eRigin aUb=01ise a=0veyab =0 dir.

Ispat : Teorem 2.2.48 den

[R, Ms; < U veya [R, Mo & Co;
olacak gekilde R nin sifirdan farkli bir M ideali vardir. Vx €R, u € U ve me M igin
0=alx, t () T '(b) m],. b ifadesi agilirsa

aR(o (x '(w) T (b)) o (m) b= (0)
olur. R asal halka olduundan

a=0veyao (1 {(Ub)c M)b=0
bulunur. Eger c(t"(Ub))c(l\d)b=0ise6zaman Ub=0 veya b=0 olur.
Lemma 2.2.44' den b = 0 olur.

Aydm, N. , 1996

Bu makale boyunca R asal halka, o ve 7, R halkasinn iki otomorfizmast ve
C genigletilmiy merkezi olarak almmugtir.



Lemma 2.2.50: U, (o,7)-sol Lie ideal olsun.Uc Z ise YueU i¢in o(u)=1(u)
veya R halkas: komiitatiftir.

ispati: VxR, ueU igin [x,ulocU dur. o(u), ©(u), [Xule: €Z oldugundan
[x,ule:= x0(u) - T(W)x = x(c(u) - 1(u))eZ dir. R asal halka oldugu i¢in R komiitatif
veya V u € U igin ¢ (u) = 7 (u) bulunur, |

Teorem 2.2.51: U, R asal halkasinin (o,1)-s0l Lie ideali, [R,U],;: < Cs,
olsun. O zaman Vue U igin o(u) = 1(u) veya R halkas: komiitatiftir.

Ispat: VxeR, ueU igin [1(u)x,u]s: =t(u){x,ule: € Co olur. Lemma 2.2.22
den ue Z veya [x,u]o= O bulunur. L = {ueU | ue Z} ve K={ue U | [R, u]c~ 0}
kiimelerini tanimlayalim. L ve K, U Lie idealinin toplamsal alt gruplant ve U=KUL
oldugundan Onerme 1.23 den U =L veya U = K olmahdir. Eer U=K ise

0=[xy, ulos=x[y,c )] VxyeR .
olur. R halkasinin asalliindan U < Z olur ki Lemma 2.2.50 den Uc Z ise Vue U
i¢in & (u) = 1 (u) veya R halkas: komiitatif olmalidir.

Lemma 2.2,52; R asal hatka, U, R halkasinn bir (o,t)-sol Lie ideali olsun.
a € R igin [a, U] = 0 ise 0 zaman her ue U igin T (u) + o (u) €Z veya a € Z olur,

Ispat : a ¢ Z oldugunu kabul edelim. Vxe R ve Vu €U igin [t (u) X, uls: =
1 (W) [X, ulo:€ U ve boylece 0={t (u) [x, uo;, a] olmasindan |

0=[t (), a} [x, u]s< (19
bulunur. (19) egitliginde x yerine Xy yazihrsa

[t alx[y,c@]=0 VxyeR
olur. R halkas: asal oldugundan

[t (u), al]=0 veya ue Z
bulunur. Buradan her ueUigin [1 (u) , a]=0 ve boylece

[t (U), a}=0 (20)
elde edilir. u € U, x, y € Rigin 0=[[x,u]s , a] agilir ve (20) esitligi kullamhrsa

T() [xalFaxo@)-xo(u)a VxeR VuelU 21



ve (21) de x yerine veU yazilarak U[o(v),a] =0, VveU olur. Lemma 2.2.44 den

[o (U), a] =0 (22)
bulumur. (21) ve (22) birlikte kullanthirsa |
0= [x, a] o(u) + 1 (u) [a, x] Vx‘eR,VueU (23)

elde edilir. (23) te x yerine xy yazip (23) esitlii yeniden kullanilirsa;

[x, T (@ 1Ly, al =[a, x] [y, o (w)] VxeR
olur. Onerme 1.25 den A € C igin

AMx,ol=Ixa]=At(u),x] VxeR @24
yazihr. 24)tent(u)+oc )€ Z Vue U elde edilir.

Lemma 2.2.53: R bir asal halka, U, R halkasinm bir (c,1)-sol Lie ideali
olsun. aeR igin [a, U] = 0 ve [a, U],, =0 ise bu taktirde a=0veyaV u € Uigin
T{(u)+ 1t (u) € Zdir.

ispat : uoe U igin & (uo) # t(uo) oldugunu kabul edelim. o(uo)-T(uo)20
oldugundan Lemma 2.2.52 kullamlaraka € ZveyaVue Uigint () +toc(u) € Z
bulunur. Eger a € Z ise

0= [a, ug)s, = ac (uo) - T (Uo) 2 = a(c (uo ) - 7 (uo)) olur. R asal halka
oldugundan a = 0 elde edilir.

Teorem 2.2.54: R asal halka, U (6,7)-sol Lie ideali olsun. [U, Uls.= 0 ve
[U, U] =0 ise 0 zaman U c Z dir.

Ispat : Kabul edelim ki U¢ Z olsun. Lemma 2.2.53 den her ueU elemam
i¢in o(u)+t(u)e Z olur. [xv, ulo=[x, T () ] v € U oldugundan hipotez geregi

O=[w,[x tWIv]=Iw, [x,tW)]lv VxeR, Vu,v,welU
olur. Buradan (0) = [w, [x, T (u)]] U olmast kullandarak Lemma 2.2.44 den

[w, [x, 1)]]=0 VxeR, Vu, we U
bulunur. Iy ve I 7(u) sirasiyla w ve T (u) elemanlaniyla belirlenen R halkasmm ig
tiirevieri olsunlar. O zaman, yukandaki ifadeden  Iwly(@u)(R) = 0 oldugundan
Teorem 2.1.4 den U < Z olur ki bu kabultimiizle geligir.
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Lemma 2.2.55: R asal halka U, R halkasimn (o,7)-sol Lie ideali ve alt
halkas: olsun. O zaman VueU igin o(u) + t1(u)eZ veya U, R halkasimn sifirdan
farkh bir sag ve sol idealini kapsar. '

ispat : uoe U igin o(up) + (uo )¢ Z oldugunu kabul edelim. xe R, veU
icin [xuo , Vlo= x [Uo , (V)] + [X, Vle: to € U olur. Bu ifadenin ikinci terimi U alt
halkasinin elemant oldugundan V x € R, V ve U igin x[up, o(v)] € U bulunur.
Boylece

Rlw,cU)]cU
elde edilir. Eger Rfu,,0(U)]=0 ise R asal halka oldugundan [u,,c(U)]=0 ve boylece
[o "(uo), U] = 0 olur. Lemma 2.2.52'den upeZ olur. Bu durumda o(ug)+t(uo)e Z
olacai i¢in kabuliimiizle gelisir.

Benzer sekilde [ux, v]s: = u [X, Vls: + [u, T (V) ] x € U oldugu kullanilarak
U nun R halkasimin sifirdan farkh bir sad idealini kapsadif goruliir.

Teorem 2.2.56: R asal halka, U, R nin (c,1)-s0l Lie ideali ve o(v)+t(v)eZ
olacak bigimde bir v € U olsun. O zaman R halkasimin sifirdan farkh bir A sol ve
sifirdan farkh bir B sag idealleri vardir ve [R, Al;.cUve [R, Bl U fakat
R, Alox 2 Z ve [R, B]s: ¢ Z dir.

ispat : T= {xeR | [R, X]o+ < U} kiimesinin R halkasinin hem (c,)-sol Lie
ideali ve hem de alt halkasi oldufunu biliyoruz. Ustelik Uc T idi. Uz Z
oldugundan T ¢ Z dir. Lemma 2.2.55 den T, R halkasimn sifirdan farkh A sol ve B
sag idealini kapsar. T kiimesinin tanimindan [R, Als: < U ve [R, Bl < U oldugu
aciktir. Eger [R, Als: C Z ise; [1(a)x, als: = T(a) [X, a)o: €Z olacagindan ac Z
veya [, als; = 0 elde edilir. Eger [x, a],. = 0ise x yerine xy yazihirsa

[x,t(@ly=0 Vx,yeR, VacA
elde edilir. Bu durumda R halkasinin asalifindan Va € A i¢in ae Z, olur. Boylece
A cZbulunur. O zaman Vx,ye R , Vae Aigin 0=[x, ya] = [x,y] a olur. Bu
durumda a = 0 olur ki bu bir ¢eligkidir. Benzer gekilde [xo(b), ble= [X, bls: o(b)
esitligi kullamlarak [R, B]s: & Z oldugu goriiliir.
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Teorem 2.2.57: R asal halka, U, R nin bir (5,1)-sol Lie ideali, v € Uigin
T(v) + o(v)2Z ve a, beR olsun. aUb = 0 ise bu taktirde a =0 veya b =0 dir.

Ispat: Kabul edelim ki b # 0 olsun. Teorem 2.2.56'dan [R, Blo = U fakat
IR, B]o,: @Z olacak sekilde sifirdan farklt bir B sa§ ideali vardir. Vxe R, VseB i¢in
hipotez geregti 0 = a [x, slo. b olur. Burada x yerine xy yazilirsa

0=ax[y,slox b+alx t(s)lyb
elde edilir. Yukandaki ifadede x yerine ub, u € U yazhrsa

O=afub,t(s)lyb VyeR VueU,VseB
olur. R asal hatka ve b=0 oldufundanVs e B, Vu € U igin 0= afub, 7(s)] =

aubt(s) - at(s)ub = at(s)ub bulunur ve boylece (0) = a ©(B)Rub olur. R asal halka
oldugundan

at(B)=0veyaUb=0 .
elde edilir. Lemma 2.2.44 den b=0 oldugu igin Ub #0 olur. Béylece yukandaki
ifadeden at(B) = 0 olmalidir. Bu durumda 0 = a[x,s],:b = a x o(s)b - at(s)xb =
axo(s) b olur. Béylece

aRo(B)b=(0)
bulunur. Ro (B) , R halkasinin sifirdan farkh bir ideali , b # 0 ve R asal halka
oldugundan a = 0 elde edilir.

Lemma 2.2.58: R, karakteristigi 2 den farkh bir asal halka, V x € R i¢in
o(x) - T (x) € Z olsun. Bu taktirde o =t veya R halkas1 komiitatiftir.

‘ispat: Kabul edelim ki R halkast komiitatif olmasn. ¥/, yeR igin
=lo®-1x),y1=[l6x),y]l-t),y] (25)
olur. (25) de x yerine x? yazilir, (25) esitligi ve charR # 2 olmast kullamhrsa
c®-1x)[oX®), 0
bulunur. o(x) - T (x) € Z ve R halkasimn asal olmasindan
c(x=1(x)veyaxeZ,Vxek



olur. K={xeR | o(x) = ©(x)} ve L = {x€R | x€Z} kiimeleri R halkasinn toplamsal
iki alt grubu ve R= KUL oldugundan Onerme 1.23 den R=K veya R= L olmalidir.
R degismeli olmayan bir halka kabul edildigi icin VxeR i¢in o(x) = 1(x) bulunur.

Lemma 2.2.59 : R, charR#2 olan bir asal halka, U sifirdan farkh (o,1)-sag
Lie ideal ve U c Z olsun. Bu durumda 6 =1 veya R halkas: komiitatiftir.

ispat : VxeR, VueU igin [u, Xlox = 4 6(x) - 7(X) u = u (6(x) - 7(x) )e Z
oldugundan

u=0veyaVxeRigino(®x)-1(x)Z
olur. U # (0) oldugundan ¥V x € R i¢in o (x) - 7 (x) € Z bulunur. Lemma 2.2.58
den o = 1 veya R halkas: komutatif olur.

Teorem 2.2.60: R, char R #2 olan bir asal halka U, sifirdan farkli (o,7)- Lie
ideal ve U — C;; olsun. O zaman ¢ =1 veya R halkas: komiitatiftir.



2.3. Tiirevli ve Lie Idealli Halkalar
Awtar, R. ,1973

Yazar bu ¢aliymasinda d: R—R sifirdan farkh bir tiirev olarak almugtir.
Lemma 2.3.1: R, karakteristigi 2 den farkh olan bir asal halka ve U, R

halkasinin bir Lie ideali olsun. [u, d (u)] € Z ve u? € U ise bu taktirde heru € U
icin [u, d ()] = 0 olur.

Lemma 2.3.2: R bir asal halka ve U, R halkasimn Lie ideali olsun. Her
ue Uigin fu, d(u)] € Z ise bu taktirde her ueU ve her reR igin [[d(0), ul, ule Z
olur. Ustelik her ueU igin [u, d(u)] = 0 ise her reR igin [[ d(r), u], u] = 0 olur.

Lemma 2.3.3: R, karakteristifi 2 den farkh olan bir asal halka ve U, R
nin bir Jordan ideali olsun. Her ueU i¢in u d(u)=d(u)u=0 ise bu taktirde U=0 dur.

Teorem 2.3.4: R karakteristifi 2 ve 3 den farkh olan bir asal halka, d, R
halkasimin sifirdan farkhi bir tiirevi ve U Lie ideali olsun. Her ueU igin [u, d(u)jeZ
ise bu taktirde U — Z dir.

Teorem 2.3.5: R karakteristifi 3 den farkh olan bir asal hatka, d, R

halkasimin sifirdan farkh bir tiirevi ve U bir Lie ideali olsun. Her ueU igin u? €U
ve [u, d (u)] €Z ise bu taktirde U c Z dir.

Teorem 2.3.6: R, karakteristifi 2 den farkh olan bir asal halka, d, R nin
stfirdan farkh bir tiirevi ve U, bir Jordan ideali olsun. Her ueU igin [u, d (u) ]eZ
ise bu taktirde U c Z dir.

Teorem 2.3.7: R karakteristigi 2 den farkh olan bir asal halka, d, R nin
stfirdan farkl: bir tiirevi olsun. U, R halkasiun bir alt halkasi ve Lie (Jordan) ideali
olsun. Buna gore her u € U igin [u, d (u)] € Z ise U komiitatiftir.

Lee,P. H. ve Lee, T. K. , 1983

Bu makale boyunca R, charR #2 olan bir asal halka ve U, R halkasimn bir
Lie ideali olarak alinacaktir.
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Lemma 2.3.8: d, R halkasimn sifirdan farkh tiirevi, d(Z) # 0 ve acR igin
[a, d (U)] < Z ise bu taktirde a € Z veya U c Z olur.

Teorem 2.3.9: d, R halkasinin sifirdan farkl bir tiirevi ve d%(U) < Z ise bu
taktirde Uc Z dir.

Teorem 2.3.10; d, R halkasmin sifirdan farkli bir tiirevi ve a € R igin
[a, d(U)] < Z ise bu taktirde a € Z veya U Z dir.

Teorem 2.3.11: d, R halkasmin sifirdan farkh bir tiirevi olsun. Bu taktirde
[d(U), d(U)l c Zise U Z dir.

Teorem 2.3.12: d ve &, R nin sifirdan farkh iki tiirevi olsun. d&(U) c Z
ise bu taktirde U c Z dir.

Teorem 2.3.13: Heru e Uigin[u, d(u) ] € Zise U ¢ Z dir.

Teorem 2.3.14: a ¢ Rvead(U) c Zise a= 0 veya U < Z dir.

Awtar, R. , 1984

Teorem 2.3.15: R, charR#2 asal halka, 0=d , R halkasinin ti;revi, UcgZ
olan R nin bir Lie ideali ve d¥U) < Z olsun. acR igin d(a) = 0 ve [a, d(U)] c Z ise
bu taktirde a € Z dir.

Teorem 2.3.16: R, charR#2 asal halka ve U, R halkasinin Lie ideali olsun.
acR elemam , her ueU i¢in [a, [a, u]JeZ olacak bigimde ise bu taktirde [a, U] =0
olur. Ustelik Uz Z ise ae Z dir.

Teorem 2.3.17: R yari-asal, 2 - torsion free halka ve U, R halkasimn Lie
ideali olsun. a € R eleman, her u € U igin [a, [a, u]] € Z olacak bigimde ise bu
taktirde [a, U] =0 dir.

Teorem 2.3.18: R, charR#2 olan bir asal halka ve Uz Z olan R halkasinin
bir Lie ideali olsun. acR elemam, her u €U i¢in [a, d (u)] € Z olacak bigimde ise
bu taktirde d = 0 veya a € Z dir.

Teorem 2.3.19: R, charR#2 olan bir asal halka ve U, R nin Lie ideali

olsun. d, R halkasimn sifirdan farkli bir tirevi ve d}(U)cZ ise bu taktirde UcZ dir.



Teorem 2.3.20: R, charR+#2 asal halka ve UgZ olan R halkasimin bir Lie
ideali olsun. 8, d , R nin iki tiirevi ve 8d(U)c Z ise bu taktirde § = 0 veya d = 0.dur.

Terome 2.3.21: R, charR#2 asal halka, d, R nin sifirdan farkh bir tirevi
ve U, R nin Lie ideali olsun. Her ueU igin [u, d(u)] €Z ise 0 zaman Uc Z dir.

Carini , L. , 1985 |

Bu makalede R yari-asal, 2-torsion free halka, U, R halkasiun bir Lie
ideali ve d, R nin d2 (U)=0 ve d(lI)cUolanbirtﬁrevi olarak alinmgtir.

Lemma 2.3.22: d(fU, R]) = 0 dur.

Lemma 2.3.23: d(R)[U, R] =0 dur.

Teorem 2.3.24: R yan-asal 2-torsion free halka, d, R halkasinm bir tiirevi
ve U Lie ideali olsun. d)(U) = 0 ise bu taktirde d(U) < Z dir.

Senug 2.3.25: R yanasal, 2 -torsion free halka ve d, R halkasimin bir i
tiirevi olsun. I, R nin bir ideali olmak tizere d%(I) = 0 ise 0 zaman d(I) = 0 dur.

Senug 2.3.26: R yan-asal, 2-torsion free halka ve U , R halkasinin bir Lie
ideali olsun. d, R nin d?(U) = 0 olan bir ig tiirevi ise bu taktirde d(U) =0 dur.

Hongan , M. (1985)

Bu makale boyunca R karakteristigi 2'den farkh asal halka, C ,R halkasimn
merkezi, 0 # d: r—> ' bir ¢: R—R Orten doniigiimii ile tantmlanmig bir yari-tiirev,
od =do, U, R nin Lie ideali, W =[U, U] ve S =[W, W] olarak ahinmgt1r.

(1-u)ucc

2-U)uccC

B-U) U'cC

@-U) [U,U]cC

(5-U) [a, U] c C olacak bi¢imde bir a € R\ C vardur.

(6-U) aU' ¢ C olacak bigimde sifirdan farkh bir a € R vardir.

(7-U)[u,u] €C, VueU
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(8-U) 66 = o 8§ ve (U )* c C olacak gekilde , T : R>R bire-bir
fonksiyonu ile tammlanmg 0 # §:R—R, r —r* yan-tiirevi vardir.

Teorem 2.3.27: (1-U), (1-W), (1-S) ve (2-U) denktirler ve (3-U) - (8-U)
dan herhangi biri gergekleniyor ise bu taktirde o(U) < Z dir..

Lemma 2.3.28: (1) W' c [U, U7+ [o (U), Ul < U + 6 (U) dur. Ozel
olarak U'c Cise W' = 0 dur.

(2) Eger U'=0 ise o zaman U ¢ C dir.

(3)a'=0olanhera e Rigin 6 (a) = a dir.

Lemma 2.3.29: (1-U), (1-W), (1-S) ve (2-U) denktirler.

Lemma 2.3.30; aU' = 0 ( veya U' a = 0) olacak bigimde bir sifirdan farkh
a € R var ise bu taktirde U < C dir.

Lemma 2.3.31: U" = 0 ise bu taktirde U — C dir.

Lemma 2.3.32: 1) C'20 ve a € R\Cigin [a, U] < C ise bu taktirde
UcCdir.

2)Bir a € R \C i¢in [a, U] = 0 ise o zaman o (U) ¢ C dir.

Lemma 2.3.33: ¢ (U) & C ve U" =0 ise bu taktirde R" =0dur.

Sonug 2.3.34: R degismeli olmayan bir halka ve o bir bire-bir doniigiim
ise bu taktirde (2-S) - (8-S) den herbiri (1-U) ile denktir.

Aydm, N. ,1991

Bu makalede R, charR+#2 olan asal halka, d, R halkasinn (G,7)-yar-tiirevi,
U sifirdan farkh bir Lie ideali olarak alinmistr, |

Lemma 2.3.35: d%(U) = 0 ise bu taktirde U ¢ Z dir.

Lemma 2.3.36: a € R olsun. Buna gére [d (U), a] = 0 ise bu taktirde acZ
veya UcZ dir.

Teorem 2.3.37: [d (U), d (U)] = 0 ise bu taktirde U c Z dir.

Lemma 2.3.38: U ¢ Z ve d3(U) =0 ise bu taktirde d* (R) =0 dur.



Lemma 2.3.39: acR ve d(Z) = 0 olsun. Buna gore [d(U), a] ¢ Z ise acZ
‘ veya U c Z dir.

Lemma 2.3.40: d>(U) < Z ise bu taktirde U ¢ Z dir.

Lemma 2.3.41: acR i¢in [d(U),a]c Z ise bu taktirde acZ veya UCZ dir.
Teorem 2.3.42: [d (U), d (U)] ¢ Z ise bu taktirde U Z dir.

Teorem 2.3.43: d;, R halkasmm sifirdan farkli (o,7)-yan-tiirevi ve d,
stfirdan farkh bir tiirevi olsun. d;d>(U) ¢ Z ise bu taktirde U ¢ Z dir.

Teorem 2.3.44: d; ve d; R halkasimn sifirdan farkh (c,t)-yan tirevleri
olmak iizere d,d>(U) ¢ Z ise bu taktirde U ¢ Z dir.

Kandamar , H. ve Kaya, K., 1992

Bu makale boyunca R karakteristigi 2 den farkh bir asal halka, U, R nin
sifirdan farkh bir Lie ideali ve d, (o,t)-tiirevi olarak almmgtir,

Lemma 2.3.45: d (U)=0ise bu taktirde U < Z dir.

Lemma 2.3.46: UzZ, teR olsun. td(U) = 0 ( veya d(U)t = 0) ise bu
taktirde t =0 dir.

Lemma 2.3.47: d(U) < Z ise bu taktirde U < Z dir.

Teorem 2.3.48 : d, R nin sifirdan farkh (o, 7)-tiirevi , od=do, td=dt ve U
sifirdan farkh Lie ideali igin d(U)c U olsun. Buna gore d*(U) =0 ise Uc Z dir.

Lemma 2.3.49;: a € R, Uz Z ve [U, a] ¢ Z ise bu taktirde a € Z dir.

 Teorem 2.3.50: [U, d(U)] <Z ise bu taktirde U = Z dir.

Aydm , N, ve Soytiik, M. , 1995

Yazar bu ¢aligmast boyunca R, charR # 2 bir asal halka, 0 # d, R nin
tiirevi, o, T:R—R iki otomorfizma ve do = od, td = dt olarak ahmstlr..

Lemma 2.3.51: U, R halkasinin (o,7)-sol Lie ideali olsun. UcC,, ise bu
taktirde R halkas1 komiitatiftir.



Teorem 2.3.52; U, R halkasinin (c,7)-sag Lie ideali ve d(U)cC,; ise bu
taktirde R halkasi komiitatiftir.

Senug 2.3.53: U, R halkasinin (o,7)- Lie ideali ve d(U) Co. ise bu
taktirde U c Z dir.

Lemma 2.3.54:U, R halkasimn (6,1:)— Lie ideali ve a€R olsun. Buna gore
d(U)a = 0 ( veya ad(U) = 0 ) ise bu taktirde a = 0 veya U c Z dir.

Lemma 2.3.55: U, R halkasmin bir (c,7)-Lie ideali ve d>(U) = 0 olsun. Bu
taktirde d(U) c Z dir.

Teorem 2.3.56: U, R halkasinin bir (o,1)-Lie ideali ve d%(U) = 0 ise bu
taktirde U c Z dir.



L BOLUM

ASAL HALKALARDA o-LiE IDEALLER

R karakteristifi 2 den farkh olan bir asal halka, 5,7: R—R, iki halka
otomorfizmast ve U, R nin sifirdan farkh bir ( o,t )-Lie ideali olmak tizere,

i) U, R halkasimn U ¢ Z ve U ¢ C,; olan bir (o,t)-Lie ideali ise bu
taktirde R nin [ RM ] c U fakat [ RM ] o & Co; olan sifirdan farkh bir M ideali
vardir [ 5] .

ii ) U, R nin sifirdan farkh bir (o,t)-sag Lie ideali ve [U, a] = 0 ise bu
taktirdea e ZveyaUc Cy dur[5].

iii } U, R nin bir ( o,7 )-sag Lie ideali ve alt halkasi olsun. Bu taktirde UcZ
veya U < C,,; veya U, R nin stfirdan farkh bir idealini kapsar [19 ] .
oldugu daha once ispatlandi.

Bu bgliimde yukarida verilen teoremler karakteristigi 2 den farkl olan bir
asal halkamn ¢-Lie idealine uygulanmugtir.

Tamm 3.1: R bir halka ve 6 : R — R bir déniigiim olsun. x, y € R i¢in
xo(y) - yx ifa_desi [x,yle ile gosterilsin. U, R halkasimn bir toplamsal alt grubu
olmak tizere

i) [U, R]s < U oluyorsa U ya R halkasimn o-sag Lie ideali,

ii) [R, Uls < U oluyorsa U ya R halkasinin o-sol Lie ideali denir.

iii) U, R halkasinin hem o-sag Lie ideali, hem de o-sol Lie ideali oluyorsa
U ya R halkasmin o-Lie ideali denir.
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o, R halkasinin 6zdeglik déniigiimii olarak alindifinda her Lie idealin bir o-
Lie ideal oldugu agiktir.

x x
Ornek 1: R= {(z );)lx,y,z,t el} halkasinin V= {(z i)lx,}’,z el} alt

kiimesini ele alalim. V, R halkasinin bir toplamsal alt grubudur. 6: R - R

0((x i’) )= (x —zyj olarak tammlansm. A= (x y) veB= (a b) €R
z —z

z t c d
elemanlar igin,
x+a -y-b J
= =o(4

5 (A+B) (_Z_c ) =D+ o®B)

oldugundan ¢ toplamsal bir déniisiimdir. Ustelik,
xa+yc -xb-yd )
AB)= = o(4
o (AB) (-za -tc zb +1td o(4)o(B)

oldugundan o bir halka homomorfizmasidir. ¢ aym zamanda 1-1 ve orten
oldugundan R halkasinin bir otomorfizmasidir. Diger taraftan,
b
A= (x y) eV ve B= (a (J € R elemanlan i¢in
c

z X

—CV — - + dy -
cy—bz 2bx + dy ay) v

LA, Blo= AO(B)-BA=(az-20x-dz -cy-bz

ve

—bz— —av -
[B,Al. = Bc(A)-AB=( iy a dy] eV

-dz-az -bz-cy
oldugundan V, R halkasimin 6-Lie idealidir. Ustelik;

—b dv -
cy—bz yayjev

[A’B]=(az-dz bz-cy

oldugundan V, R halkasimn bir Lie ideali degildir.
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x .
Ornek 2: R={(z ":)lx, »,z,t el}halkamm ve V={(; Z)[x, ¥y el}alt

kiimesini ele alahm. V kiimesi R nin bir toplamsal alt grubudur. o: R-R
doniigiimii

X Yl\_|[X-% z-x*it—y
c((z IJ) [-z z+t )

olarak tammlansin. A= (x y) veB=(a b) eRigin
zt cd

xta-z-¢ z+c-x-at+tt+d-y-

—_ b -
otarm) ("2 rex et sy ro®),

ax+cy-az-ct az+ct-ax-cy+bz+dt-bx-d

o‘(AB)=( y)=o(A),c ®)

-az-ct az+ct+bz+dt

ve o, 1-1 ve érten oldugundan o: R —R bir halka otomorfizmasidir. Diger taraftan

A’-{x y) eVve B=(a b) € R elemanlan igin,
0 X cd

[B,A]c = ("Cy "ay- dy) eV
0 -cy
oldugundan V, R halkasinmn bir 6-sol Lie ideali olur. Fakat;

-cX - Cy cx-ax+dx-2bx+dy+cy-ay) oV

[4. Blo = (-Zcx cX - Cy

olmasindan V, R hatkasinin o-sag Lie ideali degildir. Ustelik;

[A,B]___(cy dy-ay) .V
o -cy

oldugundan V, R halkasinin Lie ideali de degildir.

x x
Ornek 3: R= {(z ':)Ix ¥,z,t el} halkasim ve T= {( 0 ;:)lx, .t el}

alt kiimesini ele alam. T, R halkasmin toplamsal alt grubudur.
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(x _ab) . ax ax+dy)
C—(o J, D-—(o c e T igin C.D=(0 dt |eT

oldugundan T, R halkasinn bir alt halkas: olur.

0
Simdi U = {(z ojlx el} kilmesini tammilayalhm. U kiimesi T halkasimn

toplamsal alt grubudur. o: R — R, ()z( ty) *_)[t -ZJ olarak tammlandifinda
-y x

A=(x Y) ve B=(a ZJ € R elemanlan igin
c

zt
c(A+B)=(‘+d 'Z‘°)=o(A)4v(B),
y-b x+a
_[zb+td -az-tc _
o(A-B) —(-bx-dy xa + yc J—G(A)O ®)

ve o, 1-1, érten oldugundan o bir halka otomorfizmasidir.

A=(x o)eU, B=(a b)ezTalahm.
00 oc

[A, Ble= (cx-ax 00) eU

0

olur. Boylece U, T halkasinin o-saf Lie idealidir. Fakat

[B:A]!?:(-ax :;JﬁU
0

oldugu i¢in U, T halkasmin o-sol Lie ideali degildir. Ustelik;

B, Al (o -bx) < U

0 )

oldugundan U, T halkasmnin Lie ideali de degildir.



Bu boliimde R, charR# 2 olan asal halka, Cs = {ceR | co (X) = xc, Vx&eR}
kiimesi R halkasimn o-merkezi olarak almacaktir. Z ile R halkasmn merkezi
gosterilecek ve agagidaki esitlikler sik sik kullamlacaktir. x, y, z € R igin;

O  [yvzlk=xlyz. tIxzly=x[y,c@I+[x zoy

@M [xyze=yIx 2o+ [x ¥l (2)

) xyzdl* [xzl,yl-[[%yl,2]=0

Lemma 3.2: U, R halkasinin o-sag Lie ideali ve a € R olsun. Buna gore
[U, a}s = C, ise bu taktirde a € Z veya U — C, dur.

Ispat : Kabul edelimkia ¢ Z ve U ¢ C, olsun. O zamanu € Uveu ¢ C,
olacak sekilde bir u eleman: vardir. Hipotezden [u,als € Cs, u € U dur. Buna gore
C, nin tanimindan

[[va]s,xls=0, VxeR (1)
bulunur. Ote yandan (III) no'lu dzdeslik kullamlarak

[u, [a.x]]s + [[ux]s , 2] - [[u.8]o, X]o =0
elde edilir. (1) no’ lu esitlikten dolay: bu ifade

[u, [a,x]o + [[uX]e , ale=0 )
olur. U, R halkasimn o-sag Lie ideali oldugundan [u, x}s€ U ve hipotezden dolay:
[[v, X]s , 8] € Cs dir. Béylece (2) no'lu esitlikten

[u,faxllceCe VxeR 3)
bulunur. d, : R »R, dix) = [a,x] seklinde tammlayalim. d,, R nin a ile
belirlenen bir i¢ tirevidir. d, : R —»R , dénigimi  dy(x)= [u, x]s olarak
tammlandifinda d, , R halkasinin u ile belirlenen bir (c,1) -i¢ tiirevi olur. Buna
gore (3) no'lu ifadeden

dd:(x)eCs VxeR
yazilir. Burada, d,(R) < R ve dud,(R) < C,, oldugundan Teorem 2.2.38 ‘den
d.= 0 veya d, = 0 veya R halkas: komutatiftir.
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elde edilir. d, =0 ise bu durumdaVx R i¢in [ux], = 0 olur. C, kiimesinin
tanimindan u € C, elde edilir. Bu ise u ¢ C, segiligiyle geligir. O halde d,# 0 dur.
d.= 0 ise her x € R igin [a,x] = O demektir.Yani a € Z olur. Buise a ¢ Z
kabuliimiizle ¢eligeceginden d, # 0 dir. O halde R komiitatif bir halka olmalidir. Bu
durumda yine aeR c Z olaca igin geligki olur. O halde kabuliimiiz yanlgtir.
Boylece
aeZveyalUcC,

elde edilir.

Lemma 3.3: a € R ve aU = (0) ( veya Ua=(0) ) olsun.

i) Eger U, R halkasinin o-sol Lie ideali ise 0 zaman a =0 veya U c Z dir.

ii) Eger U, R halkasimin o-sag Lie ideali ise 0 zaman a =0 veya U c C, dur.

ispat : aU =0 olsun.

) x,yeR, uelUicin U, R halkasmm. o-sol Lie ideali oldugundan [xy, ul,eU
olur. Hipotezden 0 = a [xy, u]s olur. (I) no'lu 6zdeslik kullanilarak

O=ax[y,c@]+alx ulsy
elde edilir. [x, ul;e U oldugundan a [xu]s = 0 olmas: kullandarak yukaridaki
esitlikten;

(0)=aRfy,ow)] VyeR VuelU
butunur. R asal halka oldugundan

a=0veya[R,o@)]=(0), VuelU
elde edilir. YueU icin [R, o(u)] = (0) olmast durumunda o(U) < Z ve o
otomorfizma oldugundan U < Z bulunur,

ii) U, o-sag Lie ideal olsun. Bu durumda x, yeR ve ue U igin [u, xy]; €U
olur. Hipotezden 0 = a [u, xy], olur. (IIT) no'lu 6zdeslik kullamlarak

0=x[uyls +a[u, xlo ().

elde edilir. Ustelik [u, x]o € U oldugundan hipotez geregi a [u,x Jo= 0 oldugundan
bu ifadeden



O=axuyl Vx,yeR VueU
bulunur. Yani
aRfuyl =(0) VyeRVuelU
olur. R asal halka oldugu igin |
a=0 veya [u,Rls=(0),VueU
elde edilir. fu, R], = (0) ise C, kiimesinin tammindan YueU i¢in ue C, olur.
Béylece U c C, bulunur.
Simdi Ua= 0 oldugu durumda ispati verelim .
i) U, o-sol Lie ideal oldufundan V x, y € R i¢in [xy, uls€ U olur. Hipotez
kullamlarak 0 = [xy, u]s a yazilir. Bu ifadeye (I) no'lu 6zdeslik uygulanarak
0=x1{y, ulsa + [x, ulya
elde edilir. Burada [y, u],€ U oldufundan hipotezden [y,u]; a = 0 dir. Bu durumda
yukarnidaki ifadeden
0=[x,ulya VxyeR VuelU
elde edilir. Yani
[xulRa=(0) VxeR VuelU
bulunur, Burada R nin asal halka oldugu kullamlarak
[xu]=0vejaa=0VxeR, VuelU
oldugu goriiliir. Her u €U igin [R, u]=(0) ise ue Z olur. Boylece U — Z bulunur.
ii) U, o-sag Lie ideal oldugundan Vx, yeR ve VueU igin [u,xy]s € U olur.
Bu durumda 0 = [u,xy]s a dir. Burada (IT) no'lu 6zdeglik kullamlarak
0=x[uylsa+[uxlc(y)a }
bulunur. U, o-sag Lie ideal olduundan [u,ylc € U ve hipotezden [u,ylsa=0
oldugu i¢in yukandaki ifadeden
0=[uxl.o(y)a VxyeR
elde edilir.  nin otomorfizma olmasi kullanilarak
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[u,x].R a=(0) VxeR VuelU
oldugu goriiliir. R bir asal halka olduundan

[ux]ls=0veyaa=0 VxeR, VuelU
bulunur. Her u € U igin [u,R]s = (0) ise Q, tammndan u € C; ve U c C, bulunur.

Teorem 3.4: R karakteristiii 2 den farkh bir asal halka, 5: R—R, halka
otomorfizmasi, (0) # U, R halkasimin merkezi ve o-merkezi tarafindan
kapsamlmayan bir o-Lie ideali olsun. Bu durumda R halkasinm {R, M}, c U fakat
[R,M]s ¢ Cs olan sifirdan farkli bir M ideali vardir.

Ispat: T= {x € R | [R,x]o < U } kiimesini tammlayalim. U # (0) R nin bir
o-Lie ideali oldugundan [R,U}, cUolur. Ohaldle Uc Tdir.re R,x,y € T igin
[r, x-y]s =[r.x]s -[1,y]c ve U toplamsal alt grup oldugu i¢in [r, x-ylo€ U bulunur.
Buradan x-y € T elde edilir. Difer taraftan

[r, xyls =r o (x) 0 (¥) - Xy1

=16 (x) 6 (y)-yro(x)+yro(x) - xyr

=[ro (x), ylo + [yr, X]o
esitlifinde x,y € T oldugundan [ro(x), yls € U ve [yr, X} € U dur. U toplamsal
alt grup oldugu i¢in [r, xyls€ U bulunur. Béylece xye T elde edilir. Yani T kiimesi
R halkasinin bir alt halkasidir. x € T ve a,b € R igin (III) no'lu 6zdeslikten

[, Ix,b]loH[a,b]e , Xl - [[a,X]o ,blc=0
yazilir. Bu ifadede x € T oldugundan [a, x], € U ve U, o-Lie ideal oldugu igin
[[a,x)s ,ble € U, [[a,bls ,x]lc € U olur. U toplamsal alt grup igin [a, [x,b] o€ U
bulunur. O halde

R, [TR]l.cU
olur. Bu durumda T kiimesinin tammindan; [T, R] < T elde edilir. Boylece T, R

halkasinin bir Lie idealidir. R karakteristifi 2 den farkh asal halka ve T kiimesi R
halkasinin hem Lie ideali ve hem de alt halkast oldugu igin Onerme 1.22 ' den

T < Z veya T, R halkasmun sifirdan farkh bir idealini kapsar.



elde edilir. U < T < Z olursa bu U ¢ Z kabuliiyle ¢elisecegi u;m T ¢ Z dir. Bu
durumda (0) # M < T olan R halkasinin bir ideali vardir. T kiimesinin tammndan

[RM], cU |
elde edilir. [R, M]s @ C, dir. Eger [R M]s < C, olsayd, R halkasi o-sag Lie ideal
oldugundan, Lemma 3.2’ den [RM], < Co iken M Z veya R C, elde edilir.
R c Cqise U c R < C, oldugundan bu U & C, olusuyla geliseceginden RzC, dir.
O halde M < Z dir. Bu ise [R, M] = (0) demektir. (0) # M, R halkasmnm bir ideali
oldugundan Onerme 1.13'ten R < Z olur. Buradan UcR c Zolur. Bu Uz Z
olusuyla gelisir. O halde kabuliimiiz yanhgtir. Yani [R,M]s ¢ C, olmalidir.

Sonug 3.5: (0)2U, R halkasinin merkezi ve c-merkezi tarafindan kapsanil-
mayan bir o- Lie ideali olsun. a, beR i¢in aUb = (0) ise 0 zamana =0 veya b=0
drr.

ispat: Uz Z ve U C, oldupundan Teorem3.4'den R  halkasinda
[R,M], cU fakat [R, M], ¢C, olacak bigimde sifirdan farkh bir M ideali vardir. M,
R halkasinin ideali oldugundan Vxe R , ue U, meM igin ubme M dir. Bu
durumda [x, ubm],; € U olur. Hipotezden

0=alx,ubm], b
elde edilir. Burada (I) no'lu 6zdeglik kullanilarak

0=aub [xm],b+a[x, ublsoc(m)b
oldugu goriitiir. aUb = (0) oldugu kullanilirsa

O=a[x,ublo(m)b VxeR VueU,VmeM C))
elde edilir. (4) no 'lu esitlige hipotez uygulamlarak

0 = axo (ub)o (m)b - aubxo (m)b = axc (ub) o (m) b
ve boylece

aRo (ub)o (m)b = (0) VueU VmeM
elde edilir. R asal halka oldugundan

a=0veyac(ub)o(mb=0 VueUVmeM
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bulunur. s(Ub)o(M)b = (0) ise; 0M, R halkasimn bir ideali ve ¢ bir otomorfizma
oldugundan o (M) = 0 R nin bir idealidir. R halkasimn asal oldugu kullamlarak
Onerme 1.4 (3) ve (4) “den,
c (Ub)=(0) veyab=0
bulunur. Ub = (0) ise Uz Z ve Uz C, ol&ugundan Lemma 3.3’den b= 0 bulunur.
Teorem 3.6: R, karakteristifi 2 den farkli olan asal halka, 6 : R—>R bir
otomorfizma, U, R halkasinin c-sag Lie ideali ve acR olsun. Buna gore [U, a] =0
ise bu taktirde a € Z veya U < C, dir.

ispat : xeR ve ue U alahm. U o-sag Lie ideal oldugundan [u, x}, €U dur.
Boylece
0 =[fu, x]o,2 ] = [us (x) - xu, a] = [uc (x) , a] - [xv, 2]
=u [o (x), a] + [u,a] o (x) +x[a, u] + [a.x]u
elde edilir. [u, a]=0 oldugu kullanilirsa yukanidaki ifadeden
0=ulo(x), a] +[a, xJu VxeR, VueU )
Yani
ufo),al=[x aju VxeR, VueU (6)
bulunur. (5) esitliginde x yerine xy, y € R yazihir ve (6) no’lu esitlik kullamilirsa
0=ulo (xy), al +[a,xy]u =ulo(®) o (y), a] + [a, xyJu
=uo (x) [o(y), 2}t u [o (x),2] 6 (¥) + x [a,y]u + [a, x]yu
=u o (x) [o(y),a]* u [o (x),a] 0 (¥) - x [y,alu - [x,2]yu
=u o (x) [o(y).al+ [x.a] uo (y) - xu [o(y),a] - [x,a]yu
= (uo (x)-xu) [o(y).a] + [x.a] (us (y) - yu)
olur ve boylece |
0=[uxlc[c(),al+ [x,a]l[uyls Vx,yeR, VuelU ™
esitligi elde edilir. (7) esitliginde y yerine ¢ "'(a) yazilirsa

0=[uxl [0 (6™ (a)), a] + [x,2] [u, 6" ()]s



ve buradan

0=[xa] uuoc?@.VxecR VYueU ®
oldugu goriiliir. (8) esitlifinde x yerine xy, y € R yazlirsa |

0=[xy,al[u, 06" (@) |

=x[y, al [u, 67 @)+ [x aly [u, 67 (@)

olur. Bu ifadenin ilk terimi (8)' den dolay sifirdir. Boylece

[xa]lR[u, 6" (@].=(0) VxeRVueU
elde edilir. R asal halka oldugundan

[R.a] =(0) veya[U, o™ (a) Jo=(0)
bulunur. Bu ise

aeZveya[U o (@) =(0)
demektir. Kabul edelim ki [U, 6 ! (2)]s = (0) < C,, olsun. U o-sag Lie ideal oldugu
icin Lemma 3.2° den ¢ (a) € Z veya U < C, elde edilir. ¢ otomorfizma
oldugundan ae Z veya U — C, bulunur.

Sonug¢ 3.7: U, R halkasinin o-sa Lie ideali ve U komiitatif olsun. Bu
taktirde U < Z veya U ¢ C,; dur.

Ispat : U komitatif oldugundan [U, U] = 0 dir. Teorem 3.6' dan U c Z
veyaUc C, oluf.

Teorem 3.8: R karakteristigi 2 den farkli asal halka, 5: R—R, bir halka
otomorfizmasi, U, R halkasimn [U, U], ¢ C, olan bir o-sag Lie ideali ise bu
taktirde U < Z veya U < C, dir.

Ispat : U ¢ Z ve U ¢ C, oldugunu kabul edelim. O zaman agZ ve beC,
olacak bigimde a, b € U elemanlan vardir.U, ’c-sag Lie ideal oldugundan V x € R
i¢in [a, X]o € U olur. b € U olmak iizere

[[a,xls,blec Cs VxeR
dir. (IT1) no'lu 6zdeslik kullanilarak

[a, [x,b1] +[[a,ble , X Jo- [[a,x]o ,b)s=0
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bulunur. Bu ifadede a, b € U ve [a,b]s € C, oldugundan [[a,b], , x ]o= 0 olmas1
 kullanilarak;

[a, [x,b]lo=[[ax}s bl € Cc VxeR ®
elde edilir. d, :R—R, doniigimii d.(x) = [a, X]s,1 tammlandiginda R nin a elemamn ile
belirlenen bir (o,1)-ig tirevi olur. ds R—R, doniigims, dy(x) = [b, x] olarak
tammlandiinda R halkasinm b eleman ile beliflenen bir i tirevi ve dy(R) < R
dir. Ustelik a¢ Z ve be C, kabul ettigimiz igin d. 0 ve d # 0 'dir Bu durumda
(9) no'lu ifadeden

dids R) c Co
elde edilir. Bu son ifadeye Teorem 2.2.38 uygulamrsa R halkasmin komiitatif
oldugu elde edilir. Bu durumda U c R < Z olur ki bu U ¢ Z kabuliimiizle geligir.
O halde kabuliimiiz yanhstir. U < Z veya U < C, dir.

Teorem 3.9: R karakteristifi 2 den farkli olan asal halka, 6: R—>R, halka
otomorfizmasi, (0) # U, R halkasimin o-sag Lie ideali ve alt halkas: olsun. Bu
taktirde U c Z veya U c C, veya U, R halkasmin sifirdan farkh bir idealini kapsar.

Ispat : U ¢ Z ve U ¢ C, oldugunu kabul edelim. Bu durumda [U,U]s # 0
dir. Eger [U,U]s = 0 olsa U, o-sag Lie ideal ve [U,U], = 0 < C, oldugundan
Lemma 3.2'den UcZ veya UcC, olur ki bu kabuliimiizle gelisecegi igin [U,U], # 0
dir. y, v e U, y e R alahm. U, c-sag Lie ideal oldugu i¢in [u, vyls € U olur. (Il)
no'lu 6zdeslikten

[u, vyle= v [uylo+ [y, vlso (¥)
yazilir. ve U ve U, o-sag Lie ideal oldugu icin [u, ylee U dur. Ustelik U, R
halkasimin alt halkasi oldugundan v fu,ylse U olur. U toplamsal alt grup oldugu
i¢in

[u,vlo(y) eU, VuvelU VyeR
bulunur. ¢ 6rten oldugu igin

[uvlxeU, VuveU,VxeR (10)
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elde edilir. U, o-sag Lie ideal oldugu icin Vy € Ri¢in [[uv]s X, y ]o€ U dur. Bu
ifade agildiffinda
[lu, vIox, y Jo= [, vlex 0 (¥) - y [y, V]ox
olur. (10) dan dolay1 fu, vlsx o (¥) € U dur. Yine U toplamsal oldugundan
yuvlxeU, Vx,yeR,Vu,‘veU
bulunur ve boylece
R[U,UlRcU
elde edilir. M = R[U,U].R c U diyelim. M, R halkasimn sifirdan farkh bir idealidir.
Eger M =R[U, U],R = (0) ise R halkas: asal halka oldugundan
[O,Ul.=(0)
olur Buise [U,U];# (0) olmas ile gelisir. Béylece istenen g6riilmiig otur.



IvV. BOLUM

TUREVLI ASAL HALKALARDA o-LiE IDEALLER

R karakteristigi 2 den farkli olan asal halka, U, R nin sifirdan farkh bir
(o,71)-Lie ideali, o, T : R—>R , iki halka otomorfizmasi, 0 # d: R—R, bir tiirev ve
od =do , 1d = dv olmak iizere;

i) dU)c C,isebu taktirde Uc Z dir[6].

i) d(U)a=0 (veyaad(U)=0)iseUcZveyaa=0dr[6].

iii) d*(U) = O ise bu taktirdle Uc Z dir [ 6 ].

Bu boliimde yukarida verilen teoremler d, karakteristigi 2 den farkh olan bir
R asal halkasimn od = do esitligini saglayan sifirdan farkl bir tiirevi olmak tizere
U, o-Lie ideali i¢in uygulanmgtir.

Co={ ceR | co (x) =x c, VxR } kiimesi R halkasinin o-merkezidir.

Lemma 4.1: a,b € Riginab, b € Co ise 0 zaman a € Z veya b =0 dir.

Ispat: ¥ x € Rigin ab € Cove b € Co ve Co nin tammindan

[ab, x]o=0 ve [b,x]s=0
olur. (I) no’lu 6zdeslik kullanilarak

0 = [ab, x],

=a[b, x]o+[a,x]b
ve buradan
[a,x]b=0 VxeR | (1)
bulunur. b € Co oldugu igin V y € Rigin

bo (y) =yb @
olur. (1) no'lu esitlik sagdan o (y) ile garpilir ve (2) no’lu esitlik kullanilirsa

0=a, x] bo (v)



=[a,x] yb

ve boylece

[a,x] Rb=(0), VxeR
elde edilir. R asal halka oldugu i¢in

[2,R]=(0) veyab=0
bulunur. [3,R] =0 ise a € Z oldugundan a € Z veya b = 0 elde edilir.

Lemma 4.2: U, R halkasinn sifirdan farkli bir o-sol Lie ideali olsun.Bu
durumda U c Co ise bu taktirde U < Z dir.

ispat : xeR , ue U alalm. U, o-sol Lie ideal oldugu icin [ux, u}se U olur.
(D) no'lu 6zdeglikten her x € Rve u € U igin

[ux, uls =u [x, ule+ [uu] x=u [xu]lc € U
elde edilir. Burada u [x,u]s €Uc Cs ve [x,u]s €U < Co olmasi kullamlarak Lemma
4.1' den

[xul, =0veyaueZ, VueU VxeR
bulunur. K = fue U| [xu]ls =0} ve L = {ueU | u € Z} kimelerini
tammlayahm. U =KUL dir. u, v € K alaim. [x,u]s= 0 ve [X, vl =0 Vx € R olur.

[x, uvle =[x uls - [x,v]s =0-0=0
oldugundan u - v € U olur. Ohalde K, U 'nun toplamsal alt grubudur. u, v € L igin
u, v € Z ve Z toplamsal oldugundan u-v € Z olur. O zaman u-v € L yani L, U
'nun toplamsal alt grubudur. U= K U L oldugundan Onerme 1.23° den U =K veya
U =L olmahdir. Eger U=K ise

[xule=0 VuelU VxeR 3)
olur. (3) esitliginde x yerine xy, yeR yazilir vé (D) no’lu zdeslik kullanilirsa

0 =[xy, uls

=x[yuls +Ix,uly

bulunur. Burada (3) ten dolay1y € R, u € Uigin [y, u]s =0, oldugu kullamlarak

[xulR=(0), VxeR Vuel



elde edilir. R asal halka oldugu i¢in

[R, U1 =(0)
ve bdylece U — Z olur.

Teorem 4.3: R karakteristifi 2 den farkh asal halka , 0 # d: R—>R , bir
tirev, 6: R5R , halka otomorfizmas: ve od = do olsun. U, R nin sifirdan farkh
bir o-sag Lie ideali ve d (U) < Co ise bu taktirde U < C5 veya R halkasi
komuitatiftir.

Ispat : Vx € R, V u € Uigin U o-sag Lie ideal oldugu i¢in [u, xJ,e U
dur. Hipotezden d (Ju, x}s ) € Co dir.Yani

d(uc(x)-xu) = d(u) o(x)+ud(c(x))-d(x)u-xd(u)

= [d(u),x]s + ud(c(x))- d(x)u € C,
bulunur. do = od oldugu kullanilarak

[d(u),x]e + [u,d(X)] s € Co
elde edilir. [d(u),x]c= 0 oldugundan

[ud®)]s €Co, VXeR VueU
bulunur ve buradan

[U,dR) JecCo
elde edilir. U, o-sag Lie ideal oldugu i¢in Lemma 3.2° den

dR)cZveyaUcCo

olur. Eger d (R) < Z ise

[y, d®I=©) , VyeR
olur. Teorem 2.1.10°dan R, charR#2 asal halka oldugu i¢in RC Z yani R halkasimn
komiitatif oldugu elde edilir.

Sonuc 4.4: U, R halkasinin sifirdan farkh bir 6-Lie ideali olsun. Buna gére
d (U) c Co ise 0 zaman U ¢ Z dir.

Ispat : U, o-sag Lie ideal oldugu igin Teorem 4.3' den U < Cs ve U, aym
zamanda o-sol Lie ideal oldugu i¢in Lemma 4.2' den U c Z elde edilir.



Lemma 4.5: U, R halkasiin sifirdan farkli bir o- Lie ideali, 0 # dR—R
bir tiirev ve a € R olsun. Buna gore d(U)a=0 ( veya ad(U) = 0) ise bu taktirde
a=0veyaUcZ dir. |

ispat : Uz Z oldugunu kabul edelim. Sonug 4.4 'den U ¢ Z ise d[U)z Co
olacagmdan d(U) =0 dir. U, o-Lie ideal olduundan her x € R, u e U igin
[ux, u]e € U olur. (I) no'lu 6zdeglik kullamlarak, VxeR, VueU i¢in

[ux, ulo =u[xu]s +[uu] x

=u[xul,e U,
bulunur. Boylece d(U)a = 0 olmasindan

0 = d(u [x,u] )a = d(w)[x,ulsa + ud([x, u]s )2
olur. Yine [x,u]s € U oldugundan d( [x,u]s )a = 0 dir. Bu durumda son egitlikten

d(u)[x,ul;a=0 VxeR,VuelU @
elde edilir. (4) no’lu esitlikte x yerine xd(v), v € U yazilir, (T) no’lu 6zdeslik ve
hipotez kullanilirsa, Vx € R, V u, v € U igin,

0=d()[xd (v),ul-a

=dx[d®,ulca+d@)[xu]d(v)a
=dx[dH),ulsa
oldugu goriilir. Béylece

dwR[dMW),ulsa=(0) VuvelU 5)
elde edilir. R asal halka oldugundan (5) den dolay1
d@)=0 veya [d(V),ulba=0 ,VuvelU (6)

bulunur. K= {ue U | d(u) =0} ve L = {ueU | [d(V), u]ls =0, Vv € U} kiimelerini
tammlayahm. K ve L, U ‘nun toplamsal iki 6z alt grubudur. Ciinkii: u, w € K igin
dw) =0, d(w) = 0 ve d(u-w) =d (u) - d (w) = 0 oldugundan u-w € K dur.
Béylece K, U nun toplamsal alt grubudur. Benzer sekilde u, weL elemanlan
i¢in [d (v), ulsa=0ve[d (v), wl,a=0ve

[d (¥), u-wlsa=[d (v), ulca-[d(V), wl,a=0
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oldugundan u - w €L olur. O halde L de U nun bir alt grubudur. Ustelik (6) no’lu
esitlikten U = K U L oldugu agiktir. Onerme 123 'den U =L veya U =K
olmahdir. U = K oldugunu kabul edelim. d(U) = 0 ¢ Co oldugundan Sonug 4.4
kullanilarak U < Z olur. Bu ise U ¢ Z kabuliimiizle gelisir. O halde U = L
olmalidir. Bu durumda '

[d(V),u]lsa=0, VuvelU @)
olur. (7) no’lu esitlik agik yazilirsa

O0=d(v)o(u)a-ud(v)a
butunur. Burada v €U oldugundan hipotezden d(v)a = 0 olur. Boylece

d(v)o(u)a=0, VuveU €))
elde edilir. o otomorfizma oldugundan (8) no'lu esitligin her iki tarafindan o ™
uygulamrsa heru, v € Uigin

0=c"(d™oWa)

=c " ([@dWuc (2)

olur ve boylece

©)=c"dM™)Uc™(a
bulunur. Hipotezten Uz Z ve U, o-sol Lie ideal oldugundan Lemma 4.2 'den

U @ Co dir. Béylece Sonug 3.5 kullamlarak V v € Uigind (v) =0 veya a=0 elde
edilir. Bu ise

d(U)=0veya a=0
demektir. d (U) #0 oldugundan a = 0 bulunur.

Simdi ad(U) = 0 oldugunu kabul edelim. V x € R, V u € U igin U, o-Lie
ideal oldugu igin [xo (u), uls € U olur. (I) no'lu zdeslikten Vx € R, V u € U'igin

[xo (u), u]ls =x [0 (u), o (W] + [xu]s © (W)

=[xulsoc)eU

elde edilir. Hipotezden ad (U) = 0 oldugundan

0=ad ([xul.c (W) =ad([xuls)o W +a[xul.d(c )



yazihir. Burada [x,u},€U ve hipotezden ad(fx,u]s) = O olmas: kullamlarak
O=a[xuldlc) VxeR VuelU ©
bulunur. (9) * da x yerine d(v)x, ve U yazlir ve (I) no’lu 8zdeslik kullanilirsa
0=a[d(V)x ulod(c @) ‘
=ad (V) [xul, d(c(w)+ald(v),ulxd(c @)
olur ve hipotezden v € U igin a d (v) = 0 olmas: kullanilarak
0=a[d(v),ulxd(c@@) VxeR,VYuvelU
ifadesi elde edilir. Boylece
a[d(v),uy]Rd(c(u))=(0) VuyvelU
bulunur. R asal halka oldugundan
af[d(v),u]l=0 veya d(c(u)=0, VuvelU
bulunur. Burada 6d = do ve ¢ nm bir otomorfizma olmas: kullamlarak
a[d(U),u] =0 veya d (u)=0 VueU
elde edilir K={ue U]a[d(¥),u]=0,Vve U} velL=§ucU| d(@u)=0}
kiimelerini tamimlayalm. K ve L, U 'nun iki toplamsal alt grubudur ve U = K UL
oldugundan Onerme 1.23 den U = L veya U = K olmalidir. U = L olmast

durumunda d(U) = 0 < Co oldugundan Sonu¢ 4.4 'den Uc Z olur. Buise Uz Z
kabuliimiizle ¢eligir. O halde U =K olmalidir. Boylece

O=afd(v),u], VuyvelU

elde edilir. Bu ifade agilir ve ad(v) = 0 olmas: kullamlirsa
O0=ad(V)u-aud()
=aud(v), VuvelU

olur. Buradan
ald(v)=(0)

elde edilir. U ¢ Z ve U ¢ Co oldugu igin Sonug 3.5 uygulanarak
a=0veyad(v)=0 VvelU
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bulunur.Eger d(U) = (0) ise Sonug 4.4° den U < Z bulunur. Bu ise U ¢ Z
kabuliimiiz ile geligir. Bylece a = 0 bulunur.

Not : U, R halkasinin bir o-sag Lie ideali ve d:R%R bir tiirev olsun. Bu
durumda W = d(U) + U kiimesi R halkasimn bir o-sag Lie idealidir. Ustelik d°(U)
=0ise W) Wve d((W)=0 dir.

Ispat: u, v e Uvex € Rigin

[d @) +v,xle= [d @), X]s +[V, Xl

={d (), Xlot [u,d ®)]s -[v, dX) s+ [V, x]o
=d([u,xlo) - fu, d @] +[V.x]o
olur. U, o-sag Lie ideal oldugu i¢in d(Ju,x]s) € d(U), [u, d ®)]lc € U, [v,xlc € U
oldugu kullamlarak yukarnidaki ifadeden

[dw+v,xleedU)y+U VuveUVxeR

elde edilir. Boylece
[dU)+U,Rl;, cd)+U
bulunur. Aynca d(U) + U kiimesi toplamsal grup oldugundan d(U) + U kiimesi R
halkasimin bir 6-sag Lie ideali olur.

Simdi d? (U) = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

d(d(U) + U ) = d¥(U) + d(U) =d(U) c d(U) + U

ve
E@dU+U)=ddU))=dU)=0
elde edilir.

O halde bir U, o-sa Lie ideali i¢in d2(U) = 0 olmas: durumunda d (U) ¢ U
kabul edebiliriz.

Lemma 4.6: U, R halkasinin sifirdan farkli bir o-Lie ideali ve d%(U) = 0
olsun. Bu taktirde d(U) < Z dir.



ispat : u € U, x € R igin U, o-Lie ideal oldugundan [ux, ul.€ U olur. (I)
no'lu 6zdeslik kullamlarak, V x € R, Vu € Uigin

[ux, uls= u[x,uls + [u,ujx
=ulxule €U

elde edilir. d(U) = 0 oldugu kullamlarak, Vu € U ve x € Rigin
0= dZ(u [xulg)=d@ (u) [xulet ud ([x,uls)

= &) [x,uls + 2 d (u) d ([x,ulo) +u d¥([xuls )

=2d (wd(xul)
bulunur. R halkasimn karakteristigi 2 den farkl oldugundan
0=d@)d(xuls), YueU,VxeR (11

bulunur. d*(U) = 0 iken d (U) < U oldugundan (11) de u yerine u + d(v), ve U
yazilir ve d*(U) = 0 oldugiu kullamhrsa

O0=d@utd(¥)d(x,u+d ™)

=(d (@) +d ) d (xule +[x, d (V)]
=d (u) (d (Ixuls) + d (Ix, d (V)
=d @ d(xuls)+d@d(x,d V) )
bulunur. Bu ifadenin ilk terimi (11)'den dolay: sifirdir. Boylece
dwd(x,dW)=0, VuvelU VxekR

ve buradan

d@d([x,d])=(©), VxeR VvelU (12)
olur. Lemma 4.5 kullanilarak (12) den

UcZveyad([xd(v):)=0, VxeR VvelU (13)

elde edilir. U < Z ise o zaman d(U) ¢ U < Z oldugundan d(U) < Z bulunur ve
ispat biter. Herx e Rvev e Uigin d( [x, d (V)]s ) = 0 oldugunu kabul edelim.
Bu ifade d*(u)=0 oldugu kullanilirak agilirsa VxeR, VveU igin
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0=[d ®),d (V)] (14)
elde edilir. (14) no’lu esitlikte x yerine xd(u) , u € U yazilir ve () no’lu dzdeslik
kullanirsa |

0=[d (xd (), d W] =[d (x) d @) +xd), d V)
=[d(x) d @), d ™)
=d®) [d (u), d W] +[dx),dW]d@
bulunur. (14)'ten dolayr [d (u), d (v)]o= 0 dir. Boylece yukandaki eitlikten
0=[dx),dW)]d@), VxeR Vuvel
olur ve boylece
0)=[dx),dW]1dU)
ifadesi elde edilir. Burada Lemma 4.5 kullamlirsa
UcZveya[d(x),d(W]=0VxeR VvelU
oldugu goriiliir. Yine U < Z ise d(U) < U c Z oldugundan ispat biter. Herx € R
veu € Uigin [d (%), d (v)] =0 ise, bu durumda
©=[d®,dWl, VvelU
olur. Buraya Teorem 2.1.10 uygulanirsa VveU igin d(v) € Z bulunur ve bdylece
d (U) ¢ Z elde edilir.

Teorem 4.7 : R, karakteristiZi 2 den farklt asal halka , 6 : R—R bir
otomorfizma , d : R—R bir tiirev ve U, sifirdan farkh bir o-Lie ideal olsun. Buna

gore d*(U) = 0 ise bu taktirde U c Z dir.

ispat : U ¢ Z oldugunu kabul edelim. ue U, xeR igin [ux , ulee U
oldugundan

[ux,ule = u [xu]s + [wu] x=u[xul. € U
olur. *(U) = 0 olmasindan, V x € R, V u € Uigin

0=d?(u [xuls) =d (d @) [xuls +ud(xul))

= &) [xule +2d (v) d (xulo ) +u d(xuls)
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=2d @ d(xul)
bulunur. char R#2 oldugundan
O0=d@d(xul), VxeR VuelU (15)
elde edilir. (15) teu yerineu+v, v € Uyazilir ve (15) esitli§i tekrar kullanilirsa
0=d@u+v)d(xutvl)
=(d@)+d @) {d(Ixul) +d(x vls) }
=d (u) d ([x,ulo) +d (u) d ([x,v]s) +d (v) d (Ix,ule) + d (v) d ([x,V]6 )
ve boylece
0=d@d(xvl)+d(v)d(xuls) VxeR Vuvel (16)
bulunur. (16) soldan d(u) ile garpilarak

0=d (ud (Ix,vls ) +d () d (v) d ([x,ul )
elde edilir. Lemma 4.6’ dan d%(U) = 0 iken d (U) < Z oldugu i¢in d(u) € Z olur.
Boylece yukandaki son ifade

0=d @?d ([x,v]e) +d (v) d (u) d (x.ul)
bigimine gelir. (15) ' ten dolay: d (u) d ([x,u]s ) = 0 oldugundan bu ifadeden

d @Ad(x,vls )0 VuveUVxeR 1n
elde edilir. Yani

d (w)’d (IR, Ul) = (0)

olur. Ote yandan [xo (v), vls € [RU]ls dir. Boylece (I) no’lu ozdeslik
kullanilarak,

[xo (v),vle =x[c(v), o (M) ]1+[x vlto (V) =[x vl.o (v) € [R, U]s
elde edilir. (17) de [x,vls € [R, Uls elemant yerine [x,vloo(v) € [R,U], elemam
yazilirsa

0 =d (u)d (Ix,vloo(v)) = d (uyd (Ix,vls)o(v)

+d ) [x,vled(c (V)



elde edilir. (17) 'den d (w)d ([x,v]o ) = 0 oldugundan
d@>*[xvld (c ()=0, Vu,veU,VxeR (18)
esitligi elde edilir. (18) 'de v yerine v+ w, w € U yazilirsa
0=d u)[x, viwld (6 (v+w) '
=d (@ [x, vlc + [x,wls } (d (c () +d (c (W)))
=(d @7 [xvle +d@xwl)([@d(c @) +d(c W)
=d @yx,v}e d(c () +d @)zl d(cW))

+d @)’ [xwls d (o (V) +d @xwls d(o(w))
bulunur. Bu ifadenin ilk ve son terimleri (18) no’lu esitlikten dolay: sifirdir. Boylece
Yy, v,welU, VxeRign

d (@) [xvle d (6W) ) + d @ [x,wl d (6 (")) =0 (19)
elde edilir. (19) sagdan d(o (v)) ile carpilirsa
d (u)’ {x,ved (o (W) d (o (V) + d ()’ [x,wled (6())* =0 (20)

bulunur. Lemma 4.6’dan d*(U) = 0 iken d (U) < Z idi. Ustelik hipotezden do = od
oldugundan d(c(v)) = o(d(v)) ve d(v) € Z olur. ¢ bir otormorfizma oldugundan
o{d(v)) e Z dir. Boylece d(o (v)) € Z bulunur. Bu durumda (20) no'lu ifade

0=d (uy[x,vled (o () d (c (W)) + d (u)[x,w]ed (o (V)
bi¢iminde yazilir. Burada (18) no’lu ifade kutlanilarak

d @?[x,wld (c (v)>=0, YuvweU,VxekR 1
elde edilir. (21) 'de x yerine d ([x,a]o)y, a € U, y € R yazilir ve (17) kullanilirsa
0 =d (u)’[d (Ix.alo)y, wled (6(V))?
=d (u)d ([x,2)e) [y,wled (6 (W)+ d ()’ [d ([x,2]c ), Wl y d (o (V))?
ve buradan

0 =d (uyld (Ix.als), W] y d (o (V) (22)



bulunur. (22) no’ lu ifade agilir ve (17) kullanilirsa Va, u, v,w €U,V x, y € Rigin
0=d (u)d ([x,2]s) wy d (o (V)) + d (uw d (Ix,a]e )y d (6 (V)Y

=d (upw d ([x,a]s) y d (o (V))?
ifadesi ve béylece

d Wwd ([x,a])) Rd (c(v))? =0, Vauv,welU,VxeR
elde edilir. R asal halka oldugundan, Va,u,v,w €U, VxeR igin
d(uy w d([x,a]s) = 0 veya d(c(v))*=0 (23)

bulunur. Simdi kabul edelim ki V v € U igin d(o(v))? = 0 olsun.Bu durumda
hipotezden do = ad oldugundan

0=c@(M)ocd™=c@d@.dV))=c(d )
olur. o (d (v)?) = 0 ve o nin R nin otomorfizmas: oldugu kullanilirsa
d®)?=0 VveU
elde edilir. Bu durumda (23) no'lu ifadeden V a,u,v, w € U,V x € R igin
d @yw d ([x,alo) = 0 veya d (v)*=0
bulunur. Simdi kabul edelim ki Vu,w,a € U, VxR igin d(u)®w d([x,als )=0. Yani
dWPUd(xal)=0,VuvelU VxeR
olsun. U ¢ Z kabul ettifimiz i¢in Lemma 4.2'den U & Co olur. Sonug 3.5 den
| d@u)? =0veyad(fx,al,)=0, VxeR, Vuvel (24)
bulunur. Her ueU ig¢in d(U)? = 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda Vu, veU
i¢in '
0=d @utvp=(d@+d W)y
=d@’+d@d V) +dv)d@)+d >
= d(u) d(v)*+d(u) d(v)



ve burada Lemma 4.6 kullanilirsa
0=2d@d()
elde edilir. charR+2 oldugundan, V v € U igin
@®=ddM®
bulunur. Lemma 4.5 den
UcZveyad(v)=0, VvelU
olur. Vv € Uigind (v) =0, ise d(U) = 0 < Cooldugundan Sonug 4.4 den U Z
olur. Boylece her iki durumda da U < Z olur ki bu U ¢ Z kabuliimiizle celigir.

O halde d (U)? # 0 dir. Bu durumda (24) ’ten

d([xals)=0 VxeR, VaecU (25)
bulunur. Yani
d (R, Uls)=(0) (26)

elde edilir. x €R ve ueU igin [xo (u), uls € [R,U]s ve [xo(u), uls = x[o(u), o(u)}
+ [x,uls0(u) = [x,ulsC (u) € [R,U] , olur. Béylece (26) no’lu esitlikten
0=d ([x,uloc (W) =d ([x,uls ) 6 () + [x,uls d (G (W)
ifadesi elde edilir. Burada (25) no’lu egitlik kullamlarak
[xuled(c@)=0 VxeR VueU 27
bulunur. (27) 'de x yerine xy,y € R yazilir ve (27) no’lu esitlik kullanilirsa
0 = [xy,uled (o ()
= x[y,ulsd (6 (W) + [x,u] y d (o (u))
=[xulyd(c ()
olur ve boylece
[xul]Rd(c))=(0), VxeR, V;u eU
elde edilir. R asal halka oldugundan
[xu]=0 veya d(c(u))=0, VxeR VuelU
bulunur. od = do olmasi kullanilarak



ueZ veya du)=0, VuelU
elde edilir. K = {ueU |ueZ} ve L = {ucU | d(u) = 0} alt kiimelerini tammlayahm.
K ve L, U 'nun toplamsal iki alt grubudur ve U= KUL dir. Onerme 1.23’den U=K
veya U =L olmahdir. Eger U=K ise U c Z olur ki bu U ¢ Z kabuliimiizle celigir.
O halde U = L olmalidir. Boylece d(U) = 0 < Co ise Sonug 4.4’den U c Z
oldugundan, bu da kabuliimiizle gelisir. Bu ise bize kabultimiiziin yanls oldugunu
verir.Yani U c Z olmaldur.
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