T.C.
CANAKKALE ONSEKIiZ MART UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
FiZiK ANABILIiM DALI

KARA DELIiK COZUMLERI

YUKSEK LiSANS TEZIi

HAZIRLAYAN
I. Seving TUNCEL

DANISMAN
Doc. Dr. ihsan YILMAZ

CANAKKALE - 2004



T.C.
CANAKKALE ONSEKIiZ MART UNIVERSITESI
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
FiZiK ANABILIiM DALI

KARA DELIK COZUMLERI

YUKSEK LiSANS TEZIi

HAZIRLAYAN
I. Seving TUNCEL

DANISMAN
Doc. Dr. ihsan YILMAZ

CANAKKALE - 2004




Canakkale Onsekiz Mart Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii

Miidiirliigiine,

Bu arastirma, jiirimiz tarafindan Fizik Anabilim Dalinda Yiiksek Lisans

Tezi olarak kabul edilmistir.

Baskan :

Uye

Kod No :

Yukaridaki imzalarin adi gegen 68retim iiyelerine ait oldugunu onaylarim.

Enstitii Miidiirii



ICINDEKILER

OF.....oooooeeeeee et |
ABSTRACT ...ttt ettt et e st e e te e a e e st e et e s teesteenteaneesreenes ]
SIMGELER VE KISALTMALAR........cccoiiiieeeeeee e, Il
SEKILLER DIZINI ... e, v
| I 1 21 TR 1
2. TEZIN KONUSU VE AMACLH....ccccieeiituuiieineeennerernneeerneeesnesesiessssnnsesnnnns 6
3. ONCEKI CALISMALARL.......cuiiuiitietireennenernererereeneereeseeseessessesesnnnens 7
4. MATERYAL VE YONTEM......ccuttiruietnieeerneenerneesneesessneesesseesnessessnnes 9
4.1.Kara Delik COZUMIETT .....c.veuiiiiieeeiereee e sa s e 9
4.1.1 Schwarzschild COZUMD ......c.eoiiiiieieccre e 10
4.1.2.Reissner —Nordstrom Cozimdi ............... Hata! Yer isareti tammlanmams.2
4.1.3. Kerr COZUMU ...covvveeeiiieiiiie e Hata! Yer isareti tammlanmamis.4
4.1.4 Kerr-Newmann COzUMU .........cccoeevernee. Hata! Yer isareti tammmlanmamus.1
5. ARASTIRMA BULGULARI.....ccccittiiiiuiiiiiiiniieiietnienteessscssnssssscnssnsonss 23
5.1 Einstein Alan Denklemleri............ooiiiii i, 23
5.2 Alan Denklemlerinin COzZUMIEIT.........oe i e 24
6. SONUC VE ONERILER ......ovueerererereereresesesesssesessssssssssessssssssssasssessssssssessssssssssess 27
[0 771 0 L 29
SUMMARY ..uiitiiiiiiiieiieintietentessesentessessssnssnssssessnsansesssssnsessssssssnssnsnns 30
TESEKKUR.....ovuiiiiiiiieitiiieeerteetneeserneesnesseesnessssneesnssseesnesssesnsssnesnns 31

KAYNAKLAR ..o iiiiiiiiiiiiiieieitiieetetttaetteeeattactacessncsassscsssnscncnnns 32



oz
Bu c¢alismada, baz1 kara delik ¢Oziimleri verilmistir. Sonra da evrenin ilk
anlarinda ortaya ¢iktig1 varsayilan ve 1-boyutlu nesneler olan yiiklii sicim bulutunun,

statik kiiresel simetrik bir y1ldiz modelinde kara delik olusumu incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kara Delik, Konformal Kollinasyonlar, Sicim



ABSTRACT
In this study, some black holes solutions has been given. Then black hole
formation of the charged string cloud, one dimensional object and assumed that they

occured in the initial ages of the universe, has been studied.

Key Words: Black Holes, Conformal Collinations, String
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SIMGELER VE KISALTMALAR

i)  Signatir -2 (-, -, -, +)’ dir.

ii) ('), (") swrasiylar’ye gore birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerdir.

iii) a,b,1i,k, 0,p,p, valtindisleri 1, 2, 3,4 degerlerini alirlar.

iv)  p, X, y,z altindisleri sirasiyla p, x , y ve z’ ye gore tlirevleri gosterir.

v)  (; ) kovaryant tiirevi gosterir.

III
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1. GIRIS

Bilindigi gibi yildizlarda insanlar gibi dogarlar, biiyiirler ve oliirler. Bir yildizin
evrimini (dogma, biiyiime ve Olme) onun ilk kiitlesi belirlemektedir. Yildizlarin
evrimleri i¢in gerekli olan enerji termo-niikleer reaksiyonlar sonucu iiretilmektedir.
Termo-niikleer reaksiyonlar, yildizin basincina ve dolayisiyla sicakligina baghdir.
Bilindigi gibi ideal gaz yasasina gore basing ile sicaklik arasinda dogrusal bir iligki
vardir. Yani yildiz igindeki basing artik¢a sicaklikta artmaktadir. Bu yiizden termo-
niikleer reaksiyonlar sonucu yildiz enerjilerini saglayan elementler yanma sirasina gore,
H (Hidrojen), He (Helyum), C (Karbon), O (Oksijen) ve Si (Silikon) dur. Yildiz
cekirdeklerindeki bu termo-niikleer reaksiyonlar Fe (Demir) atomuna kadar devam

etmektedir.

Kiictik kiitleli yildizlar ¢ok yavas evrim gegirirler. Bu tip yildizlarm H
(Hidrojen) yanmasini baslatabilmek i¢in gerekli olan sicaklik ve basinci olusturmalari
cok zaman alir. Termoniikleer tepkimeler basladiginda da yakiti tilketme hizi ¢ok
yavagtir. Bunun tam tersine biiyiik kiitleli yildizlarin evrimi hizla gergeklesir. Yildizin
merkezinde hidrojen yanmaya basladiginda yildiz dengeye ulasir. Bu denge ¢ekimsel
¢okmenin gaz basincina esitlenmesiyle saglanir. Merkezde hidrojen yandikca helyum
olusur ve buradaki hidrojen bir siire sonra biter. Bu asamada denge bozulur ve ¢ekimsel
¢okme merkezde helyum yakabilecek sicaklik ve basing saglanincaya kadar tekrar
baslar. Merkezde hidrojen yanmaya basladiginda y1ldiz Kirmizi1 Dev asamasindadir. Bir
siire sonra bu helyumda biter. Yildiz kararsiz hale gelir ve genlesip biiziilmeye baslar.

Bu genlesip biiziilmelerle yildiz kiitlesinin biiyiik boliimiinii uzaya firlatir.

Kiictik kiitleli yildizlar yagamlarinin sonunda arkalarinda gezegenimsi bulutsu
birakirlar. Daha fazla niikleer yakiti kalmaymca da Gezegenimsi Bulutsunun
merkezindeki 6l yildiz biiziilmeye baslar. Bu siire¢ sonunda ortaya ¢ikan yozlasmis
elektron basinci yildizin daha ¢ok biiziilmesini Onler. Yozlasmis elektron basinci,
kiitlesi giines kiitlesinin 1.4 kat1 kadar olan 6lii yildizlarin basincini dengeleyebilir.

Boyutlarinin kiiciikligiinden dolayr bu yildizlara Beyaz Ciice adi verilir. Tiim beyaz



clicelerin kiitlesi 1.4 giines kiitlesinden kii¢iik olmalidir. Bu sinira Chandrasekhar Sinir1

denir.

Biiytik kiitleli yildizlar Kirmizi Dev evresine geldiklerinde merkezlerinde
Hidrojen ve Helyum yakmaktadirlar. Ama biiylik kiitleleri nedeniyle daha yiiksek
diizeydeki termoniikleer tepkimeleri de baslatabilirler. Biiyiik kiitleli bir y1ldizin basinci,
merkezdeki sicakligi 700 milyon dereceye kadar yiikseltir ve Karbon yanmasi baslar.
Daha sonra sicaklik 1 milyar dereceye ulastiginda Oksijen yanmaya baglar. Her iki
durumda da tepkimeler ¢ekirdekte Karbon ve Oksijen tiikeninceye kadar siirer. Oksijen
yanmasinin artigr silikondur. Basing merkezdeki sicakligt 3 milyar dereceye
yiikselttiginde Silikon yanmaya baglar. Silikon artigi Fe (Demir)’dir. Ama Demir,
merkezdeki sicaklik ve basing ne olursa olsun termoniikleer tepkimeye girmez. Bu
nedenle biiyiik kiitleli bir yildiz yasaminin sonuna dogru demirce zengin bir ¢ekirdek ve
cevresinde ¢esitli termoniikleer tepkimelerin devam ettigi ince katmanlardan olusur. Bu
demir c¢ekirdegin kiitlesi 1.5 gilines kiitlesine ulastiginda olusan basing altinda
elektronlar demir atomu ¢ekirdeklerinin igine itilir. Elektronlarla protonlar birleserek
notron olusturur. Yildiz siddetle ¢oker. Coken ¢ekirdekten yayilan sok dalgasi disari
dogru yayilirken yildiz tlimiiyle pargalanir. Y1ldiz bir Siipernova olmustur. Sonug olarak
biiytlik kiitleli bir yildizin ndtronca zengin c¢ekirdegi kiiclik bir hacme sikistirildiginda
yozlagmis ndtron basinci olusur. Bu basing daha fazla biiziilmeye engel olur. Olii y1ldiz
bir Notron Yildizina doniismiistiir. Yozlagmis ndtron basinci, kiitleleri giines kiitlesinin
2.5 katindan daha c¢ok olan yildizlarin basincim1 dengeleyemez. Bu nedenle nétron

yildizlarinin kiitleleri bu sinir degerinden kiiciik olmak zorundadir.

Giines kiitlesinin 2.5 katindan biiyiikk olan yildizlar oliimleri sirasinda ¢ok
bliyiik ¢cekimsel ¢okmeye ugrarlar. Bu nedenle 6lmekte olan yildiz kendi basinci altinda

¢oker, biiziiliir. Olii y1ldiz bir Kara Delige déniismiistiir.

Simdi gravitasyonel ¢cokmeyi ve bu ¢cokme sirasinda olugan olaylari

inceleyelim.

Yildizlarin yasamlarini onlarin baslangig kiitleleri ve dolayistyla gravitasyonel

¢okmeleri belirlediginden dolay1 gravitasyonel ¢okmeyi incelemek i¢in karsilikli olarak



sadece gravitasyonel olarak etkilesen parcaciklardan olugsmus kiiresel simetrik bir toz
bulutunu g6z ontline alalim. Boyle bir sistemin i¢inde basing sifirdir ve bu yiizden sistem
dengede degildir. Baslangi¢ sartlarina bagli olarak bu tiir bir bulut ya biiziilecek yada
genisleyecektir. Schwarzschild uzay-zamaninda uzaktaki bir gozlemci tarafindan
goriilen bulut yaricapinin zamanla degisimi (yani cap dogrultusundaki zamansal

goedezikler)

=7/
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dt ¢ l=r,/r

denklemi ile verilir. Bu denklem Oppenheimer-Snyder tarafindan asagidaki sekilde

¢Ozlilmiistiir.
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gostermektedir. Uzaktaki bir gézlemciye gore bulut yiizeyinin gravitasyonel yarigapa

biizlilmesi i¢in sonlu bir zaman gegecektir.

Yiizey ile birlikte hareket eden bir gozlemci, bu islemi farkli gorecektir. Bu
gozlemcinin saatine gore bulut ylizeyinin gravitasyonel yaricapa ulastiktan sonraki

zaman sonludur ve asagidaki bagintiya esittir.
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Yiizeyle birlikte hareket eden bir gozlemciye gore biiziilme islemi bulut
yarigapt sifir, bulut yogunlugu sonsuz olana kadar devam edecektir. Bu son safthada
sadece yogunluk degil aynm1 zamanda uzayimn egriligi de sonsuza gidecektir. Egriligin

sonsuz oldugu bu uzay-zaman bolgesine Tekillik (singularite) denir (Sekil 1).

Uzaktaki bir gozlemci i¢in (Sekil 2), gravitasyonel kuvvetlerin sebep oldugu
biiziilme islemi, sonsuz bir zamandan sonra yarigapt gravitasyonel yarigapa esit olan
kiiresel simetrik bir nesnenin olusumuna sebep olacaktir. Bu tiir bir nesneye Kara Delik
denir. Bu tiir bulutun daha sonraki evriminin ne olacaginin bilinmesi i¢in uzak bir
gbzlemci yerine bulutla birlikte hareket etmek gerekir. Boyle oldugunu diisiinecek
olursak bu tiir bir bulutun i¢indeki gravitasyonel alan Friedman metrigi ile disindaki

alan ise Schwarzschild metrigi ile tanimlanmaktadir.

Schwarzschild ve Kruskal koordinatlar1 arasindaki iliskiyi kullanirsak bulutun
evrimini genisletilmis Schwarzschild uzay-zamaninda gorebiliriz. r=r, yilizeyi uzay1
tamamen farkli 6zellikli iki bolgeye ayirmaktadir (Sekil 4). Bu yiizden bulutun evrimini

Kruskal diyagraminda gdstermek uygundur.

L. bolgede (r>1,) (Sekil 4) uzaktaki bir gdzlemciye bilgi gidebilir. Halbuki bu
durumda II. bolgeden (r<ry) I. bolgeye bilgi akis1 yoktur. r=r, smrt null yiizeydir.
Bunun anlami ise her bir noktada bu yiizey 1s1k konisine tegettir. Bu tiir 6zelliklere
sahip yilizeye Olay Ufku denir. I. bdlge statik bolgedir ve bu bdlgede zamansal Killing

vektorleri olusur. II. bolge statik degildir ve bu bdlgede bu tiir bir vektor olugmaz.

Merkezden c¢ap dogrultusunda uzaga gonderilen 151k sinyalleri giiclii
gravitasyonel alanda biikiiliir ve merkeze dogru geriye doner. Hatta biitiin zamansal
geodezikler ve cizgiler daha fazla egilir ve bunlar sonlu 6z zamandan sonra merkez

tekilligine yonlenirler.



Rokette hareket eden bir gozlemciyi diisiinecek olursak (Sekil 4), eger
gozlemci II. bolgeye girecek olursa asla bu bolgeden ¢ikamayacaktir. Ciinkii, sonlu bir
zamandan sonra, roket gravitasyonel alan tarafindan hizli bir sekilde merkezi bir
tekillige cekilecektir ve disaridaki bir gézlemci bu gozlemci hakkinda hicbir bilgi sahibi
olamayacaktir. Bulut ile birlikte hareket eden (komoving) gozlemcinin bakis agisindan
bakilacak olursa, kiiresel tozun gravitasyonel c¢okmesi esnasinda iki durum ayirt
edilebilir. Birincisi, bulut olay ufku (horizon) oluncaya kadar biiziiliir ve bu olusum
zamani higbir sey tarafindan ayirt edilemez. ikinci basamak biiziilmedir ki bunun
sonunda yildiz merkezinde gercek fiziksel tekillik olusur. Yani yogunluk ve egrilik
sonsuza yaklasir. Kiiresel simetrik toz bulutunun ¢ékmesi durumunda sadece merkezi
kismin ¢okmesi géz Oniline alinmaktadir ve yildiz tarafindan olusturulan basing ve
isinim  boslanmaktadir. Eger 1si1nim ve basing boslanmayacak olursa, bu durumda

yildizin adyabatik ¢okmesi goz oniline alinmalidir. Bu durum, burada incelenmeyecektir.



2. TEZIN KONUSU VE AMACI

Evrenin ilk anlarindaki fiziksel durum kozmolojinin ¢6ziim bekleyen 6nemli
problemlerinden biridir. Biiyiik patlamadan sonra evrenin bir¢ok evre gecirdigi ve bu
evre gecisleri sirasinda monopoller, domainwalls ve sicimler gibi cesitli topolojik
yapilarin oldugu bilinmektedir (Kibble, 1976). Bu topolojik yapilardan sicimler,
kozmolojik agidan ¢ok oOnemlidir. Ciinkii, evrenin ilk anlarinda sicimlerin varligi

bugiinkii gézlemlerle ¢elismemektedir.

Bilindigi gibi evrende madde dagiliminda bazi kiimelesmeler vardir. Yildizlar
galaksilerde, galaksiler kiimeler i¢inde ve kiimeler siiper kiimeler i¢inde gruplasmuistir.
Evrenin ilk anlarinda ortaya c¢iktigina inanilan 1- boyutlu nesneler olan sicimlerin
evrenin ilk anlarinda gravitasyonel mercekler olarak etki yaptiklarma ve galaksi

olusumuna yol agan yogunluk degisimlerine sebep olduklar: diisiiniilmektedir.

Bunlara ilave olarak sicimlerin evrende olusan ilk kara delik olusumlarina

sebep olduklarina inanilmaktadir (Vilenkin ve Shellard, 1994).

Bu c¢alismanin amaci; kiiresel simetrik bir uzay-zamanda yiiklii sicimler ele
alinarak FEinstein alan denklemlerini elde etmek ve denklemlere tam c¢oziimler

arastirmak ve ayni zamanda bu sicimlerin kara delik olusum 6zelliklerini incelemektir.

Einstein Alan Denklemleri 10 tane ikinci mertebeden lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemden olustuklari i¢in bunlarin tam ¢oziimlerini elde etmek oldukca
zordur. Bununla birlikte bu denklemlerin ¢oziilmesinde uzay-zamanin ve/veya madde

enerji dagiliminin sahip olabilecekleri simetriler biiyiik kolaylik saglamaktadir.

Bu nedenle bu calismada denklemlere ¢dziimler bulmak i¢in uzay-zaman
geometrisine ait konformal simetriler kullanilmistir. Elde edilen ¢éziimlerin geometrik

ve fiziksel ozellikleri tartigilmistir.



3. ONCEKIi CALISMALAR

Genel Relativite Teorisi, yaymlandigi 1915 yilindan beri evrenin global
Olcekteki yapisini biiyiik bir hassasiyetle izah edebilen en tutarli teoridir. Bu teorinin
temel denklemleri olan ve Einstein alan denklemleri olarak adlandirilan denklemlere
yeni ¢oOziimler bulmak ve bunlari yorumlamak temel bilimcilerin hala iizerinde
durduklar1 6nemli birka¢ konudan biridir. Bu denklemler, 10 tane ikinci mertebeden
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerden olustuklar: i¢in onlarin exact (tam)
¢Ooziimlerini elde etmek olduk¢a zordur. Bununla birlikte, bu denklemlerin
¢oziilmesinde uzay-zamanin ve/veya madde-enerji dagiliminin sahip olabilecekleri
simetriler biiyiik kolaylik saglar (Hawking ve Israel, 1979; Kramer, et al, 1980). Bu
simetrilerden bazilar1 geometriye ve/veya madde-enerji dagilimina iliskin konformal

simetrilerdir.

Bir metrik uzaydaki bazi geometrik nesnelerin X“ = x* + &£“(x”) doniisiim

altindaki davraniglariyla belirlenen bazi 6nemli simetri Ozellikleri vardir. Bu
simetrilerden bircogu fiziksel ve/veya geometrik anlama haizdirler. Bu nedenle,
Riemann uzayinda tanimlanmis olan Einstein alan denklemlerinin ¢6ziimlerinin
bulunmasinda Riemann wuzayma ait simetri Ozelliklerinden yararlanilmasi ana

yontemlerden biridir.
Konformal simetriler;
£8ab = W(X) Qb (1

seklinde tanimlanan bagmntilardir. Burada wy(x®) skaler fonksiyon, g,, Riemann

: ) 0 : s ;
uzaymda tanimli metrik tensor ve £ = & (xb)p simetriyi doguran vektor alanidir.
X

££gup, gap metrik tensoriin & vektor alni yoniindeki Lie tiirevi olup;

A
£é gab = llm;[gab _gab]

&0



seklinde tanimlanir. Burada g,, c¢izgili koordinatlardaki metrik tensordiir. Eger
v,,#0 ise &“ya Konformal Killing vektor; y,,=0 ve y, #0 ise £“ya Special
Konformal Killing vektor, y,,=0 ise &“ya Homotetik vektor ve w =0 ise &“ya

Killing vektor denir.

Bu simetrilerle ilgili olarak, bir¢ok onemli aragtirma yapilmistir. Bunlardan
madde-enerji dagilimina iligkin olanlardan bazilar1 homotetik vektér (HV) kabul eden
ideal akigkanlar (Cahill ve Taub,1971; Wainwright ve Yaremovich,1976; Mclntosh,
1976), konformal killing vektorler (CKV) kabul eden ideal ve anizotropik akiskanlar
(Herrera, et al.1985; Herrera ve Ponce de Leon,1985; Maartens, et al.1986), konformal
killing vektorler (CKV) ve inheritance simetriler kabul eden anizotropik akiskanlar
(Mason ve Tsamparlis,1985; Mason ve Maartens,1987; Saridakis ve Tsamparlis,1991;
Coley ve Tupper,1989) ve uzay-zaman simetrilerine iliskin bazilar1 da inheritance
konformal killing vektorler (ICKV) (Coley ve Tupper,1990a; 1990b; 1990c¢; Coley,
1991; Coley ve Czapor,1992; Duggal,1993; Carot, et al.1994) ve egrilik inheritance
simetrilerdir (CIS) (Duggal,1992; Sharma ve Duggal, 1994).

Sicimlere ait simetri Ozellikleri ise g¢esitli arastirmacilar tarafindan
incelenmistir (Yavuz ve Yilmaz, 1997; Yilmaz ve ark, 1999; Yilmaz, 2001; Baysal ve

ark,2002; Baysal ve Y1lmaz,2002).

Yiikli sicimlerin silindirik simetrik uzay-zamanda kara delik olusumu Kim, et
al.(1997) tarafindan, sicimlerin Schwarzschild tipi Kara Delik olusumu Akhmedov

(2000) tarafindan incelenmistir.



4. MATERYAL VE YONTEM
4.1. Kara Delik Coziimleri

Gravitasyonel etkilesmeleri ve dolayisiyla biiyiikk olgekte evrenin yapisini

aciklayan genel relativite teorisinin temel denklemleri olan Einstein alan denklemleri;

1
G, R, - EgWR +Ag,, =-1T, 2

uv

seklindedir. Burada

g,, : Uzay-zamanin metrik potansiyeli olup simetrik (g, = g,,) bir tensort,

T,, :Kozmik madde dagilimini tanimlayan enerji-momentum tensord,

G, :Uzay - zamanin geometrisini veren Einstein alan tensori,

R, :Ricci tensord,

R :(g" R, )Ricciskaleri, A :Kozmolojik sabit,

¥ (ﬁ) sabittir.
c

Bu alan denklemlerinin sol yani uzay geometrisiyle sag yani ise madde ve
madde dagilimiyla (enerji-momentum tensorii ile) ilgilidir. Bu denklemler, ikinci
mertebeden lineer olmayan karmagik kismi diferansiyel denklemlerden olusan bir
sistem olduklarindan c¢o6zlimleri olduk¢a zordur. Bu yiizden geometri kismina
homojenlik, izotropi, kiiresel, silindirik, diizlemsel simetri, durum denklemi gibi bazi
0zel fiziksel ve matematiksel kosullardan biri, birkag¢1 veya bunlarin bir kombinasyonu
yiiklenerek; madde ile ilgili kismada vakum, ideal akigskan, viskoz akigkan, 1s1 akisi,
elektromanyetik alan ve sicim gibi fiziksel niceliklerden bir, birkagi veya bunlarin bir

kombinasyonu eklenerek ¢ozlimleri elde edilmeye ¢aligilir.

Bu baglamda, kiiresel simetrik ve silindirik simetrik uzay-zamanlar igin

Einstein alan denklemlerinin sirasiyla vakum ve manyetik alanli ¢oziimleri elde



edilerek, cesitli kara delik ¢dziimlerinin nasil bulundugu hakkinda bilgi vermeye

calisalim.
4.1.1. Schwarzschild Coziimii

Statik kiiresel simetrik uzay-zaman i¢in yay elemant;

ds® = '"di* — " Vdr? — r*(d0* +sin’ 6dp?) (3)

seklindedir. Burada v ve A, r’ ye baghh fonksiyonlardir. /7,0,¢,t] ise kiiresel

koordinatlardir.

(3) denklemiyle verilen statik kiiresel simetrik yay elemani i¢in metrik tensoriin

bilesenleri agagidaki sekildedir.

-0 0 0
—7? 0 0
= 4
Eu 0 0 -—r*sin’d 0 @
0 0 0 e’

Einstein alan denklemlerinin sag tarafindaki enerji-momentum tensorii  T,,=0

almarak (2) ve (3) denklemlerinden G", Einstein alan tensoriiniin bilesenleri:

afvo1 1
Gll=—€ 1(74"'—2)4‘]/—2:0 (5)
12 r_ar I
A e FR I Y G L P (6)
2 2 r 2
(1A 1
G:=—e l(r—z—?j'Fr—z:O (7)
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seklinde bulunur. Burada () ve (°’) sirasiyla r’ ye gore birinci ve ikinci mertebeden

tiirevleri gostermektedir. (5) ve (7) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilirsa

A+v'=0 (8)
elde edilir. Bu denklemin integrali alinirsa

A= —v 9)

bulunur. Burada integral sabiti r—o i¢in asimptotik diizlik elde etmek igin sifir

alinmistir.  (7) ve (8) denklemi;

d (-
E(e- r)=1 (10)

seklinde yazilabilir. (10) denklemini ¢6ziimiinden de;
et =1+21 (11)

elde edilir. Burada c; integrasyon sabitidir. Bunun degeri de smir sartlarindan ve
Newton potansiyelinden (yani V>¢p=0 ile verilen Laplace denkleminin ¢dziimii olan

p=1- 26M ) yararlanilarak;
r

¢ =-2GM (12)

olarak elde edilir. Burada M, gravitasyonu olusturan cismin kiitlesi ve G, gravitasyonel

cekim sabitidir. (9), (11) ve (12) denklemlerinden e""’ ve e*” fonksiyonlarinin

ifadeleri;

_2GM

r

) = oA — 1

(13)
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seklinde elde edilir. Bulunan (13) ifadesi (3) de yerine yazilirsa;

_(1_2G_M)d2_(1_2G_M) 'dr? —r*(d0 +sin’ 6dg*) (14)

seklinde Schwarzschild ¢6ziimii elde edilir.

4.1.2. Reissner —Nordstrom Coziimii

Yiiklii kara delik ¢6zlimii elde etmek i¢in (2) denklemiyle verilen Einstein alan

denklemlerinin sag tarafindaki madde yerine
1 op
Ty == F B —— gy FpF (15)

elektro-manyetik  alan1 temsil eden enerji-momentum tensérii alimir. Burada Aj;

kovaryant dortlii-potansiyeller olmak iizere,

aA OA.
! —L 16
= o o (16)

seklinde tanimlanan elektromanyetik alan tensoriidiir. Elektro-manyetik alan i¢in

A; = (0,0, 0, £ ) seklinde segilirse, (2), (3) ve (15) denklemlerinden; Einstein alan
r

denklemi bilegenleri
eﬂ(i+i2j—i2:—E2 (17)
ror r
2 ’ ' ZY
2 2 r 2

12



_el[L_E}L:Ez (19)

elde edilir. Burada E, elektrik alan yogunlugudur. (17) ve (19) denklemleri taraf tarafa

cikarilirsa

A+v'=0 (20)
elde edilir. Bu denklemin integrali alinirsa

A=-v (21)

bulunur. Yine burada integral sabiti »—co i¢in asimptotik diizliik elde etmek icin sifir

alimmustir. (19) denkleminin integralinden;

2
e*‘=1+ﬂ+Q—2 22)
r r

elde edilir. Burada ¢, integral sabiti olup, Q ise yiik yogunlugudur. (21) ve (22) den;

2

_A(r C

e’ — M 14y Q_2 (23)
r r

seklinde elde edilir. (23) denklemi (14) denklemindeki Schwarzschild metrigi ile
karsilagtirilirsa ¢; = -2GM elde edilir. Bu ifade (23) de yerine yazilirsa;

2
26M + Q—2 (24)
r r

) = M

elde edilir. Bulunan (24) ifadesi (3) de yerine yazilirsa

13



2GM  O? 2GM  Q*
2_ - 2 g - 2 N g2
ds® = ( —+ ydt* —( — rz) dr 25)

—r*(d6* +sin” Gdp*)
yiiklii kara delikler icin Reissner-Nordstrom ¢oziimii elde edilir.

4.1.3. Kerr Coziimii

Silindirik simetrik uzay-zaman i¢in yay elemani,
ds® = fdt’ - 2kdtdp — ld¢* — " (dp® + dz*) (26)

seklindedir. Burada (p, z, ¢, t) silindirik koordinatlar olmak iizere f, k, [ ve u metrik

potansiyelleri ise p ve z koordinatlarina baghdir.

Bosluk i¢in (7, = 0) Einstein alan denklemleri;

R =0 (27)
seklindedir. (26) metrigi i¢in (27) denkleminin {i¢ bileseni asagidaki sekilde elde edilir.

2¢"D"'Ry, = (D' f,), +(D™'f), + D7 f(f, 1, + fil.+k,+k)=0 (28 a)

—2¢"D™'Ryy =(D"'k,) , +(D'k,), + D7k(f,, + f.l.+k.+k)=0 (28D)

—-2¢"D'R,, = (D’llp)p +(D7'L), + D’3l(fplp + fl+ ki +k)=0  (28¢)
(28 a ,b, c¢) denklemlerinden;

e"D(IR,, —2kR,; — fR,;) = D, +D_ =0 (29)
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denklemi bulunur. (29) denkleminin sag tarafi yani Laplace denklemi ¢dziiliirse;

D(p,z)= (clekp +c,e™ XA sin kz + Bcoskz) (30)

elde edilir. Herhangi bir kompleks fonksiyon reel ve sanal kisma ayrilabildiginden

yukaridaki fonksiyon Z(p+iz) seklindeki kompleks bir fonksiyonun reel kismu,

E(p,z) ise sanal kismi olsun. Yani;
D (p+iz) = D(p,z)+iE(p,z)

olsun. Cauchy-Riemann esitliginden (8_u = v
Ox Oy

bulunur. ( p,z) sisteminden (p,z) sistemine

p=D(p,z),z = E(p,z)

bagintilart ile gecilecek olursa, (32) denkleminden;

(dp)* + (dz)’ =(Df, +Ei)(dp2 +dz%)

€2))

ou

== _@) ve (31) denkleminden
ov ox

(32)

(33)

(34)

elde edilir. Bu denklemden (dp2 +dz’ ) > yi ¢ekip her iki tarafi e ile ¢arparsak

m 2 2\-1
e’ =e(D,+E))

elde edilir.

(35)

Tim f,k,l,u fonksiyonlarmin (p,z)’ye bagl oldugunu varsayilir ve (33)

denklemi kullanilirsa;

15



D’ =fl+k’ = p’ (36)

elde edilir. Einstein alan denklemlerinin diger terimleri;

2Rll :_ll’lpp_luzz—i_pil/’lp+p72(fplp+ki):0 (37 a)
- |

2R, = p i +Ep 2(fplZ +f.0,+2k k.)=0 (37 b)

2R22 :_ﬂpp_ﬂzz+p_l/’lp+p_2(j;lz+kzz):O (37 C)

seklinde elde edilir. Burada;
fk=w (38)
seklinde tanimlanip, bu denklem ve (36) denklemi (28 a,b) denklemlerinde kullanilirsa,
fUpt fatp [ fo =24 p [0, +@])=0 (39 a)
f(a)pp+a)zz+p"1a)p)+2fpa)p+2fza)z:O (39 b)

denklemleri elde edilir. Denklem (37 a) dan (37 ¢) cikarilip, (36) ve (38) denklemleri

kullanilirsa;
_ 1 _ 1 _
u,=-f 1fp+5pf2(fp2—f22)—5p (el —ol) (40 a)
elde edilir. (37 b)’ de (36) ve (38) kullani1ldiginda da;

wo=—f"forpf - p o0, (40 b)

16



elde edilir. (39 b) denklemi;

(p ' fl@,),+(p fl@,). =0 (41)
seklinde yazilabilir.
up = _pflfza)z > Z’tz = pilfza)p (42)

sekilde tanimlanip (39 ) da kullanilirsa;

szf—fpz—fzz+ui+uf:0 (43 a)

bulunur. (42) deki u fonksiyonu i¢in Laplace denklemi ve (42) denklemi kullanilarak;

szu:2fpup+2fzuz (43 b)

elde edilir. (40 @,b) den de;

S 1
upzapf 2(fp2 —ff)+§pf 2(uz—ui) (44 a)
p, =pf > f, +pf>(u,u,) (44 b)

bulunur. Herhangi bir H kompleks fonksiyonunu,
H=f+iu (45)
seklinde tanimlayalim.

(ReH)V’H = H + H (46)

17



seklinde olur. Burada V? silindirik koordinatlardaki Laplace operatdriidiir.

Bilinmeyen H fonksiyonunu baska bir bilinmeyen & fonksiyonu cinsinden;
H = el (47)

seklinde tanimlanabilir. (46) ve (47) denklemlerinden;
(EE*-DV?E=25*(5 +&D) (48)

elde edilir. Burada & * £’ nin kompleks eslenigidir. (p,z) silindirik koordinatlardan

speroidal (x,y) koordinatlara

p=( D201y 2=y (49)
dontistimleriyle gecilebilir. (49) dan x ve y i¢in ¢ozersek;

RY =[p? + z217]? (50 a)
bulunur. (49) ve (50 a) kullanilarak x ve y;

%= %(R(Jr) +R(7)), y= %(RH) _R(*)) (50 b)

seklinde bulunur. (48) denklemi x ve y cinsinden;

(EE*-D|(x* =D&, +2x&, +(1-1)E,, — 208, ]

51
=26* [ -ng + -] -

18



seklinde yazilabilir. (48) ve (51) denklemleri (39 a, ) Einstein alan denklemlerinin

Ernest formlaridir. (42) ve (44 a, b) denklemleri x ve y cinsinden

0, ==Y u, . o, =(1-2)fu, (52)
- (1- 2yz) f;z x(x* =D +u)) +x(y* =D/} +uy) 530)
20" =y7) | =297 =SS, +uu,)
- (x> ;1) fz-2 YO =02+ ud)+ y (0 =D +uy) 530
T2 =) |- 2x(1= YOS, )
seklinde yazilabilir. (51) denkleminin ¢ézlimiiniin;
¢ = px—iqy (54)

oldugunu varsayalim. Burada p ve ¢ sabitler olmak iizere, p>+¢° =1 seklindedir.

Denklem (45) , (47) ve (54) den;

p’x’+q'y’ -1 —2qy
= 2 2 2 > u= 2 2 > (55)
(px+D)"+q°y (px+1)"+q°y
elde edilir. Denklem (52) ve (55) den;
290 (1—y* 1
p = 2ap A=y )(px+ )+w0 (56)

pz [N qz yz ]
elde edilir. Burada @, bir sabittir. Denklem (53 a, b) den 4 keyfi bir sabit olmak tizere

) A 2.2 2 2_1
ot = (XP2+613/ ) (57)
X =y
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elde edilir. (57), (55) ve e” = fe*tanimindan;

o = Apx+1)° +¢°y7]

g (58)
denklemi elde edilir. Simdi x ve y ye bagli » ve @ koordinatlarini;

px+1=pr , y=cosl (59)
ve pve q’ yabagh m ve a sabitlerini;

pl=m , plg=a m’—a* =1 (60)

seklinde tanimlayalim. Kerr ¢6zlimiiniin kiitle ve acisal momentumu sirasiyla m ve ma

seklinde olacaktir. Kerr ¢ézlimiinii Boyer ve Lindquist (1967) koordinatlar: cinsinden

yazmak i¢in (26) metrigini;

ds’ = fdt* —2kdtdp —1d¢* —e" (dp” + dz*) (26)

seklinde tekrar yazilabilir. (49), (59) ve (60) denklemlerinin yardimiyla p ve z (59)

denklemiyle tanimlanan r, @ cinsinden;

_ (2 2\
p=(r"-2mr+a’)?sin@, z=(r—m)cos@ (61)
seklinde verilir. (59) ve (61) denklemlerinin kullanilmasiyla, (58) denklemi;

o= 4 r* +a’ cosé (62)
m* (r —m)* +(a’ —m*)cos’ @

seklinde yazilabilir. (61) denkleminin diferansiyeli alinirsa;
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dp® +dz* = |(r—m)> + (& - m*)cos” 6|

[0 —2mr +a*) ' dr* + d67] (63)
elde edilir. (38) denkleminde (59) ve (60) ifadeleri kullanilirsa;
k =2amrsin® @ (r* +a’cos’ 0)” (64)
elde edilir. (36) denkleminde yerine yazalim.
[ =2ma’rsin* O(r* +a’ cos’ @) +(r* +a’)sin’ O (65)

denklemleri elde edilir. Son satirda bahsedilen benzerlikten (62) ve (65) denklemlerinin

birlestirilmesinden Kerr ¢éziimiiniin standart formunu;

2
ds? = 2{% + dazj + (r2 + az)sin2 adg* —c*dt” + %(a sin® @d¢ — cdt)* (66)

seklinde bulunur (Kerr,1963). Burada; X =7°+a’cos’d, A=r>—2mr+a’dir

Burada; m, kiitle ve ma, kaynagin agisal momentumudur ( Islam,1985).

4.1.4. Kerr-Newmann Coziimii

Donen yiiklii kara delik ¢oziimii elde etmek i¢in Einstein alan denklemlerinin
sag tarafindaki madde yerine (15) denklemiyle tanimlanan elektromanyetik alan, sol
taraftaki uzay-zaman yerine (26) metrigi ile tanimlanan uzay-zaman alinirsa, Einstein

alan denklemleri;
IV f=f, =2 +p (o) +0])=2f(D, + DL+ D] + D) (67a)
fAo+2f,0,+2f 0. =4p [ (P, D' D)) (67 b)

[V = f,0,+ @+ p-lf(a)zcb'p -0, D) (67 ¢)
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[V = [0+ [0 +p" f(0,®, -0, ,) (67 d)

2 2 2 2
Burada;sza 6+_18 e _8 8+_18

Aynmi zamanda yukaridaki denklemler elde edilirken (16) denklemindeki
(A; A, As, Ay) 4-10 potansiyellerin, @ ve®’ skaler alanlar ve f, @ metrik fonksiyonlar

cinsinden,;

A
A =4,=0 2—3:a)d)p+pf1q)'z
.y P (68)
=3 :a)(DZ —pf_l(D’p, A4 :cD
0z

karsiliklar1 kullanilmistir. @ =®’ =0 oldugunda (67 a), (67 b) denklemleri (39 a, b)
denklemlerine indirgenir.

Kerr ¢ozlimil i¢in yapilan islemler bu denklemler i¢in yapilirsa;

ds* = [1—(2mr—ez)2’l]dt2 —sin’*@|r* +a* +a’ sin’ 9(2mr—ez)271 ]d¢2
—2asin’ 0 (2mr—e* ' dgdi — (A dr? +d6?)

(69)
seklindeki Kerr - Newmann ¢6ziimii elde edilir. Burada;

T=r’+a’cos’d,A=r+a’ +e -2mr

seklindedir. Yukaridaki ¢6zliim e = 0 olugunda (66) denklemiyle verilen Kerr ¢oziimiine

dontsiir ( Islam,1985).
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5. ARASTIRMA BULGULARI
5.1 Einstein Alan Denklemleri

Statik kiiresel simetrik uzay-zaman i¢in metrik;
ds> =e""dt> —e*dr’ —r*(d0* +sin’ 0dg’) (70)

seklindedir. Burada koordinatlar, x! =y, ¥ =0, X =¢ ve x*=t seklindedir. Yiiklii sicim

toz bulutu i¢in Einstein alan denklemleri;
a a 1 a a a 1 ac 1 a aff
Gy =R~ 6/R=8r p(uu, —x xb)—4—(Fch O, F | (D)
Vs

seklindedir. Burada p, sicim bulutun gerilim yogunlugu, u, zamansal 4-lii birim hiz

vektori, x* sicim bulutunun yoniinii gosteren uzaysal birim vektordiir.

u' =5le?  ve x‘=6%? dir.
F . ise elektromanyetik alan tensoriidiir ve 4, 4-1i potansiyeller cinsinden
Fab:Aa;b'Ab;a = Aa,,b'Ab,a

seklinde tanimlanir. 4-lii potansiyel A, (0,0,0¢(r)) seklinde segilebilir. (70), (71)

denklemlerinden ve Maxwell denklemlerinden Einstein alan denklemleri;

1 A 1

_8_1(7_7)4—,/_2:8”’%4_1;2 (72)
P DR VA | 5
—e (?+7)+r—2:8ﬂ'ps+E (73)
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et vt v v
—W+—++

2 2 - ) =E 74

[’ E(r)] = 4zp,r’ (75)

seklinde bulunur. Burada (’) r’ ye gore tiirevi gosterir. p,, yiikk yogunlugunu ve E ise

elektrik alan yogunlugunu gosterir. Ve

FuF"'=-F’
)
E(ry=e * ¢'(r) (76)
#(r)=F, =-F,
olarak bulunur. (75) denkleminin integrali alinirsa FE :% bulunur. Burada
r

r

0= I pridr dir.

0

5.2 Alan Denklemlerinin Coziimleri

Burada alan denklemlerinin ¢6ziimiinii elde etmek i¢in (1) denklemi ile

tanimlanan konformal simetriler kullanilacaktir. (1) ve (70) denklemlerinden;

=y (77)

EY =c=sabit, & =sabit, & = sabit (78)
1_wr

_w 79

¢ 5 (79)

AE 428 =y (80)

denklemleri elde edilir. Burada (,) pargali tiirevi gostermektedir. Bu denklemler

¢oziiliirse;
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e’ = A*r? (81)
W = Be 2 (82)
£ =8 + (%)51“ (83)

Burada A ve B’ler integral sabitleridir. (80) ve (81) denklemi (72) ve (74)

Einstein alan denklemlerinde yerine koyulursa;

2

1 2py’
87p. +E* = (7—2)(1—% —% (84)
1 3y’
ap, + B2 = ()= ") (85)
v 2wy oy (v
E° = + = —+ 2y 86
B’ Br Bzr(r WJ (86)

bulunur.
(84) ve (85) denklemlerinin sol tarafi esit oldugundan sag tarafinin esit olmasi

gerekir. Bu nedenle (84) ve (85) denklemlerinden

y=cr (87)

elde edilir. (87) denklemi (84)-(86) denklemlerinde kullanilirsa;

oo L {_ 6c,’ +L} (88)
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2
3¢,

E® = e (89)
elde edilir. Bu durumda (70) metrigi
82
ds® = Ar*dt® — dr’ —r*(d6* +sin* 0 dg¢*) (90)

2 2
or

seklinde olur.
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6. SONUC VE ONERILER

(90) denkleminde elde edilen ¢oziimiin nasil bir Kara Delik olusturacagini
gormek i¢in bu metrik ile yiiklii kara delikleri temsil eden Reissner-Nordstrom metrigini
(25) denklemi ile karsilastirmamiz gerekir. Bu nedenle, (90) metriginin (25) metrigi ile
r = rp sinirinda uyusmasi gerekir. Bunun i¢in » = ry ‘da g, metrik potansiyeli ve Fy

elektro manyetik alan tensorii siirekli olmalidir.

a) r =ry da g, gravitasyonel potansiyellerinin siirekli olmasi i¢in (90) ve (25)

denkleminin karsilastirilmasindan (G=1)

+= 91)

olmalidir.

b) r = rp da ayni zamanda F,; elektro-manyetik alan tensoriiniin de siirekli

olmasi i¢in (89) denklemi ve E(ry) = Q/roz denklemlerinden;

0> 3¢’
z _ 92
r02 B’ ©2)
elde edilir. Bu ifade (91) denkleminde kullanilirsa;
2 2
M_1,an (93)
n 2 B
veya (92) ve (93) denklemlerinden
rn 10°
M==+—= (94)

2 3
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olarak bulunur. (94) denkleminden goriilecegi gibi toplam

yogunlugu tarafindan olusturulmaktadir..

(92) ve (93) denklemleri kullanilirsa;

2M :
PR
r r

2.3 2 4
=1_r_0_2clro 3cr,

=0
r B*r B*r*

elde edilir.
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OZET

Bu c¢alismada, oncelikle Schwarzschild, Reissnerr-Nordstrom, Kerr, Kerr-
Newmann Kara Delik ¢oziimleri 6zetlenmistir. Daha sonra statik kiiresel simetrik uzay-
zamanda yukli sicim bulutu goéz Oniine almarak Einstein alan denklemleri elde
edilmistir. Bu denklemlere tam ¢oziimler elde etmek icin uzay-zamana ait konformal
simetriler kullanilmigtir. Son olarak ta elde edilen ¢oziimler diger c¢oziimlerle

karsilastirilarak bu ¢oziimlerin geometrik ve fiziksel 6zellikleri incelenmistir.
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SUMMARY

In this study, firstly, black hole solutions of Schwarzschild, Reissnerr-
Nordstrom, Kerr, Kerr-Newmann have been summarized. After then, Einstein field
equations have been obtained by considering charged string in the static spherical
symmetric space-time. Conformal symmetries belonging to this space-time have been
used to get exact solutions for this equations. Finally, physical and geometrical features
of these solutions have been examined by comparing obtained solutions with the other

solutions.
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