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OZET

Yiksek Lisans Tezi

FOURIER SERILERININ TOPLANABILIRLIGI UZERINE
Baki KESKIN
Fen Bilimleri Enstitiisi
Matematik Anabilim Dali
Danigman: Yrd. Dog. Dr. Mustaf YILDIRIM

Bu tez dért bolimden olugmaktadar.

Birinci bolimde; Dizi uzaylar1, Matris dontiglimleri ve Fourier serisine iligkin kisa
bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde H.P. Dikshit tarafindan verilen Fourier serilerinin Norlund toplan-
abilirligine iligkin bir dizi teorem verilmigtir.

Uciincii béliimde ise bir igerme teoremi verilmig. Buna dayanilarak ikinci bélimde
verilen bazi teoremlerin kisa ispatlar tekrar ele alinmigtir.

Dérdiinci bolimde ise Fourier serilerinin Genellegtirilmig Norlund toplanabilirligine
iligkin teoremler ve ispatlar: verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Fourier serileri, Norlund toplanabilme, Genellestirilmis
Nérlund toplanabilme, Fourier effektive, f-effektive, f-regililer L-regliler, Mutlak
Nérlund Toplanabilme, total-effektive, K,-effektive, K,-regiiler, iicgen matrisler,

eglenik serileri.



ABSTRACT

MsC Thesis

ON THE SUMMABILITY OF FOURIER SERIES
Baki KESKIN
Graduate School of Natural and Applied
Sciences of Department of Mathematics
Advisor: Ass. Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM

This thesis of four chapters.

In the first chapter, short prelimanaries which related to sequence spaces, matrix
transformations and Fourier series have been given.

In the second chapter, some theorems about the Nérlund summability of Fourier
series given by H. P. Dikshit have been investigated.

In the third chapter, first, an inclusion theorem is given. And then using this
theorem , some theorem of the second chapter are again investigated.

In the fourth chapter, the theorems and their proofs about the Generalized
Norlund summability of Fourier series are given.

Keywords: Fourier series, Norlund summability, Generalized Norlund summa-
bility, Fourier effektive, f-effektive, f-regular L-regular, Absolute Norlund summa-

bility, total-effektive, K,-effektive, K,-regiilar, triangular matrices, conjugate series.
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Bu calismay1 bana vererek calismamin her safhasinda yakin ilgi ve
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YILDIRIM ve katkilarindan dolay: Bolim Bagkanimiz Sayin Prof. Dr.

Rauf EMIROV ’a tesekkiir ve siikranlarimi sunmay1 bir borc bilirim.
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GIRIS

Fourier serileri ilk olarak 1747 de D. Alembert tarafindan ortaya atilmig fakat
o tarihlerde fazla ilgi gormemistir. Daha sonra, Euler ve D. Bernoulli tarafindan
tekrar ele alinmasina ragmen, Fourier serilerinin ¢ahigilmasinin Fourier (1768-1830)
tarafindan bagladig: kabul edilmigtir.

Fourier serilerinin yakinsaklig: ve bir f(z) fonksiyonunun Fourier serisinin tekligi
yillarca ¢alhsilmigtir. 1854 te Riemann tarafindan f(z) in Fourier serisinin f(z) e
yakinsamasi i¢gin sartlar verilmistir. 1881 yilinda Jordan; f; ve f; monoton artan,

f = fi — f2 ve f smurh olmak tzere her z € [—m, 7] i¢in f(z) in Fourier serisinin
fa*) + f(z)
2

1905 yihnda Fejer f € C[—n,n] olmak lizere f(z) in Fourier serisinin Cesaro

ye yakinsadigini gostermigtir.

dizisi f ye dizglin yakinsak oldugunu gdstermigtir. Riesz ise bu sonucu her o > 0
sayisl i¢in (C, a) ya genigletmistir. Bundan sonra birgok aragtirmaci benzer sonuglar:
garanti edecek gekilde yeterli kogullar koymuglardir. Daha sonraki yillarda bu sartlar
daha aza indirgemek icin bir ¢ok yayin yapilmig f nin streklilik sart:1 yerine f ye
bagh olarak iiretilmig serilerin toplanabilirligi ile ilgili teoremler ispatlanmigtir. Bu
tip caligmalarin baglangici, Hille ve Tamarkin (1932) olarak kabul edilir.

Bu galismada Fourier serilerinin Norlund toplanabilirligine iligkin sonuglar ince-

lenmistir.
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1 Dizi Uzaylar1 ve Matris Doniisiimleri

Bu béliimde diger bélimlerinde kullanilacak olan bazi dizi uzaylari ve bu dizi
uzaylar1 arasinda tamimli matris déniisimleri ile ilgili tanimlar ve teoremler verile-

cektir.

1.1 Dizi Uzaylan

Bu calismada kullanacagimiz bazi dizi uzaylarinin tanimlarimi verelim.

Tamim 1.1.1 Kompleks ya da reel terimli tim dizilerin uzayini s, swnerle  diziler
uzayint Ly, yakinsak diziler uzayine ¢, sifira yakinsak diziler uzayini co ve
1 < p < oo olmak tzere p.inci kuvvetleri mutlak yakinsak seri olusturan diziler

uzaywms £, ile gosterecediz. Yani

Lo :={z=(2n)]| supn|zn| <0} (1.1.1)
c: ={z=(z,)| limnz, = m,meveut } (1.1.2)

co ={z=(z,)]| limpyz, =0} (1.1.3)

4 = {z=(za) | TnlzalP<oo) (1.1.4)
dir. ¢,co ve Loy uzaylar (1.1.5)
|  ||co= supn | Tn | (1.1.5)

normuyla, £, uzayr

2 o= (Tn | 2a )7 (1.1.6)

normuyla birlikte birer Banach uzaydirlar.

Tanim 1.1.2 A C R ve F(A) da A izerine taniml, reel degerli fonksiyonlarin
kimesi olsun.

s: N — F(A)

geklinde tanymlanan s fonksiyonuna bir fonksiyon dizisi adr verilir.



Tanum 1.1.3 (Noktasal Yakinsaklik) f, dizisi A izerinde f fonksiyonuna noktasal
yakinsaktir <= Ve > 0 ve herbir x € A igin dng oyle ki, Vn > ng igin

| fa(z) — f(2) [< €

Tanmim 1.1.4 (Dizgin Yakinsakhk) (f,) dizisi A dzerinde f fonksiyonuna duzgin
yakinsaktir <> Ve > 0 i¢in dng oyleki Vn > ng ve Vz € A igin

| fa(z) — f(z) <€

Teorem 1.1.5 (f,) dizisi A € s uzerinde taniml, reel degerli fonksiyonlarin bir

dizisi olsun

3n=f1+f2+---+fn

o0

bigiminde tanimlanan (s,) dizisine Z fr serisinin kismi toplamlar dizisi denir. Y f,
k=1
serisi A tdzerinde dizgun yakinsak olmas igin gerekli ve yeterli kogul (s,) dizisinin

A tzerinde dizgin yakinsak olmasider.

Teorem 1.1.6 Eger 3, a2 mutlak yakinsak ve Vn > ng igin | a, |< 1 ise

H (1 + a,) kismi ¢arpimlars ile s, = Z a, kismi toplamlar
r=ng+1 r=ng+1

P, ~ e’

geklinde baglantilidir. (Knopp, 1947 )

1.2 Matris Doniisiimleri

Bir matris dondsiminin, co, ¢, £, (1 < p < o) gibi dizi uzaylar: tuzerinde sinarh
bir lineer donusim belirlemesi icin gerekli ve yeterli kosullar bilinmekte olup, bunlar
bu kistmda ispatsiz olarak verilecektir.

A= (ank), (n,k=0,1,2,...) kompleks terimli bir sonsuz matris olsun. Verilen

Yn 1= An(z) := Z ankZr, (n=0,1,2,..) (1.2.1)

k=0



mevcut ise Az = (An(z)) dontsim dizisi mevcuttur denir. Ejer X ve Y, s nin iki

altcimlesi olmak tzere her x € X icin (An(z)) donidsim dizisi mevcut ve

(An(z)) €Y ise A matrisi X den'Y ye bir doniigim tanimlar denir ve A € (X,Y) ile

gosterilir. Toplam: veya limiti koruyan matrislerin sinsfe ise (X,Y, p) ile gosterilir.
Eger A € (c,c) ise A ya konservatif, A € (c,c;p) ise A ya regiler matris denir.
(1.2.1) serisi her n icin yakinsak olagajmdan matris donusimlerinin lineer oldugu

aciktir. X ve'Y birer normlu uzaylar olmak dzere B(X,Y) ile X den'Y ye tim sinerly

lineer operatorlerin cimlesi ve B(X) ile X den X e tim siniwrl lineer operatéorlerin

cumlesi gosterilecektir.

Teorem 1.2.1 A € B({,) olmas: icin gerekli ve yeterli kosul

|| A lloo:= supn i | nk |< 00 (1.2.4)
olmasidir. ( Maddoz, 1970, sh.17} )

Teorem 1.2.2 A € B(41) olmast icin gerekli ve yeterli kosul

| A lley:= supk X | ank |< 00 (1.2.5)
olmasidvr. ( Maddoz, 1970, sh.167 )

Teorem 1.2.3 A € B(cy) olmasy icin gerekli ve yeterli kosul

(Z) ” A ”oo:: SUPy Yk l Ank I< S

(i1) limyan, = 0 (her sabit k icin ) (1.2.6)
ozelliklerinin gerceklenmesidir. ( Maddoz, 1970, sh.220 )

Teorem 1.2.4 (Kojima-Schur) A € B(c) olmas: icin gerekli ve yeterli kosul
(i) 1| Alleoi= supn 3y | @nk |< 00
(i) Her k igin limy, Y 52, ank = & (mevcut) (1.2.7)
(ii1) Her k igin limyanr = o (mevcut) (1.2.8)

ozelliklerinin gerceklenmesidir. ( Maddoz, 1970, sh.170 )



Tanim 1.2.5 (Toplanabilirlik Alam ) A = (ank) , (n,k = 0,1,2,...) kompleks

sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. By durumda
ca:={z€s : Az€c} (1.2.9)

ciimlesine A matrisinin yakinsaklk alani(veya toplanabilirlik alans ) denir.
Eger cy C cp ise B, A dan daha kuvvetlidir denir. Eger cy4 = cp ise A ile B

eskuvvetlidir denir.

Tanim 1.2.6 (Normal Matris) Eger k > n igin a,;, = 0 ve her n i¢in a,, # 0

ise bu durumda A ya bir normal matris (veya alt iggen matris ) denir.

Teorem 1.2.7 A € (c,¢;p) olmasy icin gerekli ve yeterli kosul

(i) || Allooi= supn Xy | ank |< 00

(it) limpan, = 0 (her sabit k icin )

(i) limp, Y g ank =1 (1.2.10)
ozelliklerinin gerceklenmesidir. ( Maddogz, 1970, sh.165 )

Tanim 1.2.8 Bir z = (z,) dizisini, onun aritmetik ortalamas: olan

_ToFT1+ ...+ 2Ty
- n+1

Y=Yn (1.2.2)

dizisine donustiren operatire Cesaro operatori denir ve (C,1) veya C; ile gosterilir.

Acikca bu operatore karsilik gelen matris

100
1 1
119

__ 2 2

Co= 7} (1.2.3)
3 3

. o=

ile verilir.

Teorem 1.2.9 (C,1)metodu regilerdir. (Goldberg, 1965)



Tanim 1.2.10 ¥ a,, reel say: dizisi olsun. Eger s, = Y 1., ax olmak izere ,
sn, — 8(C, 1) ise 3 a, serisine (C, 1) toplanabilirdir denir ve Y a, = s(C,1) seklinde

yazilur.

Teorem 1.2.11 Herhangi bir Y a,, serisi yakinsak ise Y-, a, , (C,1) toplanabilirdir
ve Y an =8 =13 dan,(C,1)dir. (Goldberg, 1965)

Simdi Cauchy anlaminda yakinsak olmayan ) (—1)" serisini ele alalim.
n=1

. = n 0 ,ncifti
Ornek 1.2.12 S (=1)",5, = S (=1)* = { meftise e Boylece
k=1

n=1 —1 ,n tek ise

12
tn:EZSk: 2

k=1 ,n tek ise

{ _71 ,n cift ise -1
Py

. - -1 -1 .
dir, yant nlgg) 0= 5 (C,1) ve Tp(—1)" = 7(0, 1) dir.

= -1
Béylece Cauchy anlaminda yakinsak olmayan ) (—1)" serisi 5 degerine (C,1)
n=1
yakinsak oldu.
Teorem 1.2.13 3", a,(C, 1) velim, o an =0 ise ., a, < 00 dir. [Goldberg, 1965,
sh./

Tanim 1.2.14 (Norlund Matrisleri) Bu sekildeki limitleme tanyma ilk olarak G.F.
Woroni tarafindan, baz o ’lar i¢in p,; > 0 ve n~*P, ifadesi sinirls olacak sekilde
verilmigtir. [ Eztension of the notion of the limit of the sum of terms of an infinite
series (in Russian). Proceedings of the Eleventh Congress(1901) of Russian Natural-
ists and Physicians, St. Petersburg, 1902, pp. 60.61. Annotated English translation
by J.D. Tamarkin, Annals of Mathematics, (2) vol 33(1932), pp. 422-428 |

Bu tansm, N.E. Nérlund tarafindan | N.E. Nérlund , sur une application des
functions permtables, Lunds Universities Arsskrift, (N.F.), avd. z, 16, No:3(1920)]

daha sonra genellegtirilmigtir.



Daha sonra M.Riesz tarafindan | G.H. Hardy, Theorems relating to the summa-
bility and convergence of slowly oscillating series, Proceedings of the London Math-

ematical Society, 2, vol.8(1910), 301-320 ] ’ de

. N B
(R,pv) ~ limz, = lim = gpkwk (1.2.11)

ile Riesz metodu tanvmlanmastir. Riesz metodunun Regiilerlik kogullars;

(2) kZi: |px |< M| P, | (1.2.12)
(¢) P, — o0 (1.2.13)

seklindedir.

Tanim 1.2.15 (p,) ,po = 1 ile bir kompleks dizi olsun. P, = Y _ pi alalim. Kabul
k=0

edelim ki V'n igin P, # 0 olsun. A = (N, p) Nérlund matrisi; k > n i¢in0,0 <k <n
ICIN Qpk = p;;k formili ile tanimlanar.

Verilen bir (z,) dizisi igin

1 n
lim — an_kwk (1.2.14)
n—00 Pn F

limiti mevcut ise (z,,) dizisine Norlund Toplanabilirdir denir ve
1 n
(N, py) = lim 2, = lim & kX_% Pr-kTk (1.2.15)

ile gosterilir.
n n
3 &, Serisi igin S, = Z zr olmak izere, eger lim — an_ksk = s ise
n—oo P
k=0 " k=0
Yz, = s,(N,p) ile gosterilir.

Teorem 1.2.16 A = (N, p) Nérlund ortalamasinin konservatif olmass icin gerek ve

yeter kosul

(i) 7}1)%10?;3—” = A (mevcut),ve (1.2.16)
(ii) Her n igin Y | pe [S M | Py | (1.2.17)
k=0

dar.



Ayrica (N,p) metodunun regiler olmas: igin gerek ve yeter kosul (i)’ de A =0

olmasudar.
ispat
n Pn— . e
Uno = %; =1- Pnl (*) dir. Buna gore;

(:=) A konservatif ise Teorem 1.2.5 in kogullar: saglanar.
Teorem 1.2.5 in (iii) kogulundan Vk igin lim anp = lim ;—n = aj (mevcut) ve

Teorem 1.2.5 in (i) kosulundan,

1 n
FAll=supd | e |=suprp7d [ prl<oo =5 P > e I= 0)

k=0
<=>Z|pk|=Oan|
k=0
gergeklenir.
(<=:) Kabul edelim ki Teoremimizin (1) ve (i) giklare gerceklensin. (i) denk =0
igin lim Pn _ Jim anp = A (mevcut).

n—oo P

Pn—k

Ayni gekilde Vk igin nll)rglo Qi = nll)rg) = a; mevcut olsun. Tiumevarimdan

n

- bt Poct P,_ ..
dolays ar ki1 = PnP: - p;:ll Pnl =9 1k Pnl — ag(l — A), (n — o0) icin
olur. Aymca,

Z Qe = — an_k Zpk = — =1 oldugundan lim Z ank = 1 dir.
k=0 Pz Pu o

Norlund Metodunda, eger p, pozitif reel say: ise Z | px |= O(| Py |) ifdesi otomatik
k=0

olarak saglanir ve n11—>1£10 P];_n =0 kosulu bu metodun regilerligi icin gerek ve yeter
koguldur. (Hardy, 1949)
(N, pn) ve (N, g,) metotlar: regiler ise ;—n - 0ve ™ _, 0dir P(z ZP z"

n n

ve Q(z) = Zan“ serileri | z |< 1 igin yakinsaktar.

K(z) = Zk ZEZ;; = % seklinde tanimlarsak, bu seri yeterince kicik

zler igin yakznsaktzr

Simdi su teoremi verebiliriz.



Teorem 1.2.17 (N, p,) ve (N,q,) metotlar: regiler ise H n den bagimsiz olmak

i) |ko|Put...4+ k| P < HQ, (1.2.18)
dzere (N, pn) C (N, gn) &= =k,
it) — —0 (1.2.19)

dir. Eger P, — oo ise (ii) sartina gergk yoktur. (Hardy,1949)

Tanim 1.2.18 ((C,k) Cesaro Metodu)

Eger (N,p) Norlund metodunda  p, = " +: B 1) alinirsa P, = " : k

olacaktir. Bu durumda (N,p) metodu (C, k) ile gosterilir ve (C,k)- Cesaro metodu

denir.

Tanim 1.2.19 (C, 1) matrisiyle (N, p,) matrislerinin ¢arpimyla tanimlanan ve genel

. 1 & pee ) . .
terimi 0 < k < n olmak izere d, = —— Prk seklinde verilen matrise

n+l B

(C,1)(N,p,) matrisi denir.

Y v, serisinin kismi toplamlar dizisi {s,} olmak tizere {s,} dizisinin (C, 1)(N,pn)
n=0
ortalamas: da:

w1 Pr—kSk
tn_zn-i-lz n+1z Zpr kSk (]..2.20)

k=0 "' r=0 7' k=0

seklinde olacaktar.

o0
Tanim 1.2.20 Z a,, serisi ve bu serinin {sn} kiwsmi toplamlar dizisi verilmis olsun.
n—O

n n
(p* Q)n = an—ka = ZPan—k (1.2.21)
k=0 k=0

seklinde tanimlanr.
Biitin n’ ler igin (p* q), # 0 oldugunda {s,} dizisinin Genellegtirilmig Norlund

dontgimu {tP}
n

g —
S

Pr—kqkSk (1.2.22
(P * @) iz )

seklinde tanimlanar.



o0
Eger 7}_1_)12) th = 5 ise Y a, serisi veya {s,} dizisi s degerine (N, py,qn) toplan-
n=0
abilirdir denir ve

Z an = S(va‘m q'n)

n=0

veya ‘
Sn — $(N, Pn,qn) (1.2.23)
ile gosterilir.
(N, P, gn) metodunun regilerligi i¢in gerek ve yeter kosullar:

n — oo tken butin sabit k > 0 lar i¢in

i) g: | Pr-kgi |= O(| (P* Q)n |) (1.2.24)
i) k=0 (@*qh) (1.2.25)

dir.(Borwein, 1958)
(N,pn,q.) metodu her n igin g, = 1 almrsa (N,p,) Norlund metodu elde
edilebilecegi aciktir. (Okuyama ve Ark.,1997 )

. k
Lemma 1.2.21 (Abel Lemmast) {p,} bir dizi ve sy = sz' olmak tzere | s, |< K

1=1
ve gL > qga > gz > ... > qn > 0 ise | Yro; prar |< K1 olur. (Notanson, 1974,sh.
273)

1.3 Fourier Serileri
Tanim 1.3.1 f € L?[—=,n] olsun.

a =%‘/‘7r f(z)coskzdz, k=1,2,...

TS (1.3.1)
bx, = f(z)sinkzdz, k=1,2,...
olmak izere
612_0 + > (akcoskz + bysinkz), (—7 < z < 7) (1.3.2)
k=1

serisine f fonksiyonunun Fourier serisi denir ve

~ %0

5 + > (ax cos kz + by sin kx)
k=1

9



seklinde yazilor.

. 0 —7<z<0
Ornek 1.3.2 f : [-7,7] — R, f(z) = ise bu durumda
1 0<z<"n
1 k=2n+1 . .
a=1,=0veb={ km elde edilir, ve boylece
1 L,k=2n
1 o
fe-+ ay cos kz + by sin kz + sin(2n + 1)z
2 ,§< * )= HE_:I (2n + Ty Sin(n 1)

olacaktur. '
f(0) = 1 fakat seride f(0) = 1/2 olur. Yani f Fourier serisi f’e yakinsak
degildir.

Kabul edelim ki
= E Z(ak cos kz + by sin kz)

=1
seklinde olsun.

Bu durumda ay ve by lar f nin Fourier katsayilars olmak tzere

a .
f(z)cosnz = 30- cosnz + »_ (ax cos kz cos nz + by sin kz cos nz)
k=1
ise
T T ao
/ f(z)cosnzdz = — cos nzdz
- —r 2

/ (Z ay cos kz cos nz + by sin kx cos nz))

—_ k-—

= ?0 cosnzdz + Z / (ak cos kx cos nzdx

-7

+>° bk(/ sin kz cos nz)dz)
k=1 -

= Zan/ cos® nz)dz
k=1 -

., T ,n=12...
:an/ cos’ nz)dz = ay,

-7 2 ,n=10
ap = -1—/7r f(z)dz, a,= 1/1r f(z) cosnzdz elde edilir. Benzer sekilde
= ——/ f(z)sinnzdz bulunur.

10



Teorem 1.3.3 f € L[—n,n]

% + i(ak cos kz + b sin kz) — f(z) (z € [-m, 7))
k=1
sin(n 4 1/2)t

olmast igin gerek ve yeter kogul Du(t) = =52 aony

(—oo0 < t < 00) olmak tzere

lim 0" [f(”t)”(m_t)—f(m) D, (t)dt =

2

n—o0

olmasidir. (Goldberg, 1965 )
ispat :
sn(z) =— + Z(ak cos kz + by sin k)
_ L / F(t)dt + Z [ = [ cos(kt) (t)dt) cos(ke)

+ (— / sin(kt) f(t)dt) sm(kw))]
= — f(t [ + Z(cos kx cos kt + sin kz sin kt)]

1 f(t)[ +E coskt—x)]dt
dir. Diger yandan

1
D, (t)—l+§ cos ki —-2—+cost+cos2t+ .+ cosnt
k=1

__sin(n +1/2)t
= Sem(ija)r ©<t<™)

oldugundan

Loy sin(n + 1/2)(t
sn(@) = s [—’n‘ 1) 2sin(1/2)(t — f F(8)Da(t — )dt
elde edilir. Buradaki D, ’e Dirichlet Cekirdegi denir. D,(t) taniml ve sireklidir.
x4
u =z —t dersek s,(z) = % f(z —uw)Dy(uw)du olur. Eger f(z + 27) = f(z)

(yani f, 2 periyotlu ) ise f’yi (—oo,+00) arahgina genisletebiliriz. Bu yakinsama
x4+ T
u¢ noktalara bagiml degildir. f(z+2xn) = f(z) oldugundan / f(t)dt = / f(t)dt
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elde edilir. Dolayisiyla

sn(z) = ——/ f(z — u)Dp(u)du = {/ f(z — u)Dyp(u)du
+ /f - u)Dn(u)} du
= [ e +0Du(=0)(=dt) + [ 1z - w)Daw)} du

= A [ (e +) + f(& ~ u)}Da(u)du

T

.- 1 T
olacaktir. Ornegin f = 1 alinirsa ag = ;/ ldz =2,k <1 isear = by =0 olur

ve boylece
sp(2) = %9- + Z(ak coskz + bysinkz) =1
k=1
olacagindan
1 T
sn(z)=1= = {/0 2Dn(u)du}
ve

;2;{/; Dy(w)du} =1

elde edilir. Simdi her iki tarafi f € L{~=, 7] ile ¢arparsak
2 7
f@) == [ f(@)Dn(u)du

olur,buradan

sala) = 10 = 2 [ [LEHEIEZD ) b,

olur. Boylece f € L[—m,7x] , su(z) = %0— + Y (ax cos kz + by sin kz) olmak dzere
k=1

8y — [ € L[-m,7] <

9 Oar [f(x + t) ;‘f(m —t) —f(a:)} D, (t)dt =

olarak elde edilir. D

n
Teorem 1.3.4 f € L[—m, 7] olsun. s,(z) = 92—0- + Y (ak coskx + besinkz) f ’in
k=1
Fourier serisinin kismi toplams olmak tzere
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sn(z) — f(z) (C,1) olmas: igin gerek ve yeter kosul

lim 2 [f(”t)”( H_ (:c)] ()t = 0

n—oo 2
olmasidir. Burada K,(t) = —I—ZDk(t dir. (Goldberg, 1965)
™ k=0

fspat : Teorem 1. 3 3 den
zEA = {:c| lim = / [f(“t)”(“’) (e )]D (t)dt = }c[—m] ise

n—00 ¢

% + ) (akcos kz + by sin kz) = f(x),(C,1) dir. AC B C [—=,n] seklinde
k=1

B:= {w | % + ki(a,, cos kz + b sinkz) = f(z), (C, 1)}
=1

1 L
kimest aryoruz demektir. s,(z) = ;/ [f(z+1t) + f(z — t)] Dn(t)dt oldugundan,
0
buna gére s,(z) dizisi igin

so(@) +s1(z)+.. Fsaa(z) _ 1 "“1 1

ta(e) = - "ok > = [[ (e +8)+ fla — 1) D(t)at
=~ [ +9)+ f(o O] Kalt)e
Burada ,
1 =1 sin? 2t
Kn(t) Z Dk 2ns ; kZOSID k’ + )t = m

ifadesine Fejer Cekzrdegz demr.

sinf+sin30+...+sin(2n—1)0 = > _ sin(2k — 1)8 idi. Ozel olarak f = 1 ahrsak
k=0

so(z) = s1(z) = ... = sp(z) = 1 ve t,(z) = 1 dir Boylece 1 = %/r K, (t)dt her
0
zaman vardir. Vf € L[—m, 7] icin f(z) = -72;/ f(z)K,(t)dt ve
0

to(z) — f(z) = %/; [f(m +) -|2_ flz=t) f(a:)] K, (t)dt olur. Buradan ise

% Y (arcoskz + b sinkz) = f(z),(C,1) <=
k=1

lim, | 4a(e) — £(e) |= Jim 2 [* [f(“”)”(‘” L - )| Kty -

n—0 1

olur.
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o0
Teorem 1.3.5 Eger f € L[—=,x] ve f ~ % + Y (ax cos kt + by sin kt)
i k=1
wsene N ve —nw <t<mwigin

n—1
to(t) = i + Z(l - ﬁ)(a;c cos kt + by, sin kt)
2 k=1 n

dir. (Goldberg, 1965)

. 1 n—1 o)
Ispat : t,(t) = - > sk(t) ve f ~ % + > " (ax cos kt + b sin kt) igin
k=0 k=1

8n(t) := % + > (ax cos kt + by sin kt) ise
k=1

n—1 k
to(t) = — Z sk(t) = ! Z (ag + Y (a;icosit + b; smzt))
=0

k_O =1
n—1 k
=1 {nao + Z Z(a2 cos it + b sin zt)}
n k=0 =1

= _1_{71;0 + (a1cost + bysint) + (ag cost + by sint + agcos 2t + by sin2t) + ...
n

n—1
+ (Z ay, cos kt + by sin kt) }

k=1

{ aull Z(n — k)(ak cos kt + b sin kt)}
k=1
ao

~ 9 2(1 - g )(ax cos kt + by sin kt)

elde edilir. O
Problem : Eger f € C[—7,7]) ve M = _max | f(2) | ise | ta(t) |< M olacak
sekilde M € RY vardwr. Fakat ayni sey s,(t) igin gecerli degildir.

Teorem 1.8.6 f € C[—7,7] ise

a2_0 + > (akcos kt + b sinkt) = f(z),(C,1)
k=1
dir. (Goldberg, 1965)
Ispat : f € C[-m,7] < Ve> 0,|y—z |< 8 tken | f(y) — f(z) |< % olacak

sekilde 6(¢) > 0 vardir. Bu 6,0 < 6§ < 7 olarak da segilebilir. Eger 0 <1 < 6 ise
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z<zt+t<z+6§vex—86<z—t<z dir. Buna gore

Lot o)) <Ll et t)- f@) |41 S0~ T ]

€ €
<3G+ =3
O halde n € N ise

I%/: [ f(:c—!—t)-;f(:c—t) — f(z) | K.(t)dt | < %%sz(n(t)dt < —;- (1.3.3)

Bu durumda 0 < t < § tken ispat biter.
Eger 6§ <t <7 ise

_ sin’*(nt/2) 1
K,(t)= InsinZ(t/2) S 2nsin®(6/2)

olur. Buradan

E [ [f(w + 1) t 1@=8 _ 0 | ket |

< _2nsin12(5_/_2) [ +n1+ 1 fe=1)| +21 ()]}t

< ALl < £

- n 2

yazabiliriz. Dolayist ile Vn > ng igin

l%/: f(:c+t)-;f(:c—t)_f(m)]Kn(t)dtl
= l%./:l[f($+t);f(x—t)"f(x)}Kn(t)dt[
+I%/:[f(w+t)-2kf(x—t)_f(w)]Kn(t)dtl< §+§=6

Buna gére

JLIEO% ow[f(x+t);f(m—t) "f(:v)]Kn(t)dtzo

olmas: i¢cin gerek ve yeter kosul

% + > (axcos kt + by sin kt) = f(z),(C,1)
k=1

dir. O
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Teorem 1.3. 7 Eger f € Cl—=,7], f(—7) = f(7r) zsc
sa(t) = ? + k};(ak cos kt + b sin kt) ve t,(t) = I;(ak cos kt + by, sin kt)
olmak uzere (t,),[—n,n| uzerinde f e dizgin yakinsaktur.

Ispat : f , [—7, 7] arahginda sirekli oldugundan (kapal bir aralikta sirekli
fonksiyon dizgun streklidir) f dizgin streklidir. O haldee > 0, |y—z | < § tken
| f(y)— f(z) | < € kogulunu saglayacak sekilde § , z ’e bagh degildir. (—7 < z < 7)

Teoremden(1.8.10) dan | f ||= _max | f(z) | olmak izere

fl+t)+ flz—1t)
5 - f(z) | Ka(t)dt [< m/ {1 flz+1)]

+ 1 fz=t)] +2]f(e) ] }dt

2
< — -
= nr s1n2(5/2) ” f ” (7!‘ 6)
oldugundan [6, 7| arahginda bulunan no, = e bagh degildir. Boylece

o) - 1) 1< L L9

bulunur. Dolayus ile her € igin —7 < z < 7 ise n < ng igin | t,(z) — f(z) |< €
kosulunu saglayacak gekilde z den bagimsiz ng vardir. Bu nedenle (t,(z)), f e dizgin

yakinsaktir.0

1.4 Fourier effektiflik

Notasyonlar : Aks:i soylenmedikge islemlerde agagidaki notasyonlar: kullanacagiz.

¢(t) = o(t) = a(t) = f(z +1) + f(z — 1) — 2f(2),
P(E) =a(t) = flz +1) - f(z 1),

o(t) =0.(t)= [ | ()| du
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14
Vo) =)= [ 19w ld,
Anﬂn = Hn — HUni41

T = [1/4]
Burada [1/t] nin anlams; 1/t nin icerdigi en biyik tamsay: (tamdeger) dir.

Bu bolimde effektiflikle ilgili tansm ve teoremleri verecegiz. Oncelikle L , L,
,L' sembolleriyle gésterilecek olan dért farkh trigonometrik seriler sinsfi tamimlayacagz.
Bu serilerin herbirisinin hemen heryerde taniml toplam-fonksiyonlar: olacak. Aym:
sinifa ait toplam-fonksiyonlar: i¢in de ayni semboller: kullanacagiz.

Simdi bu siniflars tanvmlayalim:

L, (—n,7) arahgr izerinde , olcilebilir, Lebesque anlaminda integrallenebilen, 27
periyotlu , periyodik fonksiyonlar sinife ile,

L[ f(t)e "dt

" 2 Jer

f(.’I?) ~ f: fneinz y Ja

n=—0oo
seklindek: tim Fourier Lebesque serilerinin sinifini gosterecek.
f(z) in Fourier serisinin eglenik serisi:
o0 3
—i Y sgn(n)foe™
n=—0oo
ve buna karsilik gelen hemen heryerde varolan toplam fonksiyonu:

flz) = Lim [ [f(z +1t) — f(z — t)] cot %dt

27!' e—0 J¢

olmak tizere, bu gekildeki tiim seri veya fonksiyonlarin siafine I ile gésterecegiz.

Eger f(z) sinirh saliniml ise

m .
‘ Z nfnem:c

n=—00

w .
i Z In I fnemz
n=-—0o

17



serileri siraswyla L' ve L' simiflarina aittirler. Bunlara kargilik gelen toplam

fonksiyonlar, da siraswyla f (z) ve

f(z)= —ﬁlﬁ%i[f(:c +t)+ f(z —t) = 2f(z)] [sin %] - dt

seklinde olacaktur.

Effektivlik Problemi

A, (amn) tggensel matrisiyle ve

Ym = i AmnTn
n=0

sonsuz egitlikleri ile tanimlanan regiler toplanabilme metodu olsun. Burada A
verilen bir {z,} dizisini yeni bir {y,} dizisine dondugtirir.

Simdi F

9 .
Z Fn eznz

n=-—0o

trigonometrik serileri sinifs, ve F(z) herbir seriye kargilik gelen genellestirilmis
toplam-fonksiyonu olsun. Ileride F yukarida tanimladsgimaz dort swniftan birisi ola-
cak. Fakat burada daha genel bir durum ele alinacak.
F.(z) = i Fe'=
k=—n
yazalim ve

Tn=Fo(2) , Ym = T(z, F)

alalim. Dolayisiyla

+m m
Tm(z, F) = ) { > amn} Fret*®

k=—m | n=lk|
olur.

Ep , (—=,w) arahginda herbir F(z) C F fonksiyonu igin tanimlanms noktalar
kiimesidir. Oyle ki, herbir ¢ C Er noktasinda F(z) sonlu degerler alr ve F(z) in

regtlerlik sarts saglanir.
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Tanim 1.4.1 Eger
lim 7(z, F) = F(z)

ise, A toplanabilme metodu (F, Er)-effektiftir. Burada F(z) C F ve z C Er dir.

Asagidaki tanimda,

x(t) Ef(t:':+t)+f(~’t¢—t)—2tf'(93)
xo(t) = [ 1dx(s)]|
dot) = [ 1 dg(s)|

seklindedir. Bu formillerdeki f(z) sinarl saliniml fonksiyon olacak ve f'(z) in sonlu

bir say: olarak var olmadige olgimi sifir olan noktalar kiimes: gozard: edilecektir.

Tanmim 1.4.2 f(z) in sonlu degerlere sahip oldugu x noktas,

(1) Eger t — 0 iken ¢(t) — 0 ise (F')-regiler,

(i) Eger ®(t) = o(t) ise (L)-regiiler,

(i) Eger bu noktada f(z) surekls, f(:v) var ve sonlu ise (F)-regiler,

(iv) Eger U(t) = o(t) , f var ve sonlu ise L-regiler,

(v) Eger (—m,7) arahginda f(u) sinrh sahmamh, f'(z) var ve sonlu, ve xo(t) = o(t)
ise (L')-regiiler,

(vi) Eger (—m, ) arabginda f(u) p—_ salinimb, f () var ve sonlu, ve go(t) = o(t)
ise (L')-regiiler

dir denir.

(==, 7) arahginda verilen bir f(z) fonksiyonuna gore (x)-regiiler noktalar kiimesini

biz E(x; f) ile gosterecegiz.

Tamim 1.4.3 (F,Er)-effektif olan A toplanabilme metodu
(i) Eger F = L, Er = E(F;f) ise (F)-effektif,

(i) Eger F = L , Ep = E(L;f) ise (L)-effektif,

(i) Ejer F = L , Er = E(F;f) ise (F)-effektif,
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(iv) Eger F = L, Er = E(L;f) ise (L)-effektif,
(v) Eger F = L', Er = E(L';f) ise (L')-effektif,
(vi) Eger F = L', Ep = E(L'; f) ise (L')-effektif,
(vii) (i)-(vi) beraber gergeklenirse Fourier effektif

dir denir.

Teorem 1.4.4 {p,} pozitif, monoton azalan olmak tzere (N, p,) Metodunun fourier

effektif olmass igin gerek ve yeter kogul, n — oo iken

1 n

Py
Ek; P 0(1) (1.4.1)
olmasidur. (Hille ve Ark. , 1932)
o . 9 o o o o . 1 n Pk
Teorem 1.4.5 Yukaridaki boyle {p,} ler icin (1.4.1) ifadesi, p = lly{nF- > P
7 k=0

olmak tzere 0 < 0 < % esitsizligini saglayan 0 ’lar icin, (N,p)’nin (C,0)’dan daha
kuvvetli (N, p) D (C,0)) olmasina denktir. (Karamata,1954)

Teorem 1.4.6 Vo > 0 igin (C, o) Fourier effektiftir. Dolayisi ile (1.4.1) i saglayan
Norlund matrislerinin Fourier effektif olmas: icin gerek ve yeter kogul, bu matrislerin

Cesaro Metodundan daha kuvvetli olmasidir. (Bosanquet,1930)
Simdi de ¢ok kullaniacak olan su iki teoremi verelim.

Teorem 1.4.7 (Riemann-Lebesque Teoremi) f fonksiyonu [a,b] aralhiginda Lebesque

anlaminda integrallenebdilir bir fonksiyon ise p — oo iken,

/;b () sin pzdz = o(1)

ve
b
/ ¥(z) cos pzdz = o(1)
dir. (Kolmogorov ve Ark.,1968, sh.398)

20



ispat : t(z) fonksiyonu [a,b] eraliginda surekli tirevlenebilir bir fonksiyon ise

(¥ (z) € C'a, b))

b
plifg, /b¢($) sinpzdr = ,}l,fglo {[_ ¢(w)co;pz]
+[ W@

COS px
p

dm}=0

olur. C'[a,b] L{a,b] de yogun oldugundan +(z) € L[a, b] fonksiyonu igin bir
we(z) € CYa, b] fonksiyonu vardir. Oyle ki;

[ 19— 4@) do < ¢
dur. Buradan
|/ * (o) eingids <] / ' 16(2) — be(2)] sin pdz |+ | / ’ be(z) sin prdz |< ¢
olur. O

Teorem 1.4.8 (Lebesque Teoremi) f(z) in Fourier serisi W, (t) = o(t) oldugunda
her bir z noktasinda f(z) e (C,1) toplanabilirdir. (Zygmund, 1959, sh.90)
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2 Fourier Serilerinin Norlund Toplanabilirligi

f(t) 2 periyotly, periyodik, (—n,n) arahginda Lebesque anlaminda integrallenebilir

bir fonksiyon olmak tzere f(t)’nin Fourier serisi

—l-ao + Y (ancosnt + b, sinnt) = %ag + > An(t) (2.0.1)

2 n=1 n=1

olsun.

Bu durumda (2.0.1) in eslenik serisi;

i(bn cos nt — ap sinnt) = i B,(t) (2.0.2)

n=1 . n=1

olur.

2.1 Fourier Serilerinin Esglenik Serisinin Norlund
Toplanabilirligi
Bu kissmda H.P. Dikshit’in 1962 ve 1965 yillarinda yazmsg oldugu makaleleri ele

alacagrz.

Simdi Hardy ve Littlewood tarafindan verilen agagidaki teoremi ifade edelim.

Teorem 2.1.1 Egert — 0% iken

o(t) =0 (10;(%)) (2.1.1)

ve § > 0 olmak uzere ,
An(z) = O(n™?) (2.1.2)
ise . An(z)  f(z) e yakinsakter. (Hardy, ve Ark.,1952)

1948 ’de Iyengar, eger sadece (2.1.1) saglaniyorsa Y An(x) in f(x) degerine
1
(N, _ﬂ) toplanabilir oldugunu gostermigtir,
n

Hardy ve Littlewood 1932 de ayni zamanda (2.1.1) kogulunun t — 0% iken

/;t | o(u) | du=o (@) (2.1.3)
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seklinde daha hafif bir kogulla yer degistirilebilecegini gostermislerdir.

1948°de Siddigi sadece (2.1.3) kosulunun kabuliyle Y A,(z) serisinin (N, %)
n
toplanabilir oldugunu gostermistir. Bu sonug Iyengar’in verdigi ispattan daha geneldir.

Iyengar ve Siddigi’nin bu sonuglart Pati tarafindan asagidaki teoremle genellestiril-

magtir.

Teorem 2.1.2 (N, p,) reel, pozitif, monoton artmayan n — oo iken
P, — oo olacak gekilde (p,) katsayilar dizisiyle tansmlanan regiler Norlund Metodu
ve

n— oo tken  logn = O(F,)

olsun. Bu durumda, eger

t
o =*(z)
— 0" iken ®(t)=o 2

ise f(t) nin Fourier serisit = z de f(z) e (N,p,) toplanabilirdir. ( Pati,1961)

Simdi bir noktadaki Fourier serilerinin eglenik serisinin Norlund toplanabilirligi

igin bir teorem ispatlayacagiz.
Teorem 2.1.3 (p,) reel pozitif sabitlerin, n — oo iken
(¢)) Po—oo , () logn=O0(R,)

kosullarin: saglayan ve monoton artmayan bir dizisi ise (2.0.2) eslenik serisi,

T = [H olmak izere

t— 0% iken Ltl¢(“)|du=0<%¢>

oldugunda

1 = t

degerine integralin var oldugu herbir ¢ noktasinda (N,p,) toplanabilirdir. (Dikshit,
1962)
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Teoremin ispat: igin asagidaki lemmalara thtiyacimiz olacak;
Lemma 2.1.4 0 <t <7 i¢in
| sinnt |[<n|sint | (2.1.4)
dir. ( Dikshit, 1962 )
Ispat timevarimdan kolayca yapilabilir.

Lemma 2.1.5 Eger p, nonnegatif ve artan degilse, K mutlak sabit olmak izere,

n 1
|Zp,,cos <n—-1/+§) |< KP-.

v=0
dir. ( Dikshit, 1962 )

Bu Lemma McFadden tarafindan verilen asagudaki egitsizligin bir sonucudur.

Lemma 2.1.6 Eger p, non-negatif ve artmayan ise 0 <a<b<oo,0<t< 7 ve

herhangi n igin

b
| Y pre™ |< KP,

k=a

dir.(Mcfadden, 1942)

Ispat : 7 = [| % |] olsun. Abel kismi toplama Formilinden dolay:

b k b-1 . k
| 3" pre™ |< max | e {Z(pk — Pk-1+ Pr +pb} = 2p, max | ) _ e | oldugundan

k=1 v=0 k=1 v=0

b T b
| Zpkez(n—k)t | — I Z ezntpke—zkt + Z emtpke-—zkt |

k=a k=a k=1

T b k
< —ikt < —ivt
_gpkﬂk;pke < PT+2pffnggg<SbI§)e |
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1= e—i(k+1)t

=Pr+2p mex | ———

eitl2
< P, +4p, |

cit/2 _ g—it]2 |
= P, 4+ 2p,(1/sin(t/2))
<P.+Kt'p, <P. +K(t+1)p,

< KP;
elde edilir.
Simdi Teorem (2.1.3) in ispatins verelim.
ispat : 5, (2.0.2) eslenik serinin n. kismi toplaminy gostersin. Bu durumda,

_Z(b cosut—al,sml/t)—z / ¥(t) {Zsml/t} dt

v=1 v=1

1 /rgb(t) cos & cos(n + 2)t

27 Jo sm§
olur. Buna bagl olarak Norlund ortalamas: t,, olmak ﬁzere;

pusn—-u — COS(TL + 2)t
Z Z P, 27 / Pt ) sin &

v=0 v=0 2

olur. Dolayisiyla

~ 1 _ w 1 & cos(n—v+i)
e ¢(t) cot dt - —/0 »(t) {2an Z;]p,, 2t

2

=— /0 " ()N, (8)dt

diyelim. Teoremsi ispatlamak icin
n— oo iken / " $(8)Na(t)dt = o(1) (2.1.5)
0
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oldugunu gostermemiz gereklidir.

/ Y(t)Ny(t)dt = { %+ /; + /; W}gb(t)Nn(t)dt

(2.1.6)
=L + L + I3
yazalm.
Eslenik fonksiyonun Cauchy anlaminda integrali var oldugundan
n — 0o tken 1 /% P(t) cot zdt =o(1) (2.1.7)
27 Jo 2 o
olur.
Simdi 0 < t < 7 aralhiginda dizgin olarak,
1 & costi—cos(n—v+3)t
2r P, VZ_OP sin % 27rPn ,,Z_%pu Z Slokl
( Zp,, Z | sin kt |)
'”' v=0
(2.1.8)
-o(75n)
n v=0
= O(n)

elde edilir.
Bumdan, / ¥(t) cot dt ifadesing / ¥(t) t)dt ifadesine eklenip ¢ikarilirsa

( F Z py, =1 olduguna dikkat edilmelidir),
n y=0

dt

_/‘% ” cos;—cos(n—z/—l- 2t

in £
27rPn = sin 3

I = /; T (O Na)dt =
+ﬂ/(; ¥(t) cot Edt
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elde edilir. Bu ifade de (2.1.7) de ve (2.1.8) de kullanilirsa

=0 {n A " L) | dt} +o(l) =0 {n\I‘(%} +o(1)

— 0 (_1_) +o(1) (2.1.9)

elde edilir.

(N, p,) metodu regiler oldugundan, n — oo iken,

I = /:zp(t)ﬁn(t)dt: /:d;(t) 2W1P ) py°°s(ns."n”1+5)tdt=o(1) (2.1.10)

n =0 1 5

dir.
Simdi geriye f2=0(1) oldugunu gostermek kaliyor. Bunun icin biz oncelikle Nn(t)
ifadesini dizenleyelim;

Lemma 2.1.5 den

- 1 ° 1 iz
N,.(t) = P sl > p,cos(n— v+ E)t = O(tPn

2 v=0

) (2.1.11)

dir. Bu ifadeyi kullanarak,

7, = [ b(t) Nt dt =0{| ﬁ6¢(t)Nn(t)dt|}

=o{% [ 1w Zal

Bl

elde edilir.

Simdi bu buldugumuz ifadeyi kullanarak kismi integrasyon yapilip, P, nun da bir

basamak fonksiyon olduguna dikkat edilirse,
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5
u = I; dv = |9¥(t) | dt olmak tzere v = L [ (2) | dt = U(2) I% ve

P,

du = _t_zdt olacagindan

[ 1e01 Za oo = [o02] + [ ewie

3=

—0() + o) + / \I!(t)—dt

—=0(1) + o{/ i‘i—t}

n

=O0(1) + o(logé + logn)
=0(1) + o(1) + o(logn)
=0(1) + o(logn)

elde edilir. Simdi hipotezimizde n — oo tken logn = O(P,) oldugundan,

~ 1Y\- logn
hL=0 <7’Z> +o ( 2 ) = o(1) (2.1.12)
bulunur.

(2.1.6), (2.1.9), (2.1.10) ve (2.1.12) birlegtirilirse ispat biter. O

Simdi H.P. Dikshit’in 1965 yilinda yazdige makaleyi inceyecegiz. Oncelikle teo-

remleri ispatlamak igin gerekli olan lemmalar: verelim;
Lemma 2.1.7 n — oo tken 0 < ¢t < 7 arahginda dizgin olarak
Zp,,{cos( )—cos (n—l/—l—l)t}:O(n)
27 P, sin (%) =0 2
dir

Lemma 2.1.8 Eger p, negatif olmayan, artmayan ve

—_ 1 i 1
O TR T U A
(¥ 27rPnsin(%) uz=(:)p o I/+2
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. 1 .
ise, n — 0o tken — < 6 < igin
n

46¢(t)ﬁn(t)dt =0 {r% A ' | (1) | %dt}

dar.

Teorem 2.1.9 (N,p,) ; {pn} reel, pozitif artmayan bir dizi olmak tzere
(1) n — oo tken P, — oo, (it) A(t) bir pozitif, monoton azalmayan bir fonksiyon
olacak gekilde A\(n)logn = O(P,) ozelliklerini gercekleyen bir Regiler Norlund or-

talamasine gostersin.

t— 0t ihen ()= / [gb(u)[du—o()‘( )t) (2.1.13)

ise, bu durumda f(t) nin Fourier serisinin eglenik serisi (2.0.2)

217r/ zﬁ(t)cot dt

degerine integralin var oldugu herbir z noktasinda (N,p,) toplanabilirdir. (Dikshit,
1965)

ispat : Bir onceki teoremde oldugu gibi teorems ispatlamak i¢in n — oo tken

L " $(8) Na(t)dt = o(1) (2.1.14)
oldugunu gostermemiz gereklidir. Bunun igin
™ _ % § T —
HN,(dt = N, (¢
[ soma ={ [P+ [+ [Joomon
=L + I, + I3
yazalim.

Eslenik fonksiyonun Cauchy anlaminda integrali var oldugundan
n—oo iken, — / " (1) cot Ldt = o{1) (2.1.16)
o 2mh 2 o
olur.
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1 & TP o :
= /; (t) cot §dt ifades: /(; P(t) N, (t)dt ifadesine eklenip ¢ikariirsa

Y P ()
I = L P(t)Na(t)dt = — /; V) 3 sim (D)
1 % t
+%L ¥(t) cot —2-dt

Bu ifadede Lemma(2.1.7) ve (2.1.16) kullanilirsa,

v=0

Zp,,{cos( )—cos(n——l/+2) }d

L=0 {n/(;_ | () | dt} +o(1)=0 {n.\Il(%)} + o(1)

(2.1.13) ve (i) kabuli ile

elde edilir.

(N, pn) metodu regiler oldug‘undan,.n — oo tken,
I =/‘; «p(t)Nn(t)dt:/; ¥(t) 27D sm( )Zp,, {cos

olacaktyr.

Lemma 2.1.8 ile

=O{—I%/;|¢(t)]]—:3dt}

dir.

(2.1.17)

V.. %)t} dt = o(1)
(2.1.18)

Simdi bu ifadeyi kullanarak onceki teoremde oldugu gibi kismi integrasyon ya-

palim ve P; nun da yine bir basamak fonksiyonu oldugunu géz onine alarak (2.1.13)

hipotezi ile ve M(t) monoton azalmayan oldugundan

Ji 10t0) | S = o) ~[e0 ] + IR

S

0(1) + o(A(n)) +/ \Il(t) —dt (2.1.13) hipotezinden
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= 0(1) + o(A(n)) + o{/ A )dt} (2.1.13) hipotezinden

= O(1) + o(A(n)) + "{’\(n) /;%})

= 0(1) + o(A(n)) + o(A(n) log(n)
olur. Simdi hipotezimizde n — oo iken A(n)logn = O(P,) oldugundan,

Iy=0(1) + O (,%) + 0{51(3_?} + 0{%} (2.1.19)
= o(1)

olur. (2.1.17), (2.1.18) ve (2.1.19) dan ispat biter.

2.2  Fourier Serilerinin U¢gensel Matris Doniigiimiiyle
Toplanabilirligi
Teorem 2.2.1 Eger t — 0 iken @q(t) = o(1) ise t = z’de V6 > 0 ve a > 0 igin

f(t) 'nin Fourier serileri (C, o + 6) toplanabilirdir. (Bosanquet, 1930)

Teorem 2.2.2 R, = D hmak uzere; eger p, dizisi n — oo iken

P,
(i) R.=0(1)
(22) EkIAPk 1 |=0( P )
(i) Z'P"'—OIP )
k0§ullarzm saghyorsa regiiler (N, p,) metodu Fourier efektiftir. (Hille ve Ark., 1932)

Egert — 0 tken o(t) = o(1) ve {p,} dizisi (i)-(iii) kosullarint saghyor ise teorem
2.2.2 den f(t) nin fourier serisi bir reguler (N, p,) metoduyla toplanabilir oldugunu

soyleyebiliriz.
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Teorem 2.2.3 Eger R, bir onceki teoremdeki gibi olmak tizere t — 0 tken

¢1(t) = o(1) ve negatif olmayan, monoton azalmayan p, dizisi,

(1) n— o0 iken p, > 00 , (i) {pnt1—pn} artmayan , (4i) R, = 0(1)
: | Py | | Pn |

ve (Z’U) kz=:1 7 =0 —n'—

t = z noktasinda (N, p,) toplanabilirdir. (Dikshit, 1969(1))

kogullary saglamiyor ise f(t) min Fourier serisi,

Teorem 2.2.4 t — 0 tken ¢1(t) = o(1) ve negatif olmayan, monoton artmayan

(pn) dizisi
1 & P,
n_Euz::ou+1

ise f(t) nin Fourier serisi t = z’de (C, ‘1)(N, Pn) toplanabilirdir. ( Dikshit, 1969(1))

=0(1)

Uyarilar : Kolayca gorilecegi gibi eger {p,} nonnegatif, ve azalmayan ise timeva-
rimdan (n + 1)p, = P, ve dolayisiyla S, = O(1) oldugu gorilir. Eger R, = O(1)
1s€
n n—1 k n

Yok Apra |= =30 Y (P — pu-1) + 1 Y (s — pu1) = O(Pn),

k=1 k=1 p=1 =1
olur. Buradan biz Teorem 2.2.8 de kullanian {p,} dizisinin ayn: zamanda Teorem
2.2.2 nin de hipotezlerini sagladigine soyleyebiliriz.

Simdi Teorem 2.2.8 ve Teorem 2.2.4 in ispatinda kullanacagimiz asagidaki lem-

malar: verelim.

Lemma 2.2.5 Eger negatif olmayan , monoton azalmayan {p,} dizisi
(2) {pn+1 —pPn} ve (i0)R, = O(1) kogullarins saghyorsa, 0 < t < 7 de dizgun
olarak, n — oo tken

Zpk(n - k)e“‘t = O(nP;) + O(t"zpn)

k=0

dir. (H.P.Dikshit 1969(1))
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ispat : Abel Transformasyondan,

n n k
zpk(n —k)eF = > Ax{pr(n — k)} 3 et

k=0 T y=0

_ 1 —ett Z”‘: A, {pk(n _ k)} Z it

it
— € k=0 v=0

n—1 k k
= (1 _ eit)-—l{ Z Ak {pk(n . k‘)} Z ez‘ut _ Z e'i(u+1)tjl }

k=0 v=0 v=0

= (1= |5 Actiutn - 0 - 5 Autoutn = o]

k=0
7n—1 n—1
=1—-eN D pn—k) =Y prau(n—k—1) + Zpkﬂ
Lk=0 k=0 k=0

n—1 n—1
= pr(n— k)ek+DE | 3 prsa(n — )eilk+1)e _ Z Prst z(k+1)t]

k=0 k=0 k=0

n—1 n—1
= (1 o ezt)— npo r Z(n _ k)Apkez(kH)t Z pk+16i(k+1)t}

k=0 k=0

n—1
— (1 _ ezt)— npo _ E Z Ap ez(u+1)t Zpk+lez(k+1)tJ

k=0 v=0 k=0
Dolayrsiyla
| S p(n—k)e | <|1—e | [npo E 330 AR | 4| 32 et |]
k=0 k=0 v=0 k=0
n—1
< Kt [npo-l-KZ > (Poy1 —p) + P max | Ze’kt I]
k=0 v=0

Abel Lemma ve Lemma 2.1.6 dan, {p,+1 — p,} nonnegatif, artmayan ve {pn} azal-

mayan oldugundan
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< Kt [npo + Knpr1 + K pnt‘l]

< Knt™'pry1 + Kt™%p,
{pn} azalmayan ve R, = O(1) oldugundan

(aynt zamanda R, = O(1) — P;;H _ b -I]-Jpn+1 =1+ p;,+1 = 0(1)’ dir)
< KnP, + Kt”*p,

olur. Bu da ispat: tamamlar. O

Lemma 2.2.6 Eger {p,} nonnegatif ve artmayan ise n — oo iken 0 < t < 7
araliginda dizgin olarak,
t-1P,
> 5 0= Bne =0 40 (8. 35 1) 4o (200
v=0 P, k=0 u-‘r F, n+1l

olur. ( Dikshit,1969(1))

ispat Abel d6n12'§12'mi£ni£ uygularsak

i(v —k) ST = Z A, ( ) 3 eflu=hr B L Z ()t
‘P Pn+1

k=0 v=k p=k u=k

n—k+1¢

z(u—k)t i(u=0)t
£) 3oy RRELSS

p=k u=k

1_ezt n
l_eztz (

v=k

-y (s

v=k

) {Z ez(p, kyt i e’i(;l.—k+1)t}

v=k u=k

n —k + 1 {E ez(p.—k)t ZV: ei(u—k+1)i}

'n,+l p=k u=k

(1—¢") 1[ZA (

v=k

k) {1 _ ez’(u—k+1)t}

HEZEEL - gy
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n
= (1 — )] — Pvi1 _ f)eilv—k41)t
(1= = 3 gt~ Re

n

+3° L gtk _ PR ki

v==k P v+l P, n+1
n 1 v .
Simdi ) B (v - k)pee” ") ifadesinde toplamin sirasy degistirilirse,
v=0 " ¥ k=0

I Z Z(V — k) RIS k)t = | Zp Z (V k) ilv=R)t I

v=0 " k=0 k=0 v=k 1

n n
< Kt [I Zpk ﬂl_(y - k)ez'(u—k+1)t I
k=0 v=k P"‘P"‘H

n n

+H Do) Pl

k=0 v=k tv+1

ik}t |

4 1 | Zpk(n k4 l)ez'(n—k+1)t |
P'n+l

k=0

=;+Z+Z

2 3
diyelim.

Tekrar toplamm sirasint degigtirelim,

< Kt il |+ _ k) ei-kD)e
Z Z P Pu+1 |Zpk(ll )6 l

1 v=0 k=0
< Kt‘l TE:I VDy+1 Zp + Kt—l E Vpu+l | Zp ez(u—k+1)t l
- v=0 P P"+1 k=0 V=1 P Py+1 0<p<1/ P

(burade T = 0 iken Abel lemmadan dolay: ilk toplam 0 olarak alindi)
Lemma 2.1.6 ve (v -I- 1)p,, < P, oldugundan
< Kt''Y(r)+ Kt'P, Z 23

V=T
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<Kt?+Kt7'P. ) %

Yan:
Zl:=0(t"2)—!-0(‘1P >4 )

olur.

Benzer gekilde,

n

Z KtllZkaP gl HE |

k=0 u=k tVv+l

<Kt)

v=0tv+l k=0

i(v—k+1)t |

I Zpkei(u—k+1)t I +Kt—1 Z l Z pkez’(y—k+1)t l

< Kt Z

I/—O +1 k=0 v=r tv+l g
1 T7—1 P 1 1
<Kty =+ Kt'P, Z
v=0 { v+1 v=T V

< Kt7?+Kt7'P ) %

. v=r
Yan:

Y =0(t?) 10 (rlp, i %)

2
olur.

Son olarak ayn: gekilde lemma 2.1.6 ve Abel lemmadan,
- ; 1 noo.
Z = Kt—l I Z pk(n —k + l)ez(n—k+1)t |S Kt—l 7 n | Zpkez(n—k+l)t I

3 Pori i3 nt+l k=0
< Kt™! nP,

n+1
olur. Yani

t71P,
-0 ()
3 P, n+41
seklindedir. Bu da ispat: tamamlar.

Simdi Teorem 2.2.3 tn ispatin: verelim.
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Ispat : f(t) nin t = z noktasindaki Fourier serisi i¢in

sin(k + 1/2)t

sint/2 dt

(@)~ f(2) = = [ (0

elde edilir. Dolayiswyla eger t,,, {si(z)} serisinin (N,p,) ortalamas: ise

o

Burada kismi integrasyon yapilirsa,

t, — f(z) =

" sin(k 4 1/2)t B
,;,pn_k_siﬁ_tﬂ—' =u, @(t)dt=dv alinirsa
(1)
= pus ((k +1/2) cos(k + 1/2)t s1n.té2 —1/2cost/2sin(k + 1/2)t)
k=0 sin?t/2

cos k +1/2)t = cos(k + 1/2)t
= n—k—————— + Pok———F75
kz_% (k t/2/ : 2;:% sint/2
” sin(k + 1/2)t
2 g:%pn_ksint/Qtant/Z
olur. Buradan

tn — f(z) =/;‘P(t){ip”"k%¢/l2/—2ﬁ}dt

k=0

<I>1(7r)2 pai(=1)F — 1 " u(t) {an-kkcos(kﬂﬂ)} dt

P, = o sint/2

. f;z/;{m-kcoww}

1 7 (%) {Z - sin k+1/2)t}dt

2n P, Jo tant/2 | sint/2

=Li+ L+ L3+ Ly
diyelim. Teoremi ispatlamak igin n — oo tken § = 1,2,3,4 i¢in L; = o(1) oldugunu

gostememiz yeterlidir. t — 0 iken ®,(t) cot t/2 = o(1) oldugundan Teorem 2.2.2 den

ve uyaridan n — oo tken Ly = o(1) olur.
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{pn} dizisi nonnegatif, azalmayan ve R, = O(1) oldugundan n — oo iken

1, & Pr
— n—k(—1)* |[< K=+ = o(1
7 | e (-1F < K2 = o)
oldugundan n — oo iken Ly = o(1) olur.
Ayni zamanda {p,} dizisi nonnegatif ve R, = O(1) hipotezlerinden dolay: (N, p,,)
metodunun regilerliginden ve Riemann-Lebesque Teoremden n — oo iken

L3 = o(1) 'dir.

Son olarak n — oo iken Ly = o(1) oldugunu géstermeliyiz. t — 0 iken,

()
sint/2 o1)

ve Ly de olusan cekirdek (kernel)

1
7P,

{e_i(""'%)t} > pe(n — ke =: M,(¢)

k=0
komplex degerli fonksiyonun reel kismadar.

Dolayisiyla n — oo iken Ly = o(1) oldugunu gostermek igin, n — oo iken

I:= /6 " g(t) Ma(t)dt = o(1)

oldugunu gostermemiz yeterlidir. Burada (t — 0) tken g(t) = o(1) dir.
0 < 6 < 7 olacak gekildek: sabit § icin integrali

I= (/:_1 +L: +/:’) gOM,(t)dt = I + I, + I3

seklinde pargalayalim.

4.0 =0 (5 S mta - ) = 000

T k=0

oldugundan, n — oo iken

=1
=0 (n [ 1oty 14t) = o)
elde ederiz.
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R, = 0O(1) ve n — oo tken p, — oo olmas: hipotezlerinden 0 < § <t < 7 arahq

igin n — oo tken Lemma 2.2.5 den

M,(t)=0 (r%) +0 (%:) —0 (pin) +o(1) = o(1)

buluruz. Dolayisiyla n — oo tken I3 = o(1) dir.
t — 0 iken g(t) = o(1) oldugundan n — oo tken I = o(1) oldugunu gostermek
igin
I;E/:_l | Mo (t) | dt < K

oldugunu gostermeliyiz.

Pk | =0 | Pn | olmasindan
k2 n

n 6 1 Pn 6 -2
* & |

n [ P
=KF/ —ds + KRy S K

elde edriz. Dolayisiyla n — oo iken Iy = o(1) dir.

Sonug olarak bunlar birlegtirilirse n — oo iken Ly = o(1) oldugu ispatlanmag
olur. Bu da ispati tamamlar. O

Simdi de Teorem 2.2.4 i ispatlayalim.

Ispat : Eg‘er t, {sk( )} dizisinin (C,1).(N, p,) ortalamasini gosteriyorsa,

~ f(z) = 2 Bt oi(z) - f(z)

n+ 1 k=0 v=k "

Z va—ksk(m) f()

n+1u—0 v k=0

1 sm(k +1/2)t
Tt cp( ) {VX_% P, kz_% sin(/2) dt
seklindedir. Bu ifadeye daha once yapildige gibi kismi integrasyon uygulanirsa
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@1(71')
1@ = T Y L el

1 & @1(15)
Tt D L =TI {Z Z Pu—ik cos(k + 1/2)t} dt

v=0 ” k=0

1 o E) (&1 .
“2(n 1) o sinlt/2) {20 ykz_%p""‘ (k +1/2)t}dt

1 ™ Y sm [k + (1/2)¢]
+27r(n+1) 0 tan(t/2) {Z Z sint/2 }dt

v=0 V k=0

=C1+Cy+ Cs+ Cy
elde edilir.

Teorems ispatlamak icin n — oo tken j = 1,2,3,4 igin C; = o(1) oldugunu
gostememiz yeterlidir.
{pn} dizisi nonnegatif ve artmayan oldugu icin Abel lemmadan n — oo iken
P, — 0o olmas: gergegiyle v — oo iken
71 o1 [ KB = of)

dir. (C,1) metodunun regiler olmasindan n — oo iken Cy = o(1) dir
()
sin(t/2)

2.2.2 den n — oo tken Cy = o(1) oldugu gorilir.

t — 0 tken cost/2 = o(1) ve (C,1) ortalama regiler oldugundan Teorem
Riemann-Lebesque teorem ve (C,1) ile (N,p) metodlarinin regiler olmasindan
n — oo tken Cs = o(1) dir.
Son olarak t — 0 iken = o(1) oldugundan n — oo iken Cy = o(1)
oldugunu gostermek igin

— _ i(v—k)t
Ju(t) = 7r(n+1) Z Z v —k)pre

v=0 V k=0
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ve t — 0 tken g(t) = o(1) olmak dzere n — oo iken

E:= /; " g(8)Jn(t)dt = o(1)

oldugunu gostermemiz yeterli olacaktur.

Simdi 0 < 6§ < 7 olacak gekilde sabit § icin

E=/0"= (/:_I—F/:_l+[:r)g(t)Jn(t)dt=E1—|—E2+E3

seklinde integrali parcalayalim.

| Ju(t) |< 77— (n + 1) Z Z(V k)pr < Kn

v=0 ” k=0

oldugundan n — oo iken

-1
E, =0 (n / g(t)dt) = o(1)
0
dir.
0 <6 <t < 7 arahge igin Lemma 2.2.6 dan n — oo igin P, — oo ve (C,1)
metody regiler oldugundan n — oo iken

J(t)_o(1)+0( i1i%)+0(pjﬂ) = o(1)

v=0

olur.Dolaysiyla

dir. t — 0 iken g(t) = o(1) oldugundan n — oo tken Ey = o(1) oldugunu ispatlamak
iein
5
Bi= [ 10t |dt <K

oldugunu gostermemiz yeterli olacaktor.
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Lemma 2.2.6 ve S, = o(1) olmasindan

§ dt § P(l/t) 1
E; _n+1 et 12 n+1/ {Z:l P,,}dt

I/=[?

+-P—'n, - 7

K M P61 P(s)
+n+1/§’_1 . {:Z[:s]Pu}d +KP /_1 ds

K /s POL/Y)

K n P, o1
< K — _—
=T AT e {V=Z[31P"}d3
Yani E < K duwr. Simdi S, = o(1) oldugundan,

n 1. n P,
n+121k;k13, _n ; 2?
35, <K

n+1.5 Y

dir. Dolayisiyla n — oo tken Ey = o(1) olur. Bunlar: birlestirirsek Cy = o(1) oldugu
gorlir.

Bu da ispati tamamlar. O

Asagrdaki teoremlerde | sonlu bir say olmak tdzere ¥(t) = f(z +1t) — f(z —1t) —1
ve S, Teorem 2.2.4 de kullanddigr gibi olacaktsr.

{nB,(z)} dizisinin (C,1) toplanabilirligini ve (N, 1/(n+1)).(C,1) toplanabilir-
liklerini ele alarak Mohanty ve Nanda (1954) ve Vashney (1949) asagidaki sonuglars

ispatlamaslardar.

-1
Teorem 2.2.7 t — 0 iken ¥(t) = o ({log (%)} )
ve 0 < § < 1 i¢in a, = O(n~%), b, = O(n79%)
ise {nBy(z)} dizisi % degerine (C,1) toplanabilirdir.
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-1
Teorem 2.2.8 t — 0 iken U(t) = o{t (log -1—) } ise
{nB,(z)} dizisi % degerine (N, 1/(n + 1)).(C,1) toplanabilirdir.

Silverman (1937) de yayinladige makalesinin sonucundan (C,1).(N,1/(n+1)) toplan-
abilmenin (N,1/(n + 1)).(C,1) toplanabilmeden farkls oldugunu gorilir. Fakat bu-
rada herhangi o > 0 igin (N,1/(n + 1)) toplanabilmenin (C,<a) toplanabilmeyi
gerektirdigi gorilir. Dolaysiyla (C) ele alindiganda iyi bilinen sonug (C,1).(N,p,)
(N,1/(n +1)).(C,1) kadar, uygun {p,} ler i¢in (C,1+ §) toplanabilmeyi gerektirir.
Bundan dolayr Teorem 2.2.8 in hipotezinin {nB,(z)} dizisinin (C,1)(N,1/(n + 1))
toplanabilirligi i¢in onct olamasins beklemek dogaldir. Biraz sonra verecegimiz Teo-
rem 2.2.9 da p, = (n+ 1) 6zel durumu igin de bu dogrudur.

Simdi H.P. Dikshit’in 1969 (2) da yaywnladigr makaleden asagidaki Teoremleri

verelim.

Teorem 2.2.9 {p,} dizisi, nonnegatif, monoton artmayan ve n — co iken
logn = O(P,) kogullarin: saglasin. Bu durumda

eger t—0 iken Y(t)=o (%) (2.2.1)

ise {nBy,(z)} dizisi % degerine (C,1)(N, p,) toplanabilirdir. ( Dikshit, 1969 (2))

Teorem 2.2.10 Eger t — 0 iken (t) = o(1) ve {pn} dizisi, S, = O(1) ola-
cak sekilde nonnegatif, monoton artmayan bir dizi ise {nB,(z)} dizisi ! degerine
s

(C,1)(N,pn) toplanabilirdir. ( Dikshit, 1969 (2))

Lemma 2.2.11 Eger {p,} dizisi
(¢) (n+1)p, < KP, , (it) S, = O(1) kogullarins saghyor ise n — oo iken
P, — oo dir. ( Dikshit, 1969(2))

Ispat : Lemmann hipotezlerinden dolays,

> 1 1
- —0O(=
k=§+1 (k+1)PIc+1 (Pn)
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oldugundan n — oo tken P, — oo olur. (n + 1)p, < K P, hipotezinden de bu sonu¢

kolayca gorilebilir.

Lemma 2.2.12 B,(z) = b,cosnz — a,sinnz olmak uzere

Bp(z) = S /Oﬂz,b(t)n sinntdt + -71; {1-(-1)"}

’R'

olur

Ispat : B,(z) = %/W J(t) (sinnt cosnz — cosntsinnz) dz

- % [ f®)sinnt - 2)da

(burada u =2z —1t donusumu yaparsak )

= 2 [ fla — u)sin(—nu)(~du) = —~ [ fla - u)sin(nu)(du)

- T Jo+m - T Jz—m

{ f fonksiyonu 27 periyotlu oldugundan f(x + 2r) = f(z) 0. 4. f’% (—o0o,+00)

araligina genisletebiliriz. Bu yakinsama ug¢ noktalara bagiml degildir. O halde

T+ +r
F(t)dt = [ " f@dt dir. }

= —% _7; f(z — u)sinnudu = —% {/jr+/;}f($ — u) sin nudu
(u = —t donugimi yaparsak) .
0 ™
_ %{_ [ f(o+1)sinntds - L flz —1) sin(nt)(dt)}
= -71;/: {f(z +u) — f(z —t)} sinntdt

seklinde yazilir. O halde,
nB,(z) = %/ {f(z +1t)— f(z —t)} nsinntdt
0

=%/;{f(m+t)—f(a:—t)——l+l}nsinntdt

= %/: P(t)nsinntdt + '71; {1-(-1)"}

Simdi Teorem 2.2.9 un ispatins verelim.

Ispat : t,(z) dizisi B,(z) dizisinin (N, p,) ortalamasin: gostersin. Bu durumda

to(z) — i — ﬂ.;n /()ﬂ¢(t) (Zn: Pr—ik sin kt) dt — 7r§3 Zn:Pn—k(—l)k

x k=0 7 k=0
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{pn} dizisi nonnegatif, artmayan ve n — oo itken P, — oo oldugundan Abel lemmay:
uygularsak,

ta(z) — i =

T

(Z Prn—kk sin kt) dt

k=0

elde ederiz.
{nByn(z)} dizisinin (C,1)(N,p,) ortalamasin t,(z) olarak gésterirsek (C,1) or-
talamsinin regilerliginden

t (z) — % =o(1) + 7r(n1+ 0 /:r P(t) {Z Zp,,_kk sin kt} dt

v=0 " k=0

yazariz. Dolaysiyla Teorems ispatlamak i¢in n — oo tken

g(n,t) = 2:) }}: kZi:pk(V — k)sin(v — k)t (2.2.2)
olmak izere
1= — ["$g(n,dt = o) (2.23)

oldugunu gostermemiz yeterli olacaktur.

0 < 6 < 7 olacak gekilde yeterince kigik 6 icin

1—n+1{/ +/_1+/} g )t =L+ L+ I (2.2.4)

sekline integrali par¢alayalim.

Ig(ntl—lz Zpk(v— s111(1/—”|<Z Zpk(v-— k) < Kn® (2.2.5)

v=0 ” k=0 v=0 ” k=0

oldugu igin, (2.2.1) hipotezinden n — oo iken,

Il=0(n/0%|z/)(t)|dt) O(n\II())— (;n)=o(1) (2.2.6)

olur.
(C,1) metodu regiiler ve n — oo tken P, — oo oludugundan,
6 <t <7 arahgs icin Lemma 2.2.6 g6z ontine alinirsa n — oo tken
1

Zg(m1)=0(2) +0 (;1; > = ) +0(5) =0l (2:2.7)

v=0
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bulunur. Dolayisiyla n — oo iken

I == ["9(0)g(n,t)dt = o(1)

elde edilir.

Son olarak Iy = o(1) oldugunu ispatlamak i¢in n — oo iken Lemma 2.2.6 den

L= [ v na=o (5 [ rvwla) vo(t [0 5 L)

v=T

+O(Pn/;|¢()lpdt)
= O(I21) + O(I32) + O(I23)

olur. Burada I3 ifadesine kismi integrasyon uygularsak, yani

u=1t"2,dv =| 9¥(t) | dt dersek, n — co iken
1 ¢ 1. 5 2 9 r . .
In=~ /_ () | dt =~ (o), + 5 /; P(t)t~3dt (2.2.1) hipotezinden
1 1,1
_O(Fn) +0(1)+0(;L_1t Edt)
= o(1) + 1/6 t=2dt | = o(1)
=0 ] n Jr— =0

olur.

V(n,r):= P, Z —venl<m <8< (m—1)" alalm. Bu durumda

<§:n/r+l) ~140 /-1) 240 IV( n,T)dt

= Iy + Ip2
seklinde Iy ifadesini parcalayalim. (r+1)~' <t < r~! arahginda V(n,7) = V(n,r)
oldugundan kismi integrasyon uygulayalm u = V(#)-, dv =| 9(t) | dt alwrsak
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buradan,

| ¢( )| u(t) 0]
AT+1)"1+0 V(n,7)———dt = V(n, )[ " ](T+1)_1+/; V(n,T) = dt

r+1)—140
elde edilir. Buradan (2.2.1) hipotezi g6z onine alimirsa, (n+ 1)p, < P, ve

logn = O(F,) oldugundan

0 (t)

i Vin,r) [T =S ven e (7)-+0¥ (7))

] (,,.+1)—-1 r=m

—T_ZmA{r\Il( ) V() }- T_Zm(r—l-l){lll< ——) AV(nr))
—-mIII< )V(n m) —nV(n,n)¥ (%)
[ Pr41 zn:____nil 1]

r=m Pria k=r r=m

—o(£ 1) +ow o[ S 5 35 2] <ot

v=m k=m k r=m
elde edilir. O halde,
E Z V(n,r) [ (t )] = o(1) dir ve dolayis: ile
(r+1)=1 :
m~ (¢
1221 = 0(1) + ;/_1 ( )V(n, ) (228)

bulunur. Benzere yolla Z P = o(1) oldugundan, (C,1) ortalamas: regiler

n+l
oldugundan ve n — oo tken P, -—> "0 oldugundan
Ipaz = o(1) + / V(n, T)dt (2.2.9)
bulunur.
(2.2.8) ve (2.2.9) ifadelerini kullanarak ve logn = O(P,) hipotezinden dolay:
S P

olacagindan, n — oo tken
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§
I, =o(1) + %/_1 t 20 (t)V(n,7)dt ve (2.2.1) dan

1 6 1 (1
=ty L (E7)
) (2.2.10)
<;) =y donusumu yaparsak

=o[§Lf1§-(_i ,%)dy1=o(1>

olur.
Iy = o(1) ispatlanirken kullanian ispat teknigi kullantlirsa n — oo iken (2.2.1)
ve logn = O(P,) oldugundan
_ L e, L
Iy =4 L L P,dt_o(l)‘—l— o L | T2U(t) Pt

=3 (r% / 3 t‘ldt> — o(1)

elde edilir. Iy = o(1), Iy = o(1), Ios = o(1), oldugundan n — oo iken I, = o(1)
olur. Bu da ispati tamamlar. O

Simdi de Teorem 2.2.10 un ispatin verelim

Ispat : Teorem 2.2.9 un ispatinda oldugu gibi Teorem 2.2.10 u ispatlamak icin
Teorem 2.2.10 un hipotezleri altinda

n—1 § T
I:n—ll—l{/o +'/7;_1/%}¢(t)g(n,t)dt:]1+12+l3

olmak tzere, n — oo iken

L=o(1), (k=1,2,3) (2.2.11)

oldugunu gostermek yeterlidir.

(2.2.5) , <%g(n,t)) = O(n) vet — 0 iken ¥(t) = o(1) oldugundan n — oo iken
I = o(1) (2.2.12)

olur. (2.2.7) den n — oo iken
Is = o(1) (2.2.13)
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olur Lemma 2.2.6 kullanzlamk S =0(1) ve

" P 1 1 &
Z"Z——;E E SLLS K

M=l ¥ o=k il et
oldugundan
5
_/ |9nt)ldt<£{-/ t~2dt
-1 P (1)
o1 K 5 P(} |
AL E e LT iyt
) K [ P(y)
< — —
K ]'1 {IZ[;AP}d YTr /%-1 y W
<K+— / P(y{z;}dySK
v=[y} ~ ¥

(2.2.14)
Son olarak, t — 0 iken ¥(t) = o(1) oldugundan, (2.2.14) kullanilirsa n — oo iken

L= % / " $(t)gln, it = o(1) (2.2.15)

olur.
(2.2.12), (2.2.13), (2.2.15) birlestirilirse (2.2.11) ispatlanmig olur.O
Simdi daha sonra icerme teoremlerinde kullanacagimaz baz teorem ve lemmalarin

ispatsiz ifadelerini verelim.

Teorem 2.2.13 (N, p) regiler Norlund metodu, ¢, n den bagimsiz bir sabit olmak

uzere
n|p.| < ¢|P| (2.2.16)
Zk [pk — Pk—1 I < ¢ | P, | (2.2.17)
k=1
pDIELIPENY Y (2218)
k=1 ~

ise (N, p) Norlund metodu Fourier Effektive dir.(Hille ve Ark., 1932)

Teorem 2.2.14 Eger f € L[—n, 7| , 2r periyotlu periyodik bir fonksiyon ve t — 0
iken

80) =5 U@ +0)+ fle—1) =25} > 0(Cra)
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ise bu durumda f(t) nin Fourier serisi her § > a > 0 igin t = z de (C, ) toplan-
abilirdir. ( Bosanquet , 1930)

Teorem 2.2.15 Kabul edelim ki, (p,), & = 1 icin (8.1.12) yi saglayan bir pozitif
dizi olsun. ¢1(t) = o(1) oldugunda (2.0.1) serisi s e (N,p) toplanabilirdir. Bu da
(8.1.1) in a = 1 iken saglanmas: igin gerek ve yeter koguldur. ( Dikshit, 1981)

Lemma 2.2.16

1@ ' n
T, = B Y (k+1)Ap, , Ru:=(n+ 1)%
n k— n
1 L 1 &
I = P, Z(k+1)|APk| ) P:1=2|Pk| ) Wn:=FZ(k+1)APk
I | k=0 =0 7 k=0
olmak uzere
¢a) R,=0(1)<=T,=0(1)
b) Ty = O(1) = i) R,=0()
i) P*=O(P,|) (Das, 1980)

iti ) W, = 0(1)

Lemma 2.2.17 PV =Y P, RM .= %ff— olmak tzere eger,
k=0 n
(pn) » Pr=0(P,) , (R) €l ve (S,”;) € lw olacak gekilde herhangi bir dizi ise
P < (k=0,1,2,...) (2.2.19)
n—%-l | P(l) |
ve
PV & 1
e < K, (k=0,1,2,... 2.2.20
{ k+1 %—1 | P(l |~ ( ) ( )

dir. (Dikshit, 1970,lemma 5)

a > 0 igin F(z) Lebesque integralinin a. integrali

Fa(t) 1= F(la) / (t — u)* 1 F(u)du
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seklinde tanimlansr. .

fyi bilindigi gibi F,(t) hemen hert i¢in mevcut ve integrallenebilir; ve eger F,(t)
, t = to da mevcut ise her § > a igin Fg(t) de mevcuttur. Eger t — 0 iken
Fo(t) = o(t*) ise F(t) t =0 da (C,a)-stureklidir deriz. Yine iyi bilindigi gibi eger
F(t) , (C,a)-siurekli ise her B > a igin (C, B)-streklidir.

Tamim 2.2.18 f(z) in sonlu deger aldigs her z noktasinda
(2) Eger ¢(t) , (C,a)-strekli ise K, regiilerdir denir.
(i) Eger (t) , (C,a)-strekli ise K, regilerdir denir. (Astrahan,1936)

Tanim 2.2.19 Bir Toplanabilme metoduna ;

(¢) Eger f(z) in Fourier serisi her K, regiler noktasinda gercek degerlerine toplan-
abilir ise K, -effektive denir.

(i1) Eger f(z) in eslenik Fourier serisi K, regiler noktalarinda f(z) etoplanabilir

ise Kq-effective denir. (Astrahan,1936)

Teorem 2.2.20 Eger (p,) dizisi asagidaki sartlar: saglarsa regiler (N,p,) Norlund
Toplanabilme metodu K, ve f(a effektive dir.

n|pn| < cPy

Zklpk—pk—l I < cP,

k=1

Z k(n — k) | pr — 2pk—1 + pr—2 | < cPy (2.2.21)
k=1 .

* | B P,

3! kzk_l <ot (2.2.22)
k=1

burada p_, = 0 ve ¢, n den bagimsiz pozitif bir sabittir. ( Astrahan,1936)
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3 igerme Teoremlerine Dayanilarak Fourier
Serilerinin Norlund Toplanabilirligi

Y20 An(z) bir f € L[—m, 7| fonksiyonunun Fourier seri agilime olsun. (C,1) 1.
mertebeden Cesaro Toplanabilme metodunu géstermek tuzere, Fejer f’nin strekli
oldugu her noktada (C,1) toplanabilir oldugunu bir teoremle vermistir. Riesz bu
sonucu Yo > 0 olmak dzere (C, a) 'ya genigletmigtir. Bundan sonra birgok arastirmacs,benzer
sonuglart garanti edecek gekilde yeterli kogullar koymuslardir. Daha sonraki yillarda
¢alisanlar, matrisler dzerine daha zayif kosullar koymuslar ve f’nin sirekli olmass
kosulu yerine daha az kuvetli kogullar bulmuglardir. Sadece f ’nin sireklilik sart: yer-
ine degil f’ye bagh olarak tiretilmis serilerin ve diger serilerin toplanabilirligi icin
teoremler ispatlamiglarder. Hille ve Tamarkin (1932) de yayinladiklars makalenin
baslangicinda birgok teoremi mutlak toplanabilirlige genigletmislerdir.

Bu bolimdeki amag, bilinen toplanabilirlik teoremleri icin Cesaro veya diger ma-
tris metotlarindan daha kuvvetli bir A matrisi tzerine sartlar koyarak her bir teo-
remin ispatlanabilecegini gostermektir. (Rhoades, 1986)

Bu boluimdeks birgok sonu¢ Norlund Metodu ve diger toplanabilirlik metotlar: ile
gilidir.

3.1’de Norlund toplanabilirlik icin temel icerme teoremleri kuruldu. 3.2°de bu
teoremler yardim ile Fourier serilerinin Norlund toplanabilirligi ile serilerin ve diger

baglantily serilerin Norlund Toplanabiliﬂiji ile ilgili teoremler tekrar ele alinds.

3.1 Icerme Teoremleri

Lemma 3.1.1 (P,), her n i¢in P, # 0 sartin saglayan reel veya komplex bir dizi

ve

n® n—1 | Pk l
_ — ' = > A,
B G =0, @20 (3.1.1)
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saglansin. Bu durumda

—(n+1)"’”i1 | P |

Tp =lim AR TN (3.1.2)
olmak tzere, yeterince biyik n’ler ve 0 < 8 < 1 igin
: p
| P, |> Mno*P (3.1.3)
saglanar.
Ispat : (cn),
SILANNENLN
im0 (k+1)2+1  (n 4+ 1)
ile tanimlansin. Bu durumda
cn|Pnl_cn—llp--1|=ni1 | Py | __712—:2 | Py | =|P—1|
(n + ]_)a no = (k + 1)a+1 = (k + 1)a+1 notl
olur. Buradan
n+41)* 1
¢n | P |=| Paei |Cn—1( a) [1+—l
. n NCp—1
oldugundan, ¥V n i¢in
i 1
en | Pu =] Po | cofn+ 1) IT (1 L ) (3.1.4
i=1 i

elde edilir.
NGRSV T Y
P (k1)

1
olacagindan ve B < — kabulimizden, dng € N édyle ki Vn > ng icin c, < % olur.
©

olarak tammlanmists. Buna gore p = lim,c,

Bu yiizden n > ng igin Teorem 1.1.6 ve (3.1.4)% kullanirsak, M = cp | Py | B sabit

olmak tzere

| P> ol Po| B+ 1% ] (1+€-)=M(n+1)" 1 (1+£)

i=ng+1 i=ng+1 t

~ Mn®exp ( > é) ( Euler sabitininden )

i=ng+1

~ Mn®exp(Blogn) ~ Mn>+#

olarak bulunur. DO
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6
Lemma 3.1.2 ¢,(0) := (n:

0<0<a+1l iin

) olsun. Lemma 8.1.1 in gartlar: altinda

S ea(=0) || P |

I3 := ¢, (0) =0(| P. ) (3.1.5)
)
dir.
Ispat : r_; = 0 olmak izere
n—1 IPk |
n—1 = 71 1 T vatl? >0
= 2 e e
diyelim. v — rp_1 = ﬁ olacagindan
n—1 —0 P, n—1
i o= a@)y B _ oS [a-0)1 (k41020 — o)
k=0 k=0

= ca(0) {1 | co(=0) | (ro —r-1) + 2* [ e1(=6) | (r1 —70) + ...

+(n = 1% | eng(=0) | (n-2 = Tn-3) + 0 | en-1(=0) | (ra1 — 7n-2)}

= cn(0) {ro(| co(=0) | =2* [ e1(=0) [) + r1(2* | e2(—0) | 3% | e2(=0) |) + ...
+ra-3((n = 2)% [ eas(=0) | =(n — 1)* | cn—2(-0) |)

Hra-a((n = 1)% | €a-a(=0) | =% | en-1(=0) [) + n* | co-a(=0) | rns}

= ca(0) {n* | ea-1(=0) | s

+ 5 (41 a(-0) | (2 Lan(-0) )]

(3.1.6)
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dur.
bypB<l < % olacak sekilde secelim. n > N thenn+1—0 >0 ve InPrnI < %

saglanacak bigimde bir N segelim.

n > N icin
Tn__ _Tn-t  _ Ta_ 1 ZlPkl | Pl A ]
ll)  ea(®)  eld)  cad) [ (k+1) | (n+ e (ot Ly
— Tn + 1 [ l Pn | - ]
en(0)  en-a(8) [(n+ 1)t T

= LI(JZ'l) {| ;Z | + c:ﬁo)) [(n +11)1+°‘ O ;’Z I]}

IEAY A 0 N I S
—Cn(o'){anl+(";1’;”') [(n+1)”“ |Pn']

_:anI{ T n+0'[ 1 ]} (3.1.7)
@) U Bl n e+ | P

_ | P, | n+6 3 raf (n + 1)1t

T (e, () n n| Py, |

|
olacaktir. Burada, p’nin tanims ve § < — oldugundan
7

! ! 140 ! 14o
i[O (1) S R :
_1—lmﬂ[ 1P| -1——011m]Pn| k2=0(k+1)1+°‘_1_0 >0

elde edilir. Bu ifade ve (3.1.7) g6z énine alinirsa n > N olan n’ler icin {_"—?2,)}
CTL

dizisi monoton artand:r.
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n > N igin n‘elcn(Hl) ve n® | ¢, (0) | stnarl oldugundan Lemma 3.1.1 in sartlar:
altinda (3.1.6)°ys tekrar goz onine alalim.

Iy = 0) {1 ens(0) | s+ 5 el 17 (L (=0) | 5+ | ca(-0) )}

k=0

_ an—l | Pk I . c
=¢,(0) | ¢r=1(0) | m kZ:%—————(k 1) + cn(6)
+kZ_: i [(k+1)% | er(=0) | —(k +2)* | cr4a(—0) |]
= O(P.) + ca(0) Zirk | c(—0) | [(k F1) = (k+ z)allc—“%)l_']
—0( P. ) + cn(a)nz:ork | cx(=0) | [(’“ +1)7 — (k+ 2}3 _5’“1+ 1) +6(k + 2)°']
<O P ) +en(® S e ca(—8) | D hro—k-140)
2 k4 2)*
0( P. )+ 06l T | (-0) | 22
0cn(0)rn naf (k + 2)0: | Ck(—a) | ck(g)
<O(PB.|)+ (@), k_z B
_ a)rn 6 —0+a—1
=0(| P )
olur. O

a 2> 1 igin agsagidaki teoremin ispatinda Lemma 3.1.2 yi kullanmak yerine o igin

teoremin hz'potezlerinin a—1 igin

IP IZk|A“’+1Pk_, s ]=0(1) , s=[a+1] (3.1.8)

ifadesini sagladigine gostermek yeterli olacaktir. Bunun icin agagidaki Lemmayn

ispatsiz olarak verelim.

n
Lemma 3.1.8 Bir {s,} dizisi verilmig olsun. {S}} dizisi SJ = s,,, ST = S/,
=0
r > 0 seklinde tanimlansin. X € R ve {T,} pozitif saylarn bir dizisi olsun. Kabul

edelim ki bir r > 0 igin
S kM| St < MT, (3.1.9)

k=1
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ve

S EMT | 5 |< MT, 3.1.10
k=1

esitsizlikler: saglansin. Bu durumda 1 < p < r tamsayist igin
S KM | SE < MT, (3.1.11)
k=1

olur.

Bu Lemma’nin ispats 1971 yilina H.P. Dikshit tarafindan veridmigtir.
s=la,r=s+1, A= —r, 8 = A"py_,y, T, =n~° | P, | olsun. Bu durumda
(4.1.12) ve (4.1.10) ifadeleri (4.1.9)’uv ve o — 1 ile p = 1 igin (4.1.11), (4.1.18)%

gerektirir.

Teorem 3.1.4 Her n i¢in P, # 0 olmak tzere {p,} reel veya kompleks bir dizi

olsun. Bu durumda a > 0 olmak uzere

n—-1 |Pk
Y T = 00) (%)
ve s = [a + B] olmak tzere
% S k| A, s |= O(1) (3.1.12)
7 f=1
ise
o n—1
u = Tim, (D) Y | 2 | (3.1.13)

| Pn I k=0 (kl + 1)Ol+1

1
olmak tizere 0 < 8 < ; ve [@+ f] < s+ 1 olan her B icin

(NV,p) O (C,a + B)

olur.

Ispat : 0 < a < 1 igin p(z) ve q(z) sirasiyla {p,} ve {cn(0 — 1)} katsayslar ile
iki kuvvet serisi olsun. Eger k(z) := % dersek, Y knz" Y g™ =Y puz” olur.
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Bovylece Z (Z k,,qn_,,) = Z pnz"” geklinde olur. Buradan p, = Ek,,qn_,, *dir.

n v=0 v=0

gn=1cn(0—1) = (n +z B 1) oldugundan

_ 0—-1 _1 _ 0 _ 0+1 _ 0+n—1 I
90 = 0 =1l,q = 1 y Q2 = 9 goee 3 Gn = n 4. .. Olur.

Boylece,

0
Po = ko‘]o =ko — ko = (O)Po ;

0 0
P =kogi +kigo=poqr + k1 — k1 = p1 — poq1 = ( )Pl - ( )Po

7 0
P2 = kogz + k1¢1 + kago = pog2 + [(O)Zh = (1)170] g1+ ko

0 [
=> ke = py — . g+ | |Podr — Pog

= (o)== () [G)G) - (73]
= (o)~ )+ a)

olur. Benzer gekilde

ka(0) = > (-1)" (a)pn—k (3.1.14)
k=0 k
) - k—1-— ) B
ile verilir. cx(—1—0) = & geklinde tanimlandigindan
k—1-6 k—1—0)!
o(-1-0) = ( b ) =((—1_—a)!)“k!

_(k=1-0)(k=2-0)...(-0)(-1-0)
(—1-0)! ‘
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= (—1)* (6)(6 = 1)(6 = i? 0=k (=1)F (Z) olur. Béylece

n

kn(a) = ch(——l - o)pn_k (3.1.15)

k=0
bulunur. Lemma 8.1.1 in kabilleri Teoremin kabiilleri arasinda oldugundan

| P, |— oo dur. Teorem 1.2.17 den

@rn — oo olmak tzere

(N,0) 5 (Nyp) <= 3" | kncs | P = O(Qa)

=0
oldugundan P, — oo olmak tuzere
(N,p) D (c,0) ¢#ZHW”QM O(P,) (3.1.16)
=0

olmahdir. 0 <0 < a+1<1 olsun. n =0 ise c,(—1 — 0) =0 ve n > 0 igin

er(~1-0) = (n—l——a) _(n=1-0) (n—1-9)...(-0)

n ~ (-1-0)n! n!

ypwm—mmm_pwk_at—ww)

n (n—1)!  n\ n-1
6
= ——n-1(=0)
olur. Ayrica Z —03%0—)- + ¢, (—0) =1 oldugunu séyleyebiliriz. Buradan n > 0

i=1
olmak tzere

kn(o Zcz( 1- pn—z = CO( 1-—- pn + Zcz pn—z
=0 =1
]
= co(—1—0)ps + Z__cz 1(=0)pn—i
z—'l
0
= CO(_]- - a)pn + Z _;ci——l(_e)pn—z’ + pncn("‘e) - pncn(_o)
=1
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= p,n(l - C-,,,(—O)) - 27_7; gci—l(_o)p‘n—z’ + pncn(_a)
= puca(~0) + o ; fena(=) = 3= s (—O)ons
= pucn(—0) — Z =Ci-1(—0)(—Pn + Pn—i)

i=1
yazariz. Boylece

lk(a)l <c'n( a)lpnl'l‘z—cz l( 0)Ipn— pnl

2—1
= ca(— 9)|pnI+Z ~¢i-1(=0) | Z Ap; | (3.1.17)
z--l j=n—1i
n—1
< en(— 6’)|pn|+Z —¢i1(—0) Y | Ap;|
2—1 j=n—1

elde edilir. Bunu (3.1.16)’de yerine yazarsak

> l0) | nni0) | < D cu(6)enos(—0) | pace |

=0 k—O

3 (O3 Le(-0) 3 80,1

7'-—1 j=k—7r
=L+1
buluruz. Lemma 3.1.3 den ayni zamanda P; = O(| P, |) saglanacagindan
Ve Cpy1 > Cn Olacagindan,

=3 ok @)er(—0) | 51 | < cal0)3 ca(—0) | |

k=0 " k=0
= ea(0) e ~0)(B ~ P
k=0
5 Pra(=9)

= ca(6) | en(~0) P} +0
DD

= O(Pn)

olur.
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ck-1(—0) — cx(—09) = gck(—ﬂ) oldugundan

L _k;lcn k(a);-cr A (=0) Z | Ap; |
= kzl cn—k(0) 2_% | Ap; | (cx—j—1(—0) — cx(—0))
—ZIApglk_Zch-k(@)(czc-J 1 (=0) = ex(~0))

olacaktir. Her o, B sabitleri i¢in iyi bilinen

Zn_: co-k(@)cr(B) = ca(a+ B +1)

egitligini kullanarak

k2+1cn_k(o>ck( 0 = (; Z)cn «(0)cx(=0)

k=0

=cy(0—-0+1)— Z Cn—k(0)ce(—0)

k=0

=n+1-— i cn_k(a)ck(—a)

k=0

yazabiliriz. Boylece

I =7§|Apa { > cnk(O)cr—j—1(—0) — Z cn—k(0)cr(— 9)}

j=0 k=j+1 k=j+1

=121 {n —j—(r+1)+ Z ca-k(0)c(—0)

j=0 k=0
n—1 J
:"—Z(J"l‘l |Ap]|+Z|Ap]|Zan0)Ck( —0)
7=0 k=0

bulunur.

T*

| =
yazalim. Bu durumda

T P | =Ty | Paa [=(n+ 1) | Apn |

(3.1.18)



olur. Bu yuzden
S P =T [ P |

S 1801 S a0 = £ BT LB S oo
_: T; '+Pl 'kz_%cn x(0)cr(—0) — g%;% k(0)ck(—0)
—_—Llp."_‘}_ll;)cn H(0)ca(~ a)+§T*LPl lkg_%cn +(0)c(—8)
& geenco
_lL_'chn (0)er( e)+”i:T*'P 'gcn_ (0)cx(-0)
_’g T*|+P2 |I§cn H(0)cx(~0)
=M;§,% H(0)ca(~ o)+7§j:T*|P 'Igcn +(0)ca(—0)

j=0 k=0

—Z i +2 (Z en—k(0)cx( 9)+Cn—j—1(9)cj+1(—9))

n—1 n—2 T*
____I_I._P__l_l Z Cn—-k(o)ck 0) + Z | P | Z cn_ )
=0

k=0

n2T*|P, 'T:klp.|
- cat(B)ci(—0 —i
= J|2 Z k )ck( ) Z

1 Cn—j-1(0)cip1(—0)
k=0 k=0
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n—l ( Pn-—l 'n_l py T* | P |

= A Y ek (B)a(—0) + Y L Z cnk(0)c(—0)

k=0 3=0 +1 k=0
n~—2T*lP' n—2Tj*]}7jl
JX_; 5 +2 I;OCn~ #(0)er(~0) — gm%-j~1(0)0j+1(-—9)
= _nﬁfzzﬂzcn #(0)c(—6)
k=0

+g T | P | (]—_%_T —~ —41—_-—) XJ: cn~k(0)cr(—0)

=0

S e @)
Simds ”
n—2 J n=27% | p.
=S it Do 00 - % HB e 0nin

olmak uzere

L, lBa|&

Z | Ap; | ch- (6)er(—0) = ch—k(e)c‘k(—e) + B

k=0

ifadesini elde ederiz. Béoylece Lemma 3.1.2 ve Lemma 3.1.3 den

n—1 n-—l lP -1 ln—-l

2 =—§(j+1)ll\m|+ kzcnka)% )
+§Zﬁ%§cﬂ k(@)er(—0) — ;V:—;) At Ic“—i-l(a)cjﬂ("e)
=Ty | Py |4 D L B {Z_:cn~k<e)ck< 1)~ cob)en(-0)} + 5
= Tii%l-‘{-n-l—n—i—l-co( O)c.(—-0)} + B
<O(lP,|)+B
—O( P )+ T B S (0
SO F LT ) & e Oal =)

%—;T* : lc"-z 1(8)ciy1(—0)
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| 5 |
O(| £ )+Z(|P lyz_%(u+1)|AP |)( R
{] +1 Z cn—k(0)ce(—0) — Cn—j—.l(a)cj+1(—9)} (3.1.3) ! den

k=0

<o( P, |>+M2Li2'{ 7 2 ennr O =0) = s ey~ 0)}
SENTANE
SIPIG+1-6)
<O(| P |)+Mcn(9)2 G+1(G +2) cj(—9)

<o( P |)+Mcno>§W

Lemma 3.1.2 den
= O(I P, I)
elde edilir.
a 2 1 de Teorem 3.1.4 i ispatlamak icin indiksiyondan kolayca kurulabilecek

olan agagidaki esitsizligi kullanmaluypz.

a>1ves=[a+f] daim. p(z) =) puz” ve q(z) = Y ca(6 — 1)z" olmak

n=0 n=0
tzere daha onceki gibi k(z) = = E ; seklinde ise n > 0 igin
ki n—1
En(0) =Y ATpocnr(r — 0)(=1)" + (=1)° D A’pjcajes(s —1—0)  (3.1.19)
r=0 7=0

dur.
Simdi s <0 < a4+ B <s+1 igin (3.1.16)%n saglandigin: gostermeliyiz.
(3.1.19) u

kn(0) = ijNpocn-r(r —0)(—-1) +( 1)° nf [A’p; — A’p]en-js(s — 1~ 0)

r=0

+(=1)°A°p, Z Cnj-s(s —1—10)
Jj=0
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formunda yazabiliriz. Denklemin agagidaki parcass,

n—1 n—1n—1
D (A% — Aplenjs(s —1-0) =D AF'picn_js(s—1-96)
J=0 J=0 k=j
n—1
= ZAS-HkaCn—J -5 3 —1- 0)
k=0 j=0
seklindedir. Bu yizden,
n . n s—1
> cai®) | E(B) | < nl®) [0 |+ cnmi(0) S | ATpo [l cina (= 0)|
=0 =1 =0
i—1
+ch—z(0 | A%p; || Zcz—s—.v(s -1-9)|
z_l =0
+ch—z 0) | Z | A+ || Zcz —e—j(s—1—10)|
=1 =0
=0(R)+h+L+1;

yazalim. Buradan

=S el 3 | | 6l = 0) 1= 3 | A | (S eans®) | eorr =) )

= sz:;) | A"po ( n;i c'n,—‘r—] I CJ(’I" — 0) l)
= 82:% | A"po | [_li_ Cnr—j(0) | cj(r —0) | + -ii; Cnr—;(0) | c;(r — 0) l}

olur.
(3.1.17) de a = 0, f = r — 0 alinip uygulamaswyla Lemma 3.1.1 , ve s nin sabit
oldugu géz onine alinarak

s—1
= | Ao | [Z Cn—r—;j(0) Icyr_0)|+zcn—r—1 )ei(r — 6)

r=0 =1—7r

- z:cn_r_jw)cj(r - 9)}

= sz_: | A”po | Z Cn—r—3(0) | CJ(T' —0) | +en—r(r+1) - ch—r—y(o Jei(r — )]

= sz:;) | Ao | _li_ n—r—j(0) | ¢i(r —0) | +( ; ) - Z%cn—r—j(o)Cj(T _ 9)}
—o(Pl)
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Lemma 3.1.3 den (8.1.1) ve (3.1.12) a — 1 igin (8.1.12) nin dogru olmasine gerek-
tirer.

n=1i¢in dy—y | Pooy | (n — 1)'° = 0 alinmak dzere

do | Po | n'7° —dpei | Poca | (n = 1)'"° =n | A®p,, | dle bir {d,} dizisi tansmlayalim.
Bu durumda

= icn-i(o) | Ap; | [zi Cims—j(s — 1 — 9)]

”‘ch—z(a | A%p; | | ci—s(s —6) |
< cn(o)z [ sti | Poyi | dsti-1 | Psyi-1 |] ci—s(s — )

=1 (st (s+i—1)1 s+1
n+s | Pn+.9 | cn-—s(a) el ds+z' I Ps+z’ |
<enlf) [ CF TR Dy sy

yazilabilir. Burada
_Ci-s(s=0) cip1-s(s—0)

I‘(z—[-+1—0)[(1+_5—3 )+ (0 —s—1)s+1]

O T(E+2-8)(s+1-0)(GE+s)(i+s+1)
dir.Boylece Lemma 3.1.2 ile

(] 0 R 8
L<0(P)+MY DLl _o)p )
o (s+9)
(8.1.18) denkleminde a =0 , f = s — 0 alinmas: ile
i—1
I; = ch_,(ﬂ)z | A p | | Zcz_J —s(s—1-6)|
i=1 k=0 j=0 .
n-l k n+1
_ s+1 _ —
=5 la p"'[(sﬂ) (s+1>+§c"‘ e =)
=L+

yazalim.
n—k n+1
- (k+1
l(s—l—l) (s+2) < Nn(k +1)
oldugu indiksiyon ile gosterilir. Bu yizden (3.1.12) ile

v () - (3

n—1

<Mn*) (k+1)| A*'p |= O(| P. )

k=0
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dir.

n—1
Z | A*ipy | Ecz—s(s —0) =) | AMp | ces(s+1—6)
=0 t==s k=0
= Z | A**py | cr_s(s +1—6)
k=s
olmak izere
n~1
=3, | A | Z eni(0)ci-s(s — 0) < ca(8) ]
k=0 t=g

elde edilir.
(3.1.12) yi kullanarak vy | Py | n7° —rpy | Pac1 [ (R =1) " =n | A*'p,_, | ile

bir {r,} dizisi tanimlayalim. Bu durumda

n~1
=3 | A" p | cr-s(s+1—0)

k—s

Z Tk+s | Pk+s | _ Thts—1 [ -Pk+s—1 ] Ck-s(S +1- 9)
T (k+e) - (k+s~1) k+s

olacaktir. I; icin yapilan iglemler aynen yapilirsa Is = O(1) elde edilir.0
Teorem 3.1.4 in o < 1 ve {p,} artmayan ézel durumu Thorpe (1975) tarafindan

ispatlanmagter.

3.2 Norlund Toplanabilirlige Uygulamalar

f € L(—m,m) , 2r periyotlu periyodik bir fonksiyon ve onun fourier seri gésterimi
(daha dnceden aldigimaz gibi),
f@) = —l— Z(an cos nt + by, sin nt) (3.2.1)
n=1
olsun. (8.2.1) in eslenik serisi
- o0 o o]
F(&) =Y (bncosnt — ansinnt) = ) By(t) (3.2.2)
n=1 n=1

ve (8.2.1) in tdrev serisi

@)= i n(b, cos nt — a, sinnt) = i nBy(t) (3.2.3)
n=1 n=1
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dir.

Burada su standart notasyonlar: kullanacagiz :
r—1 n

¢
to(t) = L oWdu , Sa(r)= "Pn %

2¢(t) = f(f + t)t+ flz—1)—2f(z) , 2¢( )= flz+1t)— f(z—1)

() = 575y L (t—u)*g(u)du , a >0, Bo(t) = ¢(t)

$a(t) = T(a+1)i7@(t) , a>1

Ya(t) ve Uult) icin de ayni durum gegerlidir. Simdi daha iyi anlasisin diye Tamarkin

tarafindan verilen Teorem 2.2.18 i tekrar verelim.
Sonug 3.2.1 : (N, p) regiler Nb'rlund metodu

n | pn | 1 | P |
R = = 0(1 = ve T, kE+1)| Ape |[=0O(1
[Py =00 S |P|,§k+1 IPIZ%( )1 80 1= 00)

gartlariny saglasin. Bu durumda (N, p) Fourier-Effektiftir. [Teorem 2.2.13]

Teorem 3.1.4 den bir B > 0 i¢in (N,p) D (C,B) dor.
Simdi o = 0 i¢in Bosanquet (1930) nun agagidaki sonucunu kullanalim.
Teorem A FEger f € L[—=, x|, 2r periyotlu periyodik bir fonksiyon ve

Pa(t) = o(t®) ise (3.2.1) serisi her bir § > o > 0 igin t = z de (C, B) toplanabilirdir.
Sonug 3.2.2 : Eger 2¢4(t) = f(:c—l—i) + f(z —t)—2f(z) olmak tzere ¢1(t) = o(1)

ve (pn) dizisi p, — oo olacak gekilde nonnegatif, azalmayan, {p,+1 — pn} artmayan,

R,=0(1) ve z'P"'—O(l

IPI

ise (8.2.1) serisit = x de (N, p) toplanabilirdir.
Bu sonugta a =1 igin Teorem 3.1.4 tin (*x) kogulu gerceklenir.
{Pn+1 — pn} dizisinin artan olmamas: ise A’p, < 0 olmasins gerektirir.

(pn) azalmayan oldugundan Ap, < 0 ve ayrica R, = O(1) ve p, — oo ise Iim% =0

68



gergeklenir. Tum bu sonuglar: kullanirsak;

ny 2 = — | A? NS (A2
0 < PnkglklAnPk—z I ) | A*p_y | +Pnkz=:2k( Ap_y)
=0(1) - ']131 > k(Apk—z — Apr—1)
= 0(1) ~ 2 | (kApkz — (k+ DAps—1) + 3 Apes
TZL k=2 k=2
=0(1) — P [2Apo + p1 — pn — (R + 1)Apy_i]
< 0(1) + 5-(~2Ap0 +pn) = O(1)

Boylece Teorem 3.1.4 den bazi f > 0 igin (N,p,) D (C,1+ B) dir. $imdi Teorem A
uygulanabilir. ’

Sonug 3.2.3 : Kabul edelim ki (p,) o = 1 igin (3.1.12) yi saglayan bir pozitif
dizi olsun ¢1(t) = O(1) oldugunda (3.2.1) serisi s e (N,p) toplanabilirdir. Bu da
(8.1.1) in a =1 iken saglanmast igin gerek ve yeter koguldur. [Teorem 2.2.15]

Ispat (Yeter sart :) Sonug¢ 8.2.2 de (N,p) = (C,1+8) ,(0 < B < 1) oldugu
durumu Teorem A’ ile gosterelim. Teorem 3.1.4 den sonu¢ 3.2.2 nin sartlar: baz
B > 0 lar icin (N,p) D (C,1+ B) olmasins gerektirir. sonug Teorem A" den aciktur.

Sonug 3.2.4 : Eger ¢ sonug 3.2.2 deki gibi ¢:1(t) = o(1) ,(pn) dizisi negatif

olmayan, artmayan

1n——1 Pk
Sp==1Y
Pn,g)k“

=0(1)
seklide bir dizi ise (3.2.1) serisit = = de (C,1)(N,p) toplanabilirdir. [Teorem 2.2.}]
Das (1968, sh. 34) dan (C,1)(N,p) D (N,p) oldugu biliniyor. Geriye,

(N,p) O (C,1+8)

oldugunu gostermek; yani geriye (p,) e Teorem 8.1.4 tn gartlarine saglatmak kaliyor.
PO) .= % P, olarak tansmlayalm

‘%‘)ik | A*Pes |= %Zﬂjk | Apk-1 |= n—%Tn

n k=1 P n k=1 P n
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dir. P, artan oldugundan,P") < (n+1)P, dir.(p,) azalan oldugundan

P, = Zpk 2 (n+1)p,
k=0

dir, boylece R, = O(1) dir.
Lemma 2.2.16 a) T,, = O(1) dir.

T := (1) Z(k-!- )| AP |= (1) Z(k + 1)prt1 = O(1)— (1) ZP’“ -

k=0 k=0 k=0

nP,
dir. Lemma 2.2.16 ) den TV = O(1) olmass RY := 0 = = O(1) olmasini gerek-

tirir. Lemma 2.2.17 den RY = O(1) ve S, = O(1) olmas:

| P 1

kE+1 n=zk;l-llp—1|

= o)

olmasiny gerektirir, bir baska deyisle

n (1)

(1) Z

saglanar.

Teorem 3.1.4 ve Teorem A’ den sonug agiktir.

Sonug 3.2.5 : (p,) negatif olmayan, P, — oo olacak sekilde artmayan bir dizi
olacak sekilde (N, p) regiler Norlund metodu olsun. Eger %n =0(1) ve ®(t) =0 (—;:)
ise (3.2.1) serisit = ¢ de s ye (N,p) toplanabilirdir. (Tamarkin,1932)

= (N,p,)(C,1)! ile tansmlansin . Bu durumda

k +1
( pn—k-—l) ak <n
bor =< _—(n _;:)po k=n
[ 0 ,d.y.

e =(1,1,1,...) olsun. Agik olarak Be = e ve her k i¢in limy, o byr = 0 dor. (pn)

artmayan oldugundan
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n—1
Z I bnk I— Z b’nk + bnn = 2bnn —1 dir.

k=0
sathtzr Bu yizden (N,p) D (C,1) dir.

= O(1) oldugundan B sonlu norma

o=

P, — oo olmast —;— = O(1) den hemen elde edilir.

Boylece
o) 1 A
t P t
olur. Sonug Lebesque Teoreminden (Teorem 1.4.8) elde edilir.

Sonug 3.2.6 : Kabul edelim ki (p,) dizisi,

O 5318l = o)

Z1(t) = O(1).0(1) = o(1)

(i4) —nI;k[AZpk | = 0(1)
(i41) —:kz_j =0(1)

olsun. Bu durumda

[ 1+ ) = S =) = 2uf'(2) | du = oft)
oldugu her noktada (3.2.3) serisi f () e (N,p) toplanabilirdir.

Sonug 3.2.6 da (N,p) = (C,1+8) , (0<pB<1) oldugu 6zel duruma
Teorem A" diyelim. Bu durumda (1) ve (iii) sartlars Teorem 3.1.4 iin hipotezlerini
saglar. Boylece bazn 0 < B < 1 ler igin (N,p) D (C,1+B) dor. Simdi Teorem A"
yt kullanalim.

Sonug 3.2.6 Teorem 2.2.20 nin bir genellemesidir.

Sonug 3.2.7 : Eger ¥(t) = f(z +t) — f(z —t) — I = o(1) ve (pn) negatif ol-
mayan, S, = O(1) olacak sekilde artmayan bir dizi ise {nB,(z)} , — ye (C,1)(N,p)
toplanabzlzrdzr [Teorem 2.2.10]

Sonug 3.2.4 iin ispatin: kullanirsak, baze 0 < B < 1 igin (C,1)(N,p) D (N,p) D
(C,1+ B) elde edilir. Simdi Teorem B yi uygulayalim.

Teorem B Eger ¥(t) = o(t) olacak gekilde bir D(z) fonksiyonu varsa ve ozel
olarak eger ¥(t) = o(1) ise {nB,(z)} h'er a>1 igin D7(rx) ye (C, @) toplanabilirdir.
( Fejer, 1913)
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Sonug 3.2.8: (p,);

6) Ay k| A% 1= 0()

(4¢) E, ‘lekI—O(l
sartlarine saglasin. ¥(t) = f(z +t) — f(z —t) — D(z) olsun. Eger t — 0 iken
U(t) = /: | (u) | du = o(t) ve 6zel olarak eger ¢(t) = o(1) ise {nB,(z)}, D—ffl Y
(N, p) toplanabilirdir. (Svddigr, 1978, Teo 1)

(pr) tzerindek: sartlar, Teorem 3.1.4 den bazs 0 < B < 1 ler igin
(N,p) D (C,1+ B) olmasin: saglar. Simdi Teorem B yi kullanalim.
t
Sonug 3.2.9: Eger ¢,(t) = / Y(u)du = o(t) olacak gekilde bir D(z) fonksiyonu

()

varsa {nB,(z)} dizisinin ye (N, p) toplanabilir olmasu igin

2

() |P ,Zk | A3pk = 0(1)

| P
@) [h 3 e =00

kosullary saglanmalidar.

(pr) tizerindeki bu sartlar Teorem 3.1.4 de baz 6 > 2 igin (N,p) D (C,8) ol-
maswne gerektirir. gimdi Chow’un agagidaki sonucunu uygulayalim.

Teorem C Eger (t) = o(t) olacak gekilde bir D(z) fonksiyonu varsa her o > 2
icin {nB,(z)} dizisi Diz) ye (C, a) toplanabilirdir. ( Chow, 1941)
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4  Fourier Serileri ve Eslenik Serilerinin

Genellestirilmis Norlund Toplanabilirligi

4.1 Girig

Bu Bdélimde kullanacagimiz baz ifadeler sunlardur:

R, =(p*qhn
1 & sin(n—k—l—%)t
N, (t) —E—I;qu'n—k (sin% - )
_ 1 > cos(n—k+1)t
Nnt = X5 n— .
() Rnkgopkq k sm%t

Bu ifadelerden baska 0 <t < oo igin p(t), P(t) ve 0 <t < n+1 igin r,(t), R.(t)
fonksiyonlar: (k =0,1,2,...) olmak tzere k <t < k+1 icin

p(?) ;Pkt
P(t) = L p(u)du

k=0,1,2...,n olmak tizere k <t < k+1 i¢in

rn(t) =pktqn—k
Ra(t) = A ra()du

Seklinde tanimlansin.

Teorem 4.1.1 (N, p,,q,) regiler metodu asagedaki gibi tanimlansin. u > 0 igin
p(u) monoton, artmayan, mutlak pozitif p, = p(n) , q(u) monoton, azalmayan,

mutlak pozitif g, = q(n) seklinde fonksiyonlar olsunlar.
At), n =00 iken A(n)=O0(R,) (4.1.1)
kosulunu saglayan uygun pozitif, azalmayan t’ye bagh bir fonksiyon olmak izere
n— oo iken R(u)= /Ou p(z)g(uv — z)dz (4.1.2)
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ve

n— oo iken qnz 1\%du = O(R,) (4.1.3)
seklinde alalim.
Eger t — 0 tken
G(t)= [ 14(w) | du=0 (tlj((ll;tt))) (4.1.4)
ise ,
%ao + g(an cos nz + b, sinnz) = nf:l A, (z) (4.1.5)

serisi x = t’de f(t) degerine (N,p,q) toplanabilirdir. (Singh, A.N., 1990)

Teorem 4.1.2 Regiiler (N,p,q) Norlund Metodu yukaridaki teoremde oldugu gibi
tansmlansin ve (4.1.1), (4.1.2), (4.1.8) saglansin. Eger t — 0 iken

/atW(U)ldu:O(M)

P(1/t)
i(bn COSNT — Ay Sinnz) = i_o:l B,(z) (4.1.6)

eslenik serisi

1
2w
degerine integralin Lebesque anlaminda var oldugu tim noktalarda (N,p,q) toplan-

abilirdir. ( Singh, A.N, 1990)

" 1
/0 (1) cot Stdt

Bu teoremleri ispatlayabilmek igin agagidaki lemmalara ihtiyacimsz var.

Lemma 4.1.3 0 <t < 7 igin

|ipksin(n —k+ %)tl _o (P(j))

k=0 sin %t
ve
®, cos(n—k+3)t P(3)
| ,;,pk sin 3¢ =0 t

(Singh, A.N., 1963)
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. .1 t . .
Ispat : 0 <t < 7 igin sin §t > - oldugu igin

" sin(n—k+ )t
|Epk ( — 2) I< — T |Zpksm(n—k+ )t|
k=0 sin 51 t =
olur.
qg< 1 < g+ 1 olmak uzere
——|Zpksmn—k+ )t| —|Zpks1n(n+ )tcoskt|
k=0 k=0
y | Zpk cos(n + )tsm kt |
k=0
s 7 | ZPkCOSkt | +-— | Epksmkt |
k=0 k=0
Simdi | Y prcoskt |=| ,(t) | diyelim
k=0
q n
| n(t) | =1 prcoskt + > picoskt |
k-—O k—q+1
<| ZPkcoskt | + | Z prcoskt |
k=0 k=gq+1
Abel Lemma’dan
1
< P + pq+1

| sin |
T
< P[%] +Pq+1? < P[%] + pgram(g+1)

< P[%] +7(po+pr+p2+...4+pg)
SMUREND
= 0ty)

olur. Ayn: gekilde

| zn:pk sinkt |= O (P[%])

k=0
bulunur. Dolayisiyla

P3|
- | Zpkcoskt | +——- | Zpk sinkt |= O —

k=0 k=0

elde edilmig olur. Bu da ispats tamamlar. O
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Lemma 4.1.4 0 <t <7 ig¢in

sin(n—k+31)¢
N(t)— Zpkan ( 2)

th L
k—o sin 2t

ise

olur. (Singh, A.N., 1990)

ispat : Sabit n icin k ile g, artmayan ve n — oo iken

n

| 2P

k=0

sin(n — k + 3)t

1
sin 2t

artan oldugundan

~ sm(n k+2)t P(%)
N0 1< 213 =0 (.&t)

olur. O

Lemma 4.1.5 Eger 0 <t <7 icin

cos(n—k—l—%)t

1
sin 2t

N(t) 3 Ekan k

k—O

|N@H=0(%%%@)

is€

olur. (Singh, A.N., 1990)

ispat : Sabit n icin k ile g, artmayan ve n — oo iken

™

| Zpkcos(n —k+3)t |

1
sin 2t

k=0
artan oldugundan

cos(n aP (3
|N(t)|<q—”lki_% b k+2)tl— (Rn(t))

olur. O
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Lemma 4.1.6 (4.1.3)’ den n — oo tken
qn = O(Rn)
dir. (Singh A.N., 1990)

Ispat : A(n) pozitif azalmayan fonksiyon oldugundan (4.1.8) den
7 dx

n— oo tken =o| — ] dir.

1 n
n — oo iken sol taraf oo oldugundan ¢, = o(R,) elde edilir. O

Simdi Teorem 4.1.1 in ispatini verelim.

Ispat : Eger sn(x) (4.1.5) serisinin n’inct kismi toplamlar dizisi olarak almirsa

s1n(n+ 2)t
(@) = @)= 5= [ (0 —sn(t

olur. Dolayisiyla
sm —k+ 1)t
th?—f(z) = Zpkqn- / (1) (1) Dty
= A (t)N(t)dt

seklindedir. Teoremin ispatin: yapmak i¢in n — oo tken

I= L " $(E)N(t)dt = o(1)

oldugunu gostermemsiz gereklidir.

0<é< 7 igin

I= L "Nt = [ A N /; "4 fs "] SE)N(t)dt

=L+L+1;

yazalim.

0 <t <% arabginda dizgin olarak

5 (n—kt
B 27TR"' k—Opkqn—k T

= O(n)

| N ()
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oldugundan n — oo tken teoremin hipotezinden
ho= ¢(t)N(;()d; = 0(n) [ | 6() | at
n
oo (75)

= o(1)
Lemma 4.1.4 den M herbir islemde degigik olabilecek pozitif sabit olmak izere

= [, s < B 7140 P—Si)dt

ifadest elde edilir.
€ > 0 verilsin, 0 <t < 6 olacak gekilde bir § secelim oyle ki,

t €t
60 1= [ 16w 14w =0 (5HE)) < ;((

olsun.

Dolayrsiyla,
u=—>= | dv=|¢t)]|
alp kwsmi integrasyon yaparsak M ler farkls olabilecek sekilde,
5
Ma. [, P(H)] | Mg (1)
<
) < {G(t) | R o=

i
Mg, (%)
R,
=11+ 12,2 + Iz

_|_

olur.

Lemma 4.1.6, (4.1.1) ve ({.1.4) den n — oo iken eger M(6) §&’ya bagh bir sabit

olarak alinirsa, sabit é icin

_ Mg, P(l) Mg, 1
| Ly | =] R, G(6) 56 ]" RnG(h-)nP"l
_ M(b)gn 0 A(n)
-t vo(227)
=o(1)
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elde edilir.
1
(4.1.3) den ve egitsizlikte = = " dondgimi yapilirsa

| Ly| =2 G(t) ()dt< Meq"/ A(2)P %) dt

= or
_ Megn [ Mz) -
=& /% dz < Me

elde edilir.

PR O 0

R, t - R, Ji P(%)t
_ Megn m N2) .
=R b Py

P(z) = Py fonksiyonu x = k noktasinda py kadar degigtiginden (atladigindan)
( diger yerlerde sabit )

Meqn p /\(k) Meqn " kP A(k)
20 < R, X EP(R

k=1

| La| =

< Me
limsup | I5 | 6 ve ¢ 'nin se¢imiyle oldukca kiiciik yapilabileceginden Is — 0 olur. Fakat
Riemann-Lebesque teoremi ve toplanabilme metodunun regilerlik kogullarindan dolays,

n — oo tken
I = L SN (2)dt = o1)
olur. O

Teorem 4.1.2 nin ispatini verelim.

Ispat : 5,(z) ¥ Bu(z) serisinin n’inci kismi toplamns géstersin. Bu durumda

) _ % /(]w¢(t) cos 2t — cos (n + %) tdt

5n(2) sin £

ve

coslt—cos{n+2)t
ﬁ’q——-—Zpkqn-k/ () —=> ( 2)

—3 dt
k—o sin 5t
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olur.

cos(n—k—l—%)t

|
sin 2t

e 1 [T 1 i
tf;q — gé ’gb(t) cot itdt == Zpkqn k/

_— /0 ¢(t N(t)dt
Simdi teoremsi ispatlamak i¢in n — oo iken

| e@N @t = of1)
oldugunu géstermek yeterli olacaktur.

| vwae =[/ +/+/] N(tyt

=h+J2+J5

dt

Seklinde alalim.

Eslenik fonksiyon var oldugundan n — oo iken

2—17; /: ¥(t) cot %tdt = o(1)

olur.Buradan M pozitif bir sabit olmak tzere,

1 1 7% 1 1 & cos(n—k+%)t
2ﬂ_/ ¥(t) cot tdt Ji = %/é P(t) [cot Et - E;;;pkqn—k T dt
n n—k
= or Rn Z%Pk%—k [mz_o%m mt] dt
1

< — t n—k(n — k)dt

<7 Ii/)()lkz_%pkq K(n—k)

<Mn 71400 | a

0

=0(1)

elde edilir. Dolayisiyla
Jl = 0(1)

olur. .Szmdz L <t < b ig¢in Lemma 4.1.4 den, I’ de oldugu gibi

5 = [ woRwe< B [ w1 Pl
= o(1)
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bulunur.

Riemann-Lebesque Teoremi ve toplanabilme metodunun regilerliginden
J3 = 0(1)

olur. Bu da ispats tamamlar. O

Agagrdaki iki sonug yukaridaki iki teoremin sonuglaridr.

Sonug 1: Eger A(u) = 1 ve her n igin ¢, = 1 alineirsa Pati, T. (1961) in sonuglar
saglanar.

Sonug 2: Eger her n igin g, =1 ve X (—1-) M alinarsa Singh, T. (1963)

t)~ log(1/t)

in teoremleri elde edilir.

Teorem 4.1.7 Regiler Genellegtirilmig Norlund Metodu (N,pn,q,) , {pn} negatif
olmayan, monoton, reel sabitlerin azalmayan dizisi ve {g,} negatif olmayan, mono-
ton, reel sabitlerin azalmayan dizisi olacak sekilde tanimlansin.

0 < 8 < m arahigindak: herhangi 6 igin

n — oo tken /: |—¢ft(th (-t1-> dt=o (%) (4.1.7)

kogulu saglamirsa (4.1.5) serisi z noktasinda f(z)’e (N, pn,qs) toplanabilirdir.
(Khare,1990)

Teorem 4.1.8 Regiler Genellegtirilmig Norlund Metodu (N,pn,q,) , {pn} negatif
olmayan, monoton, reel sabitlerin azalmayan dizisi ve {q,} negatif olmayan, mono-
ton, reel sabitlerin azalmayan dizisi olacak gekilde tanimlansin.

0 < 6§ < 7 araligindaki herhangi 6 igin -

n— oo iken /; I—d)z(—ﬂ—lf’ (-1—) dt=o0 (%) (4.1.8)

kosulu saglanirsa (4.1.6) eslenik serisi

1 e 1
- L alt) cot Stdt

degerine integralin Lebesque anlaminda var oldugu bitin noktalarda (N, p,, q,) toplan-

abilirdir. ( Khare,1990)
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Bu iki teorem 1990 yilinda S.P.Khare tarafindan ispatlanmagtar.

Simdi yukarida verdigimiz teoremleri genellestirelim.

Teorem 4.1.9 (N, p,,q,) metodu, negatif olmayan,artmayan {p,} dizisi ve negatif
olmayan,azalmayan {q,} dizisi ile tanimlanan regiler Norlund metodu olsun.
0 < é < 7 araligindaki herhangi 6 icin -

d R.(3)
dt ¢

n— oo tken /f ,(1) | | dt = o(R,) (4.1.9)

kogulu saglanirsa (4.1.5) serisi z noktasinda f(z) degerine (N, py, g,) toplanabilirdir.
[Okuyama ve Ark., 1998)

Teorem 4.1.10 (N, p,, ¢,) metodu, negatif olmayan,artmayan {p,} dizisi ve negatif
olmayan,azalmayan {q,} dizisi ile tanimlanan regiler Norlund metodu olsun.
0 < éx araligindaki herhangi § i¢in n — oo iken
6 d R, (%
/; U, (1) | Ei_{(t—) | dt = o(R.) (4.1.10)

kogulu saglanirsa (4.1.6) eslenik serisi

1 gym 1
pr /é ¥y(t) cot -2—tdt

degerine integralin Lebesque anlaminda var oldugu bitin noktalarda (N, py, ¢,) toplan-

abilirdir. (Okuyama ve Ark., 1998)

Simdi ispata gegmeden once Teorem 4.1.9 un Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.7 nin
genellegtirilmig gekli oldugunu gosterelim.

{P Gner } oo k’nan artmayan bir dizisi oldugundan,

oshu(b)<n(l) (1<densr)

ifadesint elde ederiz.Dolayisiyla bu ifadeyi kullanirsak

AR() _An@)-RG)_, (Rntg;))

dt t 12
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olur.
Eger (4.1.1), (4.1.2), (4.1.8) ve (4.1.4) kogullar: saglandiginda y = (1/t) dontsimai
yaparak

EJ'AHdeMﬂ (Lﬁﬂ%ﬂ*%ﬂ

Eali P(3)
1A () ) 2W)Ealy)
(k) (w5
( Z /k )\(z;}?;(y) )_o~(&§ P((kk)) :lx(y) y)

(EE LA 2] -

k=2

oldugundan (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3) ve (4.1.4) kogullarimin yerini (4.1.9) alabilir.
Benzer yolla (4.1.7) ve Lemma 4.1.12 kullanilarak, %Rn (%) artmayan ve
R, (t) < ¢ P(t) oldugundan, kismi integrasyon yaparsak

[ro1 558 1a < o™= L0l (1)

1
I | $o(t) | (1
:4&W‘&G»+%%é P (5)
= o{Ry)
Dolayswyla (4.1.7) win yerini de (4.1.9) alabilir.
Buradan da gordigimiz gibi Teorem 4.1.9 , Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.7 nin bir
genellemesidir.

Ayne sekilde Teorem 4.1.10 da Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.8 in genellemesidir.

Teoremleri ispatlamak icin agsagidaki lemmalara ihtiyacimiz olacak.

Lemma 4.1.11 Eger {p.,} negatif olmayan, artmayan ve {q,} negatif olmayan,
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azalmayan diziler ise

No(t) = O(n) (o <t< %) (4.1.11)
N,(t) = O(n) (0 <t< %) (4.1.12)
1 1
No(t)= O (Rn (Z) (tRn)“1> (; <t< 7r) (4.1.13)
- 1
Ro(t) =0 (Ba (3) B)) (% <t<r) (4.1.14)
ifadeleri gergeklenir. (Okuyama ve Ark., 1997)
ispat:
(4.1.11):
Eg'er0<t§% ise n — oo tken
s1n(n'—k+%)t 1 > (n—k+1)t
| =|— ek : < — kg
| Na(t) | =] kz_opkq sl I_Rnlgpkq S
7r(n +1) &
< PrGn—k = m(n +1)
Cap
(4.1.12) ifadesinin ispatr da ayns yolla yapiler. O
(4.1.13):
T = [%] ve Im(z) z kompleks saypsinin imajiner (sanal) kisims olmak tzere,
1 <t<mise
n
n sin (n -k+ %) ¢
PACTE 2 P 2 |
II (Zpk‘h—kez(n kH)t) 1< — IEPan—kezkt
k=0 tRn k=0
<3 Rn | Zkan—keZkt |+ & | zkan—kezkt |
T7-1
_ ikt
< tRn [;pkqn_kcoskt | +tR,, Ikz_;pkqn _ksinkt | + Rn I Zpkqn_ke |

=h+L+1;

84



7—1 1

R, (1) = Zkan—k ve T < 7 oldugundan
k=0

= Eacst -0 () o)

olur.

k k
Al(cl)(t) =) cosjt , A}f)(t) =) sinjt

j=0 j=0
yazip Abel transformasyon uygularsak, (k =1,2...; 1=1,2) olmak tzere k’ya gore

t -1
{Prgn-i} artmayan ve | A,(cl) |< (sin —2—) < —77; oldugundan,

tRn n—1
_71'_11 <| Z(Pk%—k _pk+1qn—k—1)AI(cl)(t) | + |Pr¢ln—ngll(t) | + |anoA£zl)(t) l

k=1

1 n—1
<0 (f {Z(qun—k — Prk+19n—k-1) + Pr@n—r + pan})

< ot <o ()

olur. bu ise ispats tamamlar. (4.1.14) ifadesinin ispatr da ayn: yolla yapilr. O
Lemma 4.1.12 ({.1.7) ve (4.1.8) kosullars t — 0 iken sirassyla
@4(t) = o(t)

ve

Us(t) = ot)

kogullariny gerektirir. (Khare, 1990)
Lemma 4.1.13 (4.1.9) ve (4.1.10) kogullari t — 0 tken sirasiyla
®,(t) = o(t)

U,(t) = oft)

kogullariny gerektirir. ( Okuyama ve Ark.,1997]
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ispat :

artmayan oldugundan, (4.1.9) dan

&53

d&)=[_dﬂl (Mﬁ

so. () [ 1852 1ame () |- [ 258
.} ww-m ()}~ (2)

olur. Simdi (N, pn,q,) metodu regiler oldugundan @, (-71;) =o0 <7—i-) seklindedir.
®,(t) azalmayan oldugundan ®,(t) = o(t) elde edilir. Bu da ispatin ilk kismine
tamamlar. Kalan bolimin ispatr da ay‘m gekilde yapilar. O

Simdi Teorem 4.1.9 un ispatin: verelim

Ispat : Eger sn(z) (4.1.5) serisinin n’inct kismi toplamlar dizisi olarak elinirsa

s1n(n + 1)t

") @

(@)~ f(e) = = [ 4™

olur. Dolaysiyla

dt

ka4l
tﬁ’q - f(m) kz—%pkqn— / ¢z mn(zin(%t-)l— 2)t

= L (1) Na(t)dt

seklindedir. Teoremin ispatint yapmak igin n — oo tken

I= /é " 6o(t)No(t)dt = o(1)

oldugunu gostermemiz gereklidir. € > 0 verilsin. Lemma 4.1.18 den 0 < 6 < =«
olacak gekilde 0 < t < § igin
o, (t) < et

ifadesini saglayan bir 6 segebiliriz.
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1= [ pNapit = [ [P+ fi+ /;’] bo(t)No(2)dt

=hL+L+13
yazalim. (4.1.11) ve Lemma 4.1.18 den n — oo iken

il [ 8:0M0dt 10 (n [*16:00) | dt) = 0o (1) = o)

olur. (4.1.13) den A herbir iglemde degigebilecek bir sabit olmak tizere

5 A 6 Rﬂ(%)
L] = /; BaONa(0)dt 1< 2= [ 162(0) | =5

#-40) () r Rn/‘I’z( an(%)ldt

= In + I,

"Rn

Simdi Lemma 4.1.13 den

Iy = [ (1) (?) :l < ACR]_.;(E) + Ae};nn(n)

n

olmasi gergegi ve (4.1.9) dan n > ny igin

I 121 IS A6
ve
I 122 IS AG
olacak gekilde bir ny tamsayisy bulabiliriz.
Buradan da
| Iz |S Ae
olur.

n . 1 —k 1
- et [ 0 ki),

s 1
sin 2t
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yazip, Riemann-Lebesque Teoremini uygularsak, (N, py,,q,) toplanabilme metodunun

regilerlik kosulundan, yine n > ng icin
| I3 IS Ae

olacak gekilde bir ny tamsayisy bulabiliriz.
Sonugta n — oo tken
I=6L+1L,+13=01)
oldugunu gostermig olduk.
Simdi de Teorem 4.1.10 un ispatinz verelim.

Ispat : 5,(z) (4.1.6) serisinin n’inci kismi toplamina géstersin. Bu durumda

1 1

1 = cosst—cosin+ =)t

n(2) = = [ a(t) —2 i )
sin 3¢

ve dolayisiyla

1 & ™ cos it —cos (n + 1) ¢
e = W_Rn— Zkan—k/ () 2 ( 2)

0 sin 1t ok
k=0 2

olur.

_ 1 gm 1 1. = n cos(n—k—l—%)t
2 et .
B = [ peeotgtdt = —— ")) prgus

int
=0 sin 5t

dt

= — A " ()N (2)dt
Simdi teoremi ispatlamak i¢in n — oo tken
J= /6 ba()N(t)dt = o(1)
oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Teorem 4.1.9 da oldugu gibi
T _ % 5 T _
J= /6 Ya()N(t)dt = [ L + /_ + A ] ba(t)N (t)dt
=Ji+ o+ Js

seklinde alalim.

Eslenik fonksiyon var oldugundan n — oo tken
l/'l'I u(2) cot ~tdt = o(1)
rJo 7 2
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olur. Dolayisiyla Lemma 4.1.13 den n — oo iken,
1 (& 1
el . “tdt —
|wA¢(t)COt2 t—Jy |

1 i 1 1 2 cos(n—k+1)t
:|_7F./§ ¢w(t){°°t§t_EZPan-k ( 2) }dtl

v sin 2t
—I——l—/%zb Hy n_kz' It dt
= ZR‘" o o )k;pknqn-k g sin I
< [ 10 {3 piato - i} e

< An [ [a(t) | d
= 0(1)

bulunur. (4.1.14) den % <t <6 igin I’de oldugu gibi

J = /_6 gbx(t)]V(t)dtg% /_6 ¢z(t)|§“@dt

= o(1)

elde edilir. Ayni zamanda Riemann-Lebesque Teoreminden ve (N,p,,q,) toplan-

abilme metodunun regilerlik kosulundan
J3 = 0(1)

olur. Bu da ispats tamamlar. O
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