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Damgman: Prof.Dr.Rauf AMIROV

Bu calisma, Il.mertebeden diferensiyel operatorlerin spektral teorisine
aittir. Sundugumuz c¢ahiymada Zayif Regililer Singiiler ve Bessel Singlleritesine
sahip Sturm-Liouville operatériiniin bazi 6zellikleri 6grenilmisgtir.

Bu c¢alismada 6grenilen Sturm-Liouville operatériinin ¢zellikleri, bakilan

operatorler igin inverse(ters) problemlerin ¢ozimiinde énem tagimaktadir.

ANAHTAR KELIMELER: Operatér, Spektrum, Sturm- Liouville Operator, Zayif

Regiiler Singtiler, Besse] Singtilerite.
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This study belongs to spectral theory of second order differential operators.
In this study, some properties of Sturm-Liouville operator which has weakly
regular singular and Bessel singularity which have been learned have importance in

“solving of inverse problems for interested operators.
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GIRIS

Singtiler diferansiyel operatorler, matematiksel fizigin 6zellikle Kuantum
Teorisinin temel denklemleriyle siki baglidir. Kuantum Teorisinin temel
diferansiyel denklemi olan Schrodinger Denklemi, II. mertebeden bir denklemdir.
Bu diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin 6zellikleri, katsayilarinin davraniglarina
baghidir.

Caligmanin ikinci kisminda x =0 noktasinda zayif regiiler singulariteye
sahip Schrodinger operatoriiniin Green fonksiyonunun ve ¢ozimiinin bir sira
Ozellikleri ve spektral karakteristikleri aragtiriimigtir.

M operatori,

M=- (x)d—2 - ’(x)i olmak iizere
A P de p dx ?
My - kp(x)y = f(x), 0<x<b

y(0)=0,y(0)=B
zayif regiiler singiiler lineer sinir deger problemini ele almmmustir. Burada, % -
spektral parametre, f(x) verilen fonksiyon, p(x) ise asagidaki kogullari saglayan
fonksiyondur:
A-1: (i) (0,b) Uzerinde p(x) >0
(ii) p(x)e C'(0,b) vebazi r > b

i) 2D b sbxt..., b e
p(x)
Taylor agilimt {z 2| < r} bolgesinde analitiktir.
) 1
(iv) —— e L,[0,5]
p(x)

Bu kissmda p(x) =x* , @ €[0,]) oldugu durumda M operatori-

niin bazi dzellikleri belirlenmistir.
Yaptigimuz bu ¢aligma bes kisimdan olugmaktadir. Girig kisminda singiiler
diferansiyel operatdrlerin, matematiksel fizigin 6zellikle Kuantum Teorisi ile

iligkisinden bahsedilmektedir.



Caligmamin ikinci kisminda bazi temel 6n bilgiler verilmistir. Ugiincii
kistm iki alt bolimden olusmaktadir. Birinci bolimde zayif regiiler singtler
diferansiyel denklemler i¢in iki nokta simir deger problemlerinin ¢dziimiinin
tammu ve Frobenius seri metodu ile bu problemlerin temel ¢oziim sistemi
bulunmugtur. Ayrica, temel ¢oziim sistemini olusturan fonksiyonlarin baz
ozellikleri dgrenilmigtir. Ikinci boliimde ise bakilan problemin bazi spektral
ozellikleri 6grenilmistir.

Bunun yani sira bu kisimda verilen problemin Green Fonksiyonu yazilmig
ve onun bazi 6zellikleri 6grenilmistir.

Calismanin dordiinci kisminda bir simetrik operatériin - genislemesi
hakkinda genel bilgiler verilmektedir.

a(a+1)
x2

Calismanin besginci kisminda 4y =-)"+ y operatorinin self-

adjoint geniglemesi alinarak bu geniglemelerin spektral karakteristikleri
ogrenilmigtir. Bu problem 1965 yilinda M.G. Gasimov'un [1]'deki ¢aligmasinda
0 <a <1 i¢in hipotez olarak verilmistir. Burada bu problemin kismi ¢oziimii

yapilmigtir.



L. BOLUM

STURM-LIOUVILLE OPERATORU ILE iLGILI ON BILGILER

f(y) = ~y"+q(x)y diferansiyel ifade olsun. Eger, a ve bsonlu olmak

tizere x €[a,b] ve q(x) fonksiyonu [a,b] aralifinda integrallenebilirse £(y)
ifadesine Regiiler diferansiyel ifade denir. Eger, a ve b sayilarindan herhangi

biri sonsuz yada her ikiside sonsuza esit veya q(x) fonksiyonu [a,b] araliginda
integrallenemezse veya her iki durum birlikte s6z konusu ise E(y) ifadesine

Singiiler diferansiyel ifade denir.

Tanmm 1.1: L bir lineer operator olmak lizere Ly = Ay esitligini saglayan y # 0
fonksiyonuna L operatoriiniin dzfonksiyonu denir. A’ya ise L operatoriiniin
y(x)’e karsihik gelen dzdegeri denir.

Teorem 1.2: A,A,, L operatorinin farkli iki 6zdegeri olsun. Bu 6zdegerlere

kargilik gelen y(x,kl), y(x,kz) ozfonksiyonlar ortogonaldir. Yani,

]. Y(X’ A )y(X, A, )dx =0  olur, ve
0

Gram Schmidt teoremiyle 6zfonksiyonlar: ortonormal bir sistem olusturur.

Teorem 1.3: L operatoriintn 6zdegerleri reeldir.
Tamm 1.4: (L - A7) olmadigi A noktalart kiimesini operatdriniin noktasal
spektrumu denir. o(L) ile gosterilir. o(L) = {Z,] Ly=4y,yeD(L)

L operatorii self-adjoint operatér oldugu igin genel operatorler teorisinden

L operatértuniin spektrumu 6zdegerlerinden olugsmustur.

b
Tanmm 1.5: «, =J'y2(x,/1n)afx sayllarina L operatoriiniin normallestirici
0

sayilan denir.
Tamm 1.6: {4}, {o, )’ dizilerine L operatoriiniin spektral karakteristik-

leri denir.



. BOLUM

ZAYIF REGULER SINGULER iKi NOKTA SINIR DEGER
PROBLEMLERI]
2.1. Zayif Regiiler Singiiler ki Nokta Simr De§er Probleminin Lineer

Bagimsiz Coziimlerinin Kurulmas: ve Bazi Ozellikleri

y'+(A-q(x))y =0, 0<x<b (2.1.1)
denklemi verilmis olsun. Burada g(x), (0,b] tzerinde siirekli fonksiyondur.
p(x)=p(x,A) ve B(x)=06(x, 1)
(2.1.1) denkleminin @(b,4)=0,¢'(5,A)=-1,0(b,1)=1,6'(b,1) =0 kosullarin
saglayan lineer bagimsiz iki ¢6ziimi olsun.
(2.1.1) denkleminin 8(x, 1) +£¢(x,A) ¢dzimi ; x =a, (0 <a < b) noktasinda
{0(a, 1)+ Lp(a,A)}cos B+ {0'(a, 1) + Lp'(a, A)}sin B =0 (2.1.2)
reel sinir kosulunu saglar. Burada £ reeldir. (2.1.2) denkleminden

_B(a,A)cotf+0'(a,A)
" (a,A)cot B +¢'(a, A)

e (2.1.3)

elde edilir.

m(A); a sifira yaklasirken £4(A)' min limiti olsun. Burada kompleks
degerli m(A) fonksiyonunun, singtlerlikleri reel eksen iizerinde olan basit
kutuplara sahip tek degerli analitik fonksiyon oldugu gosterilecektir. Bu durumda
[14]'deki Teorem 2.17., Teorem 2.7. i) ve ii) ye benzeyen sonuglar asagidaki
gibidir.

Teorem 2.1.1: f(x) mutlak strekli bir fonksiyonun integrali olsun ve
q(x)f(x)- f'(x)e L,(0,0), f(b)=0,

lxlg}) W(p(x,A), f(x))=0 olsun,

Burada ¢(x,1); her kompleks A ve W(p, f) i¢in —(p(x)y')’ = p(x)f(x,y),

O<x<b denkleminin L,(0,b) den olan ¢6zimidir Bu durumda



f)=>¢cp,(x), 0<x<b serisi [0,5] tzerinde mutlak ve diizgin
n=0
yakinsaktir.

b ©
Teorem 2.1.2: f(x) € L,(0,5) olsun. O zaman f{f (fde=>¢,” dir
0 n=0

Teorem 2.1.3: f(x)e L,(0,0) ve ®(x,4) ; y"+(A—-q(x))y=f(x), O0<x<b
denkleminin y(b) =0 kosulunu saglayan ¢oziimii olsun. Bu durumda A,'lerden

herhangi birine egit olmayan A igin,

O(x,A) =) c,p,(x)/(A-4,) seklindedir. ~ Buradaki  seri  mutlak

n=0

yakinsaktir.
Simdi,
Mz=2p(x)z, O0<x<b (2.1.4)
z(0)=0,2z(6)=0
singiiler Sturm-Liouville problemi ele alindiginda. bu problemin bitin

ozdegerleri reel, pozitif, basit ve karsilik gelen 6zfonksiyonlart,
b
<f,g>= f p(x) f(x)g(x)dx i¢ ¢arpimina gore ortogonal oldugu kolayca
0

ifade edilir.
y(x) =4/ p(x)z(x) alarak (2.1.4) diferansiyel denklemi (2.1.1) denklemine

indirgenebilir. Burada q(x)=B2/4+B'/2, Bl =p'(x)/p(x), p(x)e C*(0,b)
ve (0,b] tzerinde p(x)>0 dir.

Y(x) =y p(x)z(x) = z(x) = \/% olur.

z = Ap(x)z ifadesinden
~(pz'Y = Ap(x)z (2.1.4)

elde edilir.

)= 2 s AN G (P'(x)/ 24 p(x))y(x)
z(x) = m oldugundan z'(x) = () | =



P2 = Y PG — (2 (0)/2+4/p(0) () olur.

(p0)=() =y eWpe) - PO |y,
4p(x)y/ p(x)

Bu elde edilen ifade (2.1.4") 'de yerine yazilir ve esitligin her iki tarafi

v P(x) / p(x) ile carpilirsa;

2p"(x)p(x) - (' ()
4p*(x)

20°@p) - @)
4p*(x)
@(x,A) ve 9(x, 1) fonksiyonlar ,
o(x, ) =dy, (%, 1)y, (5, 2) - y, (% Ay, (6, 4)] ,
8(x, 2)=dly, (x, )y} (5, 2) - y,(x, Ayi(6, )] ,
seklinde ifade edilsin Burada d=1W(y,,y,) stfirdan farkli sabit ve

—y"(x) + y(x) = Ay(x) olur. Burada

q(x) =

W(x,4), y,(x,4) fonksiyonlar1 (2.1.1) denkleminin iki lineer bagimsiz

¢oziimleridir. Frobenius seri metodu kullamlarak (2.1.4) Singiiler Sturm-Liouville
probleminin ¢éziimu aragtirisin.
Mz = Ap(x)z oldugundan,

P
p(x)

burada p(x) = x*'dir. O halde,

- T
r4

a~1

o
-z - 2'=Az > Z"+=2'+ 3z =0 olur.

X X

Alman bu son denklemde z = ) ¢, x"" doniigiimii yapilirsa,

n=0

0 @«
7= (n+rex" | "= (n+r-1)n+r)ex" olur. Bunlar denklemde
n=0 n=0
yerlerine yazilirsa;

i (n+r=1)n+rex™ "+ gi (n+r)cx™ "+ ii c,x"" =0
n=0

n=0 n=0



i (n +r— l)(n +7)C X" + ai (n+r)c,x"" 7+ li ¢ X"t =0

n=0 n=0 n=2

(r=Dre,x™ +r(1+r)ex™ +arc,x™ +a(r +Dex™™ +

Sllner =D, +ate n, e, J =0

n=2
(r—Dr+ar)e, =0 ise
F-Dr+ar=0=>r(r-1+a)=0
r=l-a, n=0ve r-r,=1-a¢N"
n=1l-«a igiq [r(1+r)+af(r+1)]cl =0.
Buradan '
[(A+1-a)1-a) +a(l+1-a)k, =0
[2-a)1-a)+a2-a)k, =0 ise 2-a)1-a+a)e =0
2-a), =0.
Burada 2 -« # 0 oldugundan ¢, =0 olur.
Indirgeme formiilii igin;
(n+r)n+r-lc, +an+r)c, +Ac,_, =0 denkleminden

ﬂ'cn—-Z

= alinur.
(n+r)n+r-1+a)

/’LCO "Lco
c,,::— = — =
P 2+l-a)2+l-a-1+a)  2(3-a)

Ac, Pe,
c, =- =

@A+1-a)d+1-a-1+a) 243-a)5-c)

¢ = Ac, Ae,

TGrl-a)6+l-a-1+a)  2463-a)5-a)l-a)

Benzer sekilde ¢, ¢y ,...,Cpe.- (n=0,12,...) katsayilari elde edilir.
Yine aym sekilde ¢ =0 oldugundan, ¢, =0,c =0, ..., ¢,,,, =0,...
(n=0,1,2,...) olur.

O halde,



z,(x)=x"" (co +o,xt +ext +... )

A ya
z,(x)=x""%,| 1- ? -
() =x "'0( 26-0)" "246-alo-a)" j

r, =0 igin,
[r(1+r)+oz(l+r)]a1 =0=aa, =0 ise a #0 oldugundan @, =0 olur.

Yukarida verilen indirgeme formiilii kullanilarak;

a = Ay ___ta
P(0+2)2+0-1+a) 2+a)

Aa, Aa,
a4 = - = -
(4+0)(4+0-1+a) 24(1+a)3+a)

o - Aa, _ Aa,
T (6+0)(6+0-1+a) 246(+a)3+a)5+a)

Benzer sekilde ay,a,,...,0,,,... (n=0,1,2,..)) katsayilar1 elde edilir.
Yine ayni sekilde g =0 oldugundan a; =0,a, =0,...,q,,., =0,... (#=0,12,...)

seklinde bulunur.
O halde,

z,(x) = xo(a0 +ax’ +axt +... )

z(x)=a,l 1- A x* + 23 xt -

‘ U 20+a)  240+a)B+a)” 7
seklinde ¢oziimler elde edilir. Bu elde edilen z, (x, 1) ve z,(x, 1) ¢oziimleri,
¥(x) =/ p(x)z(x) donisiimiinde yerlerine yazildiginda,

Yi(x,4) ve y,(x,A) ¢ozimleri igin
yl(x,/l):,/p(x)(ao+a2x2+...), a, 20 ve

¥, (x,4) = p(x)| x'* chx"], ¢, #0

n=0
esitlikleri elde edilir. Burada a, vec, katsayilar1 A 'nin kuvvetine baghdur.
Simdi x—0 iken y (x,4),y,(x,A) ¢ozimlerine asimptotik olarak

asagidaki gibi yaklasilabilir:



(5, 4) = ag[p(x) + Ofx ),

2,06, 2) = ¢,x) [p(x) + O/,

¥4 = (p' )/ 24200 1, +Oct4),

Y506,2) = (p'(9)/ 2P0 o217 + [P A~ B, Yoo + Ot
Boylece (2.1.3) esitligindeki 8(a,A)cot 8+ 6'(a, A) ifadesi,
O(a,A)cot B +8'(a,A) =
=dl{y,(a,4)cot B+ y](a, D, (B, 4)~ {y;(a, ) cot B + ) (a, )}y! (B, )]
= dlfa,/p(@) cot B+ (p'(@)/ 24/7(@) 1, ' (8, )

(%) pla)cot B +(p (a)/Z\/Wy (-50) 4 p(a Y-8, )c,a™ })/'(b)

+o( 25 2)cot B])+ Ofal ! 2|
seklinde yazilabilir. Ote yandan
bod =) [p(@) cot B +(p'(@)/ 2 P(@) o)+ p@) (1 - By g™ | =
= oo, /p(@) cot B+ (p'(@)/2/p@ I,
olsun. Burada ¢ sabittir. Bu durumda

cot § = [(1-8,)a ¢, +(p'@)/2p@)a e, - c(p'@)/2p(@)a, ) (ayc - coa* )|

esitligi alinabilir. Dolayisiyla asagidaki ii¢ durum séz konusudur.

) ¢ =0, i¢in ve a —> 0 iken
cotf = (1-b,)a™c, Ja,c - (p'(@)/2p(@)) = O(l/a) ve
a,\/p(@) cot B +(p'(@)/ 2@y = P@ (1~ b, Jeya™ fema ™.

(i) c=0vea—0 iken

cotf =~ (1-5,)/a~(p'(@)/2p(a))= O(}/a) ; ve

a,\[p(@) cot B+ (p'(@)/ 2@,

= ~Jp@(1-2)a"'a, + (p'@)/2p(@)a, - (p'(@)/2p(@)a, )~ a1

(i) c¢=wo vea—0 iken
cot B = -(p'(@)/2p(a)) = O(1/a) ve
= ¢,/ p(@) (218, )a™ +(p'(@)/ p(@)a™ - (p'(@)/ p(@)a™ )2 ~ a™*
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O<b, <l vea—>0 iken (2.1.3) esitligindeki 6(a,A)cotf+8'(a,1)
ifadesinde O-terimleri ihmal edilebilir. Benzer islemler (2.1.3) esitliginin

paydasinda da yapilarak g — 0 iken m(A) ifadesi asagida oldugu gibi elde edilir:

— cyll(ba/l)_y;(b:l) )
cyl(b’]')_yz(b:l)

Burada ¢ sabittir ve c;

m(A)

degisen c ile elde edilen ¢emberi tamimlayan herhangi m(A) degerine sahip
olabildiginden bu limit gember durumudur. ¢'nin her bir degeri i¢in ; m,A'nin
tek degerli analitik fonksiyonudur. m reel eksen lizerinde A, 'lerde kutuplar olarak
singlleritelere sahiptir ve bu singiileriteler (cyl (b,4)-y,(, /l))’mn sxflriarldlr.
Boylece A,'lere karsilik gelen 6zfonksiyonlar,

o(x,A) = dly,(x, Ay, (b, ) - y,(x, Ay, (b, A)] oldugundan

(5, 4) = & (6, 2,y (. 4,) = 3, (0, 4,)]
seklindedir. Normallestirilmis 6zfonksiyonlar ise
"o, 4,)

seklindedir. Burada 7, 'ler, m(4)'nin A, noktalarindaki rezidileridir.

I

(4= A )m() (e, (e Ay ek =125

m(2) = 10_1/1 +a,+a(1—2A)+... oldugundan

n

(A= 2,)m(2) [ (x, Dp(x, 2, )b =1 =
resm(A, )_‘.(p2 (x,A)dx=1=> I¢2(x, A)dx =1/resm(A,) = a, =

b
.f 0*(x,4,)dx = |p,| = resm(,) = @, oldugundan
0

olur.

=1/\Jresm(4,) = Jresm(4,) =1/

¢Il ¢n
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12 o(x,A) = ‘_____gp(x, 4,) dir ki bunlar normallestirilmis 6zfonksiyonlardir.

n

7

n

Bu normallestirilmis 6zfonksiyonlar @(b,4) =0 denklemini saglar.
Eger ¢ =0 olursa bu durumda m(4) = y;(b, 1)/ y,(b,1)

olur. Béylece A,'ler y, (b, A) 'mn sifirlaridir ve normallestirilmis 6zfonksiyonlar ;

0, (% 4,) = =Jr.|" dy, (x, M)y, (b, 4)

seklinde olur.

2.2, Zayf Reguler Singiiler Iki Nokta Simir Deger Probleminin
Spektral Karakterlstlklerl ve Green Fonksiyonu '

Simdi Teorem 2.1.1., Teorem 2.1.2. ve Teorem 2.1.3. yardimu ile bu
béliimden su sonuglar gikarilabilir.
Lemma 2.2.1: O0O<x<b ve y(0)=420 , y(b)=B=20 igin y(x),
My — kp(x)y 2 0 ifadesini saglarsa , k£ < 0 olmak kosulu ile y(x) >0 olur.
Ispat: (i) k<0 igin, y(c') <0 olacak bigimde ce(0,6) noktast var
olsun. y € C[0,5] oldugu igin y(d)<0,y'(d)=0,y"(d)>0 olacak bigimde
d €(0,b) noktast vardir. Bu durumda diferansiyel esitsizlik 4 noktasinda
saglanmayacaktir. Boylece y(x) =0 olur.
(i1) £ =0 igin, My = f(x) ifadesi x'den b ye iki kez integrallenirse,

¥(x) = y(®)+c 1 p(x)ds - (jl/p(x) [ f(t)de

ifadesi elde edilir. Burada c¢ sabit ve y(0)=A kullamlarak bulunabilir.
Ayrica, 4 2 0 oldugunda ¢ sabiti dyle segilebilir ki y(x) >0 olsun.
f(x)=20,y(0)=20,y()20,p(x)>0 ve 1/peL (0,b) oldugundan y(x)>=0

olur.

Lemma 2.2.2: A-1 kosullarini saglayan p(x) fonksiyonu igin
My-kp(x)y=0, 0<x<b, (2.2.1)
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»0)=0, y(b)=5B (2.2.2)

sinir deger problemi,

y(x) = Bu(x)/u(d), wu(xk)=u(x)=x" ianx", a, 20,

n=0.nl
seklinde verilen tek ¢oziime sahiptir. Burada a,'ler £ 'min kuvvetine bagh
katsayilardir ve & degerleri,
My =p(x)y,  ¥(0)=0, y(b)=0 (2.2.3)

probleminin 6zdegerlerinden degildir.

Ayrica B20 ve O<k<k ise y(x)20 dir. Burada £, (22.3)
probleminin birinci pozitif 6zdegeridir.
Ispat: Frobenius seri metodu kullanilarak (2.2.1) denkleminin iki lineer bagimsiz

¢Oziimleri

0 @
u(x)=x"Yc,x", ¢, #0 ve v(x)=D a,x", a,#0
m=0

m=0
bigiminde elde edilir. Boylece (2.2.1) ve (2.2.2) sinir deger problemleri;

u(b; k) #0 olmak kosulu ile y(x) = Bu(x;k)/u(b;k) tek ¢dziimiine sahiptir. Yani
k (2.2.3)'un 6zdegerlerinden degildir. Eger 6zdegerlerinden herhangi biri olsa idi,
y(x) =0 trivial ¢6ziim elde edilirdi.

Operatér pozitif oldugundan (2.2.3) probleminin 6zdegerleri pozitiftir ve
bu problemin Ozdegerleri u(b;k)'min sifirlandir.  wu(d;k); k'mn analitik
fonksiyonu oldugundan bunun sifirlar1 olan 6zdegerler ayriktir ve bu 6zdegerler
0 <k,< k, <..., seklindedir. Burada &,, #(b;k) 'nn birinci pozitif sifindir. Bagka
bir deyisle (2.2.3) probleminin birinci pozitif 6zdegeridir.

u(x; k), 0<k <k, icin igaretini degistirmeyecektir. 'Isaretini degistirmesi
sifira egit olmasini gerektireceginden bu durum gegerli degildir. #u(0)=0 ve
0<x<b oldugundan u(x;k) ile u(b;k) aym isaretli olacaktir. B >0 olmak
kosulu ile 0 < £ <k, igin y(x) 20 elde edilir.

Lemma 2.2.3: f(x)e L, [0, b] olmak {izere,

My - kp(x)y = f(x), 0<x<b 224
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y(0)=0, y(®)=B (2.2.5)
problemindeki M lineer diferansiyel operatér igin karsilik gelen homojen sinir
deger probleminin genellestirilmis Green fonksiyonu ;
2 U(x, kU, k,)
G(x,t,k) = ! -

% b

seklindedir. Burada U(x;k;)=u(x;k, [ju(b,k,;)| ifadesi k, ozdegerine kargilik

(2.2.6)

gelen normallestirilmis 6zfonksiyondur.

k#k,k,,... olmak izere G; homojen simr kosullarini saglar ve
F(x)= f(x)+B/b(p'(x)+locp(x)) olmak uzere (2.2.4) , (2.2.5) suur deger

probleminin ¢éziim;
b
¥(x) = Bx/b + [ G(x,t, D)F (¢)dt 2.2.7)
0

olur.
(2.2.6) esitliginin sag tarafindaki seri (0,5) de mutlak yakinsaktir.
Ispat: Green fonksiyonu;

u(@Ou(B)v(x) - v(B)u(x)]

, O0<ILX

G(x,t;k) = Py 4
BRE) OV QRO I0) N
POW (u,vyud) i

bigiminde elde edilir. Burada u(x) ve v(x) (2.2.1) denkleminin iki lineer
bagimsiz ¢ozumleridir ve p(x)W (u,v) ise sifirdan farkl: sabittir.

G(x,t,k); k+#k,k,,... olmak kosulu ile homojen smir kosullarim
saglayan (2.2.1) lineer diferansiyel operatér igin Green fonksiyondur.
u(x) = y(x)—xB/b doniigimii yardimi ile (2.2.4) ve (2.2.5) simur deger
problemleri,

Mu - kp(xX)u = F(x), O<x<b

u(0)=0, u()=0

problemine indirgenir. Boylece (2.2.4) ve (2.2.5) probleminin ¢dziimii
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y(x) = Bx/b+ [G(x,t; E)F ()t

olarak yazilir. Burada F(x) = f(x)+ B/b(p'(x) + kxp(x)) bigimindedir.

Simdi [14, sayfa 38-39] den yararlamlirsa genellestirilmis Green
fonksiyonunun;
> Ulxk,)U(tE,)
G(x,t,k) = ; * %)
bigiminde verildigi goriliir ve (2.2.6) esitliginin sag tarafindaki serinin mutlak
yakinsaklig1, [14, sayfa 38]'den ve Teorem 2.1.3'den alinir.
Lemma 2.2.4: feL]0,8], B20ve f>0 ise (22.4) ve (22.5)un y(x)

¢oziimii; 0 <k <k, olmak kosulu ile negatif degildir.
Ispat: ik olarak O<k <k, ise O<x,t<bd igin G(x,¢)'nin negatif olmadig
gosterilir.
Bunun igin ¢ sabit tutularak G(x, ) fonksiyonu

—(p(0)G'(x,0) —kp()G(x,)=0, O<x<t
denklemini saglar. Burada '=9/dx dir. G(0,7)=0 oldugundan 0<k <k, igin
G(t,t) >0 ve Lemma 2.2.2'den, O0<k <k, kosulu ile 0 <x <t igin G(x,7)=0
olur. Simdi, G(x,f)'nin simetri ve sirekliliinden 0 <k <k olmak ftzere
0<x,t<b igin G(x,1)=0 elde edilir Boylece B>0 ve b>0 oldugundan
(2.2.6) ifadesinden y(x) >0 oldugu gérulir.
Corollary 2.2.5: 0O<x<b ve y(0)=0,yb)=B20 i¢in y(x);
My —kp(x)y 2 0 ifadesini saglarsa o zaman k& <k, olmak tzere y(x) =0 olur.

Ispat: Lemma 2.2.1 ve Lemma 2.2.2 den agiktir.
Corollary 2.2.6: Lemma 2.2.3'de (2.2.4) ve (2.2.5) simr deger problemlerinin
¢Ozamii tektir,

Ispat: Corollary 2.2.5 den elde edilir.
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IL.BOLUM

BiR SIMETRIK OPERATORUN GENISLEMES]
3.1. Problemin Kurulusu
Simetrik operatorler teorisindeki temel problemlerden biri, verilen A4
simetrik operatoriiniin biitiin geniglemelerin kurulmasidir. Bunun bir &zel durumu;
self-adjoint genislemeye sahip olan bir operator altinda kosullart olusturma

problemi ve bu kosullar saglandiginda biitiin self-adjoint genislemeleri kurmaktir.

B, simetrik A4 operatoriiniin bir simetrik geniglemesi ise, A< B ve
boylece de B* < 4" dir. Fakat, B bir simetrik operatordiir, yani; B < B dir ve
bu durumda,

AcBc B c 4, 3.1

ifadesi elde edilir, yani; bir A operatoriiniin her simetrik geniglemesi, A"
operatdriiniin kisitlamasidir.

Bir A simetrik operatorii, 6z simetrik genislemeye sahip degilse, 4
simetrik operatorii maksimal olarak adlandinilr.

Her self-adjoint 4 operatori, bir maksimal, simetrik operatordiir.
Bu durumda 4" = 4 olur ve (3.1) formiilis B = A4'y1 gerektirir, yani; 4 'nin her B

simetrik genislemesi A4 ile ¢akigir.

3.2. Bir Simetrik Operatoriin Deficiency Uzaylar:

A bir simetrik operator ve A keyfi reel olmayan say1 olsun. (4-A7) ve
(A—TU) operatorlerinin goriintii kiimeleri siras1 ile R, ve R ile gosterilsin.
Acikca, R, ve R; H Hilbert uzayin alt uzaylandir ve kapali olma
gereklilikleri yoktur. Onlarin ortogonal tiimleyenleri olan A -R, ve H -R;

ifadeleri A operatoriin deficiency uzaylan olarak adlandinlsin ve sirasiyla

N, veN; ile gosterilsin. Bu durumda,

N,=H-®R, ve N; =H -R; olur.
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LN, ve N, deficiency uzaylar, sirasiyla Aved 6z degerlerine ait olan 4"
operatoriin ¢éziimlerinin uzaylaridir.
Ispat. xe N, ise, her y € D, vektorii igin

(4y-4Ay,x)=0, (3.2)
ifadesi elde edilir, yani,

(A7, ) = (y,2%), (33)

olur. 4" operatoriniin tammi ile, bu durum, xe D . ve A"x=Ax anlammna

gelir. Diger taraftan, A"x = Ax denklemi saglanirsa, keyfi bir ye D, vektori
i¢in, (3.3) denklemi saglamir ve bu (3.2) denklemine denktir, yani; x € N, olur. -

3.3. Cayley Doniisiimii

Tamm 3.3.1: A bir simetrik operatér ve A4 keyfi reel olmayan say1 olmak iizere,
V=(4-AI)A-AI)" (3.4)

operatorine 4 operatorinin Cayley dontstiimii ad: verilir.

Bu tanimdan anlasilacag: gibi reel olmayan A sayisi, A Hermitian operatoriiniin

bir 6z degeri olamaz ve bdylece (4 - zl)‘1 operat6ri mevcut olur.

Simdi, V operatoriniin bazi basit 6zellikleri siralansin.
Teorem 3.3.2:

1. Bir 4 simetrik operatoriiniin Cayley doniigiimii; R;'nin tanim kiimesi ve R,
goriintii kiimesi ile bir izometrik operat6rdiir.

2. Vy-y),yeD, kimesi H de yogundur.

3. Kosul 2 yi saglayan her izometrik V' operatorii, belli bir simetrik operatoriin
Cayley dontgimuidur.

Ispat. 1. Her y € D, vektori, acikca R 'ye ait olmalidir. Diger taraftan, y € R;
ise, buna (4 —Z/)‘l operat6rii uygulamr ve (4 -il Y'ye D, elde edilir. Burada
(4 - Al operatori, (4 Al )"y ifadesine uygulanabilir. Bu, y € D, yi gerektirir.

Boylece D, =R oldugu gosterilmis oldu.
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Simdi, x, A operatoriniin tamm kiimesinde keyfi bir vektér olsun, yani;

x€ D, olsun.

y=(4-A)x, (3.5)
esitligi alinsin. Bu durumda y € D, ve

Vy=(4-A)x, (3.6)
olur. Boylece J' operatériiniin goriintii kimesi R, ile ¢akisir. Ayrica,
v, - (4 - AD)x|" = (4~ AT)x,(A - A)x) = (Ax, Ax) ~ A(Ax,x) -
—A(x, Ax) + |/1]2 (x,x) ve

DA =4 =A0n]" = (4~ A1)x, (4~ Al)x) = (A, 4x) - A, %) -
~ A(x, 4x) + 2] (x, %) dir.

Hesaplamada (4x, ¥) = (x, 4x) oldugunu gozonine alarak, 3] = Iy[* oldugu
gorilir, yani; ¥ bir izometrik operatordiir.

2. (3.5) ve (3.6) formiilleri; y—Vyz(/l—z)x ifadesini gerektirir ve boylece
(y-Vy),y € D,, vektorlerinin ‘R, , kimesi, D, kimesi ile ¢akisir ve H' de
yogundur.

3. V'; kosul 2' yi saglayan bir izometrik operatér olsun. Bu operatér, birime esit
olan 6z degere sahip degildir, yani; y =Vy sadece y =0 oldugunda miimkiindiir.
Bu bdyle olmasaydi, her z € D, vektérii igin

(Vz—2,y)=Vz,y)~(2,y)= Vz,Vy)—(z,y) = 0 denklemi saglanirdi, yani; y # 0
vektori H' de yogun olan R,_, kiimesine ortogonal olurdu. Bu, imkansizdir.

Boylece (1-V)™" operatérii meveut olur.

A= -)A-V)" (3.7)
yazilsin ve 4' nin, Cayley doniisimi V' ile ¢akigan bir simetrik operator oldugu
ispatlansin. 4 operatérii agagidaki gibi de tanimlanabilir:

D,=%R,_, ve ye D, i¢in

A(y-Vy) = Ay - Vy dir.
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Kosul 2 ile D,'nin H'de yogundur sonucu cikarlir. Ayrica,
(A, =), ¥, =Vy,) =y, =Vy,, A(y, —=Vy,)) denkleminin saglanmasi igin,
¥, ¥, €D, igin,
(A, =V9,)., ~V9,) = (o, = 0,0, =V9,)
= (A+ )01, ¥2) = A0 32) = 40T,
ve
(O =V7), 40, =19)) = O =P Ay, = W,)
=(1+ I)(y] Vo) — —/i(Vyl V)= A, Vy,), ifadeleri elde edilir, yani, A4 bir
simetrik operatorddr.
Sonug olarak, x=y-Vy,ye D,, yazilirsa, Ax = Ay ~AVy olur.
O halde, Ax—Ax=(A—-A)y, Ax-Ax=(A-A)y dir.
Bu denklemler, /"' nin 4 operatériin Cayley dontsiimu oldugunu gésterir.
Teorem 3.3.3: 4, A, simetrik operatdr ve V,,V, bunlarin Cayley donistimleri
olsun. Bu durumda A, operatdri 4, operatoriiniin geniglemesi olmasi igin gerekli
ve yeterli kosul 7, operatériintin ¥, operatdriintin bir geniglemesi olmasidir.

Teorem 3.3.4: Simetrik bir A operat6riniin kapali olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul onun 7 Cayley dénisiimiinin kapali operatér olmasidir. Yani; simetrik 4
operatoriiniin kapali olmas: igin gerekli ve yeterli kosul R ve®R, ifadelerinin
kapali olmas:dur.

Ispat. Kabul edilsin ki, 4 operatori kapah ve y, = (4 ~Al )x,,x,eD,, dizisi

belli bir y vektorine yakinsasin. V' operatorii izometrik oldugundan

Vy, =(A-Al)x, dizisi de belli bir z vektortine yakinsar. Bu durumda,

1 1
X =—— —_ _).____ __.Z’
=z O ) =02

Ax, = :fl_j{:(ly" ~y,) > :1—1—7(@ ~ Az), dir ve A kapali oldugundan,

y-zeD,, A(y-z)=A2y - Az, ifadesi elde edilir ve sonug olarak
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y= i—iz[A(y—z)—Z(y——z)]e R olur.

Bu, V' operatériinin ve R alt uzayinin kapali oldugunu ispatlar; o halde R
kapali alt uzayin izometrik eslemesi olan R 'da kapalidir.
Benzer sekilde, V' operatorii veya R alt uzayi kapali ise, 4 operatériin

de kapali oldugu gosterilebilir.

3.4. Adjoint Operatiriin Tanim Kiimesi

Sadece x, =x,=...=x, =0 olmas: durumunda x, +x,+...+x, =0,
x, €M, ,(k=12,...,n) esitligi saglanrsa AM,,M,,...,M, alt uzaylarimn lineer

bagimsiz oldugu sdylenir.
M ,M,,...M, alt uzaylan lineer bagimsiz ise, M, +M, +...+M  direkt

toplaminda ki herhangi x vektori,

X=X +% +...+x,, x, €M, (k=12,...n) seklinde tek olarak gosterilebilir.
x=x +x;+...+x, =0, x; eM, ,(k=12,...,n) seklinde bir ikinci gosterim

olsaydi,
0= —x)+0,-x)+...+(x,~x,), x -x, €M, k=12,..,n)
olmaliydi. Fakat M,,M,,...,M, alt uzaylar lineer bagimsiz olduklarindan,
x,—x, =0 veya x, =x, (k=12,...,n) olur.
Teorem 3.4.1: A kapali, simetrik operator ise, D,, N 7.V, alt uzaylan lineer
bagimsizdir ve onlarin direkt toplami, D . ile ¢akigir:
D.=D,+N;+N, (3.8)
Ispat. Ilk olarak lineer bagimsizlik ispatlansin.
x+y+z=0, xeD,,yeN;,zeN, (3.9)
olsun. (3.9)'un her iki tarafina (4" - Al ) operat6rii uygulanursa,
(A-ADx+(A-A)y=0 (3.10)

elde edilir. Fakat, (4 - Al )xeR, ve(d- Z) ¥ € N; seklindedir. Bu iki alt uzay
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ortogonal olduklarindan, (3.10) denklemi sadece (4 - Al )x=0ve(d- A)y =0
iken miimkindir, yani; sadece x=0ve y =0 ise (x =0, ¢unki,reel olmayan A

sayist A simetrik operatoriintin bir 6z degeri olamaz).
(3.9)dan dolay: z =0 olur.

Simdi (3.8) formiilii ispatlansin. D,,N;, N, alt uzaylarimin her biri, D .
tarafindan kapsanir. O halde,

D.>oD,+N;+N, (3.1
olur. Diger taraftan, herhangi u € D . vektori,

u=x+y+z, xeD,yeN;zeN, (3.12)

formunda gosterilmek istenir. Bunun igin;

A operatori kapali oldugundan, R, kapali alt uzay olmalidir. Tanimdan, N,
onun ortogonal tiimleyenidir ve boylece

R.+N;=H (3.13)
seklindedir. Bu, Vv e H vektoriniin
v=v'+v" v eR.,v" e N; seklinde gosterilebilecegi anlamina gelir. v vektori.
v=(A"-ADu  seklinde gosterilmek  istenir. Ve R~ oldufundan,
V =(d-ADx,x e D, ve V=(1- ) ¥,y € N; seklinde yazilir. Bu durumda,
A"y = Ay ve A"x = Ax oldugundan,
(A" =D = (A= ADx+(A—-A)y = (4" = A)(x + y) elde edilir.

O halde, (4" -Al)u-x-y)=0 olur. Béylece, efer z=u—x-y
yazilirsa, z=u—x~y € N, olur ve bu, (3.8)' in gegerliligini ispatlar.

A'u=Ax+Ay+ Az (3.14)

denklemi saglandigindan, Teorem 3.4.1., 4" operatériiniin tam tarifini verir.
Corollary 3.4.2: Kapali simetrik operatorin self-adjoint olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul onun iki deficiency alt uzaylarinin {0}' a egit olmasidir, yani; sadece

uzayinn stfir elemanindan olusur.
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(3.8) formuli, sadece bu durumda D . = D, oldugunu gosterir.

3.5. M Modul Boyutu

M ve N,H'de iki alt uzay olsun. N'de, n vektér varsa, (fakat n»
vektorden daha fazla yoksa), 6yle ki, onlarin yalniz sifir katsayili lineer bilegeni
M 'ye aittir, bu » sayisina N 'nin M modiiliine gore alt uzayinin boyutu denir.

N 'nin M modiliine gore boyutunu, dimN ile goésterilen adi boyuttan
ayirmak i¢in dim,, N ile gosterilir.

Boylece, (3.8) formilunden gorilir ki, n; ven,, swrasiyla N; ve N, 'min
boyutlari ise, dim, D . =n; +n, bagtisidir.
Ozel olarak, n; +n, A'yabagh degildir, ¢iinki D . ve D, A 'dan bagimsizdir.

Simdi, @, H 'de keyfi bir kiime ve M H ' nin bir alt uzay olsun.
n, pu {0} tarafindan kapsanan en biyiik alt uzayin M modiliine gére boyutu
ise; ¢, M modiiline gére n boyuta sahiptir.
. mven sirastyla N_, ve N, alt uzaylarinin boyutlart olsun, o zaman &*,¢”
kameleri, D, modiiliine gére m ve n boyutlarina sahiptir.
Ispat. D, c&’, N,ce U {O}, N ce v {0}'dan, bu boyutlar sirasiyla mven
ye esit veya daha buytiktiir; bu ylizden ters esitsizlikleri ispatlamak yeterlidir. &*
i¢in ispat verilecek olunursa; bu, ¢~ i¢in olan ile benzerdir. Ayrica, m = igin

onceki esitsizlik bir esitlik olur; boylece, sadece m <o durumunu tartigmaya

gerek vardir,

Kabul edilsin ki; iddiaya karsit olarak, &* da x, x, ...,x (m+1) lineer

Ml
bagimsiz vektoér vardi, Oyle ki her trivial olmayan lineer kombinasyon, &*
tarafindan kapsamir, fakat D, tarafindan degil. ¢" <D, olduundan, bu

vektorlerin her biri x, =x] +x; +x;, x;eD,x;eN,x;eN_, seklinde

J ! J
gosterilir. dimN_, =m oldufundan x;(j=12,...,(m+1)) vektorleri lineer

bagimlidir. Boylece, hepsi sifir olmayan c,,...,c,,, sayiar vardir éyle ki



22

m+]
=0 dir. Daha sonra Y cx, =x°+x" elde edilir ki,
j=1

+ + +
x| +ex; +o..+C, %

m+1"m+1

m-+1 m+1

o _ o - _ -
burada x° =) ¢, x;eD,, x =) cx €N,
= A

+

2 —_ 2 . . -
X —Hx “ ifadesinin sifirdan

Fakat bu imkansizdir, D . 'daki bir x vektori

buyiik, sifirdan kiigiik ve sifira esit olmasina gore sirasiyla £*,& veya &° da
yerlesir 6nermesindenx’ +x~ € ¢~ x # 0 i¢in

x’+x eg’ x =0 igin
oldugundan hipotezden mzﬂc X, €&” olur.

=

. a>0vef keyfi bir reel say1 ise, 4 ve B =ad + Al operatorlerinin N_, N,
deficiency uzaylari ayni boyuta sahiptir.
Ispat. D, =D, ves',&  kumeleri her iki operatér igin aym oldugundan, bu
onerme, II'den direkt olarak ¢ikar.
Teorem 3.5.1: Ust yar1 diizlemden her kompleks A sayisi igin,
dim¥; =dim¥_,, dimN, =dim¥, dir.
Ispat. 1 =0 +ir yazilir, burada hipotezden 7 >0 dir. B =74 +0ol operatdrinin
deficiency uzaylari N;,N., ile gosterilsin. Bu durumda N, = N|,N; =N/,

oldugu agikga goriilur, ve boylece teorem, III 6nermesinden hemen gikar.

3.6. Deficiency Indeksler
m=dimN,, n=dimN_ yazlsin. m ve n sayilari, A operatorinin
deficiency indeksleri olarak adlandirilir.

Teorem 3.5.1'den  A>0 ise, m=dimV,, n=dimN; ifadelerine de

sahip olunur. Bu durumda Corollary 3.4.2 den ¢ikar ki:
Bir kapali, simetrik operatoriin self-adjoint olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

onun deficiency indekslerinin m = 0 ven = 0 olmasidir.
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Teorem 3.6.1: Eger A kapali, simetrik operatér ve B suurly, bitin H uzaymda
taniml1 Hermitian operator ise 4 ve A+ B operatorleri aym deficiency indekslere
sahiptir.

Ispat. (4+B)"=A4"+B bagmtisindan D =D. ve xeD, icin

(4+B)" A
((A+B) x,x) =((4" + B)x,x) = (4"x,x) + (Bx, x) olur. Bu durumda,
(Bx, x) reel oldugundan, ((4+B)"x,x)=p(4"x,x) dir.

Boylece, A4 ve A+ B operatorleri igin iki &* kiimeleri ¢akigir ve bu durum &~

kiimeleri iginde olur. O halde Teorem 3.6.1, 3.5'deki dnerme II'den gikar.

3.7. Verilen Bir Simetrik Operatii'riin'. Simetrik éenisle_melerin
Kurulusu

Bolim 3.3'deki Teorem 3.3.3., bir simetrik A operatoriinin simetrik
genislemelerinin ¢ok basitge kurulmasim miimkiin kilar. Burada sadece kapals,
simetrik operatorler ele alinmaktadir. Boyle her genisleme, aym zamanda 4
operatorin A kapaniginin bir geniglemesidir; boylece genelligi kaybetmeden, 4,
kapali, simetrik operatér olarak alinabilir.

A bir kapal;, simetrik operatdr olsun ve A’, A'mn kapali, simetrik
genislemesi olsun.V,V” ile 4 ve A"' niin Cayley déniisimleri gosterilerek, V' ¥
ifadesine sahip olunur ve béylece D, < D,., R, <R, olur.

P=D,-D,, L=R, -R, yazlr; bu durumda P1D,6 vellR,
oldugundan,

P c N; veL c N, bagintilan saglanr
Ayrica,

Ux =V%, x € P i¢in, (3.15)
yazilarak bir U operatorii tanmimlanir. |
V', R, lzerine D,.'nin bir izometrik eslemesini verdiginden, V', izometrik
olarak P'yi de L iizerine esler. (3.15)'den dolay1 U, P tamim kiimesi ve L

goriintii kiimesi ile bir izometrik operatordiir.
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Diger taraftan, P — N, tanim kiimesi ve L < N, goriintil kiimesi ile keyfi
bir U izometrik operatorin verildigi kabul edilsin.

veD,vezeP igin, V'(y+z)=Vy+Uz yazilirsa, bu durumda V
operatoriiniin bir genislemesini temsil eden bir V' izometrik operatérii elde edilir
ve sonug olarak V' izometrik operatori A operatoriiniin belli bir kapali, simetrik
genislemesinin Cayley donisimiidir. U operatorii ile direkt olarak bu A’
genislemesini kurmak asagidaki gibi kolaydur.

Bolim 3.3.'de Teorem 3.3.2'nin esas! lizerine, D, ;biitiin
X=(y+2)-Vy+2)=(+2)-Wy+Uz)=(y-W)+2~-Uz, yeD,, zeP
vektorlerinden olusur. Fakat x ="y —-Vy , y € D, vektorleri; 4 operatdriinin D,
tamm kimesini tamamen gozden gecirirr Bu durumda, D,; biitin
x'=x+z-Uz , xeD,, zeP seklindeki vektorlerden olugur.

A'cd’, zeN; , UzeN, oldugundan 4'x' = Ax + Az — AWz olur.
A’ operatoriiniin tanimindan, onun deficiency uzaylan;

N:=N;-P , N, =N, -L ile verilmelidir.

Teorem 3.7.1: Verilen bir kapali, simetrik 4 operatériiniin her kapah, simetrik
A’ geniglemesi, belli bir U izometrik operatér tarafindan belirlenir ki; bunun P

tamm kiimesi N 'min kapali bir alt uzay: ve L goriintii kiimesi de N, 'mn kapali

bir alt uzayidir:
PcN; ,LcN,. Burada D, ;bitin

x'=x+z-Uz ,xeD, ,zeP (3.16)
vektorlerinin timudir ve

A'x' = Ax + Az — Az . (3.17)
bagintisi saglanir. A'

Diger taraftan, her bir boyle U operatori icin, bu formiller A4
operatoriniin  belli bir kapali, simetrik A’ genislemesini belirler ve A’

operatoriniin deficiency uzaylari

Ni=N,-P, N,=N,-L (3.18)
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seklindedir. Burada en 6nemli durum, 4’; A4'mn bir self-adjoint genislemesidir.
Bolim 3.4.'deki corollary 3.4.2'den A’ genislemesinin bir self-adjoint operator

olmasi igin gerekli ve yeterli kosul N7 = P}, N} = {0 olmasidir, yani;
P=N; ,L=N, ise
O halde, boyle bir U operatoriniin mevcut olmast i¢in, N, ve N, alt

uzaylarinin ayni boyuta sahip olmasi gerek ve yeter sarttir. Bu durum da,
asagldaki sonuca ulagilir:
Teorem 3.7.2: Bir A' genislemesinin self-adjoint olmast i¢in gerekli ve yeterli

kosul U operatorunin tanim kiimesinin N ile ve onun gorinti kiimesinin N,

ile cakismasidir.

Bir A operatorii self-adjoint geniglemeye sahip olmas: igin gerekli ve
yeterli kosul onun N; ve N, deficiency uzaylarinin aym boyuta sahip olmasidir,
yani; onun deficiency uzaylar esit ise.

N- ve N, sonlu boyutlu oldugu zaman basit bir kurulug mimkiindiir. Self-

adjoint genislemenin mevcut olmasi igin, her iki uzayin n ile gosterilen aym
boyuta sahip olmasi gerekir.

N;'da herhangi bir e,e,,...,e, ortonormal taban ve N,'da bir e,ej,...,e
ortonormal taban segilir.

Bu durumda, her zeN; vektori, z={¢e +&,e,+...+&e, sekline

sahiptir.

Ayrica, N; tanim kiimesi ve N, gorintii kimesi oldugu her U izometrik

operatoril,

n n
Uz=7Y (O u,é&,)e,, formili ile verilir. Burada u = [u,]] bir iiniter matristir.
j=1 k=1

Boylece, D, 'niin

¥=x+Y e -2 u,l)e, xeD,, (3.19)
k=1

j=l k=l
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Ax'=Ax+ A Ee, —-ZZ(Zuﬂcfk)e; , (3.20)
k=1

[y
vektorlerinden olustugu diustniilir.

N; ve N, deficiency uzaylarinin biri {O} ise, Teorem 3.7.1'den, 4
operatori, trivial olmayan A’ genislemesine imkan vermez. Boylece,
IV. Bir kapali, simetrik 4 operatériiniin maksimal olmas: igin gerekli ve yeterli
kosul onun deficiency uzaylarindan en az birisinin {0}' a esit olmasidir, yani;
onun deficiency indeksleri (0,#) veya (1,0) ise.

Ozel olarak;
V. Bir4' genislemesinin maksimal olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

P =N, ve L =N, bagmtilarindan her ikisi veya birinin Saglanmas1d1r.

VL N, veN, deficiency uzaylari sonlu boyutlu ve de e boyutlu ise, her

maksimal genisleme self-adjointtir.
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Iv. BOLUM

BiR OPERATORUN SELF-ADJOINT GENISLEMESININ
SPEKTRAL KARAKTERISTIKLERI

e (a( )+q(x)) A=p" , a=(),

linol [x"”/ 2y/(x) - (@ +1/2)x* y(x)] 0 Burada g(x) € L,(0,1) olmak
y(b) =0 uzere sumirl fonksiyondur.

problemi igin y = > ¢,x"” dSniigiimii yapilirsa,

n=0

Y= i(n tr )cnx"“—l , ¥ = i(n +r— 1)(n + r)c,,x"”"2 olur. Bunlar denklemde

n=0 n=0

yerlerine yazilirsa;

- i (n +7 - 1)(n + r)c,,x"“’~2 + 2 2+ D icnx'”’ = Ai c,x""

n=0 n=0 n=0

|
M

© @©
(n +7— 1)(11 +r)cnxn+r—2 + a(a + I)Z anCn—t—r—-z 4 /?'ch_zxnw—z =0

n=0 n=0 n=2

_(r—l)rcox"z _r(l-l—r)clx’—l -Z(}’l+l’—l)(n+r)cnxn+’_2 +

n=2

o] «©
+a(a+ 1)[c0x"2 +ox™ + chx”*"z} —AYc, X" =0
n=2

n=2

(- -Dr+a@+D)e,x* + (@(a+1)~r(+r))e,x™ -
+ i [a(a +Dc, —-(n+r-D(n+r)c, - Acn_z]xm'r—z -0

n=2

(—(7‘—1)}*+0{(af+1))co =0ise ~(r-Dr+a(a+1)=0ise r* ~r-a(a+1)=0
=q+l,r,=-a ve h—-r,=a+l-(—a)=2a+1¢N"
=a+1 igin (a(@+1)-r(1+7r)), =0.
Buradan

T.C. YUKSEKOGHET IV KUKU LWL
BOKDMANTASYON MIERKEZ]
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[a(a +)-(@+D)(1+a +1)]c1 =0
[a(@+1) - (@+D)@2+a)k, =0 ise (@+1)(@-2-a), =0
-2(a+1)c, =0.
Burada @ +1# 0 oldugundan ¢, =0 olur.
Indirgeme formiili igin;

a(a+)c, —(n+r=1)(n+r)c, - Ac, , =0 denkleminden

.= L elde edilir.
ala+)—(n+r)Y(n+r-1)
c. = ;lco — }'co —_ /‘z'co _
P al@+)-Qra+)Q+a+1-1) -4a-6  4a+3/2)
.- Ac, B e,
Ya@+)-(@ra+)@d+a+l-1)  48(a+3/2){a+5/2)
B Ac, & e,
a(e+)-(6+a+D)(6+a+1-1)  48.12(a+3/2)a+5/2)a+7/2)
Benzer gekilde ¢;,¢4,...,65,,... (#=012,...) Kkatsayilar1 bulunur.
Yine ayn1 sekilde ¢; =0,¢; =0,..,,¢,,,, =0,... (®=012,...) elde edilir.
O halde,

y(x) = x”" (c0 +o,x +ext + L. )

=x"%c|1- (o) (ox) -
»(x)=x 0(1 da+32) 48(@+32fa+52) j

I+a

c, = P
¢ 22 (@ +1/2+1)

B © (__ l)n (px)zn x1+apl+a
n@=2 22 (@ +1/2 +n +1)

n=0

N (x)= \/——Z 1) ( /2)2"+(a+1/2)

n_onlra+l/2+n+l)

y(x)= praH/z(px) ¢6ziimii elde edilir.

r, =—a igin,
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[@(l+a)-r(l+7)k; =0 ise
[a(e+1)+a(l-a)k; =0 olur. Buradan
2ac; =0 ise 2a =0 oldugundan ¢, =0 olur.
Yukarida verilen indirgeme formuli kullanilarak;
o Ac, _ Ac, _ Ac,
P a@+)-2-a)2-a~-1) 4a-2 4(1/2—a)

| A
o - Ac, A, M2-a) Ae;
‘Ta@+)-(@-a)d-a-1) 8z-12 8a-12  48(/2-a)3/2-a)
C* _; Z-cz _ lc: _ - 2-303
° a@+)-(6-a)6-a-1) 12a-30  48.12(/2-a)3/2-a)5/2-c)
Benzer sekilde ¢, ¢y, ..., Chpee. (1=0,1,2,...) katsayilan elde edilir.
Yine ayni gekilde ¢; = 0,¢; =0,...,¢,,,, =0,... (n=0,12,...) bulunur.
O halde,

y,(x)=x"*¢ (c; +c,x* +c,x* +)

ef . () ]
41/2-a) 480/2-a)3/2-a)

i 24

¢ = L
° 2 e RIr(— (@ +1/2)+1)

Ya(x) = i (" 1)n (pX)znx—ap~a

22 eI T (— (@ +1/2) + n+1)

Y (x) = x"ac;[l -

n=0

R e P L

a+1/2)+n+1)

y,(x) = \/EJ,(MVZ)(px) ¢Oziimi elde edilir.
O<a<l/2 igin  y(x) ve y,(x) ¢ozimleri L, (O,b) uzayindan,
1/2<a <l igin yalmz y,(x) ¢ozimi L,(0,b)uzayindandir. Bu problemde

¢oziimler L, uzayinda arandify i¢in,
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o) = oy, (x), /2<a <1
Y ey () +e,y,(x), O<a<l/2

seklinde olur.

xll_I:)l [x”“/ 2y/(x) — (@ +1/2)x* y(x)]:

baslangi¢ kogullarindan

a+1 -

P ¢, =—L _ sabitleri bulunursa denklemin genel ¢ozimi;

O L2 T 5
2°T(1+v) 27°T(1-v)

a+l

P
1/2<a <l
y(X') = a+l —a
—y.(%), O<a<l/2
201_,(1+ )yl( x)+ "I‘(l )yz( ) /
seklinde elde edilir.
Diger taraftan

)" (v2m) . vr @ )" (v,2m+1)
A8 \/‘ [‘m(z 4]2 @2y m(z ]Z @2y }

v,0)=1,
/2-0),/2+v),  TW/2+v+p)
p! - p!F(l/Z +U- p)

i {40: _ 1}{402 _3222};)..!{402 -(2p “1)2} (p=12,.). ve
p‘

W, p)= ()’

(v, p) = (-v, p) oldugundan,

= |2 v« L) o vr D) ©2)
= -~ cos(px 5 4}[(0,0) (pr)z] sm(ﬂx 5 4}( 2 (2px)3ﬂ

J,(px) = ;r—zp;[cos(px—v—ﬂ~£j—@l)z——l)sin(px—gg——ﬁjnLO( 1,}}

4 ol

e R G s G O

2 v & 2 (402 —1) . ( vr n'j 1
J = |—=co +——= =] +—-=1+0
() 7o s(px 2 4j \/; 8(ox)"* i G I o




31

asimptotik ifadelerinden y,(x) ve y,(x) fonksiyonlaﬁmn asimptotik davranglari
bulunacak olursa,

v = +1/2 olmak iizere,

y,(x) = /e, (ox) ifadesinden,
- }i _om_x)_ [2 (07 -1) R 1
7 \/E{ 7% cos(px 2 ‘J \/; 8(px)"” Sm[px 2 4J+O(p5’ 2 H

_ om 7)) [2(r-) (  wr ) (1
)= Zm(”x 2 4) ﬁ 8(px) Sm[”x 2 4}“0(/)2)

elde edilir. Benzer sekilde,

3209 = e, ()
-~y vr_x) 2=l ur x) 1
yz(x)‘\/?’;[ - COS( + 5 4j \/;S(px):/z (px+ 5 4)+O[p5/2):|

_ ]2 vr 7w 2(402—1) vz @
»()= n°°s(”x+2 4) \E 3(x) (p“z 4j+o(pj

seklinde olur.

Bu asimptotik ifadeler genel ¢6ziimde yerlerine yazilirsa;

/2 <a <1 igin,

y(x)=

B Tl L e = e I )

0<a<1/2 igin,
y(x) =

e R e R
L e N = SR

Simdi 1/2 < & <1 igin, operatériin 6zdegerleri bulunacak olunursa;

y(b) = 0 kosulundan yararlamldiginda;
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y(x)=

1

a+l 2 _
__ ‘/Zcos[px_zz_zj_\/zgv_l)m(px_v_ﬂ_zjm
2°T1+v)| V7 2 4 7 8(px) 2 4 0
asimptotik ifadesinden problemin 6zdegerleri i¢in denklem
y(b) =

__ " \Ecos(pb_i)ﬁ_ﬁj_\/ﬂ‘l‘i—_l)sin(pb_%_sz Lilso
2°T(1+v)| Vz 2 4) Nz 8(ob) 2 4 2

seklinde olacaktir. Daha sonra bu esitlikten;

vr 7« (402—1). vr 1
p_LE T\ p-Y7 T 0| = |=0 olur.
cos(p > 4)\ D) sm(p 5 4j+ ( 2) olur

P
- Bu ifadede v'nun degeri yerine yazilirsa,

ar 7w _(41)2—1). _ar w 1)
cos(pb——z— ZJ ) sm[pb 5 2j+0[ 2] 0 4.1)

P
elde edilir.

Rouche Teoremi uygulanirsa;

VT T« vr T 0«
cos| pb——~—|=01ise pp———-—=—+nx, neZ oldugundan
[p 2 4j o T4 gu

P, = %(1 +a/2+n)olur. 5, = O(Lz) segildiginde
n

P, = —;[—(1 +af2 +n)+5n olur. Bu p,'nin ifadesi (4.1) denkleminde yerine
yazildiginda,

17) =0 veya §,=0,/n+ O(i,) oldugundan p, 'ler igin
n’ n’

8, + B, /nm +0O(

1
0, = %(1 +a/2+n)+ B, /n+ O(;z—) olur.
Boylece,
2 .
pl=A,= (%j (1+a/2+n)f +28x]b+ 0(-1—) elde edilir.
n .

Simdi 0 < a <1/2 igin, operatoriin 6zdegerleri bulunacak olunursa; bunun

i¢in y(b) = 0 kosulundan yararlanildiginda;
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y(x) =

- Y P G S A z(ivz_—l)-( _zz_zj 1
2“1"(1+0){\/7 Os(p 2 j \/; o) T2 a0
__r%._){\ﬁ(pizj 2l _v_-l) o er 1)

asimptotik ifadesinden problemin 6zdegerleri igin denklem
y(b) =

_P_\F (pb_ﬂ_zj_\ﬁﬁu)sn(pb_ﬂ_z}o_g .
2°T(1+v) 2 4) Nz 8(pb) 2 4 o

-a 2
+———£———[\/zcos(pb+%—-£)— ggélu——l)sin[,ob+92£——”—J+O(-—17H= 0

27°T(1-v) 2 4, \n 8(ob)
seklinde olacaktir. Daha sonra bu esitlikten;

y(d) =

a+l a 2 _
_L_\]Ecos(pb_%_z)_ p \/-2(40 l)sin(pb_l_)z_f_)+
2°T(1+v) 2 4) 2°T(Q+v)\V\x 8b 2 4
- 2 _
+—————'D \/Zcos[pb+gz—£)— - ! \/2(40 11)sin(pb+u—ﬂ—£j+
27°T(1-v) 2 4) 27°T(1-v)Vz 8b)p™" 2 4

+O( 1"“j=0
P

oldugundan

a+l
P 2 vr 7w
p)=wu—>tr — |Z h— |
y©) 2°T(1+0) ”cos(p 2 4]
_p /2(40'—1)Sm(pb_v_ﬂ_£)+o L)y
2°TQ+v)Vz 8b 2 4 p*

ve y(b)= cos(pb —“—”—E] —Msm[pb - -f-) + o( leJ =0 olur.
0
Bu ifadede v 'nun degeri yerine yazilirsa;

_ Lar_x) W-) [ ar x 1 ). 42
y(b)-cos[pb J T sm(pb 5 2)+O[p2“*1j_0 (4.2)

elde edilir.

Rouche Teoremi uygulanirsa;
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ar 7w . 7 A 4
cos| pp———-—|=01ise pp~—~"-=—+nxr, neZ oldugundan
(p 2 2) PrTa TS &

) segildiginde

2a+1

o, b(1+a/2+n)olur6 =0(—

P, = %(1 +a/2+n)+5n olur. Bu p, 'nin ifadesi (4.2) denkleminde yerine

yazildiginda

S, =p, /n+O( ) oldugundan p, 'ler i¢in

”¢z+1

Py = b(1+a/2+n)+,64/n+0( — +l) seklinde olur.

Buradan,

A, =p, =(1;-Jzn +2( j (1+a/2)n+( ) 1+a/2) +2,B47r/b+0(———)

elde edilir.
Simdi 1/2<a <1 igin, problemin &zfonksiyonlarimn davranslan
Ogrenilecek olunursa;

y(x,p) =

- PO G A W Y Vit P G A R
"2“r(1+u>{\[;c°s(”x 2 4j \/; 8(o) Sm[”x 2 4}0[/) H

¢Oziimin asimptotik ifadesinde p,'nin degeri yazildiginda,

P, = %(1 +af2+n)+ B, /n+ O(—nl—z—) oldugundan,

y(x,p,) = dl(%(1+a/2+n)+ ﬂ4/n+0(—l7Da {N] sin[—’?—(l+a/2+n)) —
n
-N, cos(%—(l+a/2+n))+—%@sin(%(l+a/2+n)j+

+ —Nﬁi}fcos(E (1+a/2+ n)) + O(—l—ﬂ +
n b n’

+%—(—Z—(1+a/2+n)+ ﬂ4/"+0(;117na[ N COS( 5 (1+a/2+"))
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~N, sin(zg-(l +af2+ n)) ——%@—co{%(l +af2+ n)j +

+Msin(—ﬂi(l+a/2+n))+0(—1;j:\+o( 11_ j
n b n n

elde edilir. Daha sonra bu ifadede gerekli islemler yapilarak elde edilen yeni

ifadelerin asimptotik davramslari yazilirsa;

a+l
¥(x, p,) = lel(—:—) n“* sin(% (l+a/2+ n)j —~

~dN, (%jdﬂ n®! cos(f—g— (1+af2+ n)j +

+N,B.4, (%jl m’ sin(%(l +al2+ n)] +

+ {lel (5)1 1+ a)1+af2) - (fj ]n“ sin(E (1+a/2+ n)) +
b x \b b

+N, B4, (%)M xn” cos(?;— (+a/2+ n)j 4

- {lez(%)m (I+a)(l+af2)+ Exd_z(%]“ }n“ cos(ZZ—c(l +af2+ n)j +

+ 0( ll—zzj
n

ve de

y(x, p,) = an™ sin(iZ—c (1+a/2+ n)j +an™ cos(% (1+a/2+ n)) +

- a, (o sin(%(l +af2+ n)j +a,(x)n” cos(—zc—(l +af2+ n)) + O( ll_a j
n

olur. Burada;

B =2z . B, = ~1)8\2/=

d =B, [2°T(+v) , d, = B,/2°T(A1+V)
B = B,/bB: , Bu=—Bs/7

N, =cos(@7/2) , N, = sin(a 7/2)
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a+l a+l
7 7
al = a'lNl(_b—) ’ az = "‘le2] (;}
a+l a+1 a
d
a,(x) = Nﬁ_ﬂ{%} x+lel(-Z—j (l+a)(1+a/2)_N_21(%) }
x

N, (%J seklindedir.

a4(x>=Nlﬂ4dl(%ja x-—cﬂNz‘[—’g—j (+a)1+a/2

Simdi 0 < @ <1/2 igin, problemin 6zfonksiyonlarinin davranislar:

ogrenilecek olunursa;

y(x)=
- Uy P G AN Pl i | B ( _ﬂ_ﬁj 1
—2"r(1+u){\/;cos(px 2 ) 7r 8(px) 2 "4)° o)1
o |2 vr_x)_ [2 (a1 - 1)
+z-vr(1-u){\gc°s(px " j \f S(px) ( T 4}0[;)21

¢6ziimiin asimptotik ifadesinde p,'nin degeri yazildiginda,

o, b(1+a/2+n)+ﬂ4/n+0[ L Joldugundan

nx,p,)=4d (b (1+a/2+n)+,84/n+0[ —= DM [Nl Sin(%(““/z“?))‘
-N, cos[—ygc—(l+a/2+n)j+wsin[%x~(l+a/2+n))+
n

+Mcos(—7§c—(l+a/2 +n)j +O( ziﬂj +
n

n

X

+£(%(1 +af2+n)+B,/n JrO(nz}z+1 Da :— N, cos(%(l +af2 +n)J -
-N, sin(%(l +af2 +n)J —Mﬁcos(%(l +af2 +n)) +

n

+ Msin(g(l +af2+ n)} + O(-—I—H +
7 b n2a+l
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+ d{N1 cos(—ﬂg-(l +af2+ n)) -N, sin(%(l +af2+ n)} ——l\lz—fﬁcos(izc—(l +af2+ n)j -

—————N"B"‘xsin(ﬂ(1+a/2+n)j+0(—2l—l):]{(£ja_1‘+0[ 11 )}'O( 11— J
n b n** r) n° ne n*

elde edilir. Daha sonra bu ifadede gerekli islemler yapilarak elde edilen yeni

ifadelerin asimptotik davramslan yazilirsa;
®

a+l
y(x, p,)=d N, (%) n®" sin(lzc— (1+a/2+ n)j -

a+l

~dN 2(13‘” n*" cos(%(l +af2+ n)) + \:N2 ﬂﬁ{%j X+
n lel(_fﬁjd+ (1+a)1+a/2)- Nod, (ZT }n" sin(ZE (1+a/2+ n)) +
b x \b b

\:Nl B.d, (E_)H o lez(E)a+ (1+a)1+a/2)- N, (E—)a :\n“ cos(E (l+a/2+ n)) +
b b x \b b

+d,N, R) Lacos(—ﬂ-x—(1+a/2+n) ~d,)N,| Z —ljsin(z(l+a/2+n) +
Tt) n b b) n b

+O( ll_aj
n

ve de

y(x, p,) = an™ sin(% (1+a/2+ n)j +a,n" cos(—’?— (l+af/2+ n)) +

+a,(x)n® sin(%(l +af2+ n)j +a,(x)n” cos(z:—c(l +af2+ n)j +

+a, _L_cos(-f%(l+a/2+n)]+a6 —ljsin(%(l+a/2+n)j+0( Il_aj
n n

n

olur. Burada a; = d3N1(—b—) , Qg = —d3N2(2j seklindedir.
T T

Simdi 1/2 < a <1 igin, ¢oziimi
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y(x) =
a+l 2 _
M ﬁ_cos(m_%_zj_\ﬁﬁg_l)sm(px_eﬁ_z}o 1
2TA+v)| V7 2 4) \z 8(ox) 2 4 o’
olan problemin normallestirici sayilar1 bulunacak olunursa;
b
a, = J ¥ (x,p,)dx (n=012,...) sayilarina verilen operatoriin normallestirici

0

sayilan denildiginden y,(x) = y(x, 0,) 'nin ifadesinden yararlanilirsa;

b
a, = j[aln“*‘ sin(—ﬂ;ﬁ(l +af2+ n)j +a,n*" cos(-ﬂg- (1+a/2+ n)) +
Q

+ a; (x)n” sin(%(l +af2+ n)} +a,(x)n” cos(% (1 +af2+ n)} + OEnll‘” )jl dx

olur. Daha sonra gerekli islemler yapilarak diizenlendiginde,

b
a,=a’n*"’ Isinz(%(l +92—+ n)x}dx +

0

a+l b
+2a,dN, (Z’b—j 1+ %)(1 +ayn™ [sin 2[% 1+ % + n)xjdx +
0

—_—

v

ofn=+1)

b
+a,a,n*"? jsin(-z—ﬂ- a+Z<+ n)xjdx -
e R

a+l b
s a e [ [ 27 a
_allez(-—b—j 1 +E)(1+oz)n2 ‘_!s1n(—b—(l+—2—+n)dex+

-

o)

a+1 b
+a,dN, (1;-) 1+ %)(1 +ayn™ | sin(zbz 1+ 52”- + n)x)aﬁc +
0

. ~ —

O(n‘.'a+1 )

b
+a, J‘cos2 (%(l +(—;-+ n)x)dx -

0

a+l b
T a 2a+ T (94
—2a2d1N2(—b—j (1 +5)(l+a)n' 1.(];c:osz[z(l+—-2—+n)xjdx+

o)
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a+l b
+2a,dN,B, (%) n*** ‘(!'x sin 2(% (1 +% + n)xjdx -

\,

o(n‘{aﬂ)

. , sin’ Za+Z e mx
7 2a+l b 2
-2ad,N,| —| n J' dx +
T\ b 3 x

" J

a+1 b
+a,d,N, ,B{%} < | xsin(zf(l+%+n)xjdx—
; 0

. (27 o
a 4 sm(7(1+5+n)xj
—azdzNz(Z;—j = | - de +

S T a
IR » COS (3(1+E+n)xj
—2a,d,N ”~ n2a+1 6bC+O 20
e )
ofn¥a+1)

K
I
Q
(5]
=
=)
R
+
I\
(O Cmmmy O

sin Z(E a+Z+ n)xjdx +
b 2

1

b
2a+2 . 2
+a,a,n™*"" J'sm(—bz(l + % + n)xjdx +
0

[

—V

I
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b
+a,’n*"? IcosZ(E(l +2 4 n)x}abc -
N b 2 ,

v
st

sin (E 1+ 2, n)x]
b 2

~2a,d,N ( )a "a+1j‘ dx_'_o(nzaﬂ)
2 * ,
v

seklinde olur. Sag taraftaki integraller degerlendirilecek olunursa;

Lintegral igin;

b i b .
.(!‘ sin ( (l+a/2+ n)j =3 47[83_1:10([7;[1 -

I.integral igin,
b
j.sin (Z_nx (1 +af2+ n)jafx = 501~ cos(Cm))
d b 272(1+a/2+n)
I Integral igin;
b .
jcos ( (1+e/2 +n)jdx ==+ bsin(ar)
2 4z(l+a/2+n)

IV Integral icin;
%(1+a/2+n)= u

. of mx
. b.smz(—b— (1 +a/2 +n)j z(1+a/2+n) sin’u
—(1+a/2+n)dx=du > ise I dx = du =
b 0 X 0 u
x=0iseu=0
x=bise u=n(l+a/2+n)

esin’u mhea2en)
= J' du + I du =
0 u 1 u
L2 .2 2
J-Sln 2 du yakinsaktir. Clinki T lec (0,1] ve lim M2 -0 dr
5 u U u—0* u
Dy
z(i+a/2+n) . 2 z(1+2/2+n) w(1+af2+n) z({l+a/2+n)
,[ sin“u _, _ ," 1+c052udu _ l J- du J~ cos2udu _
u 2u 2 u t 2u

1 1 1



41

z(1+a/2+n) 2z(1+af2+n)  2z(t+af2+n) . P

1|sing sin
=] - do
2 nul 2| 6 |, ! 6*
\ Dvd J
=lln(7r(1+a/2+n)) sm27r(1+a/2+n) sin2 D,
2 4n(l+a/2+n) 4 2

bsinz(j—"i(1+oz/2+n)] . )

J- b = In(z(1+ /2 +n)) ____sin(am) , Sin 2 D,
. x 2 4z(l+a/2+n) 4 2
bulunur.

Bu integrallerin ifadeleri yerlerine yazilirsa;

2 aawaf b bsin(ar) 2042 B(1 - cos(ar))
= —— + +
Fn =T (2 4z(1+a/2+n) Lt 22(1+a/2 +n)

+aine? b 5. bsin(ar)
2 2 47z(l+a/2+n)

—2a,d2N2(£)an2““ In(z(l+a/2+n)  sin(an) | Sin2 —.—D—“+D3 .
b, 2 dz(l+a/2+n) 4 2

+O(n2"“)
a, = %(alz +a22>72a+2 —axdzNz(‘:‘ja ln(ﬂ(1+a/2+n) 2a+1 +O(nza+1)

elde edilir.

Simdi 0 < @ <1/2 igin,¢oziimi

y(x) =

__p_N? (px_ez_z) \Fi‘_‘e_—ﬁ ( ____)J,o( 1»}%

2°T(1+0v) 2 4 P’
pe_ | |12 vr_m)_ [2 fav? 1) br_ T o L

+2_Ur(1_v){\/;cos(px+ 2 4) \/; 8(ox) sm(px+ 2 4J+O(p2ﬂ

olan problemin normallestirici sayilar1 bulunacak olunursa;

b
a, = f ¥*(x, p,)dx oldugundan y,(x) = y(x, p,) 'nin ifadesinden yararlamiirsa;
]
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b
a, = I{aln‘“l sin(—ﬂ;—c (1+a/2+ n)] +a,n*" cos[!l;5 (1+a/2+ n)) +
o

a, (x)n” sin(% (+af2+ n)j +a,(x)n” cos(% (1+a/2+ n)j +

2
+a5_la_cos[%(1+a/2+n))+a6—1;sin(7—zr—(l+a/2+n)j+0( Il_a ji\ dx
n n "

olur. Burada a; = d3NI(—b—) , ag = —d;N, (-Il)
T r

Daha sonra gerekli islemler yapilarak diizenlendiginde,

n

b
a =a12n2“+2j-sin2(£(l+g—+n)x)abc+
A PR

T

a+l b
+2a,d,N, (—b-) (+ %)(1 +ayn™ [sin 2(1;- 1+ % + n)x]abc +
0

-

O(n};‘)
% of 7T a 2,,+2b . (27 a
+2ala6nfsm ;(l+5+n)x dx + a,a,n Ism —l-)—-(1+—2—+n)x dx —
0

0

—

O(n‘zfl)

a+l b
—adN, (%j 1+ Ezz—)(l +a)n* Isin(zg- (1 +% + n)x)dx +
\, o .

-~

ofw=+)

o+l b
+a,dN, (%j (1+ %)(1 +a)n” " J.sin (gbz 1+ % + n)x)dx +
0

. S

b

a+l
-2a,dN, (%} (1+ %)(1 +a)n**! fcosz [% 1+ % + n)xjdx +

0

J




43

b
+ 2a2a5nfcosz (% (1+ % + n)xjdx +
0

.

o(n‘{a-)-l)

a+l b
w aifo - oW, &
+2a1d1N2,84(;j n’ 1!x§1n2(z(1+5+n)xjcbc—

“ J

o(;{‘"l )

2 bsinz(%(l+%+n)xj
- 2aleN2(%j nz"*lj ” dx +
0

a+l b
+ a,lel,B{%j n* _[xsin(gbz(l +%+ n)xjabc +
0

o(;{"“)

a+l b
+a2d1N2,B4(%j nz"‘”jxsin(z—;—(l+%+n)x]cbc—
0

O(,;{m»-l)
a » SiN 2—;—(1+—+n)xj
—aIdZNI(ZbEj n””! dx -
X
0
O(':Zra-)-l)
o » SI (z—ﬂ(l+g+n)x)
T 2a+l 2
"azdzNz(zj n f dx +
x
0
O(n‘zrau)

)
e s cosz(%(l + 24 n)xj
- 2a2d2N1(£j n:"”f dx + O(nz")
b s X
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b
+a, n*"? Icosz (% 1+ % + n)x)dx -

0
« bsin{%(l+%+n)xj
~2a,d,N, (Ej n** 'f dx + O(nz"‘+1 )
\ b x

0

elde edilir.

Sag taraftaki integrallerin degerleri daha 6nce bulundugundan, bulunan bu

degerler yerlerine yazilirsa;

o = %(al2 +a,’ )nz“” - aldzNz(%) In(z(l+ /2 +n)n*" + O(n*)

n

seklinde olur.
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