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OZET

Karakteristigi 2 den farkli olan tiirevli asal halkalarda bazi komiitatiflik
kosullarini inceleyen makalelerin bir arada 6zetlenmesidir.

I. Boliimde halkalarla ilgili genel bilgiler verilmistir.

II. Boliimde, tiirevli asal halkalarda komiitatiflik kosullarini inceleyen bazi
makaleler verilmistir.

III. Boliimde karakteristigi 2 den farkli bir asal halkada bir U Lie ideali igin
yapilan c¢aligsmalar1 halkanin genellestirilmis (o,t)-Lie idealine genellestiren
makaleler 6zetlenmistir.

IV. Boliimde d, karakteristigi 2 den farkli bir R asal halkasi {izerinde bir
tiirev, U, R nin bir genellestirilmis (o,t)-Lie ideali olmak iizere

a. ad(U)=0 ise a=0 veya UcZ

b. d*(U)=0 ise UcZ
kosullarimi1 tek yanli genellestirilmis (o,t)-Lie idealine genellestiren makaleler

Ozetlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Tiirev, Lie ideal, Genellestirilmis Lie ideal



SUMMARY

The plan followed in this work, which aims at the study of some papers which
investigated commutativity conditions in prime rings with derivation of characteristic
not 2 have been summarized.

Some general information about rings have been given in chapter I.

In chapter I1., some papers that search commutativity conditions on Lie ideals
of rings with derivation have been given.

In chapter Il1., articles were sumarized that generalize the studies carried out
for U Lie ideal to the (o,t)-Lie ideal of the ring in a prime ring whose characteristics
is different from 2.

In chapter IV., d is a derivation on R prime ring whose characteristics is
different from 2 and articles were procided that generalize the ideal of generalized
(o,7)-Lie to the ideal of one-sided generalized (o,t)-Lie and that meet the following
conditions:

i. If ad(U)=(0) then a=0 or UcZ

. If d*(U)=(0) then UcZ

Key Words: Derivation, Lie ideal, Generalized Lie ideal
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GIRIS

R bir halka, d:R—R toplamsal bir doniisiim olsun. Her x,y€R i¢in,

d(xy)=d(x)y+xd(y)
kosulu saglaniyor ise d doniisiimiine R halkasinin bir tiirevi denir.

x ve y, R halkasimnin iki elemani olmak iizere xy-yx (xy+yx) elemani
komiitator (Jordan) carpimi olarak adlandirilir ve [x,y] ((X,y)) ile gosterilir. Benzer
bicimde X ve Y, R halkasiin iki alt kiimesi ise her xe X ve yeY i¢in, xy-yx (xy+yx)
elemanlar tarafindan iiretilen toplamsal alt grup [X,Y] ((X,Y)) ile gosterilir. R
halkasinin her yeR elemam i¢in, [x,y]=0 kosulu saglayan x elemanlarinin
olusturdugu kiimeye R halkasinin merkezi denir ve Z ile gosterilir.

U, R halkasimin toplamsal alt grubu i¢in [U,R]cU ((U,R)cU) oluyorsa U’ya
R halkasinin bir Lie (Jordan) ideali denir.

o,1:R—R iki donilisiim olmak {izere x,yeR i¢in, x5(y)-1(y)x (xo(y)+1(y)X)
elemant [X,y]lo: ((X,¥)s:) 1le gosterilsin. [UR]s.cU ((UR)s.cU) kosulu
saglaniyorsa U alt grubuna R halkasinin bir (o,1)-sag Lie ((o,t1)-sag Jordan) ideal,
[R,U]s.cU ((R,U)s.cU) kosulu saglaniyorsa U alt grubuna R halkasiin bir (o,1)-
sol Lie ((o,1)-sol Jordan) ideali, U, R halkasinin hem (o,t)-sol ve hem de (o,t)-sag
Lie ideali ise U’ya R nin bir genellestirilmis (o, 7)-Lie ideali denir.

Bu calismada aksi belirtilmedik¢e R karakteristigi 2’den farkli bir asal halka,
o ve 1, R halkasinin iki otomorfizmasi olarak alinacak ve x,yeR i¢in xo(y)-t(y)x
elemani [X,y]s . ile gosterilecektir.

Yukaridaki gosterimler altinda C,.={ceR:[c,x]s.=0, VxeR} kiimesine R
halkasinin (o,t)-merkezi denir.

Cesitli kosullar altinda halkalarin komiitatifligi konusu bir ¢ok matematik¢i
tarafindan incelenmistir. Bu calismada, bu kosullardan bazilar1 altinda bir halkanin
komiitatifligi incelenirken hangi asamalardan gectigi, kosullar {izerinde hangi
genellestirmelerin  yapildig1  Ozetlenecektir. Bu kosullardan bazilar1 asagida
verilmigtir.

a) aeR i¢in ad(R)=(0)

b) VxeR i¢in [d(x),x]eZ



¢) [d(R),d(R)]=(0)

d) [a,d(R)]=(0)

e) d(R)cZ

f) P*(R)=(0)

g) 0#d;:R—R ve 0#d,:R—R iki tiirev olmak iizere d;d,(R)=(0)

h) UzZ olan bir Lie ideal ise bu takdirde R halkasinin [R,M]cU ve [R,M]zZ
olacak bi¢cimde bir M ideali vardir.

1) [a,U]=(0) ise aeZ veya UcZ dir.

k) aUb=(0) ise a=0 veya b=0 veya UcZ dir.

Yukaridaki kosullardan birini saglayan halkalarin komiitatiflii incelenirken
bir taraftan bu kosullarda R halkas1 yerine sirayla onun bir ideali, tek yanl ideali ve
Lie ideali, diger taraftan ise d tiirevi yerine o-tiirev ve (o,t)-tlirev alinarak
genellestirmeler yapilmstir.

Bu calismanin II. Boliimiinde R, karakteristigi 2 den farkli asal halka,
o,7:R—R birer otomorfizma, d, R halkasinin do=ocd, dt=td kosulunu saglayan tiirevi
olmak tizere yukarida Lie ideali i¢in bahsedilen kosullar halkanin genellestirilmis
(sag, sol) Lie ideali i¢in yapilan genellestirmeler incelenmistir.

Karakteristigi 2 den farkli bir asal halka, U bir Lie ideal olmak tizere

1. [a,U]=0 ise aeZ veya UcZ

2. UzZ i¢in R halkasinda [R,M]cU ve [R,M]zZ olacak bigimde bir M ideali
vardir.

3. UzZ i¢in aUb=0 ise a=0 veya b=0
Sonuglarini gosteren makaleler ve d:R—R bir tiirev olmak iizere

4. d(U)cZ ise UcZ

5. ad(U)=0 ise a=0 veya UcZ

6. d*(U)=0 ise d=0 veya UcZ
kosullarin1 ele alan makaleler ve bu kosullar1 halkanin genellestirilmis (o,t)-Lie
ideali i¢in genellestirilen makaleler III. Boliimde verilmistir.

IV. Boliimde ise, d, karakteristigi 2 den farkli bir R asal halkasi {izerinde bir
tiirev, U, R nin bir genellestirilmis (o,t)-Lie ideali olmak tizere

a. d(U)cCs; ise R degismeli veya UcZ



b. ad(U)=0 ise a=0 veya UcZ
c. d&(U)=0 ise UcZ
kosullarii1 tek yanli genellestirilmis (o,t)-Lie idealini genellestiren makaleler

verilmigtir.



L. BOLUM
GENEL BIiLGILER

Tanmm 1.1: R bir halka ve A,B,P onun idealleri olsun. ABCP oldugunda
AcP veya BCP oluyorsa P ye R halkasinin asal ideali denir.

Teorem 1.2: R bir halka ve P onun bir ideali olsun. Buna goére asagidakiler
denktir.

(1) P asal idealdir.

(2) Va, beR i¢gin aRbcP ise aeP veya beP dir.

(3) Va,beR i¢in (a)(b)cP ise acP veya beP dir.

(4) U,V R halkasinin iki sol ideali olmak t{izere UVcP iken UcP veya VcP

dir.

(5) U,V R halkasmin iki sag ideali olmak tizere UVcP iken UcP veya VP

dir.

Ispat:

(1)=(2): P asal ideal olsun. Va,beR i¢in aRbcP oldugunu kabul edelim. Bu
durumda RaRRbRcP olur. P asal ideal oldugu i¢in RaRcP veya RbRcP bulunur.
Diger taraftan (a)=A olmak iizere A’cRaRcP oldugu agiktir. Yine P asal ideal
oldugundan A’cP veya AcP olur. Yani A=(a)cP elde edilir. Béylece acP bulunur.
Benzer sekilde beP oldugu gosterilir.

(2)=(3): Va,beR icin, aRbcP iken aeP veya beP olsun. (a)(b)cP oldugunu
kabul edelim. Bu durumda aRbc(a)(b)cP oldugundan aRbcP olur. Hipotezden acP
veya beP dir.

(3)=(4): Va,beR i¢in (a)(b)cP iken aeP veya beP olsun. U, V R halkasinin
iki sol ideali ve UVcP ve UzP oldugunu kabul edelim. Bu durumda ueU ve ugP
olacak bi¢cimde bir u eleman1 vardir. Keyfi bir veV alalim. (u)(v)cUV+UVRCcP dir.
Hipotezden ve ugP oldugundan veP bulunur. Bu V sol idealinin her v elemani igin
tekrarlanirsa VcP elde edilir.

(3)=(5): (3)=(4) ispatinda oldugu gibi benzer sekilde gosterilir.

(4)=(1): Tanimindan (4)=(1) ve (5)=(1) oldugu agiktir.

Tanim 1.3: (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.



Onerme 1.4: R bir halka olsun. Buna gére asagidakiler denktir.

(1) R asal halkadir.

(2) a,beR i¢in aRb=(0) ise a=0 veya b=0 dir.

(3) R halkasinin sifirdan farkli her sag idealinin sag sifirlayan sifirdir.

(4) R halkasimin sifirdan farkli her sol idealinin sol sifirlayani sifirdir.

Tamm 1.5: R bir halka, A ve Q, R halkasinin iki ideali olsun. Ang iken
AcQ ise Q idealine R halkasinin yari-asal ideali denir.

Teorem 1.6: R bir halka, Q onun bir ideali olsun. Buna gore asagidakiler
denktir.

(1) Q yari-asal idealdir.

(2) aeR i¢in aRacQ ise aeQ

(3) aeR i¢in (a)’cQ ise acQ

(4) U, R halkasimin bir sag ideali ve U’cQ ise UcQ olur.

(5) U, R halkasimin bir sol ideali ve Ung ise UcQ olur.

Tamm 1.7: R bir halka olsun.

(1) YaeR igin, na=0 olacak bi¢imde bir n pozitif tam sayisi var ise bdyle
n’lerin en kii¢iigiine R halkasinin karakteristigi denir ve charR=n ile gosterilir. Eger
halkanin karakteristigi yok ise karakteristigi sifirdir.

(2) aeR i¢in, a"=0 olacak bi¢imde bir n pozitif tamsayis1 var ise a elemanina
halkanin nilpotent elemani denir. a"=0 fakat a"'#0 ise n ye a mn nilpotentlik indeksi
denir.

(3) B, R halkasinin bir ideali olsun. B nin her eleman1 nilpotent ise B ye R
halkasinin nil ideali denir.

(4) A, R halkasinin bir ideali olsun. A nin keyfi olarak alinan a;,a;...,a,
elemanlari i¢in a;a;...a,=0 ise A ya R’nin nilpotent ideali denir. Her nilpotent ideal
nil idealidir.

Tamm 1.8: Sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yari-asal halka
denir.

Tanim 1.9: R bir halka ve m=0 bir tamsay1 olsun. xeR i¢in mx=0 oldugunda

x=0 oluyorsa R halkasina m-torsion free halka denir.



Tanmm 1.10: X, R halkasinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.
Cr(X)={acR|xa=ax, VxeX} kiimesine X in R deki merkezlestiricisi denir.
{xeR| xy=yx, VyeR} kiimesine ise R halkasinin merkezi denir ve Z ile gsterilir.

Onerme 1.11: R asal halka olsun. ab, beZ ise b=0 veya acZ dir.

Ispat: ab,beZ olsun. VxeR icin, xab=abx=axb olur. Buradan

(ax-xa)b=0, VxeR (1)
elde edilir. (1) esitliginde x yerine xy,y€R alinirsa

0=(axy-xya)b=axyb-xyab

=axyb-xayb+xayb-xyab
=(ax-xa)yb+x(ay-ya)b
olur. Bu ifadenin ikinci terimi (1) den dolay1 sifirdir. Boylece

(ax-xa)Rb=(0), VxeR (2)
oldugu goriiliir. R asal halka oldugu i¢in (2) den

b=0 veya acZ
bulunur.

Onerme 1.12: R bir yari-asal halka ve 0#acR olsun. VxeR igin, a(ax-xa)=0
oluyorsa aeZ dir.

Ispat: x, reR igin hipotezden;

a(a(xr)-(xr)a)=0 3)
olur. a(xr)-(xr)a=(ax-xa)r+x(ar-ra) oldugu (3) esitliginde yerine yazilir ve yine (3)
esitligi kullanilirsa

ax(ar-ra)=0, Vx,reR
elde edilir. Bu ise

(ar-ra)R(ar-ra)=(0), VreR
oldugunu verir. R yari-asal halka oldugundan VreR igin, ar=ra elde edilir. Boylece
aeZ bulunur.

Onerme 1.13: R yari-asal halka olsun. a elemani R halkasmin sifirdan farkli
bir sag idealini merkezlestirsin. Bu takdirde aeZ dir.

Ispat: a, R halkasinin sifirdan farkli I sag idealini merkezlestirsin. VxR igin
axel dir. Hipotezden, a(ax)=(ax)a=a(xa) olur. Buradan VxeR i¢in, 0=a(ax-xa) elde

edilir. Bu ise Onerme 1.12 den acZ demektir.



Tamm 1.14: R bir halka ve A, R halkasinin toplamsal alt grubu olsun.
Va,beA i¢in ab-bacA (ab+bacA) oluyorsa A ya R nin Lie(Jordan) alt halkast
denir.

Tamm 1.15: A, R halkasinin bir Lie (Jordan) alt halkas1 ve UcA toplamsal
alt grubu olsun. YueU ve VaeA i¢in ua-aueU (ua+aueU) oluyorsa, U ya A nin bir
Lie (Jordan) ideali denir.

Tanmm 1.16: X ve Y, R halkasinin iki alt kiimesi olsun. [X,Y] ile xy-yx,
xeX, yeY elemanlar: tarafindan iiretilen toplamsal alt grup gosterilir.

Tammm 1.17: Tanim 1.16 ya gére R halkasinin U toplamsal alt grubu icin
[U,R]cU ise U ya R nin Lie ideali denir.

Tanmm 1.18: x,yeR i¢in xy-yx ifadesi komiitator carpimi olarak adlandirilir
ve [x,y] ile gosterilir. Ayrica

[[x.yl.zl+([y.z].x[+[[2,x],y]=0
esitligine Jacobi ozdesligi denir.

Tanim 1.19: R bir halka, o,T:R—R iki doniisiim olsun. x,yeR i¢in xo(y)-
1(y)x ifadesi [X,y]s.. ile gdsterilsin. R nin bir U toplamsal alt grubu i¢in

(1) [U,R]6.cU ise U ya R halkasinin (o; 7)-sag Lie ideali denir.

(2) [R,U]s:cU ise U ya R halkasinin (g; 7)-sol Lie ideali denir.

(3) U, R halkasinin hem (o,t)-sag Lie ideali ve hem de (o,t)-sol Lie ideali ise
U ya R halkasinin (o; 7)-Lie ideali denir.

R halkasinin her Lie ideali 1, R nin 6zdeslik doniisiimii olmak tizere (1,1)-sag,
sol (iki yanl) Lie idealidir.

Tanmm 1.20: CG,T:{C€R| co(x)=t(x)c,VxeR} kiimesine R halkasinin (g;7)-
merkezi denir.

Ayni zamanda su 6zdesliklerde sikc¢a kullanilacaktir.

i) [xy,Z]o=xX[y,z]o.H[X,0(2)[y=x[y,0(2) | *[X,Z]ocy

i1) [x.Y]o.Z]o=[[X,Z]05Y JoatX.[¥,2] )0

i) [%yz]e~U(y)[X,Z]oxt[X,¥]6:0(2)

V)  (XY2)omUY)(X, 2ot X,Y]6:0(2)

V) (XY, 2o X(Ys2)on [X,T1(2) ]y



Tamm 1.21: R bir halka ve d:R—R toplamsal bir donilisim olsun. x,yeR
olmak tizere

(1) d(xy)=d(x)y+xd(y) ise d ye R halkasinin bir tiirevi denir.

(2) 0£a:R—R bir endomorfizma olmak iizere d(xy)=d(x)a(y)+to(x)d(y) ise d
ye (o,o)-tiirevi denir.

(3) o ve 1, R halkasinin iki otomorfizmasi ve d(xy)=d(x)o(y)+t(x)d(y) ise d
ye bir (o,1)-tlirevi denir.

Onerme 1.22: R halkas: sifirdan farkli nilpotent idealleri olmayan ve 2x=0
iken x=0 olan bir halka olsun. Kabul edelim ki (0)=U, R halkasinin bir Lie ideali ve
alt halkasi olsun. O zaman UcZ veya U, R halkasinin sifirdan farkli bir idealini
kapsar.

Ispat: Kabul edelim ki U alt halkas1 degismeli olmasm. O zaman xy-yx#0
olacak sekilde x,yeU elemanlar1 vardir. Herhangi reR i¢in x(yr)-(yr)xeU olur. Ote
yandan x(yr)-(yr)x=(xy-yx)r+y(xr-rx)eU dir. Bu ifadede y,xr-rxeU ve U alt halka
oldugundan y(xr-rx)eU olur. Boylece her reR i¢in (xy-yx)reU bulunur. Yani

(xy-yRcU @)
elde edilir. U Lie ideal oldugundan her r,seR i¢in

(xy-yx)r)s-s((xy-yx)r)eU
olur. Bu ifadenin ilk terimi (4) den dolay1 U nun elemanidir. Boylece

R(xy-yx)RcU
elde edilir. R(xy-yx)R=(0) ise (R(xy—yx))2=(0) olur. Bu durumda R halkasinin
sifirdan farkli nilpotent ideali olmadig1 i¢in xy-yx=0 bulunur. Bu ise kabuliimiizle
celisir. O halde R(xy-yx)R#(0) dir.

Simdi kabul edelim ki U degismeli alt halka olsun. Biz UcZ oldugunu
gormeliyiz. acU, xeR i¢in ax-xaeU ve U degismeli halka oldugundan

a(a(xy)-(xy)a)=(a(xy)-(xy)a)a
yazilir. Bu ifade U halkasinin degismeli oldugu kullanilarak agilirsa

2(ax-xa)(ay-ya)=0, Vx,yeR
bulunur. Hipotezden
(ax-xa)(ay-ya)=(0), Vx,yeR

demektir. Bu ifadede y yerine yx yazilirsa



(ax-xa)R(ax-xa)=0, VxeR
elde edilir. Yani (R(ax-xa))*=(0), ¥xeR bulunur. Bu ise R halkasmin sifirdan farkli
nilpotent ideali bulunmadigindan, VxeR i¢in ax-xa=0 olur. Boylece acZ oldugu
goriiliir. Bunu her a€U i¢in yapabilecegimizden UcZ bulunur.

Onerme 1.23 (Brauer trick): Bir G toplamsal grubu iki 6z alt grubunun
birlesimi olarak yazilamaz.

Ispat: A ve B, G nin iki 6z alt grubu olmak iizere G=AUB oldugunu
varsayalim. Kabul edelim ki G#A olsun. Bu durumda G=B oldugunu goérmeliyiz.
G#A oldugundan xeG ve xgA olacak bicimde en az bir x elemani vardir. Ote
yandan G=AUB oldugundan xeB dir. iddiamiz GcB dir. Eger GZB olsaydi, yeG
ve y¢B olacak bi¢imde en az bir y eleman1 vardir. G=AUB oldugundan ye€ A olurdu.

x+yeB dir. Gergekten x+y¢B olsaydi G=AUB oldugundan x+yeA olurdu.
yeA ve A toplamsal alt grup oldugundan x€ A olurdu ki bu x¢ A alinistyla ¢elisir. O
halde x+yeB dir. xeB ve B toplamsal oldugundan yeB olur ki bu da y¢B olusuyla
celisir. O halde G#B olamaz. Yani GeB dir. Boylece G=B olur.

Tanmm 1.24: R bir asal halka olsun. U, R nin sifirdan farkli bir ideali ve
f:U—R bir sag R-modiil homomorfizmasi olmak iizere; M ile biitiin (U,f) seklindeki
ikililerin kiimesini gosterelim. M iizerinde

“(U,H~(V,g) <R nin sifirdan farkli bir WcUNYV ideali iizerinde f=g” denklik

bagintisini tanimlayalim. M nin denklik siniflarinin kiimesi Q olsun. Q kiimesi

(Uf)+(V,g)=(UnV,f+g), (UF)V,g)=(VU,fg)
ikili islemleri ile R yi kapsayan bir asal halkadir.

(1) Q nmin merkezi C ile gosterilir ve C ye R nin genisletilmis merkezi
(extended centroid) denir. C bir cisimdir.

(2) S=RC ye R nin Q daki merkezi kapanisi (central closure) denir. S, R yi
kapsayan bir asal halkadir.

Onerme 1.25: R asal halka olsun. R halkasinin d, f, g ve h tiirevleri i¢in

d(x)g(y)=h(x)f(y), vx,yeR
olsun. Eger d#0, f#£0 ise o zaman VxeR i¢in, g(x)=Af(x) ve h(x)=Ad(x) olacak
sekilde bir AeC vardir.



Onerme 1.26: R asal halka olmak iizere, a,beR icin b,abeC,; ise aeZ veya
b=0 olur.

Onerme 1.27: R asal halka ve a#0 olmak iizere, her xeR i¢in a[u,x]=0 ise
ueZ olur.

Onerme 1.28: R, 2 torsion free ve yari-asal halka olmak iizere, acR igin
[a,[a,R]]=0 ise aeZ olur.

Onerme 1.29: R asal halka, U Lie ideal ve 0=d tiirev olmak iizere, d*(U)=(0)
ise d*=0 olur.

Onerme 1.30: R asal halka, 0#d tiirev olsun. Bu takdirde d(R)cZ ise R
degismelidir.
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II. BOLUM
TUREVLI HALKALAR

Posner, E.C., 1957

Bu makalede aksi belirtilmedik¢e, R asal halka, d tiirev ve charR#2 olarak
alimmustir.

Tamm 2.1: R halkasinin bir asal halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a,
beR i¢in, aRb=(0) oldugunda a=0 veya b=0 olmasidir.

Lemma 2.2: acR olmak iizere R asal halkasinin bir tiirevi d olsun. Her xeR
icin ad(x)=0 ise a=0 veya d=0 olur.

Ispat: Hipotezden her xeR icin ad(x)=0 oldugundan, yeR igin x yerine xy
yazarsak, her x,yeR icin ad(xy)=ad(x)y+axd(y)=0 olur. Buradan her x,yeR i¢in
axd(y)=0 oldugundan aRd(y)=0 yazilabilir. R asal oldugundan a=0 veya her yeR
icin d(y)=0 olur. Bu ise a=0 veya d=0 demektir.

Lemma 2.3: R asal halka ve p,q,reR olmak {izere her aeR i¢in paqar=0 ise
p, q, r den en az biri sifirdir.

Teorem 2.4: R, charR#2 olan bir asal halka ve di, d,, R nin tiirevleri olsun.
Bu takdirde d;d, tiirev ise d;=0 veya d,=0 olur.

Lemma 2.5: R asal halka ve d, R nin tiirevi olmak iizere her aeR igin
[a,d(a)]=0 ise R degismeli veya d=0 olur.

Teorem 2.6: R asal halka ve d, R nin tiirevi olmak iizere her aeR i¢in

[a,d(a)]€Z olsun. Bu takdirde d#0 ise R degismelidir.

Awtar, R., 1973

Teorem 2.7: R asal halka, d#0 tirev ve aeR i¢in [a,d(a)]eZ ise R
degismelidir.

Ispat:

aeR icin [a,d(a)]€Z ifadesinde a yerine xeR igin a+[a,x] yazarsak, [a+[a,X],
d(a-+[a,x])]=[a+[a,x],d(a)+d([a,x])]=[a,d(a)]+[a,d([a,x])]+[[a,x].d(a) | +[[a,x].d([a,x])]
€Z olur. Ayni zamanda [a,d(a)]€Z ve [[a,x],d([a,x])]€Z oldugundan her a,xeR i¢in
[[a,x],d(a)]+[a,d([a,x])]€Z olur. Buradan her a,xeR i¢in [[ax],d(a)]+[a,[d(a),x]+
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[a,d(x)]]€eZ olur. Yani, her a,xeR icin [[a,x],d(a)]+[a,[d(a),x]]+[a,[a,d(X)]]€Z
bulunur. Diger yandan Jacobi esitsizliginden her a,xeR i¢in [[a,x],d(a)]+
[[d(a)],a],x]+[[x,d(a)],a]=0 olmasi ve [d(a),a]eZ oldugundan, [[d(a),a],x]=0 elde
edilir. Buradan [[a,x],d(a)]+[[x,d(a)],a]=[[a,x],d(a)]+[a,[d(a),x]]=0 bulunur. Boylece,

[a,]a,d(x)]]€Z, Va,xeR (2.2)
elde edilir. charR=2 olsun. Her axeR icin [a,[a,d(x)]]=[a,ad(x)-d(x)a]=a’d(x)-
ad(x)a-ad(x)a+d(x)a’=a’d(x)-2ad(x)a+d(x)a’ € Z olur. charR=2 oldugundan,

a’d(x)+d(x)a’eZ, Va,xeR (2.3)
ifadesi bulunur. Buradan her a,xeR igin (a’d(x)+d(x)a®)d(x)=d(x)(a’d(x)+d(x)a’)
yazarsak, az(d(x))2+d(x)azd(x)=d(x)azd(x)+(d(x))2a2 oldugundan,

a’(d(x))*=(d(x))*a%, Va,xeR (2.4a)
esitligi elde edilir. (2.3) den (a’d(x)+d(x)a’)a’=a’(a’d(x)+d(x)a’) yazarsak,
a’d(x)a’+d(x)a*=a*d(x)+a’d(x)a’ oldugundan,

a’d(x)=d(x)a’, Va,xeR (2.4b)
esitligi bulunur. (2.4a) esitliginde x yerine x+a’x yazarsak, a’(d(x+a’x))’=
(d(x+a’x))’a’ olur. Buradan her axeR i¢in a’(d(x))+a’d(x)d(a’x)+a’d(a’x)d(x)+
a’(d(a’x))*=(d(x))*a’+d(x)d(a’x)a’+d(a’x)d(x)a’+(d(a’x))*a® bulunur. (2.4a) dan
(d(x))’a*=a’(d(x))* ve (d(a’x))’a’=a’(d(a’x))* oldugundan gerekli sadelestirmeler
yapilirsa, her axeR i¢in a’d(x)d(a’x)+a’d(a’x)d(x)=d(x)d(a’x)a’+d(a’x)d(x)a’
bulunur. Buradan a’d(x)(d(a’)x+a’d(x))+a’(d(a”)x+a’d(x))d(x)=d(x)(d(a’)x+a’d(x))
a’+(d(a})x+a’d(x))d(x)a’> olur. Dolayisiyla a’d(x)d(a’)x+a’d(x)a’d(x)+a’d(a”)xd(x)+
a’(d(x))’=d(x)d(a’)xa’+d(x)a’d(x)a’+d(a’)xd(x)a’+a’(d(x))*a®>  bulunur.  Boylece
d(a®)=ad(a)+d(a)a=ad(a)-d(a)a=[a,d(a)]eZ dir. Her acR i¢in d(a®)eZ oldugunu
kullanirsak, d(a)a’d(x)x-+d(a’)a’xd(x)+(a’d(x))*+a’*(d(x))*=d(a’)d(x)xa’+d(a’)xd(x)a’
+(d(x)a*)*+a*(d(x))’a® bulunur. charR=2 oldugundan, her axeR igcin d(a®)a’
[d(x),x]+(a’d(x))*+a’(d(x))*=d(a)[d(x),x]Ja’+H(d(x)a?)*+a’(d(x))*a’ elde edilir. Her
xeR i¢in [d(x),x]€Z oldugundan gerekli sadelestirmeler yapilirsa, her a,xeR igin
(a’d(x))*+a*(d(x))’=(d(x)a®)*+a*(d(x))*a® bulunur. Buradan her a,xeR icin
(a’d(x))*+a*(d(x))*-(d(x)a)*-a’(d(x))’a’=0 olur. (2.4b) ifadesinden a*(d(x))*=a’d(x)
d(x)=d(x)a*d(x) olur. Bu ifade yerine yazilir ve charR=2 oldugu kullamilirsa her
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a,xeR igin (a’d(x)+d(x)a’)’=0 olur. (2.3) den a’d(x)+d(x)a’cZ dir. R asal halka
oldugundan merkezinde nilpotent eleman bulundurmaz. Yani, her a,xeR igin
azd(x)+d(x)a2=O olur ve charR=2 oldugundan,

a’d(x)=d(x)a’, Va,xeR (2.5)
esitligi  bulunur. (2.5) esitliginde a yerine beR i¢in a+b yazarsak,
(a+b)’d(x)=d(x)(a+b)* olur. Buradan a’d(x)+abd(x)+bad(x)+b’d(x)=d(x)a’+d(x)ab+
d(x)ba+d(x)b? bulunur. (2.5) denklemi kullanilarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa
her a,beR i¢in abd(x)+bad(x)=d(x)ab+d(x)ba elde edilir. Yani her a,beR igin
(ab+ba)d(x)=d(x)(ab+ba) bulunur. a yerine ab yazarsak ve charR=2 oldugundan (ab*-
bab)d(x)=d(x)(ab>-bab) olur. Buradan (ab-ba)bd(x)=d(x)(ab-ba)b olur. d(x)(ab-
ba)=(ab-ba)d(x) oldugundan, (ab-ba)bd(x)=(ab-ba)d(x)b elde edilir. Yani her a,beR
i¢in (ab-ba)bd(x)—(ab-ba)d(x)b=0 olur. O halde,

(ab-ba)(bd(x)-d(x)b)=0, Va,b,xeR (2.6)
denklemi elde edilir. Bu ifadeyi b ile dogrusallastirirsak, her x,a,b,ceR i¢in (ac-
ca)(bd(x)-d(x)b)+(ab-ba)(cd(x)-d(x)c)=0 elde edilir. b yerine b*> yazarsak, (ac-
ca)(b*d(x)-d(x)b?)+(ab*b*a)(cd(x)-d(x)c)=0 olur. (2.5) den b’d(x)-d(x)b*=b*d(x)-
b?d(x)=0 olur. Yani her x,a,b,ceR igin (abz-bza)(cd(x)-d(x)c)zo olur. R iizerinde her
a,beR i¢in I, (a)=[b2,a] i¢ tiirevi tamimlansin. Her a,b,c.xeR i¢in [, (a)(cd(x)-
d(x)c)=0 olur. Lemma 2.2 den her a,b,c,xeR i¢in I, =0 veya cd(x)-d(x)c=0 olur.
Buradan her a,b,c.xeR igin b’cZ veya d(x)eZ olur. d(x)eZ ise her xeR igin
0=[x,d(x)]=xd(x)-d(x)x=xd(x)+d(x)x=d(x”) bulunur. Yani her xeR ic¢in d(x)eZ
olmast igin gerek ve yeter sart d(x*)=0 olmasidir. Boylece her x,yeR igin d(xzy)eZ
olduguna gére d(x’y)=d(x*)y+x’d(y) ve d(x*)=0 oldugundan d(x’y)=x’d(y)eZ elde
edilir. Her yeR i¢in d(y)eZ oldugundan her x,yeR i¢in d(y)=0 veya x*€Z olur. d#0
oldugundan her xeR igin x*cZ dir. O halde her bxeR i¢in b*cZ veya x’€Z
oldugundan her xeR i¢in x*€Z bulunur. Buradan her x,yeR icin (x+y)*eZ dir.
Dolayistyla (x+y)*=(x+y)(x+y)=x’+xy+yx+y>€Z ve x°,y*€Z oldugundan her x,yeR
icin Xy+yx=xy-yx=[x,y]€Z olur. x yerine xy yazarsak, her x,yeR icin [xy,y]=
X[y,yH[xyly=[X,ylyeZ ve [x,y]€Z oldugundan, her x,yeR i¢in [x,y]=0 veya yeZ
bulunur. O halde R degismelidir. charR#2 olsun. (2.2) ifadesini her a,xeR i¢in
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[a,[a,d(x)]]€Z olarak bulmustuk. (2.2) ifadesinde a yerine xR i¢in a+d(x) yazarsak,
[a+d(x),[a+d(x),d(x)]]=[a,[a+d(x),d(x) ]]+[d(x),[a+d(x),d(x)]]=[a,[a,d(x)]+[d(x),d(x)]]
+d(x),[a,d(x)]+[d(x),d(x)]]=[a,[a,d(x)]]+[d(x),[a,d(x)]]eZ olur. Her a,xeR igin
[a,[a,d(x)]]€Z oldugundan,

[d(x),[a,d(x)]]€Z, Va,xeR (2.7)
ifadesi bulunur. aeR i¢in p(a)=[t,a] ve t=d(x) olsun. Her a,xeR igin
[d(x),[a,d(x)]]€Z oldugundan p*(a)eZ olur. Buradan p*(at)=p*(a)t+2p(a)p(t)}+ap(t)e
Z olur. p(t)=0 ve p*(t)=0 oldugundan p’(at)=p*(a)teZ bulunur. p*(a)eZ oldugundan
her a,beR icin p*(a)=0 veya teZ olur. Her acR i¢in p*(a)=0 ise her a,beR igin
O=p2(ab)=p2(a)b+2p(a)p(b)+ap2(b) olur. p*(a)=0 ve pz(b)=0 oldugundan 2p(a)p(b)=0
olur. charR#2 oldugundan her a,beR i¢in p(a)p(b)=0 olur. b yerine ba yazarsak,
O0=p(a)p(ba)=p(a)p(b)a+p(a)bp(a) bulunur. p(a)p(b)=0 oldugundan her a,beR icin
p(a)bp(a)=0 olur. R asal oldugundan her a€R i¢in p(a)=0 olur. Yani her aeR i¢in
[t,a]=0 oldugundan teZ olur. O halde p*(a)=0 ise teZ bulunur. Yani her xeR i¢in
d(x)eZ dir. Dolayisiyla,

d(xy)=xd(y)+d(x)yeZ, Vx,yeR (2.8)
ifadesi bulunur. Her x,y,zeR i¢in d(xy)d(z)-d(zx)d(y)eZ dir. Buradan d(x)yd(z)+
xd(y)d(z)—zd(x)d(y)—d(z)xd(y)eZ bulunur. Yani her x,y,zeR i¢in d(x)yd(z)-
zd(x)d(y)eZ ve boylece d(yz)d(x)eZ dir. O halde d(yz)d(x)+d(x)yd(z)—zd(x)d(y)eZ
ve buradan d(y)zd(x)+yd(z)d(x)+d(x)yd(z)—zd(x)d(y)eZ olur. Bu ise her x,y,zeR
icin 2d(x)d(z)yeZ bulunur. charR#2 oldugundan d(x)d(z)yeZ olur. d(x)eZ
oldugundan her x,y,zeR i¢in d(x)=0 veya d(z)yeZ olur. d#0 oldugundan her y,zeR
icin d(z)yeZ olur. d(z)eZ oldugundan her y,zeR i¢in d(z)=0 veya yeZ olur. d#0
oldugundan her yeR i¢in yeZ olur. O halde R degismelidir.

Herstein, I. N., 1978

Teorem 2.8: R asal halka, 0+d tiirev ve charR#2 olmak {izere her x,yeR icin
[d(x),d(y)]=0 ise R degismelidir.

Ispat: A=<{d(x) | xeR}> kiimesi ile tiretilen R nin alt halkast olsun. Her

x,yeR i¢in [d(x),d(y)]=0 oldugundan A degismelidir. acA, xeR i¢in axeR
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oldugundan d(ax)eA olur. Buradan d(a)x+ad(x)eA olur. beA i¢in 0=[b,d(a)x+
ad(x)]=[b,d(a)x]+[b,ad(x)]=d(a)[b,x]+[b,d(a)]x+a[b,d(x)]+[b,a]d(x)=d(a)[b,x]  olur.
Ciinkii d(x),b,a,d(a)e A icin [b,d(a)]=[b,d(x)]=[b,a]=0 dir. O halde her a,b€ A ve her
xeR icin Onerme 1.27 den her a,beA igin d(a)=0 veya beZ olur. Yani d(A)=(0)
veya AcZ olur. Buradan AzZ ise d(A)=(0) olur. Her xeR i¢in d(x)€A ise d(R)cA
olur. Buradan d*(R)cd(A)=(0) oldugundan dz(R)Z(O) olur. Her xeR icin d*(x)=0
oldugundan x yerine xy yazarsak, her x,yeR i¢in O=d2(Xy)=d2(X)+2d(x)d(y)+d2(y)=
2d(x)d(y) bulunur. charR#2 oldugundan her x,yeR icin d(x)d(y)=0 olur. Her xeR
i¢in d(x)d(R)=(0) oldugundan Lemma 2.2 den her xeR i¢in d(x)=0 veya d=0 olur.
Yani d=0 bulunur. Bu ise d#0 olmasiyla celisir. O halde AcZ olur. O halde
d(R)cAcZ oldugundan d(R)cZ olur. Onerme 1.30 dan R degismelidir.

Herstein, I. N., 1979

Teorem 2.9: R asal halka, 0#d tiirev ve charR#2 olmak tlizere aeR igin
[a,d(R)]=(0) ise aeZ olur.

Ispat: ag¢Z olsun. Her xR icin [a,d(x)]=0 oldugundan x yerine xy yazarsak,
her x,yeR igin 0=[a,d(xy)]=[a,d(x)y+xd(y)]=[a,d(x)y [+[a,xd(y)|=d(x)[a,y]+[a,d(x)]y
+[a,x]d(y)+x[a,d(y)]=[a,x]d(y)+d(x)[a,y] olur. Yani,

[a,x]d(y)+d(x)[a,y]=0, Vx,yeR (5.1)
denklemi elde edilir. Bir yeR i¢in [a,y]=0 olsun. Buradan her xeR i¢in [a,x]d(y)=0
olur. Boylece her x,reR i¢in, 0=[a,xr]d(y)=x[a,r]d(y)+[a,x]rd(y)=[a,x]rd(y) bulunur.
Yani her xeR i¢in, [a,x]Rd(y)=(0) ve R asal oldugundan [a,x]=0 veya d(y)=0 olur.
Bu ise aeZ veya d(y)=0 demektir. agZ oldugundan d(y)=0 bulunur. Yani bir yeR
icin [y,a]=0 ise d(y)=0 elde edilir. CR(a)Z{yeR| [y,a]=0} kiimesini tanimlayalim.
Her xeR i¢in [a,d(x)]=0 oldugundan d(x)eCgr(a) olur. Buradan her xeR igin
[d(x),a]=0 oldugundan d(d(x))=0 ve bdylece her xeR icin, d*(x)=0 oldugundan d*=0
elde edilir. Her x,yeR icin, 0=d*(xy)=d*(x)+2d(x)d(y)+d*(y)=2d(x)d(y) ve charR#2
oldugundan her x,yeR i¢in, d(x)d(y)=0 bulunur. y yerine yx yazarsak,
0=d(x)d(yx)=d(x)d(y)x+d(x)yd(x)=d(x)yd(x) olur. Her x€R i¢in d(x)Rd(x)=(0) ve R
asal oldugundan her xeR i¢in d(x)=0 elde edilir. Yani d=0 olur. Bu ise d#0

olmasiyla celisir. O halde aeZ olur.
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II1. BOLUM
ASAL HALKALARDA LIE VE (o,7)-LIE IDEALLER

Herstein, I. N., 1970

Bu makalede, aksi belirtilmedik¢e R yari-asal, 2 torsion free halka, T ve U
Lie ideal olarak alinmustir.

Lemma 3.1: R yari-asal, 2 torsion free halka ve T, R nin Lie ideali olmak
tizere, [T,T]cZ ise TcZ olur.

Ispat: [T,T]=(0) olsun. T Lie ideal oldugundan her xeR ve her teT igin
[tx]€T olur. [T, T]=(0) oldugundan her xeR ve her teT i¢in [t,[t,x]]=0 bulunur. R
yari-asal ve 2 torsion free halka oldugundan Onerme 1.28 den her teT icin teZ olur.
Yani TcZ olur. [T, T]#(0) olsun. ae[T,T] alalim. O halde, 0#a.eZ oldugundan her
s,teT i¢in a=[s,t]#0 olur. R iizerinde d(x)=[x,t] i¢ tiirevi tanimlansin. Her xeR i¢in
d*x)=[[x,t],t]e[T.T]cZ oldugundan her xeR icin d*(x)eZ bulunur. O halde, her
xeR ve her seT icin d*(sx)eZ olur. Buradan her xeR ve her seT igin
d*(sx)=d’(s)x+2d(s)d(x)+sd*(x)eZ olur. Her xeR i¢in d*x)=p dersek,
d*(s)=d(d(s))=d(a)=[c,t]=0 oldugundan, d*(sx)=2ad(x)+Ps€Z olur. Buradan
(2ad(x)+Ps)s=s(2ad(x)+ps) yazilabilir. Buradan 2od(x)s+fs’=s20d(x)+s’p olur.
aeZ ve BeZ oldugundan 2ad(x)s+ps’=2asd(x)+ps” olur. Her xeR, her seT ve a.eZ
icin 20(d(x)s—sd(x))=0 bulunur. Bu ifadede x yerine st yazarsak, 2a.(d(st)s-sd(st))=0
olur. Her s,teT i¢in d(st)=d(s)t+sd(t)=d(s)t=ct oldugundan 2o(ats-sat)=0 elde edilir.
aeZ oldugundan 0=20%(ts—st)=20°[t,s]=20.”[s,t]=20’ bulunur. charR#2 oldugundan
a’=0 olur. a.eZ ve R yari-asal oldugundan a=0 olur. Bu ise a0 olmasiyla gelisir. O
halde [T,T]=(0) olur. Dolayisiyla T—Z bulunur.

Lemma 3.2: R yari-asal, 2 torsion free halka ve U, R nin Lie ideali olmak
tizere teR i¢in [[U,U],t]=(0) ise [U,t]=(0) olur.

Ispat: Her xeR icin d(x)=[x,t] seklinde tamimlansin. [[U,U],t]=(0)
oldugundan her ue[U,U] i¢in d(u)=[u,t]=0 olur. [U,U], R’nin Lie ideali oldugu i¢in
her ue[U,U] ve reR i¢in [u,r]e[U,U] olur. O halde her ue[U,U] ve her reR igin
d([u,r])=0 olur. Buradan 0=[d(u),r]+[u,d(r)]=[u,d(r)] bulunur. O halde,

ud(r)=d(r)u, Vue[U,U], VreR (3.1)
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esitligi elde edilir. (3.1) denkleminde r yerine x” alirsak, her xeR ve her ue[U,U]
icin ud(x*)=d(x*)u olur. Buradan ud(x)x+uxd(x)=d(x)xu+xd(x)u olur. Yani (ud(x)x—
d(x)xu)+(uxd(x)—xd(x)u)=0 bulunur. (3.1) denkleminden her xeR ve her ue[U,U]
icin ud(x)=d(x)u oldugundan (d(x)ux—d(x)xu)+(uxd(x)—xud(x))=0 olur. Buradan
d(x)(ux—xu)+(ux—xu)d(x)=0 bulunur. Her xeR ve her ue[U,U] i¢in ux—xue[U,U]
oldugundan (3.1) den (ux—xu)d(x)=d(x)(ux—xu) olur. O halde her xeR ve her
ue[U,U] i¢in 2d(x)(ux—xu)=0 olur. charR#2 oldugundan,

d(x)(ux—xu)=0, Vue[U,U], VxeR (3.2)
denklemi bulunur. (3.2) denkleminde x yerine ve[U,U] icin, x+v yazarsak,
d(x+v)[u(x+v)—(x+v)u]=0 olur. Buradan (d(x)+d(v))(ux+tuv—xu—vu)=0 bulunur.
ve[U,U] i¢in d(v)=0 dir. Buradan her xeR ve her u,ve[U,U] i¢in d(x)(ux—xu)+
d(x)(uv—vu)=0 olur. (3.2) den d(x)(ux-xu)=0 oldugundan,

d(x)(uv-vu)=0, VxeR, Vu,ve[U,U] (3.3)
denklemi bulunur. M={reR|d(x)r=0,vxeR} kiimesinin bir ideal oldugunu
gosterelim. Her meM ve her r,xeR i¢in d(x)mr=0 oldugundan mreM olur. Yani M
sag idealdir. Her meM ve her x,reR i¢cin O=d(xr)m=d(x)rm+xd(r)m=d(x)rm
oldugundan rmeM bulunur. Yani M sol idealdir. Her xeR ve her u,ve[U,U] i¢in
d(x)(uv—vu)=0 oldugundan uv—vueM olur. Buradan [[U,U],[U,U]]cM elde edilir.
R =R/M nin yari-asal ve 2 torsion free halka oldugunu gosterelim. X eR/M igin
2X=0 olsun. Buradan 2(x+M)=0+M ise 2x+M=0+M olur. Buradan 2xeM ise her
yeR i¢in d(y)2x=0 olur. Her yeR i¢in 2d(y)x=0 ve R, 2 torsion free oldugundan her
yeR i¢in d(y)x=0 olur. Bu ise xeM demektir. Buradan x+M=0+M oldugundan X=0
bulunur. O halde R, 2 torsion free halkadir. N, R nin ideali ve N*=(0) olsun.
Orten homomorfizma altinda idealin ters goriintiisii ideal oldugundan N, R nin ideali
olur. N?=(0) oldugundan (N+M)*=( 0) ise N*+M=0+M olur. Yani N’cM dir. M nin
tanimindan her yeR icin d(y)N2=(O) olur. Her yeR ve her neN i¢in
d(y)nd(y)ned(y)N* oldugundan (d(y)N)’=d(y)Nd(y)Ncd(y)N*=(0) olur. Yani her
yeR i¢in (d(y)N)*=(0) olur. R yari-asal oldugundan her yeR i¢in d(y)N=(0) olur.
Buradan NcM olur. O halde N+M=0+M oldugundan N =(0) elde edilir. Dolayisiyla
R vyart-asaldir. [[U,U],[U,U]]JcM oldugundan [[U,U],[U,U]]=(0)cZ olur. R
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yari-asal ve 2 torsion free halka ve [U, U] Lie ideal oldugundan Lemma 3.1 den

[U,U]cZ olur. Yine U Lie ideal oldugundan Lemma 3.1 den U cZ olur. U nun,

R nin Lie ideali oldugunu gosterelim. a,b e U olsun. Buradan, a+b=a+b ve

atbeU oldugundan a+b € Ubulunur. [4,7]e[U,R ] olsun. [U,F]=0T-T a=ur—

ru=ur-ru ve ur—rueU oldugundan ur-ru € U olur. O halde [U,R JcU bulunur.

icin 0O=[u,T]=ur—-Ttu=ur-ru olur. Yani ur-ru =0 ise (ur—ru)+M=0+M
oldugundan ur—rueM olur. O halde [U,R]cM olur. M nin tanimindan her yeR i¢in
d(y)[U,R]=(0) bulunur. M;={xeR[x[U,R]=(0)} kiimesinin bir ideal oldugunu
gosterelim. a,beM; olsun. Her ueU, her reR i¢in (a+b)[u,r]=a[u,r]+b[u,r]=0
oldugundan a+beM,; olur. aeM,, reR ve ueU i¢in 0=a[[u,r],r]=a[ur—ru,r]=alur,r]-
a[ru,r]=au[r,r]+a[u,r]r-ar[u,r]-a[r,rJu=-ar[u,r] olur. Buradan ar[U,R]=(0) oldugundan
areM; olur. Yine reR ve aeM; i¢in ra|U,R]=(0) oldugundan raeM; olur. O halde
M, idealdir. Her yeR i¢in d(y)[U,R]=(0) oldugundan, yeR yerine ueU alirsak
d(u)[U,R]=(0) olur. O halde her ueU i¢in d(u)eM, dir. Yine her ueU ve her teR
icin d(u)=[u,t]e[U,R] oldugundan d(u)er(M;) bulunur. Yani her ueU igin
d(u)eM;nr(M;) olur. Minr(M;), R nin nilpotent idealidir. R yari-asal oldugundan
M;nr(M;)=(0) olur. O halde her ueU i¢in d(u)e M;Nr(M;)=(0) oldugundan her ue U
icin d(u)=0 olur. Yani her ueU ve her teR i¢in [u,t]=0 oldugundan [U,t]=(0) elde
edilir.

Teorem 3.3: R yari-asal, 2 torsion free halka ve U, R nin Lie ideali olmak
iizere teR i¢in [t,[t,U]]=(0) ise [t,U]=(0) olur.

Ispat: R iizerinde her xeR icin d(x)=[x,t] i¢ tiirevi tanimlansin. Her ueU i¢in

t,[t,u]]=0 oldugundan her ueU i¢in u)=0 olur. Her u,veU i¢in 0=d*([u,v])=
[t,[t,u]]=0 oldugundan h igin d*(u)=0 ol igin 0=d*([u,v])
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[d*(u),v]+2[d(w),d(V)]+[u,d*(v)]=2[d(u),d(v)] olur. R, 2 torsion free halka oldugun-
dan [d(u),d(v)]=0 bulunur. Buradan,

d(uw)d(v)=d(v)d(u), Vu,veU 3.4)
esitligi elde edilir. u,veU i¢in uveU olsun. 0=d*(uv)=d*(u)v+2d(u)d(v)+ud’(v)=
2d(u)d(v) olur. R, 2 torsion free oldugundan d(u)d(v)=0 bulunur. v=ur—ru alirsak,

d(uw)d(ur-ru)=0, ueU, reR (3.5)
denklemi bulunur. C(t)={xeR|xt=tx} kiimesini tanimlayalim. (3.5) denkleminden ve
d*(u)=0 oldugundan, d(d(u)(ur-ru))=d*(u)(ur-ru)+d(u)d(ur-ru)=0 olur. O halde
[d(u)(ur—ru),t]=0 oldugundan,

d(u)(ur-ru)eC(t), ueU, reR (3.6)
ifadesi bulunur. r yerine weR i¢in tw yazarsak, d(u)[u,tw]=d(u)t[fu,w]+d(u)[u,t]w=
d(uw)t[u,w]+(d(u))*weC(t) olur. Ayrica [t,[t,U]]=(0) oldugundan her ueU igin
[d(u),t]=0 olur. Yani d(u)eC(t) dir. O halde td(u)[u,w]+(d(u))*weC(t) bulunur. (3.6)
dan d(u)[u,w]eC(t) dir. teC(t) ve C(t) alt halka oldugundan td(u)[u,w]eC(t)
bulunur. O halde C(t) alt halka oldugundan ueU ve her weR icin (d(u))*weC(t)
bulunur. Yine (d(u))*t=d(u)d(u)t=d(u)td(u)=td(u)d(u)=t(d(u))* oldugundan (d(u))’e
C(t) olur. (d(u))’weC(t) oldugundan O0=[(d(u))*w.t]=(d(w))*[w,t]+[(d(u))%t]w=
(d(u))’[w,t] olur. Yani her weR ve ueU igin (d(u))*[w,t]=0 olur. Her ueU ve her
weR i¢in w yerine wu yazarsak, 0=(d(u))*[wu,t]=(d(u))*w[u,t]*+(d(u))’[w,t]u olur.
(d(u))’[w,t]=0 ve d(u)=[u,t] oldugundan, her ueU ve her weR i¢in (d(u))*wd(u)=0
olur. Her iki tarafi sagdan d(u) ile ¢arparsak, (d(u))*R(d(u))*=(0) bulunur. R yari-asal
oldugundan,

(d(u))*=0, VueU (3.7)
esitligi elde edilir. u yerine veU igin utv yazarsak, 0=(d(u+v))’=(d(u)+d(v))’=
(d(u)+d(v))(d(u)+d(v))=(d(u))*+d(u)d(v)+d(v)d(u)+(d(v))* bulunur. (3.7) den 0=
(d(w))’=(d(v))* dir. (3.4) ten d(u)d(v)=d(v)d(u) oldugundan 0=d(u)d(v)+d(v)d(u)=
d(u)d(v)+d(u)d(v)=2d(u)d(v) olur. R, 2 torsion free oldugundan,

d(u)d(v)=0, Yu,veU (3.8)
esitligi elde edilir. Yine her u,veU icin, (3.8) den ve her ueU icin d*(u)=0
oldugundan, d(ud(v))=d(u)d(v)+ud*(v)=0 olur. Yani ud(v)eC(t) dir. d(d(u)v)=
d*(u)v+d(u)d(v)=0 oldugundan d(u)veC(t) olur. O halde zeU i¢in ud(z)eC(t) olur.
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Bu ifadede u yerine her v,weU ve her reR i¢in [rd(v),w] yazarsak, [rd(v),w]d(z)e
C(t) olur. Buradan r[d(v),w]d(z)+[r,w]d(v)d(z)eC(t) olur. (3.8) den her v,zeU igin
d(v)d(z)=0 oldugundan r[d(v),w]d(z)eC(t) bulunur. Buradan her reR ve her
v,w,zeU i¢in [r[d(v),w]d(z),t]=0 olur. Yani [R[d(v),w]d(z),t]=(0) olur. Buradan her
xeR i¢in d(x[d(v),w]d(z))=0 oldugundan d(x[d(v),w])d(z)+x[d(v),w]d*(2)=0 olur.
d*(z)=0 oldugundan d(x[d(v),w])d(z)=0 bulunur. Buradan d(x)[d(v),w]d(z)+
xd([d(v),w])d(z)=0 olur. Ayrica (3.8) i kullanirsak, d([d(v),w])=[d*(v),w]+
[d(v),d(w)]=0 bulunur. O halde her xeR ve her v,w,zeU i¢in d(x)[d(v),w]d(z)=0
bulunur. Buradan (3.8) 1 kullanirsak, 0=d(x)d(v)wd(z)-d(x)wd(v)d(z)=
d(x)d(v)wd(z) bulunur. Yani her xeR ve her v,w,zeU i¢in d(x)d(v)wd(z)=0
bulunur. Bu ifadede x yerine yeR i¢in xy yazarsak, O0=d(xy)d(v)wd(z)=
d(x)yd(v)wd(z)+xd(y)d(v)wd(z) olur. d(y)d(v)wd(z)=0 oldugundan her x,yeR ve
her w,v,zeU i¢in d(x)yd(v)wd(z)=0 olur. Yani d(x)Rd(v)wd(z)=(0) olur. Soldan
d(v)w ile carparsak ve d(x) yerine d(z) alirsak, d(v)wd(z)Rd(v)wd(z)=(0) olur. R
yari-asal oldugundan her v,w,zeU i¢in d(v)wd(z)=0 olur. Yani,

d(v)Ud(z)=(0), Vz,veU (3.9
denklemi bulunur. Her veU, her seR i¢in z yerine [v,s] alirsak, d(v)Ud([v,s])=(0)
olur. Yine, her u,veU, her reR icin d(u)[v.r]eC(t) dir. Ciinkii d(d(u)[v,r])=d*(u)
[v,r]+d(u)d([v,r])=0 olur. r yerine rs yazarsak, d(u)[v,rs]=d(u)r[v,s]+d(u)[v,r]seC(t)
olur. Buradan 0=d(d(u)r[v,s]+d(u)[v,r]s)=d*(u)r[v,s]+d(u)d(r)[v,s]+d(u)rd([v,s])+
d*(u)[v.r]s+d(u)d([v,r])s+d(u)[v,r]d(s) bulunur. Her ueU icin d*(u)=0 ve
d(u)d([v,r])=0 oldugundan d*(u)r[v,s]=d*(u)[v.,r]s=d(u)d([v.r])s=0 olur. O halde her
r,seR ve her u,veU i¢in d(u)d(r)[v,s]+d(u)rd([v,s])+d(u)[v,r]d(s)=0 bulunur. reR
yerine reU alirsak, (3.9) dan, d(u)rd([v,s])=0 olur. Yine (3.8) den d(u)d(v)=0
oldugundan d(u)d(r)[v,s]=0 bulunur. O halde her r,u,veU ve her seR igin
d(u)[v,r]d(s)=0 bulunur. Buradan,

d(w)[U,U]d(R)=(0) (3.10)
denklemi elde edilir. Her x,yeR ve her v,keU i¢in 0=d(u)[v,k]d(xy)=d(u)
[v.k]d(x)y+d(u)[v,k]xd(y) olur. (3.10) ifadesinde d(u)[v.k]d(x)=0 oldugundan her
u,v,keU ve her x,yeR i¢in d(u)[v,k]xd(y)=0 olur. yeR yerine ueU alirsak,
d(u)[v,k]xd(u)=0 olur. Bu ifadeyi sagdan [v,k] ile ¢arparsak, d(u)[v,k]Rd(u)[v,k]=(0)
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olur. R yari-asal oldugundan her u,v,keU i¢in d(u)[v,k]=0 bulunur. O halde
d(U)[U,U]=(0) bulunur. M={xeR[x[U,U]=(0)} kiimesinin bir ideal oldugunu
gosterelim. a,beM olsun. u,veU i¢in (atb)[u,v]=a[u,v]+b[u,v]=0 oldugundan
atbeM olur. aeM, reR ve u,veU i¢in ra[u,v]=0 oldugundan raeM olur. Yine
O0=a[[u,r],v]=a[ur—ru,v]=a[ur,v]-a[ru,v]=au[r,v]+a[u,v]r-ar[u,v]-a[r,v]u=-ar[u,v]+au
[r,v]-a[r,v]u=-ar[u,v]+a[u,[r,v]]=-ar[u,v] olur. Yani aeM, reR ve uyveU i¢in
ar[u,v]=0 oldugundan areM olur. O halde M idealdir. d(U)[U,U]=(0) oldugundan
d(U)cM olur. O halde d([U,U])cd(U)cM ve d([U,U])c[U,U]cr(M) oldugundan
d([U,UD)cMnr(M)=(0) yazilabilir. Buradan d([U,U])=(0) bulunur. O halde
[[U,U],t]=(0) olur. R yari-asal ve 2 torsion free halka oldugundan Lemma 3.2 den
[U.,t]=(0) bulunur.

Bergen, J., Herstein, I.N. ve Kerr, J.W., 1981

Bu makalede aksi belirtilmedik¢e, R asal halka, U Lie ideal ve charR#2
olarak alinmustr.

Lemma 3.4: R asal halka ve charR#2 olmak iizere UzZ ve U, R nin Lie
ideali ise [M,R]cU fakat [M,R]zZ olacak sekilde R nin bir M ideali vardir.

Ispat: T(U)={xeR|[x,R]cU} kiimesinin Lie ideal ve alt halka oldugunu
gosterelim. a,beT(U) i¢in [a,R]cU, [b,R]cU oldugundan [a+b,R]cU olur. O halde
atbeT(U) olur. U Lie ideal oldugundan [U,R]cU olur. Yani UcCT(U) dir. T(U)
kiimesinin tanimindan [T(U),R]JcU oldugundan [T(U),R]lcUcT(U) olur. Yani
[T(U),R]cT(U) elde edilir. O halde T(U) Lie idealdir. a,beT(U) ve reR igin
[a,br]+[b,ra]e UcCT(U) olur. Buradan [a,br]+[b,ra]=[a,b]r+b[a,r]+r[b,a]+[b,r]a=abr—
bar+bar—bra+rba-rab+bra—rba=(ab)r-r(ab)=[ab,r]eU olur. Yani [ab,R]cU oldugun-
dan abeT(U) bulunur. O halde T(U) bir alt halkadir. T(U) alt halka ve Lie ideal
oldugundan Onerme 1.22 den T(U), R nin sifirdan farkli bir M idealini kapsar veya
T(U)cZ olur. T(U)cZ olsaydi, UcT(U)cZ oldugundan UcZ olurdu. Bu ise UzZ
olmasiyla ¢elisirdi. O halde T(U), R’nin sifirdan farkli bir M idealini kapsar. Yani
McT(U) olur. T(U) nun tanimindan [M,R]cU olur. Yine [M,R]cZ olsaydi, her
x,yeR ve meM i¢in, [m,xy]eZ oldugundan [m,x]y+x[m,y]€Z elde edilir. Buradan

aeR  igin  O=[[mx]y+x[m,y].a]=[[m,x]y,a+[x[m,y].a]=[m.x][y,a]+[[m,x].a]y+
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x[[m,y],a]+[x,a][m,y]=[m,x][y,a]+[x,a][m,y] bulunur. y=x alirsak ve [m,x]eZ
oldugundan 2[m,x][x,a]=0 olur. charR#2 oldugundan [m,x][x,a]=0 olur. Her meM,
her xeR i¢in [m,x]€Z oldugundan, her x,acR ve meM i¢in [m,x]R[x,a]=0 elde
edilir. R asal oldugundan [m,x]=0 veya xeZ ve bdylece her meM ve xeR icin
[m,x]=0 elde edilir. McZ bulunur. Bu ise R halkasinin degismeli olmas1 demektir,
UgZ olmasi ile ¢elisir. O halde [M,R] ¢Z dir.

Lemma 3.5: U, R nin Lie ideali ve UzZ ise Cr(U)=Z olur.

Ispati: Cx(U) nun R nin alt halkas1 ve Lie ideali oldugunu gosterelim.
a,beCr(U) ve ueU ic¢in [at+b,u]=[a,u]+[b,u]=0 oldugundan a+beCgr(U) olur. Yine
[ab,u]=a[b,u]+[a,u]b=0 oldugundan abeCg(U) olur. Yani Cg(U) alt halkadur.
aeCr(U), reR ve ueU i¢in Jacobi esitsizliginden [[a,r],u]+[[u,a],r]+[[r,u],a]=0 olur.
aeCr(U) i¢in [[u,a],r]=[[r,u],a]=0 oldugundan ae Cg(U), reR ve ueU i¢in [[a,r],u]=0
elde edilir. O halde aeCr(U) ve reR igin [a,r]eCr(U) olur. Dolayisiyla Cg(U) Lie
idealdir. aeZ ise [a,R]=(0) olur. Buradan [a,U]c[a,R] oldugundan [a,U]=(0) olur.
Yani aeCg(U) olur. Dolayisiyla ZcCgr(U) bulunur. Cr(U)cZ oldugunu gosterelim.
Cr(U)zZ olsun. Cgr(U) Lie ideal oldugundan Lemma 3.4 den [M,R]cCr(U) ve
[M,R]zZ olacak sekilde M ideali vardir. Cr(U) Lie ideal ve alt halka oldugundan
Onerme 1.22 den McCg(U) veya Cr(U)cZ olur. McCgr(U) olsaydi, [M,U]=(0) olur
ve Onerme 1.13 den UcZ olur. Bu ise UzZ olmasiyla celisir. Yani MzCg(U) olur.
Buradan Cgr(U)cZ olur. O halde Cg(U)=Z olur.

Lemma 3.6: U, R nin Lie ideali olmak iizere [a,[U,U]]=(0) ise [a,U]=(0) olur.
O halde Cr([U,U])=Cr(U) olur.

Ispat: Cr([U,U])cCr(U) oldugunu gosterelim. ac Cr([U,U]) olsun. [U,U]zZ
ise [U,U] Lie ideal oldugundan Lemma 3.5 den Cr([U,U])=Z olur. Yani acZ dir.
Buradan [a,U]c[a,R]=(0) oldugundan [a,U]=(0) elde edilir. Yani aeCgr(U) olur.
Dolayisiyla Cr([U,U])cCgr(U) olur. [U,U]cZ olsun. Buradan her ueU ve her xeR
icin a=[u,[u,x]]e[U,U]cZ olur. Yine [u,[u,ux]]€[U,U]cZ oldugundan [u,[u,ux]]=
[u,ufu,x]+[u,u]x]=[w,u[u,x]]=uu,[ux]]+[u,u][u,x]=u[u,[u,x]]=uo=cu olur. aeZ ve
aueZ oldugundan a=0 veya her ueU i¢in ueZ olur. a0 ise her ueU i¢in ueZ

oldugundan [a,u]=0 olur. Yani aeCgr(U) olur. O halde Cg([U,U])cCg(U) bulunur.
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a=0 ise her ueU ve her xeR i¢in [u,[u,x]]=0 olur. Onerme 1.28 den her ueU igin
ueZ olur. Yani UcZ oldugundan [a,U]=(0) olur. Dolayisiyla ae Cg(U) olur. O halde
Cr(JU,U]Cr(U) elde edilir. Cr(U)cCr([U,U]) oldugunu gosterelim. ac Cr(U) ve
her ueU i¢in [a,u]=0 olur. [U,U]cU oldugundan her ue[U,U] icin [a,u]=0
oldugundan [a,[U,U]]=0 elde edilir. Buradan aeCr([U,U]) oldugundan
Cr(U)cCr([U,U]) gosterilmis olur. O halde Cr([U,U])=Cr(U) elde edilir.

Lemma 3.7: U, R nin Lie ideali ve UzZ olsun. aUb=(0) ise a=0 veya b=0
olur.

Ispat: U, R halkasinin Lie ideali ve UzZ oldugundan Lemma 3.4 den
[M,R]zZ ve [M,R]cU olacak sekilde M ideali vardir. Her ueU, her meM ve her
yeR i¢in, [mau,y]e[M,R]cU ve aUb=(0) oldugundan a|mau,y]b=0 yazilir. Buradan
0=a[ma,yJub+ama[u,y]b=a[ma,yJub=a(may—yma)ub=amayub—aymaub=amayub bu-
lunur. Buradan amaRub=(0) ve R asal oldugundan ama=0 veya ub=0 olur. a#0 ise
her meM i¢in ama#0 oldugundan aMa#(0) olur. Bdylece her ueU ig¢in, ub=0
oldugundan Ub=(0) olur. Yine her xeR, her ueU icin [u,x]eU oldugundan
0=[u,x]b=(ux—xu)b=uxb—xub=uxb elde edilir. Yani her ueU i¢in uRb=(0) ve R asal
oldugundan her ueU i¢in u=0 veya b=0 bulunur. Buradan U=(0) veya b=0 olur.
U#(0) oldugundan b=0 elde edilir.

Lemma 3.8: U, R nin Lie ideali ve 0+d tiirev olmak tizere d(U)=(0) ise UcZ
olur.

Ispat: Her ueU, her xeR i¢in [u,x]eU ve d(U)=(0) oldugundan 0=d([u,x])=
[d(u),x]+[u,d(x)]=[u,d(x)] olur. Buradan [u,d(R)]=(0) oldugundan Teorem 2.9 dan
her ueU i¢in ueZ olur. Yani UcZ dir.

Lemma 3.9: U, R nin Lie ideali ve 0#d tiirev olmak tizere d(U)cZ ise UcZ
olur.

Ispat: UzZ ise Lemma 3.6 den V=[U,U]zZ olur. d(U)cZ oldugundan her
w,ueU icin d([u,w])=[d(u),w]+[u,d(W)]=0 olur. Yani d([U,U])=d(V)=(0) olur.
Lemma 3.8 den VcZ olur. Bu ise VZZ olmasiyla ¢elisir. O halde UcZ olur.

Lemma 3.10: U, R nin Lie ideali, 0£d tiirev ve UzZ olmak iizere td(U)=(0)
(veya d(U)t=(0)) ise t=0 olur.
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Ispat: Her ueU, xeR icin, [u,xJu=(ux-xu)u=u(xu)-(xu)u=[u,xu] €U olur. Her
xeR ve uel ig¢in, [uxJueU ve td(U)=(0) oldugundan td([u,xJu)=0 olur. Buradan
0=td([u,x])u+tt[u,x]d(u)=t[u,x]d(u) bulunur. Her veU, yeR i¢in, x yerine d(v)y
yazarsak, O=t[u,d(v)y]d(u)=td(v)[u,y]d(u)+t[u,d(v)]yd(u)=t[u,d(v)]yd(u) bulunur.
Boylece t[u,d(v)]Rd(u)=(0) ve R asal oldugundan t[u,d(v)]=0 veya d(u)=0 olur.
d(U)=0 1se UcZ olacagindan Lemma 3.8 den celigki elde edilir. O halde her u,veU
i¢in, t[u,d(v)]=0 olur. Buradan O=tud(v)-td(v)u=tud(v) bulunur. Buradan tUd(v)=(0)
oldugundan Lemma 3.7 den t=0 veya d(v)=0 bulunur. d(U)=0 ise Lemma 3.8 den
UcZ ve boylece celiski elde edilir. O halde t=0 olur.

Teorem 3.11: U, R nin Lie ideali ve 0#d tiirev olmak tizere d*(U)=(0) ise
UcZ olur.

Ispat: U, R halkasinin Lie ideali ve UzZ oldugundan Lemma 3.4 den
[M,R]cU ve [M,R]zZ olacak sekilde R halkasinin bir M ideali vardir. Her
me[M,RlcMNU ve ue[U,U] i¢in, w=d(u)ed([U,U])cU elemanlarmni alalim.
d(w)=d(d(u))=d*(u)=0 olur. Her yeR, her mweM i¢in [mw,y]e[M,R]cU ve
&(U)=(0) oldugundan d*([mw,y])=0 olur. Buradan 0=d’([mw,y])=d*(m[w.y]+
[m,y]w)=d’(m[w.y])+d*([m.y]w)=d"(m)[w.y]+2d(m)d([w.y])+md’*([w.y]D+d’([m.y])
w+2d([m,y])d(w)+[m,y]dz(w) bulunur. m,weU igin dz(m)=d2([w,y])=d2([m,y])=
d(w)=d*(w)=0 oldugundan her me[M,R], weU, yeR i¢in, 2d(m)d([w,y])=0 elde
edilir. charR#2 oldugundan d(m)d([w,y])=0 olur. Béylece her ue[U,U] ve x€R i¢in,
d([M,R])d([d(u),x])=0 bulunur. [M,R] Lie ideal ve [M,R]J#Z oldugundan Lemma
3.10 dan her ue[U,U] ve xeR icin, d([d(u),x])=0 olur. Buradan 0=[d*(u).x]+
[d(u),d(x)]=[d(u),d(x)] olur. Her ue[U,U] i¢in, [d(u),d(R)]=(0) oldugundan Teorem
2.9 dan d(u)eZ elde edilir. Yani d([U,U])cZ olur. [U,U] Lie ideal oldugundan
Lemma 3.9 dan [U,U]cZ olur. Lemma 3.6 ten UcZ olur. Bu ise UzZ olmasiyla
celisir. O halde UcZ olur.

Sonu¢ 3.12: R yari-asal, charR#2 ve U, R nin Lie ideali olmak iizere
[a,[a,U]]=(0) ise [a,U]=(0) olur.

Teorem 3.13: U, R nin Lie ideali, 0#d tiirev ve UzZ ise Cr(d(U))=Z olur.
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Ispat: Cr(d(U))cZ oldugunu gosterelim. Cr(d(U))zZ olsun. agZ olacak
sekilde en az bir aeCr(d(U)) vardir. UzZ oldugundan Lemma 3.6 dan [U,U]zZ
olur. aeCgr(d(U)) oldugundan her ueU ig¢in, [a,d(u)]=0 olur. d([U,U])cU
oldugundan bdylece her ue[U,U] ig¢in, [a,d*(u)]=0 olur. Yine her ueU igin [a,d(u)]=0
ve [U,U]cU oldugundan her ue[U,U] i¢in de [a,d(u)]=0 olur. Her ue[U,U] i¢in
0=d([a,d(u)])=[d(a),d(u)]+[a,d*(u)]=[d(a),d(u)] bulunur. Yani [d(a),d([U,U])]=(0)
olur. O halde a ile d(a), d([U,U]) nun merkezlestiricisidir. Her ue[U,U] igin
[a,u]€[U,U] oldugundan d([a,u])ed([U,U]) yazilabilir. Buradan [d(a),u]+[a,d(u)]=
[d(a),u]ed([U,U]) olur. [d(a),d([U,U])]=(0) oldugundan her ue[U,U] ig¢in,
[d(a),[d(a),u]]=0 ve boylece [d(a),[d(a),[U,U]]]=(0) bulunur. Sonu¢ 3.12 uygulanarak
[d(a),[U,U]]=(0) elde edilir. Yani d(a)eCgr([U,U]) olur. [U,U]zZ oldugundan
Lemma 3.5 den Cr([U,U])=Z olur. Yani d(a)eZ dir. O halde ae Cr(d(U)) ise d(a)eZ
dir. Yine her ue U i¢in [a%,d(u)]=a[a,d(u)]+[a,d(u)]a=0 oldugundan a’eCgr(d(U)) olur.
O halde d(a®)eZ olur. Buradan d(a’)=ad(a)+d(a)a=ad(a)+ad(a)=2ad(a)eZ ve
charR#2 oldugu i¢in ad(a)eZ elde edilir. d(a)eZ oldugundan d(a)=0 veya aeZ olur.
ag¢Z oldugundan her acCr(d(U)) i¢in d(a)=0 bulunur. W={xeR|d(x)=0} kiimesini
tanimlayalim. Her ae Cr(d(U)) i¢in d(a)=0 oldugundan ae W olur. Yani Cr(d(U))cW
olur. Her aeCgr(d(U)) ve her ueU i¢in d([a,u])=[d(a),u]+[a,d(u)]=0 oldugundan her
ueU i¢in [a,u]eW olur. Yani [a,U]cW olur. UzZ oldugundan Lemma 3.4 den
[M,R]cU ve [M,R]zZ olacak sekilde M ideali vardir. me[M,R]cU~M, maeM ve
a€eCr(d(U)) ve ueU i¢in [ma,u] €U olur. Buradan m[a,u]+[m,u]aeU ve [a,d(U)]=(0)
oldugundan [a,d(m[a,u]+[m,u]a)]=0 olur. [a,u]le W oldugundan d([a,u])=0 bulunur.
aeW oldugundan d(a)=0 ve bodylece aeCr(d(U)) ve meU i¢in, 0=[a,d(m)]=
[a,d([m,u])] olur. Bu ifadeleri kullanirsak, 0=[a,d(m)[a,u]+md([a,u])+d([m,u])a+
[m,u]d(a)]=[a,d(m)[a,u]+d([m,u])a]=[a,d(m)[a,u]]+[a,d([m,u])a]=d(m)[a,[a,u]]+]a,
d(m)][a,u]+[a,d([m,u])]at+d([m,u])[a,a]=d(m)[a,[a,u]] bulunur. Yani her ueU igin
d([M,R])[a,[a,u]]=(0) elde edilir. [M,R]zZ ve [M,R] Lie ideal oldugundan Lemma
3.10 dan her ueU igin, [a,[a,u]]=0 bulunur. Sonug¢ 3.12 den her ueU igin [a,u]=0
olur. [a,U]=(0) oldugundan aeCg(U) elde edilir. UzZ oldugundan Lemma 3.5 den
Cr(U)=Z olur. Yani aeZ dir. Bu ise a¢Z olmasiyla ¢elisir. O halde Cr(d(U))cZ olur.
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aeZ ise her ueU i¢in [a,d(u)]=0 olur. Yani [a,d(U)]=(0) oldugundan aeCg(d(U))
olur. O halde ZcCgr(d(U)) oldugundan Cr(d(U))=Z elde edilir.

Teorem 3.14: R asal halka, charR#2, U, R nin Lie ideali ve UzZ olsun. § ve
d, R nin tiirevleri olmak iizere 6d(U)=(0) ise d=0 veya 6=0 olur.

Ispat: d#0, 8#0 olsun. ve V=[U,U], d(v)eU igin 0=8{d[u,d(v)]}=58{[d(u),
dW)Hu,d*(v)]}=8{[d(w),d()]}+8{[u,d*(V)]}=[8d(w),d(V)H{d(w),3d(V)]+[3(w).d*(V)]
+[u,8d*(v)]=[8(u),d*(v)] bulunur. Ciinkii ueU, ve V=[U,U]cU, d(v)eU icin 8d(u)=
8d(v)=8d*(v)=0 dir. Her ueU ve veV icin, [8(u),d*(v)]=0 oldugundan d*(v)e
Cr(0(U)) elde edilir. 6#0 ve UzZ oldugundan Teorem 3.13 den Cg(6(U))=Z dur.
Yani her veV igin, d*(v)eZ dir. Yine her veV, reR i¢in, 0=8{d([d(v),r])}=
S{[d*(v),r]H[d(v),d(1)]} ve d*(v)ez oldugundan 6{[d(v),d(r)]}=0 bulunur. Buradan
[0d(Vv),d(1)]+[d(V),0d(r)]=[d(V),0d(r)]=0 ve bdylece her reR i¢in, [d(V),0d(r)]=(0)
oldugundan 8d(r)eCr(d(V)) olur. d#0 ve V=[U,U] Lie idealdir. UzZ oldugundan
Lemma 3.6 den [U,U]=V&Z olur. Teorem 3.13 den Cr(d(V))=Z oldugundan her reR
i¢in 0d(r)eZ olur. O halde 6d(R)cZ dir. Buradan her veV ve ueU i¢in, 8d(d(v)u)eZ
ve béylece 8(d*(v)u+d(v)d(u))=8(d*(v)u)+8(d(v)d(u)))=5d*(v)u+d*(v)d(u)+8d(v)d(u)
+d(v)dd(u)eZ olur. d(v)eU, veU, ueU i¢in, 8d*(v)=8d(v)=8d(u)=0 oldugundan
d*(v)d(u)eZ elde edilir. Buradan d*(v)eZ oldugundan, d*(v)=0 veya 8(u)eZ olur.
Her ueU i¢in, 6(u)eZ ise d(U)cZ ve 6#0, U Lie ideal oldugundan Lemma 3.9
kullanilarak UcZ elde edilir. Bu ise UzZ olmasiyla ¢elisir. O halde her veV ig¢in,
d*(v)=0 ve boylece d*(V)=(0) olur. V, Lie ideal ve d#0 oldugundan Teorem 3.11 den
VcZ elde edilir. Bu ise VZZ olmasiyla gelisir. O halde d=0 veya =0 bulunur.

Aydin, N. ve Kaya, K., 1992

Bu makalede aksi belirtilmedik¢e, R asal halka, 0+U ideal, charR#2 ve
0+d:R—R (o,7)-tiirev olarak alinmustir.

Lemma 3.15: U sag ideal ve d(U)=(0) ise d=0 olur.

Lemma 3.16: 0#d (o,7)-tiirev ve U sag ideal olmak iizere, d(U)cZ ise R
degismeli olur.

Lemma 3.17: (0)=U ideal olmak iizere, aeR i¢in ad(U)=(0)(veya d(U)a=(0))

ise a=0 veya d=0 olur.
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Lemma 3.18: d;:R—R (o,7)-tlirev ve d;:R—R tiirev olmak iizere, d;d,(R)=
(0) ise d;=0 veya d,=0 olur.

Teorem 3.19: 0=d (o,7)-tiirev, U ideal olmak iizere, aeR i¢in [d(U),a]s.= (0)
ise aeZ olur.

Teorem 3.20: 0=d (o,7)-tiirev ve U ideal olmak {izere, [d(U),d(U)]s-.=(0) ise
R degismelidir.

Lemma 3.21: 0+d (o,7)-tiirev ve U ideal olmak iizere, aeR i¢in ad(U)cCs -
ise a=0 veya R degismeli olur.

Lemma 3.22: 0+d (o,1)-tlirev olmak iizere, a€R i¢in [d(R),a]s.cCsrise a€Z
olur.

Teorem 3.23: 0=d (o,7)-tiirev olmak iizere, [d(R),d(R)]s.cCosrse R degis-

melidir.

Kaya, K., 1991

Bu makalede aksi belirtilmedikge, R asal halka, 0-U ideal, 0-d (o,7)-tlirev ve
charR#2 olarak alinmistir.

Lemma 3.24: d, (o,7)-tiirev ve U#(0) ideal olmak iizere, aeR i¢in ad(U)=(0)
(veya d(U)a=(0)) ise a=0 veya d=0 olur.

Lemma 3.25: d, (o,7)-tiirev, d; (a,a)-tiirev, d,(U)cU, o R halkasmin bir
epimorfizmasi, d,o=ad,, djo=ad; ve a(U)#(0) olmak iizere, d;d>(U)=(0) ise d;=0
veya d,=0 olur.

Sonu¢ 3.26: U#(0) olsun. a,beU ve her xeU igin [a,[b,x]]s.=0 ise aeCq
veya beZ olur.

Lemma 3.27: 0#d (o,7)-tirev ve (0)2U ideal olmak iizere, acU igin
[d(U),a]s.c Cos; 1se a€Z olur.

Lemma 3.28: 0#4d (o,7)-tlirev, (0)=U ideal ve d(U)cU olsun.
[d(U),d(U)]s.cCs ise R degismeli olur.

Teorem 3.29: 0#£d; (o,7)-tiirev, 0£d, tirev ve (0)£U ideal olsun. d,(U)cU ve
did2(U)cCs; ise R degismeli olur.

Teorem 3.30: U, (c,1)-sag Lie ideal olmak tizere [U,U]s.cCs. ise UCZ veya

UcCq; olur.
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ispat: UzZ ve UzC,; olsun. a¢Cs . olacak bigimde acU ve bgZ olacak
bicimde beU vardir. d;:R—R, d,(x)=[a,X]s+, (0,7)-tlirev ve dp:R—R, dy(x)=[b,x] i¢
tirev olsun. [U,U]s.cCs. oldugundan, her xeR i¢in [[a,X]s1,b]ls:€Csr olur.
Buradan, her xeR i¢in, [[a,X]srb]s=[a,[X,b]l6ccT[[a,b]6.1X]6:ECs: bulunur.
[a,b]s:€Cs: oldugundan, [[a,b]s,X]s.=0 ve bdylece her xeR i¢in, [a,[X,b]]:ECos«
olur. Buradan, her xeR i¢in d,dp(x)eCs .+, yani d,dy(R)cCo . olur. Buradan Teorem
3.29 kullanilarak, R degismeli elde edilir. O halde UcZ olur. Bu ise UzZ olmasiyla
celisir. Dolayisiyla UcZ veya UcC, ; bulunur.

Sonugc 3.31: (0)#M ideal olmak tizere, [M,R];.cCs; ; ise R degismeli olur.

ispat: [M,R]6.cM oldugundan, M, (o,t)-sag Lie idealdir. [M,R];.cCs:
ifadesinde, R yerine M yazarsak, [M,M];.cCs. olur. Teorem 3.30 dan McZ veya
McC,; elde edilir. McZ ise Onerme 1.13 den R degismeli olur. McCs,, ise
[M,R]5:=(0) oldugundan her a,beM ve reR ig¢in, O0=[ab,r]s.=a[b,r]s.t[a,t(r)]b=
[a,7(r)]b bulunur. Her aeM ve reR igin, [a,7(r)]M=(0) bulunur. M ideal oldugundan,
her aeM ve reR igin [a,7(r)]=0 olur. Yani, [M,R]=(0) elde edilir. Buradan McZ
olur. Onerme 1.13 den R degismeli olur.

Sonug¢ 3.32: Her x,y,zeR igin, [[X,y]o+,z]s.=0 ise R degismeli olur.

Ispat: [[R,.R]5.,R]6.=(0) ise [R,R]5.=Cs olur. Sonug 3.31 den R degismeli
olur.

Teorem 3.33: 0-U, (o,t)-sag Lie ideal ve alt halka ise UcZ veya UcCq .
veya U, R nin sifirdan farkli idealini kapsar.

ispat: UgZ ve UzCs; olsun. [U,U]s.=(0)cCs - ise Teorem 3.30 den UcZ
veya UcCgs; olur. Bu ise UgZ ve UgzCs . olmastyla celisir. [U,U]s#(0) dir. U,
(o,7)-sag Lie ideal oldugu i¢in her u,veU ve yeR ig¢in, [u,r'l(v)y]G,reU dir. Buradan,
[u,r'1(V)y]G,TZV[u,y]G,ﬁr[u,r'l(V)]G’Tc(y)eU olur. U alt halka ve v[u,y]s.€U oldugun-
dan her u,veU ve yeR igin, [u,7"(v)]s<0(y)€U yazilir. Yani, [U,7"(U)]s. RcU olur.
U, (o,7)-sag Lie ideal oldugundan, her x,yeR ve u,veU i¢in, [[u,7" (V)]s1X,yloc€U
dir. Buradan, [u,r'l(V)]G,Txc(y)-r(y)[u,r'l(v)]ﬁ,txeU elde edilir. [U,7'(U)]s-RcU
oldugundan, [u,7”(v)]s.:xo(y)€U olur. O halde, her x,yeR ve u,ve U igin, ©(y)[u,
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7' (v)]s.x€U ve boylece R[U,7"(U)]sx RcU olur. R[U,t"(U)]5-R#(0) ise, U, R’nin
sifirdan farkl idealini kapsar. R[U,7"'(U)]s..R=(0) ise (R[U,7'(U)]6.2)*=(0) olur ve R
asal oldugundan, R[U,t"(U)]s..=(0) ve bdylece [U,r'l(U)]G,F(O) elde edilir. Buradan,
her u,veU ve xeR igin, [[u,X]c,f,T'l(V)]cs,FO olur. Buradan, her u,veU ve xeR ig¢in,
0=[[u, 7' (W]oX o U [X,T (o[, T (W]loe - olur. dyR—R,  du(x)=[ux]os

(o,7)-tirev ve d w ‘R—R, d (V)Z[t'l(v),x] i¢ tiirevleri tanimlanirsa her xeR i¢in,
dud w (x)=0 olur. Yani, dyd_, “ (R)=(0) elde edilir. d w (R)cR oldugundan,
Lemma 3.25 den, d,=0 veya dT_1 o =0 bulunur. Buradan her u,veU i¢in ueC,, veya

v!(v)eZ ve bdylece UcC,; veya UcZ elde edilir. Bu ise UzCs; ve UzZ olmastyla
celisir. O halde, R[U,t"'(U)]R#(0) olur.

Aydin, N. ve Kandarmar, H., 1994
Bu makalede aksi belirtilmedik¢e, R asal halka, charR#2 ve o,T:R—R iki
otomorfizm olarak alinmustir.
Lemma 3.34: U, (o,7)-sag Lie ideal olmak tizere aeR i¢in [U,a]s.cCs; is€
aeZ veya UcC,; olur.
ispat: agZ ve UzC,; olsun. ugC,; olacak sekilde ueU vardir. [U,a]s.cCs <
oldugundan her xeR i¢in [[u,a]s1,X]6=0€Cs. olur. Buradan [[u,a]s.,X]e=
[u,[a,X]]eH[[WX]6052]6:€ECor VE [[UX]51a]6:ECs: Oldugundan her xeR ve ueU
icin [u,[a,X]]6-€Cs+ bulunur. R iizerinde her xeR i¢in dy(x)=[u,x]s:(0,T) i¢ tlirev ve
da(x)=[a,x] i¢ tiirevi tanimlansin. UzC, . oldugundan d,#0 ve a¢Z oldugundan d,#0
olur. Yine d,(R)cR dir. Her xeR i¢in, [u,[a,X]]s:€Cs: oldugundan d,d.(R)cCs
olur. Teorem 3.29 dan R degismeli olur. Yani aeZ olur. Bu ise agZ olmasiyla
celisir. O halde aeZ veya UcC, ; bulunur.
Lemma 3.35: aeR ve aU=(0) (veya Ua=(0)) olsun.
(1) U, (o,1)-sol Lie ideal ise a=0 veya UcZ
(i1) U, (o,1)-sag Lie ideal ise a=0 veya UcCg ; olur.
Ispat:
(1) U, (o,1)-sol Lie ideal oldugundan her x,yeR, ueU ig¢in, a[xy,u],.=0 olur.
Buradan O=ax[y,c(u)]+a[x,u]sy=ax[y,c(u)] bulunur. aR[y,c(u)]=(0) ve R asal
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oldugundan her yeR ve ueU igin, a=0 veya [y,c(u)]=0 ve boylece a=0 veya UcZ
bulunur. Benzer bicimde U, (o,t)-sol Lie ideal oldugundan her x,yeR ve ueU igin,
[xy,u]s:a=0  yazilir. Buradan 0=x[y,u]s.a+[x,t(u)]ya=[x,t(u)]ya  bulunur.
[x,t(u)]Ra=(0) ve R asal oldugundan her xeR ve ueU i¢in, [x,t(u)]=0 veya a=0
bulunur. O halde UcZ veya a=0 elde edilir.

(11) U, (o,1)-sag Lie ideal oldugundan her x,yeR ve ueU i¢in, a[u,xy]s=0
olur. Buradan at(x)[u,y]s.ta[u,x]s-0(y)=at(x)[u,y]s: bulunur. aR[u,y]s.=(0) ve R
asal oldugundan a=0 veya [u,y]s.=0 olur. Yani a=0 veya UcC; . bulunur. Benzer
bicimde U, (o,1)-sag Lie ideal oldugundan her x,yeR ve ueU i¢in [u,xy]s.a=0 olur.
0=1(x)[u,y]s a+[u,x]s:0(y)a=[u,x]s.0(y)a elde edilir. Buradan [u,x]s.Ra=(0) ve R
asal oldugundan her xeR i¢in [u,x]s.=0 veya a=0 olur. Yani UcC,; veya a=0 elde
edilir.

Teorem 3.36: U, (o,7)-sag Lie ideal olmak iizere aeR icin [U,a]=(0) ise acZ
veya UcC, ; olur.

Ispat: [U,a]=(0) oldugundan her xeR ve ueU igin, [[u,x]s.:,a]=0 olur. Her xeR
ve ueUl i¢in, 0=[uc(x)-t(x)u,a]=uc(x)a-1(x)ua-auc(x)+at(x)u=uc(x)a-t(x)au-uac(x)
+at(x)u=u(o(x)a-ac(x))+(at(x)-t(x)a)u=u[c(x),a]+[a,t(x)Ju bulunur. Her xeR ve
ueU i¢in, u[o(x),a]=-[a,7(x)]u oldugundan,

u[o(x),a]=[1(x),a]u, VueU, VxeR (2.1)
elde edilir. (2.1) de x yerine xy yazilirsa, u[o(xy),a]=[t(xy),aJu olur. Bdylece
u[o(x)o(y).al=[t(X)t(y),aJu bulunur. Yani O=u[oc(x)c(y),a]-[t(x)t(y),a]lu=uc(x)
[6(y),a]+u[o(x),a]lo(y)-t(X)[T(y),a]u-[T(x),a]t(y)u elde edilir. (2.1) den uc(x)[c(y).a]
H1(x),aluc(y)-t(x)u[o(y),a]-[t(x),a]t(y)u=0 elde edilir. (uc(x)-t(x)u)[c(y),al+[t(x),
a](uo(y)-t(y)u)=0 oldugundan,

[ux]s.[o(y),a]+[t(x),a][u,y]s=0, VueU, VxeR (2.2)
esitligi bulunur. (2.2) de y yerine 6™'(a) yazarsak, [ux]o[o(c”' (a)),a]+[1(x).a]
[u,6"(2)]6..=0 olur. Her ueU ve x<R igin, [t(x),a][u,6" (a)]s.=0 bulunur. Bu ifadede
x yerine xy yazarsak, 0=[t(xy),a][u,6" (a)]s=[t(X)T(y),a][u,c" ()]s =t(X)[1(y),a]
[u,67 ()6 H[T(X),a]T(y)[u,6" ()]s bulunur. [t(y),a][u,6"(a)]c~=0 oldugundan,
[t(x),a]t(y)[u,6"'(a)]s-=0 elde edilir. R asal oldugundan her xR igin [t(x),a]=0 veya
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her ueU igin [u,6"(a)]s=0 olur. Buradan acZ veya [U,0™'(a)]s.=(0) elde edilir.
[U,67(a)]6.=(0)cCs- ise Lemma 3.34 den o”'(a)eZ veya UcCy. ve bdylece acZ
veya UcC,; bulunur.

Sonug¢ 3.37: U, (o,7)-sag Lie ideal olmak tlizere U degismeli ise UCZ veya
UcCq; olur.

Ispat: U degismeli oldugundan [U,U]=(0) olur. Her ueU igin [U,u]=(0)
oldugundan Teorem 3.36 dan her ueU i¢in ueZ veya UcC;; olur. Yani UcZ veya
UcCs ; bulunur.

Lemma 3.38: R bir halka, (0)#U, (o,1)-sol Lie ideal, T(U)=
{aeR |[R,a]G,TCU} olmak tizere, R[T(U), o(T(U))]<T(U) ve [T(U),r(T(U))]R <T(U)
dir.

Ispat: T(U)={acR|[R,a]s.cU} kiimesinin alt halka ve (o,t)-sol Lie ideal
oldugunu gosterelim. U, (o,t)-sol Lie ideal oldugundan [R,U]s;.cU olur. Yani
UcCT(U) olur. a,beT(U) ve her xeR i¢in [x,a-b]s=[X,a]s-[X,b]s.:€U oldugundan
a-beT(U) olur. a,beT(U) ve her xeR icin [x,ab]s.~[xc(a),blsH[t(b)x,a]s.€U
oldugundan abeT(U) olur. Yani T(U) alt halkadir. T(U) nun tanimindan
[R,T(U)]s.cU ve UcT(U) oldugundan [R,T(U)]s.cT(U) bulunur. Yani T(U) bir
(o,7)-sol Lie idealdir. T(U), (o,t)-sol Lie ideal ve alt halka oldugu i¢in her u,veT(U)
ve xeR icin, [u,[x,V]s:]€T(U) yazilir. Buradan [u,xc(v)-t(V)x]=uxc(v)-ut(v)x-
xo(v)u+t(v)xueT(U) bulunur. Ote yandan T(U), (c,t)-sol Lie ideal oldugundan her
xeR, uwyveT(U) icin, [xu,v]s.€T(U) olur. O halde [u,[x,v]s:]€T(U) ve
[xu,v]s-€T(U) oldugundan [u,[X,V]s]t[xu,v]-€T(U) elde edilir. Bunu agik
yazacak olursak, uxc(v)-ut(v)x-xo(v)utt(v)xutxuc(v)-t(v)xueT(U) bulunur.
Boylece uxo(v)-ut(v)x-xo(v)utxuc(v)=u(xo(v)-1(v)x)-x(c(v)u-uc(v))=u[X,v]s.-
x[o(v),u]eT(U) elde edilir. u[x,v]s.€T(U) oldugundan, -x[c(v),u]€ T(U) olur. Yani
R[T(U),o(T(U))]cT(U) bulunur. Yine T(U), (o,t)-sol Lie ideal oldugundan her
u,veT(U) ve xeR i¢in [ux,v]s.€T(U) ve bdylece u[x,v]s+[u,t(v)]xeT(U) elde
edilir. u[x,v]s.€T(U) oldugu i¢in, [u,7(v)]xeT(U) ve buradan [T(U),t(T(U))]Rc
T(U) elde edilir.
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Lemma 3.39: (0)#£U, (o,7)-Lie ideal, UzZ ve UzCs. olmak iizere a,beR
icin aT(U)b=(0) ise a=0 veya b=0 olur.

Ispat: T(U), (o,7)-sol Lie ideal oldugu igin her ueU, veT(U) ve yeR igin,

[uby,v]s.€T(U) olur. aT(U)b=(0) oldugundan a[uby,v]s.b=0 olur. Buradan 0=
aubly,v]sb+a[ub,t(v)]yb=alub,t(v)]yb=aubt(v)yb-at(v)ubyb=-at(v)ubyb  bulunur.
Yani her veT(U), ueU ig¢in, at(v)ubRb=(0) ve R asal oldugundan at(v)ub=0 veya
b=0 bulunur. at(T(U))Ub=(0) veya b=0 elde edilir. at(T(U))Ub=(0) ise her xeR,
ueU ve veT(U) i¢in, at(v)[u,x]s-b=0 olur. Bu ifadeden at(v)uc(x)b-at(v)t(x)ub=0
bulunur. x yerine o”'(bx) yazarsak, O=at(v)uc(c™ (bx))b-at(v)t(c™ (bx))ub=at(V)
ubxb-at(v)t(c™ (b))t(c7 (x))ub=-at(v)t(c”'(b))t(c”'(x))ub bulunur. at(T(U))Ub=(0)
oldugundan, her ve T(U) ve ueU i¢in, at(v)ub=0 ve her xeR i¢in, at(v)t(c™ (b))
(o7 (x))ub=0 oldugundan, at(v)t(c”'(b))t(c”'(R))ub=(0) yazilabilir. ¢ ve T Srten
oldugundan, at(v)t(c™ (b))Rub=(0) elde edilir. R asal oldugundan, at(v)t(c™'(b))=0
veya Ub=(0) buradan Ub=(0) ise UzZ ve UzC,; oldugundan Lemma 3.35 den b=0
elde edilir. Her ve T(U) igin, at(v)t(c”'(b))=0 olsun. Yani,

at(v)t(c™ (b))=0, YveT(U) (2.3)
olsun. Lemma 3.38 den U, (o,t)-Lie ideal oldugundan [U,t(T(U))]JRcT(U) olur.
Buradan [R,[U,7(T(U))]R]s-C[R,T(U)]s.cUcT(U) oldugundan her x,yeR, ueU ve
veTU) i¢in, [1(X),[u,t(V)]Y]ls-€[R,JU,(T(U)]R]s.cUcCT(U) ve  boylece
t(xX)o([u,t(v)]y)-t([u,t(v)]y)t(x) e T(U) elde edilir. Bu ifadeyi soldan a, sagdan b ile
carparsak, aT(U)b=(0) oldugundan, at(x)c([u,t(v)]y)b-at([u,t(v)]y)t(x)b=0 elde
edili. Bu ifadede x yerine xo''(b)z yazarsak, O=at(xc”'(b)z)o([u,t(v)]y)b-
at([u,7(v)]y)t(xs™ (b)z)b=at(x)t(c" (b)) t(z)o([u,t(V)]y)b-at([u,t(V)]y)r(x)t(c” (b))
t(z)b=at(x)t(c” (b))1(z)o([u,7(v)]y)b-at([u,7(v)]yx)t(c"(b))t(2)b bulunur. [u,t(v)]yx
e[Un(T(U))JRCTU) ve (2.3) esitligi kullanilarak at([u,t(v)]yx)r(c’l(b))e
at(T(U))t(c™'(b))=(0) olur. Yani her x,y,zeR, ueU ve veT(U) i¢in, at(x)t(c” (b))
1(2)o([u,t(v)])o(y)b=0 elde edilir. o orten oldugundan, at(x)t(c”(b))t(z)
o([u,t(v)])Rb=(0) ve R asal oldugundan at(x)t(c™ (b))t(z)o([u,t(v)])=0 veya b=0 ve
buradan at(x)t(c”'(b))Ro([u,t(v)])=(0) elde edilir. R asal oldugundan at(x)t(c™ (b))
=0 veya o([u,7(v)])=0 veya b=0 olur. t 6rten oldugundan aRt(c™'(b))=(0) veya
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o([u,t(v)])=0 veya b=0 bulunur. Buradan a=0 veya t(c™'(b))=0 veya o([u,7(v)])=0
veya b=0 elde edilir. ©(c”'(b))=0 ise b=0 olur. o([u,t(v)])=0 ise her ueU igin
[u,t(v)]=0 ve boylece [U,t(v)]=(0) olur. Teorem 3.36 dan UcZ veya UcCg,,
bulunur. Bu ise UzZ, UzC,, olmasiyla celisir. O halde [U,t(U)]#(0) dir. Sonug
olarak a=0 veya b=0 bulunur.

Teorem 3.40: U, (o,t)-Lie ideal, UzZ ve UzCs. ise [R,M],.cU fakat
[R,M]s.z Cs: olacak sekilde R nin bir (0)#M ideali vardir.

Ispat: U, (c,7)-Lie ideal oldugundan Lemma 3.38 den R[T(U),o(T(U))]c T(U)
ve [T(U),t(T(U))]JRcT(U) olur. Her yeR, w,zeT(U) i¢in, y[w,c(z)]eR[T(U),
o(T(U))]cT(U) ve her xeR, uyveT(U) icin, [u,7(v)]xe[T(U),r(T(U))]R=T(U)
oldugundan y[w,o(z)][u,t(v)]xeT(U) ve boylece R[T(U),c(T(U))][T(U),=(T(U))]JR
cT(U) elde edilir. R[T(U),c(T(U))][T(U),x(T(U))]R=(0) olsun. Buradan (R[T(U),
o(T(U)][T(U),x(T(U))])>=(0) ve R asal halka oldugundan [T(U),o(T(U))]
[T(U),r(T(U))]=(0) olur. Yani,

[u,0(V)][W,t(2)]=0, Vu,v,w,zeT(U) (2.4)
elde edilir. teT(U) i¢in w yerine wt yazarsak, 0=[u,6(v)][wt,7(z)]=[u,c(V)]
w(t,t(z2)]+H{u,o(v)][w,T(z)]t elde edilir. (2.4) den [u,c(v)][w,©(z)]=0 oldugundan,
[u,6(v)]T(U)[t,1(z)]=(0) bulunur. Lemma 3.39 dan [T(U),c(T(U))]=(0) veya
[T(U),t(T(U))]=(0) elde edilir. UcT(U) oldugundan [U,c(U)]=(0) veya [U,t(U)]=(0)
yazabiliriz. a,beU i¢in [U,o(a)]=(0) veya [U,t1(b)]=(0) oldugundan Lemma 3.34 den
c(a)eZ veya 1(b)eZ veya UcC, olur. Yani aeZ veya beZ veya UcC,; elde edilir.
Dolayistyla UcZ veya UcCg; bulunur. Bu ise UzZ, UzCs. olmasiyla gelisir. O
halde M=R[T(U),c(T(U))][T(U),x(T(U))]R#(0) olur. Yani (0)#ZMcT(U) olur. T(U)
nun tanimindan [R,T(U)]s.cU olur. McT(U) oldugundan [R,M]s.C [R,T(U)]s.cU
olur. O halde [R,M]s.cU bulunur. [R.M]s;.cCs. olsaydi, R, (o,t)-Lie ideal
oldugundan Lemma 3.34 den McZ veya RcCq; olurdu. McZ ise Onerme 1.13 den
R degismelidir. R degismeli ise UcZ dir. RcC,; ise UcC,; olur. Yani UcZ veya
UcCs , elde edilir. Bu ise UzZ veya UzC, . olmasiyla gelisir. O halde [R,M]s .7 Co«

bulunur.
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Sonu¢ 3.41: (0)£U, (o,1)-Lie ideal, UzZ ve UzCs; ve a,beR i¢in, aUb=(0)
ise a=0 veya b=0 olur.

Ispat: (0)£U, (c,7)-Lie ideal, UzZ ve UzCs- oldugundan Teorem 3.40 dan
R nin, [R,M]s.cU ve [R,M]5.ZCs: olacak bigimde (0)#M ideali vardir. [R,M],.cU
oldugundan her xeR, ueU ve meM igin, [x,r'l(u)r'l(b)m]G,TeU olur. aUb=(0)
oldugundan a[x,7" (u)t™ (b)m]s.:b=0 olur. Buradan 0=axo(t" (u)tr"' (b)m)b-at(t" (u)
v (b)m)xb=axo(t" (u))o(t" (b))o(m)b-at(t” (u))t(t" (b)) t(m)xb=axc(t" (u))o(t" (b))
o(m)b-aubt(m)xb=axo(t ™ (u))o(t"'(b))o(m)b bulunur. aRo(t™(u))o(t”(b))o(m)b=
(0) elde edilir. Buradan R asal oldugundan, a=0 veya o(t"(u))o(t"(b))o(m)b=0
bulunur. o(t”(u))o(t” (b))o(m)b=0 ise 0=o(t"(u)r"'(b))o(m)b=0(t" (ub))o(m)b=
o(t" (ub)ma™ (b)) ve o, 1-1 oldugundan, v (ub)mo™ (b)=0 ve bdylece T (ub)Mo™'(b)
=(0) olur. M ideal ve R asal oldugundan, T (ub)=0 veya o”'(b)=0 olur. T ve o, 1-1
oldugundan her ueU i¢in ub=0 veya b=0 olur. Yani Ub=(0) veya b=0 olur. Ub=(0)
ise UzZ ve UzCs ; oldugundan Lemma 3.35 den b=0 olur.

Aydin, N., 1996

Bu makalede aksi belirtilmedikge, R asal halka, U, (o,t)-sol Lie ideal ve
charR#2 olarak alinmistir.

Lemma 3.42: U, (o,t)-Lie ideal olmak iizere, UcZ ise her ueU igin
c(u)=t(u) veya R degismeli olur.

ispat: U, (o,1)-sol Lie ideal oldugundan, her xeR, her ueU i¢in [x,u];.€U
olur. UcZ oldugundan, her ueU i¢in t(u),6(u),[X,u]s-€Z olur. Her xeR, her ueU
icin [Xx,u]s=xo(u)-t(u)x=xc(u)-xt(u)=x(c(u)-t(u))eZ olur. (c(u)-t(u))eZ oldugun-
dan, o(u)-1(u)=0 veya xeZ elde edilir. Yani her ueU i¢in o(u)=t(u) veya R
degismeli olur.

Teorem 3.43: R asal halka ve U, (o,tr)-sol Lie ideal olmak {izere,
[R,U]5..cCs . ise, her ueU i¢in o(u)=t(u) veya R degismeli olur.

Ispat: [R,U]o.cCs. oldugundan, her xeR, her ueU i¢in [t(u)x,u]s.€Co
olur. Buradan her xeR, her ueU i¢in t(u)[x,u]s.t[t(u),1(0)]x=1(0)[X,u]5:ECos1
bulunur. [x,u]s.€[R,U]s.cCs. oldugundan, Onerme 1.26 dan [x,u]ls.=0 veya

t(u)eZ olur. Yani, her xeR, her ueU i¢in [x,u]s=0 veya ueZ elde edilir.

34



L={ueUjueZ} ve K={ueU|[R,u]s.=(0)} kiimelerini tanimlayalim. U=KUL dir.
Brauer Trick’ten U=L veya U=K olur. U=L ise her ueU i¢in ueZ oldugundan, UcZ
bulunur. Lemma 3.42 den her ueU i¢in c(u)=t(u) veya R degismeli olur. U=K ise
her ueU i¢in [R,u]s.=(0) olur. Boylece her x,yeR i¢in, O0=[xy,u]s.=
x[y,o(u)]+[x,u]lsy=X[y,o(u)] bulunur. Her yeR, her ueU i¢in R[y,c(u)]=(0) ise
[v,0(u)]=0 olur. Her ueU i¢in ueZ oldugundan, UcZ elde edilir. Lemma 3.42 den
her ueU i¢in o(u)=t(u) veya R degismeli olur.

Uyan 3.44: U, (o,t) Lie ideal ve aeR i¢in [a,U]=(0) ise acZ veya UcZ

oldugu gosterildi. Fakat bu durum U, (o,t)-sol Lie ideal oldugunda saglanmayabilir.

. Xy Xy ..
Ornegin; R= . | x,y,z,tel ve U= 0 | x,yel olsun. Buna gore,
z X

1 -
T:R—R, x—>bxb,b= (O

1
J seklinde tanimlanan doniisiim bir otomorfizmdir. Ayrica

01
U, UzZ olacak bigimde (1,t)-sol Lie idealdir. a= (O Oj ¢Z i¢in [a,U]=(0) bulunur.

Lemma 3.45: R asal halka ve U, (o,1)-sol Lie ideal olmak iizere, acR i¢in
[a,U]=(0) ise her ueU i¢in t(u)+o(u)eZ veya acZ olur.

Ispat: agZ olsun. U, (c,7)-sol Lie ideal oldugu igin, her xeR, her ueU igin
[t(u)x,u]s-€U olur. Buradan t(u)[x,u]s.+[t(u),t(u)]x=t(u)[X,u]6.€U elde edilir.
[a,U]=(0) oldugundan, O=[t(u)[x,u]sr.a]=t(0)[[X,u]sra]t[T(u),a][X,u]s: bulunur.
Burada her xeR, her ueU i¢in [[x,u]s1,a]=0 oldugundan,

[t(u),a][x,u]s.=0, VxeR, VueU (6.1)
elde edilir. yeR i¢in, x yerine xy yazarsak 0=[t(u),a][xy,u]s.=[t(u),a](x[y,c(u)]+
[x,u]6.y)=[t(n),a]x[y,c(u)]+[t(u),a][x,u]sy bulunur. (6.1) den, [t(u),a][x,u]s.=0
oldugundan, her x,yeR, her ueU i¢in [t(u),a]x[y,c(u)]=0 bulunur. Her ueU, her
yeR i¢in [t(u),a]R[y,c(u)]=(0) ve R asal oldugundan [t(u),a]=0 veya [y,c(u)]=0
bulunur. Yani [t(u),a]=0 veya her ueU i¢in ueZ bulunur. Dolayisiyla her ueU igin

[t(u),a]=0, YueU (6.2)
elde edilir. Diger yandan, U, (o,t)-sol Lie ideal ve [U,a]=(0) oldugundan

[[X,u]6ra]=0 olur. Her xeR, her ueU icin 0=[x,u]s.a-a[x,u]s=(xc(u)-t(U)X)a-
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a(xo(u)-t(u)x)=xo(u)a-t(u)xa-axo(u)+at(u)x  bulunur. (6.2) den at(u)=t(u)a
oldugundan, t(u)ax-t(u)xa=axc(u)-xo(u)a olmasi kullanilarak, her xeR, her ueU
icin, t(u)(ax-xa)=axc(u)-xc(u)a oldugundan,

t(u)[x,a]=xc(u)a-axo(u),vxeR, YueU (6.3)
bulunur. Her veU ig¢in, x yerine v yazarsak, t(u)[v,a]=vo(u)a-avo(u) olur. veU ig¢in
[v,a]=0 oldugundan, her u,veU i¢in 0O=vo(u)a-ave(u)=[vo(u),a]=v[c(u),a]+
[v,alo(u)=v[o(u),a] oldugu goriiliir. Her ueU icin U[o(u),a]=(0) oldugundan,
Lemma 3.35 den, [c(u),a]=0 veya UcZ bulunur. Yani, her ueU i¢in [c(u),a]=0 elde
edilir. (6.3) esitliginden xo(u)a-axo(u)-t(u)[x,a]=0 elde edilir. [c(u),a]=0 oldugun-
dan, O=xac(u)-axc(u)-t(u)[x,a]=xac(u)-axc(u)+t(u)[a,x]=(xa-ax)c(u)+t(u)[a,x] bu-
lunur. Yani,

[x,a]lo(u)tt(u)[a,x]=0, VxeR, VueU (6.4)
elde edilir. yeR icin, x yerine xy yazarsak, 0=[xy,a]c(u)+t(u)[a,xy]=x[y,a]o(u)+
[x,a]lyc(u)+t(u)x[a,y]+t(u)[a,x]y bulunur. (6.4) den [y,a]o(u)=-t(u)[a,y] ve t(u)[a,x]
=-[x,a]o(u) oldugundan, O=-xt(u)[a,y]+[x,alyc(u)+t(u)x[a,y]-[x,a]c(u)y=(t(u)x-
xt(u))[a,y]+[x,a](yo(u)-c(u)y)=[t(u).x][a,y]+[x,a][yc(u)] bulunur. Buradan her
x,yeR, her ueU icin [t(u),x][a,y]=-[X,a][y,t(u)] oldugundan,

[x,7(w)][y,a]=[a,x][y,c(u)], VX,yeR, YueU (6.5)
elde edilir. R tiizerinde, her x,yeR ve her ueU i¢in d(x)=[x,t(u)],g(y)=[y.a],
h(x)=[a,x] ve f(y)=[y,o(u)] tiirevlerini tanimlayalim. Her x,yeR ve her ueU i¢in
[x,7(v)][y,a]=[a,x][y,o(u)] oldugundan, d(x)g(y)=h(x)f(y) olur. d=f=0 ise, her ueU
icin ueZ olur ve her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ bulunur. d#0 ve f£0 olsun. Onerme 1.25
den, her xeR i¢in gx)=Af(x) ve h(x)=Ad(x) olacak bi¢gimde AeC vardir.
g(x)=Af(x)=[x,a]=A[x,6(u)] ve h(x)=Ad(x)=[a,x]=A[Xx,t(u)] bulunur. Yani, her xeR
icin A[x,6(u)]=[x,a]=A[t(u),x] olacak bicimde AeC vardir. Her xeR, her ueU i¢in
0=A[x,0(0)]-A[t(u),x]=A([x,0(u)]-[t(un),x])=A(xc(u)-c(u)X-T(W)x+xT(U) ) =M(XC5(U)+
xt(u)-c(u)x-t(u)x)=Mx(c(u)+t(u))-(c(u)+t(u))x)=A([x,c(u)+t(u)]) olur. Burada [R,
o(u)+t(u)]=(0) oldugundan, her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ bulunur.

Lemma 3.46: R asal halka ve U, (o,7)-sol Lie ideal olmak iizere aeR igin

[a,U]5=(0) ve [a,U]=(0) ise her ueU igin o(u)+t(u)eZ veya a=0 olur.
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Ispat: uoeU igin o(ug)#t(ug) olsun. [a,U]=(0) ve U, (o,t)-sol Lie ideal
oldugundan, Lemma 3.45 den her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ veya aeZ olur. aeZ olsun.
[a,U]5=(0) oldugundan, upe U i¢in 0=[a,uy]s~ac(uo)-t(ug)a=ac(ug)-at(uo)= a(c(uo)-
T(up)) bulunur. aeZ oldugundan, aR(c(up)-t(u9))=(0) yazilabilir. R asal oldugundan,
a=0 veya upe U i¢in (ug)-1t(uo)=0 olur. o(ug)#t(up) oldugundan a=0 elde edilir.

Teorem 3.47: R asal halka, U, (o,7)-sol Lie ideal ve charR#2 olmak {izere,
[U,U]s.=(0) ve [U,U]=(0) ise UcZ olur.

Ispat: UzZ olsun. [U,U]s.=(0) ve [U,U]=(0) oldugundan Lemma 3.46 dan,
her ueU icin o(u)t+t(u)eZ olur. Ciinkii U#(0) dir. Diger yandan, U, (o,t)-sol Lie
ideal oldugundan, her u,veU i¢in [xv,u]s.€U olur. Her u,veU igin X[v,u]s.t
[x,t(w)]v=[x,T1(w)]veU bulunur. [U,U]=(0) oldugundan, her u,v,weU i¢in [w,[X,
t(w)]v]=0 olur. Her uyv,weU icin O=[x,t(u)][w,v]+[w,[x,t(w)]]v=[w,[x,T(0)]]V
bulunur. Her u,weU ve her xeR i¢in [w,[x,t(u)]]JU=(0) ve U, (o,t)-sol Lie ideal
oldugundan, Lemma 3.35 den [w,[x,T(u)]]=0 veya UcZ elde edilir. UzZ oldugundan,
her u,weU ve her xeR i¢in [w,[X,t(u)]]=0 bulunur. R iizerinde, her u,weU ve her
xeR i¢in Iy(x)=[w,x] ve Lyw(X)=[t(u),x] i¢ tiirevleri tanimlansin. Her xeR ve her
u,weU i¢in Iyl (x)=0 oldugundan, I,I;=0 elde edilir. Teorem 2.4 den I,=0 veya
L;w=0 olur. Her w,ueU i¢in weZ veya t(u)eZ oldugundan w,ucZ bulunur. Yani
UcZ dir. Bu ise UzZ olmastyla gelisir. O halde UcZ bulunur.

Lemma 3.48: R asal halka olmak iizere, U, (o,1)-sol Lie ideal ve alt halka ise,
her ueU i¢in t(u)+c(u)eZ veya U, R nin sifirdan farkli sol ve sag idealini kapsar.

Ispat: uoeU icin o(ug)+t(ue)2Z olsun. U, (c,t)-sol Lie ideal oldugundan, her
xeR, her veU i¢in [xuy,v]eU olur. Her xeR, veU i¢in x[u9,6(v)]+[x,V]s 10U ve U
alt halka oldugundan, [x,v]s:upeU bulunur. O halde her veU, her xeR icin
x[up,0(v)]€U olur. Yani, R[uy,c(U)]cU bulunur. R[uy,c(U)]=(0) ise her ueU igin
R[up,0(u)]=(0) ve R asal oldugundan, [up,c(u)]=0 bulunur. Her ueU igin
o([6™'(uo),u])=0 ve o, 1-1 oldugundan, her ueU igin [6™ (up),u]=0 ve bdylece [c”'(uo),
U]=(0) olur. U, (o,7)-sol Lie ideal oldugundan, Lemma 3.45 den, her ueU igin
c(u)tt(u)eZ veya o™ (up)eZ bulunur. ueeU icin o(ug)+t(ug)gZ oldugundan, upeU

i¢in G'l(uo)eZ elde edilir. Yani, upeU i¢in upeZ dir. O halde upeU i¢in
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c(up)+t(ug)eZ olur. Bu ise o(up)+t(up)2Z olmasiyla ¢elisir. O halde (0)#R[uy,c(U)]
cU bulunur. Yani, U, R nin sifirdan farkli sol Lie idealini kapsar. Benzer sekilde, U,
(o,1)-sol Lie ideal oldugundan, her xeR, her veU i¢in [ugx,v]s.€U olur. Her veU,
xeR i¢in up[X,v]st up,T(v)]xeU ve ug[x,v]s.€U oldugundan [uo,t(v)]xeU elde
edilir. Yani, [u,t(U)]RcU olur. [u,t(U)]R=(0) ise her ueU i¢in [uo,t(u)]R=(0) ve R
asal oldugundan, [uo,t(u)]=0 bulunur. Her ueU icin t([t"(uo).u])=0 ve 1, 1-1
oldugundan, her ueU i¢in [t (up),u]=0 olur. Yani, [t (uo),U]=(0) bulunur. U, (o,7)-
sol Lie ideal oldugundan, Lemma 3.45 den, her ueU icin o(u)+t(u)eZ veya 1" (up)
eZ bulunur. upeU icin t(up)+o(ug)¢Z oldugundan uoeU i¢in v (ug)eZ elde edilir.
Yani uyeU icin upeZ olur. Buradan o(up)+t(ug)eZ olur. Bu ise upeU igin
G(up)+t(ug)2Z olmastyla geligir. O halde (0)#[up,7(U)]JRcU bulunur. Yani U, R nin
sifirdan farkli sag idealini kapsar.

Teorem 3.49: R asal halka ve U, (o,1)-sol Lie ideal olmak iizere bir veU igin
©(v)to(v)eZ ise [R,Als.cU ve [R,B];.cU fakat [R,Al;.zZ ve [R,B]s.2Z olacak
bicimde R nin sifirdan farkli A sol ideali ve sifirdan farkli B sag ideali vardir.

Ispat: T={xeR| [R,x]6:cU} kiimesini tanimlayalim. T, R nin UcT olacak
bicimde (o,t)-sol Lie ideali ve alt halkasi oldugunu gosterelim. U, (o,t)-sol Lie ideal
oldugundan, [R,U]s.cU olur. Yani, UCT dir. a,beT ve xeR olsun. [x,a-b]s=[X,a]s
-[x,b]s:€U oldugundan, a-beT olur. [x,ab]s.=[xc(a),b]s.t[T(b)x,a]s.€U oldugun-
dan, abeT bulunur. Yani, T alt halkadir. T nin tanimindan [R,T]s.cU olur. UcT
oldugundan [R,T]s.cUcT bulunur. Yani, [R,T]s.cT oldugundan, T, (c,t)-sol Lie
idealdir. Bir veU i¢in t(v)+o(v)¢Z oldugundan, UzZ dir. UcCT oldugundan TzZ
bulunur. T, (o,7)-sol Lie ideal ve alt halkadir. Aynm1 zamanda bir veU igin
o(v)+t(v)¢Z oldugundan Lemma 3.48 den T, R nin sifirdan farkli A sol idealini ve
sifirdan farkli B sag idealini kapsar. AcCT ve BT oldugundan T nin tanimindan
[R,Als.cU ve [R,B]s.cU bulunur. [R,Als.zZ ve [R,B]s:ZZ oldugunu gosterelim.
[R,A]s:CZ olsaydi, her xeR, a€A i¢in [1(a)x,a]s.€Z bulunur. Her xeR ve a€A i¢in
t(a)[x,a]sH[T(a),T(a)]x=T1(a)[X,a]5-€Z bulunur. [x,a]s.€Z oldugundan, her xeR,
acA igin [x,a]s.=0 veya t(a)eZ bulunur. Yani her xeR, acA i¢in [x,a]s~0 veya

aeZ olur. Her xeR, her a€A i¢in [X,a],=0 ise, her yeR i¢in x yerine xy yazarsak,
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0=[xy,als=X[y,a]oH[X,T(a)]y=[X,t(a)]y bulunur. Her xeR, acA igin, [x,t(a)]R=(0)
ve R asal oldugundan [x,t(a)]=0 bulunur. Yani, her a€ A i¢in aeZ dir. Sonug olarak
AcZ bulunur. A sol ideal oldugundan, her x,yeR ve a€A igin [x,ya]=0 olur. Her
x,yeR, aeA i¢in O=y[x,a]t[x,y]a=[x,y]a bulunur. Her x,yeR ve acA igin
[x,y]Ra=(0) ve R asal oldugundan [x,y]=0 veya a=0 bulunur. Yani R degismeli veya
A=(0) bulunur. Bu ise bir veU i¢in 1(v)+c(v)eZ ve A#(0) olmasiyla celisir. Ciinkii
UcRcZ olsaydi, bir veU i¢in veZ olur ve t(v)+o(v)eZ olurdu. Yani R degismeli
olamaz. O halde [R,Als;.zZ olmalidir. [R,B]s:cZ olsun. Her xeR ve beB icin
[xo(b),bls.€Z olur. Her xeR, beB igin x[c(b),c(b)]+[x,b]sc(b)=[x.b]s.c(b)eZ
bulunur. [x,b]s.€Z oldugundan, her xeR, beB i¢in [x,b],.=0 veya o(b)eZ ve
buradan [x,b]s~=0 veya beZ olur. Her xeR, beB ig¢in [x,b]5.=0 ise, yeR igin x
yerine xy yazarsak, 0=[xy,b]s=X[y,b]s[X,T(b)]y=[x,7(b)]y bulunur. Her xeR, beB
icin [x,1(b)]JR=(0) ve R asal oldugundan, [x,7(b)]=0 ve bdylece BcZ elde edilir. B
sag ideal oldugundan, her x,yeR, beB i¢in, 0=[x,by]=[x,b]y+b[x,y]=b[x,y] bulunur.
bR[x,y]=(0) ve R asal oldugundan b=0 veya her x,yeR icin [x,y]=0 bulunur. Yani
B=(0) veya R degismelidir. Bu ise B#(0) ve bir veU igin o(v)+t(v)¢Z olmasiyla
celisir. O halde [R,B]szZ bulunur.

Teorem 3.50: R asal halka, U, (o,7)-sol Lie ideal, bir veU i¢in t(v)+o(v)gZ
olmak iizere, a,beR i¢in aUb=(0) ise a=0 veya b=0 olur.

Ispat: b#0 olsun. U, (o,17)-sol Lie ideal ve bir veU i¢in 1(v)+o(v)2Z oldugu
icin Teorem 3.49 dan [R,B]s.cU ve [R,B]s:ZZ olacak bi¢imde 0#B sag ideal vardir.
aUb=(0) oldugundan, her xeR, seB i¢in a[x,s]5:b=0 olur. yeR i¢in x yerine xy
yazarsak, 0=a[xy,s]sb=a(x[y,s]st[X,T(s)]y)b=ax[y,s]s.b+a[x,t(s)]yb bulunur. ueU
icin, x yerine ub yazarsak, her yeR, ueU ve seB i¢in O=aubly,s]s.b+
a[ub,t(s)]yb=a[ub,t(s)]yb elde edilir. Her ue U, seB i¢in a[ub,t(s)]Rb=(0) ve R asal
oldugundan a[ub,t(s)]=0 veya b=0 bulunur. b#0 oldugundan, her ueU, seB icin
a[ub,t(s)]=0 bulunur. Her ueU, seB i¢in 0=a(ubt(s)-t(s)ub)=aubt(s)-at(s)ub=-at(s)
ub olsun. Buradan at(s)ub=0 oldugundan, at(B)ub=0 elde edilir. ©(B) sag ideal ve R
asal oldugundan at(B)=(0) veya ub=0 bulunur. Yani, at(B)=(0) veya Ub =(0) olur.
Ayrica UzZ dir. UcZ olsaydi, bir veU i¢in veZ olur, t(v)+o(v)eZ olurdu. Bu ise
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veU i¢in o(v)+t(v)¢Z olmasiyla gelisir. b#0 ve UzZ oldugundan, Lemma 3.35 den
Ub#(0) olur. O halde at(B)=(0) elde edilir. aUb=(0) oldugundan, her xeR, seB i¢in
a[x,s]5:b=0 olur. Her xeR, s€B i¢in 0=a(xc(s)-1(s)x)b=axc(s)b-at(s)xb ve buradan
at(B)=(0) oldugundan, her seB i¢in at(s)=0 olur. Yani her xeR, seB i¢in axc(s)b=0
olmasindan her seB i¢in aRo(s)b=(0) ve buradan R asal oldugu kullanilarak, a=0
veya 6(s)b=0 bulunur. Yani, a=0 veya o(B)b=(0) elde edilir. 5(B)b=(0) ise o(B) sag
ideal oldugundan b=0 bulunur. b#0 oldugundan a=0 elde edilir.

Lemma 3.51: R, karakteristigi 2 den farkl bir asal halka ve (0)£U, (o,t)-sag
Lie ideal olsun. UcZ ise o=t veya R degismeli olur.

Ispat: R degismeli olmasin. U, (o,1)-sag Lie ideal ve UcZ oldugundan, her
xeR ve ueU igin [u,x]s.€Z olur. Her xeR, ueU ig¢in [u,x]s~uc(X)-t(X)u=uc(x)-
ut(x)=u(o(x)-1(x))eZ ve ueZ oldugundan, u=0 veya o(x)-t1(x)eZ elde edilir.
Buradan, U=(0) veya o(x)-1(x)eZ bulunur. U#(0) oldugundan, her xeR i¢in o(x)-
1(x)€Z olur. Her x,y€R i¢in [o(x)-1(x),y]=0 oldugundan,

[0(x),y]-[1(x).y]-0, Vx,yeR 6.7)
bulunur. x yerine X yazarsak, OZ[G(Xz),y]—[’C(Xz),y]:[G(X)G(X),y]—[‘C(X)’C(X),y]:
o(x)[o(x),y]*+[o(x),ylo(x)-1(X)[t(x),y]-[t(x),y]t(x) bulunur. (6.7) den [t(x).y]=
[6(x),y] oldugundan, o(x)[c(x),y]*+[c(x),ylo(X)-T(x)[c(x),y]-[6(x),y]t(x)=0 elde
edilir. Her x,yeR icin (o(x)-t(x))[o(X),y]*H[o(X),y](c(X)-1(x))=0 ve o(x)-1(Xx)eZ
oldugundan,  0=(a(x)-t(x))[o(x).y]+(c(x)-1(x))[0(x),y]=2(c(x)-T1(x))[o(x),y]  elde
edilir. charR#2 oldugundan, her x,yeR i¢in (o(x)-t(x))[c(x),y]=0 olur. Her x,yeR
icin o(x)-t(x)eZ oldugundan, (o(x)-1(x))R[c(X),y]=(0) yazilabilir. R asal oldugun-
dan, her x,yeR icin o(x)-1(x)=0 veya [o(x),y]=0 olur. Yani, her x,yeR i¢in
o(x)=1(x) veya xeZ elde edilir. K:{XER| o(x)=1(x)} ve L:{XER| xeZ} kiimelerini
tanimlayalim. R=KUL dir. Brauer Trick’ten R=K veya R=L olur. R degismeli
olmadigindan R#L dir. O halde R=K ise, her xeR i¢in o(x)=1(x) oldugundan o=t

olur.
Teorem 3.52: R asal halka, (0)#£U, (o,t)-Lie ideal ve charR#2 olmak {izere,

UcCs. ise o=t veya R degismeli olur.
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Bu makalede aksi belirtilmedikge, R asal halka, U, (o,t)-sol Lie ideal ve
charR#2 olarak alinmistir.

Lemma 3.53: a,beR i¢in,

(1) Her xeR i¢in, d;:R—R, di(x)=[x,b]s: olmak {iizere, ad;(R)=(0) (veya
di(R)a=(0)) ise a=0 veya beZ dir.

(1) a[R,b]6=(0) (veya [R,b]s:a=(0)) ise a=0 veya be Z dir.

(i11) Ua=(0) (veya aU=(0)) ise a=0 veya UcZ dir.

Ispat:

(i) Her xyeR igin di(xy)=[xy,blo=x[y,0(b)[+[%,bloy=di(x)y+x[y,c(b)]
olur. Her x,yeR i¢in d;(xy)=d;(x)y+x[y,o(b)] ifadesini soldan a ile ¢arparsak,
ad;(xy)=ad,(x)y+ax[y,o(b)] olur. ad;(xy)=ad;(x)=0 oldugundan, her x,yeR igin
ax[y,o(b)]=0 ve boylece aR[y,5(b)]=(0) olur. R asal oldugundan, a=0 veya her yeR
icin [y,o(b)]=0 bulunur. Yani, a=0 veya beZ elde edilir. Benzer bi¢cimde, her x,yeR
icin  di(xy)=[xy,bls.=x[y,bloH[X,t(b)]y=xdi(y)+[x,t(b)]y olur. Her x,yeR i¢in,
di(xy)=xd;(y)+[x,t(b)]y ifadesini sagdan a ile carparsak, d;(xy)a=xd;(y)a+[x,t(b)]ya
elde edilir. di(xy)a=d;(y)a=0 oldugundan, her x,yeR i¢in [x,1(b)]ya=0 bulunur. R
asal oldugundan, her x€R i¢in [x,t(b)]=0 veya a=0 olur. Yani, beZ veya a=0 elde
edilir.

(i1) a[R,b]s=(0) ise ad;(R)=(0) oldugundan, (i)’den a=0 veya beZ olur.
Benzer bigimde, her xeR i¢in dy(x)=[X,b]s. olsun. [R,b]s.a=(0) olur ve d,(R)a=(0)
ise (1) den a=0 veya beZ bulunur.

(111) (0)#U, (o,1)-sol Lie ideal oldugundan, [R,U]s.cU yazilabilir. a[R,U]s.C
aU=(0) oldugundan, a[R,U]s;.=(0) olur. (i1)) den a=0 veya UcZ bulunur. Benzer
bicimde, [R,U];.cU ise [R,U]sacUa=(0) oldugundan, [R,U]s.a=(0) bulunur. (i1)
den a=0 veya UcZ elde edilir.

Lemma 3.54: 0=d tirev olmak ftizere, d(U)=(0) ise [U,o(U)]=(0) ve
[o(U),t(U)]=(0) olur.

Ispat: d(U)=(0) oldugundan, her u,v,weU i¢in d([wv,uls.)=0 yazilir. Her

uwv,wel icin O=d(w[v,c(u)]+[w,u]s.v)=d(W[v,c(0)])+d([w,u]s.v)=d(W)[v,c(u)]+
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wd([v,c(u)])+d([w,u]s)v+[w,u]s.d(v) bulunur. Her u,v,weU i¢in d(w)=d([w,u]s)=
d(v)=0 oldugundan, wd([v,c(u)])=0 bulunur. Her ueU i¢in d(u)=0 oldugundan,
0=w([d(v),c(u)]+[v,d(c(u))])=w[v,d(c(u))] bulunur. Her u,veU i¢in, U[v,d(c(u))]=
(0) oldugundan, Lemma 3.53 (ii1) den, [v,d(c(u))]=0 veya UcZ bulunur. Yani, her
u,veU i¢in [v,d(c(u))]=0 ve boylece,

[U,d(c(U))]=(0) (7.1)
elde edilir. d(U)=(0) ve U, (o,1)-sol Lie ideal oldugundan, her reR, u,veU igin
d([rv,u]6:)=0 olur. Her u,veU ve reR i¢in, 0=d(r[v,c(u)]+[r,u]sv)=d(r[v,c(u)])+
d([r,u]s.v)=d(r)[v,c(0)]+rd([v,o(u)])+d([r,u]s.)vH[r,u]sd(V) olur. Ayrica, (7.1) den
[u,d(c(u))]=0 oldugundan, her u,veU icin d([v,c(u)])=[d(V),c(u)]+[v,d(c(un))]=0
bulunur. Yani, her u,veU i¢in d([v,o(u)])=0 dir. O halde, her u,veU ve reR igin,
d(r)[v,o(u)]=0 ve boylece d(R)[v,5(u)]=(0) elde edilir. Lemma 2.2 den [v,c(u)]=0
veya d=0 bulunur. d#0 oldugundan, [U,c(U)]=(0) elde edilir. U, (c,t)-sol Lie ideal
ve [U,6(U)]=(0) oldugundan, her seR ve u,veU i¢in [[t(u)s,u]sr,c(v)]=0 olur. Her
u,velU ve seR igin  O0=[t(u)[s,u]sH[t(0),t(0)]s,c(V)[=[t(w)[s,u]s.:0(V)]=T(0)
[[s,u]6..,.0(V)]H[t(w),6(V)][s,uls: bulunur. [U,c(U)]=(0) oldugundan, [[s,u]s:,c(v)]=0
olmasi kullanilarak,

[t(w),6(v)][s,u]s-=0, Vu,veU, VseR (7.2)
bulunur. (7.2) de, s yerine reR olmak iizere sr yazarsak, her u,veU ve reR ig¢in
0=[t(u),o(v)][sr,uls=[t(1),5(V)]s[r,c(u)]+[t(u),0(V)][s,u]s: bulunur. (7.2) kullanila-
rak, [t(u),o(v)]s[r,o(u)]=0 elde edilir. Buradan [t(u),5(v)]R[r,c(u)]=(0) ve R asal
oldugundan, [t(u),0(v)]=0 veya [r,c(u)]=0 olur. Yani, [t(u),5(v)]=0 veya ueZ elde
edilir. O halde, [t(U),c(U)]=(0) elde edilir.

Lemma 3.55: 0=d tirev olmak iizere, d(U)=(0) ise her ueU igin
c(u)+t(u)eZ olur.

Ispat: d(U)=(0) oldugundan, Lemma 3.54 den, [U,o(U)]=[c(U),t(U)]=(0)
olur. [U,o(U)]=(0) ise, her u,v,weU ve reR igin [[rw,v]s:,6(u)]=0 yazilir. Buradan
0=[r[w,V]s...o()H[[r,t(v)Jw,o(W)J=r[[W,V]s..o(w) H[r,o(W)][W,V]sHr,1(V) ][W,o(w)]
+H[r,7(v)],o(u)]w bulunur. [U,c(U)]=(0) oldugundan, [w,c(u)]=[[W,v]s,c(u)]=0

oldugundan,
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[r,o(w)][W,V]sH[[1,T(V)],0(u)]Ww=0, Vu,v,weU, VreR (7.3)
elde edilir. Bu esitlikten 0=(ro(u)-c(u)r)(wo(v)-t(v)w)+[rt(v)-t(v)r,c(u)]w= ro(u)w
o(v)-ro(u)t(v)w-c(w)rwo(v)+o(u)rt(v)w+rt(v)c(u)w-t(v)ro(u)w-c(u)rr(v)wto(u)
©(v)rw bulunur. [o(U),©(U)]=(0) oldugundan, -ro(u)t(v)w+rt(v)c(u)w=-rt(v)c(u)w
+r7(v)o(w)w=0 ve -c(u)rt(v)wro(u)rt(v)w=0 dir. Yani, her u,v,weU ve her reR i¢in
ro(u)wo(v)-c(u)rwo(v)-t(v)ro(u)w+o(u)t(v)rw=0 elde edilir. c(u)w=wo(u) oldugu
kullanilirsa, O=ro(u)wo(v)-c(u)rwo(v)-t(v)ro(w)wto(u)t(v)rw=rc(u)wo(v)-c(u)rw
o(v)-t(v)rwo(u)to(u)t(v)rw=(ro(u)-c(u)r)wo(v)-[t(v)rw,c(u) |=[r,c(u) Jwo(v)-
[t(v)rw,o(u)]=[r,c(u)]wo(v)-t(V)[rw,c(n)]-[t(V),c(u)]Jrw bulunur. [c(U),t(U)]=(0)
oldugu kullanilarak, 0=[r,c(u)|wo(v)-t(v)[rw,c(u)]=[r,c(u) ]wo(Vv)-t(V)r[w,c(u)]-T(V)
[r,o(u)]w bulunur. [U,c(U)]=(0) oldugundan, [w,o(u)]=0 dir. Boylece 0=[r,c(u)]
wo(v)-1(v)[r,o(u)]w=[[r,0(u)]W,v]s: bulunur. Her u,v,weU ve her reR igin
0=[r,c(w)][w,o(v)]*+[[1,0(u)],v]sW olur. Boylece,

[[r,0(u)],v]s.W=0, YVu,v,weU, VreR (7.4)
elde edilir. Her u,v €U ve her reR ig¢in [[r,6(u)],v]s:U=(0) oldugundan, Lemma 3.53
(iii) den, [[r,0(u)],v]6=0 veya UcZ bulunur. Yani,

[[r,0(u)],v]s=0, Vu,veU, VreR (7.5)
bulunur. (7.5) de, r yerine rs yazarsak, 0=[[rs,c(u)],v]s=[1[s,0(0)]+[r,0(u)]s,V]s=
[t[s,6(w)],V]eH[r,o(W)]s,V]e =t[[s,6(u)],V]s.Hr,2(V)][s,0(w) ] +[r,o(w)][s,o(V) |+
[[r,6(u)],v]ss bulunur. (7.5) kullanilarak her u,veU ve her syreR i¢in
[r,5(V)][s,o(u)]+[r,0(u)][s,0(v)]=0 elde edilir. v yerine u alirsak, 0=[r,t(u)][s,c(u)]+
[r,0(u)][s,c(w)]|=([r,t(w)]+[r,c(w)])[s,c(w)]=[r,T(0)+c(u)][s,c(u)] bulunur. Yani, her
ueU ve her 1,s€R i¢in [r,T1(u)*+c(u)][s,c(u)]=0 olur. Her s yerine xeR olmak iizere
sx yazarsak, 0=[r,t(u)+o(u)][sx,c(u)]=[r,t(u)+c(u)]s[x,c(u)]+[r,T(u)+c(u)][s,c(u)]x
bulunur. Buradan [r,t(u)+o(u)][s,c(u)]=0 oldugundan, [r,c(u)+t(u)]s[x,c(u)]=0
bulunur. Her ueU ve her reR i¢in [r,o(u)+t(u)]R[x,0(u)]=(0) ve R asal oldugundan,
[r,o0(u)+t(u)]=0 veya [x,0(u)]=0 bulunur. Yani, c(u)+t(u)eZ veya ueZ olur. O
halde, her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ elde edilir.

Lemma 3.56: acR icin [a,U]=(0) ise acZ veya her ueU icin o(u)+t(u)eZ
dir.
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Ispat: R iizerinde, her xeR igin d(x)=[a,x] i¢ tiirevi tanimlansin. [a,U]=(0)
oldugundan, d(U)=(0) olur. Lemma 3.55 den, her ueU i¢in c(u)+t(u)eZ veya d=0
ve boylece her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ veya acZ elde edilir.

Sonugc 3.57: U degismeli ise her ue U i¢in c(u)+t(u)eZ olur.

Ispat: U degismeli oldugundan [U,U]=(0) dir. Her acU igin [a,U]=(0)
oldugundan, Lemma 3.56 dan, aeZ veya her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ olur. Yani, UcZ
veya her ueU i¢in o(u)+t(u)€Z olur. O halde, her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ elde edilir.

Lemma 3.58: UzZ olmak iizere, U, (o,7)-sol Lie ideal ve alt halka ise U, R
halkasinin sifirdan farkli sag idealini kapsar veya her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ dir.

Ispat: U, (c,7)-sol Lie ideal oldugundan, her u,veU ve yeR igin [vy,u]s.€U
olur. Buradan v[yu]s.t[v,t(u)]lyeU ve v[y,uls.€U oldugundan, [v,t(u)]yeU
bulunur. [U,7(U)]RcU dir. [U,1(U)]R=(0) olsun. R asal oldugundan, [U,t(U)]=(0)
olur. Her veU igin [U,t(v)]=(0) oldugundan, Lemma 3.56 dan, her veU i¢in t(v)eZ
veya her ueU i¢in o(u)tt(u)eZ bulunur. Yani, UcZ veya her ueU igin
o(u)+t(u)eZ bulunur. Boylece her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ olur. O halde, her ueU
icin o(u)+t(u)eZ veya (0)=[U,t1(U)]RcU elde edilir. [U,t1(U)]JR=M dersek, her ue U
icin o(u)+t(u)eZ veya U, (0)#M sag idealini kapsar.

Lemma 3.59: UzZ, (c,7)-sol Lie ideal ve alt halka olmak lizere, a,beR igin
aUb=(0) ise a=0 veya b=0 veya her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ olur.

Ispat: UzZ, U, (c,1)-sol Lie ideal ve alt halka oldugundan, Lemma 3.58 den,
0#M sag idealini U kapsar veya her ueU i¢in c(u)+t(u)eZ olur. U, (o,1)-sol Lie
ideal oldugundan, [R,U];.cU olur. McU oldugundan, [R,M]s.c[R,U]s.cU
bulunur. aUb=(0) ve [R,M];.cU oldugundan, a[r,mc’l(b)]G,TbZO olur. Her reR, her
meM igin Ozar(m)[r,cs'l(b)]G,TbJra[r,m]G’Tbb bulunur. a[r,m]s:b=0 oldugundan,

at(m)[r,0” (b)]5b=0, VreR, VmeM (7.6)
elde edilir. m yerine, seR i¢in ms yazarsak, O=at(ms)[r,c™' (b)]s-b=at(m)t(s)
[r,6"'(b)]s<b bulunur. ©(R)=R oldugundan, at(m)R[r,c"'(b)]sb=0 olur. R asal
oldugundan, at(m)=0 veya [r,6" (b)]s:b=0 ve bdylece at(m)=0 veya [R,c"'(b)]s.b=
(0) elde edilir. [R,07'(b)]6.:b=(0) ise, Lemma 3.53 (ii) den, b=0 veya o™'(b)eZ olur.
Yani, b=0 veya beZ elde edilir. beZ ise aUb=(0) oldugundan, aURb=(0) yazilabilir.
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R asal oldugundan, aU=(0) veya b=0 bulunur. aU=(0) ise Lemma 3.53 (ii1) den, a=0
veya UcZ bulunur. Hipotezden UzZ oldugundan, a=0 bulunur. Yani, sonug olarak
a=0 veya b=0 elde edilir. Her meM igin at(m)=0 ise t(t"'(a)m)=0 olur ve 7, 1-1
oldugundan t'(a)m=0 bulunur. Yani, t"'(a)M=(0) dir. Buna gére, @#K={reR|
rM=(0)} kiimesi sol idealdir. K#(0) olsun. M sag ideal oldugundan, MKcM ve K sol
ideal oldugundan, MKcK olur. Yani, MKcMNK dir. MnK=(0) ise MK=(0) olur. M
sag ideal oldugundan, K=(0) olur. Bu ise K#(0) olmasiyla ¢elisir. O halde, MnK=#(0)
dir. 02m’'eMNK vardir. Buradan, m'eM ve m’'eK olur. m'eK oldugundan, K nin
tanimimdan m'M=(0) olur. Yani, m'eM ve m'M=(0) olur. L={m’eM| m'M=(0)}
kiimesini tanimlayalim. m'M=(0) oldugundan, m’eL dir. Yani, L#J dir. L#(0) bir
sol ideal oldugunu gosterelim. reR, yeL ise her meM i¢in rym=0 oldugundan, ryeL
olur. Yani, L sol idealdir. L=M ise M*=(0) olur. Asal halka merkezinde nilpotent sag
ideal bulundurmadigindan M=(0) olur. Bu ise M#(0) olmasiyla ¢elisir. O halde LcM
olur. Yani, L=LnM dir. Diger yandan, LmnMcL ve LNMcM oldugundan,
(LAM)(LNAM)cLM=(0) olur. Ciinkii, L nin tanimindan LM=(0) dir. LnM=L
oldugundan, L*=(0) bulunur. Asal halka merkezinde nilpotent sol ideal
bulundurmadigindan L=(0) olur. Bu ise L#(0) olmasiyla ¢elisir. O halde K=(0)
olmalidir. Yani, t”'(a)eK oldugundan, " (a)=0 ve boylece a=0 bulunur.

Teorem 3.60: UzZ, (o,1)-sol Lie ideal ve alt halka ise U, R halkasinin
stfirdan farkli idealini kapsar veya her ueU i¢in c(u)+t(u)eZ olur.

ispat: UzZ ve U, (o,1)-sol Lie ideal ve alt halka oldugundan, Lemma 3.58
den, [U,71(U)]RcU veya her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ olur. [U,1(U)]RcU ise U, (o,T7)-
sol Lie ideal oldugundan, her u,veU ve yeR ig¢in, [yv,u];.€U olur. Her u,veU ve
yeR i¢in, y[v,c(u)]+y,ulsveU ve [y,u]sveU oldugundan, y[v,c(u)]€U bulunur.
Yani, R[U,c(U)]cU bulunur. Yine, [U,1(U)JRcU ve U alt halka oldugundan,
M=R[U,c(U)][U,r(U)]JRcU bulunur. M#(0) ise U, R nin sifirdan farkli idealini
kapsar. M=(0) ise, R[U,o(U)][U,t(U)]JR=(0) oldugundan, (R[U,c(U)][U, t(U)])>=(0)
yazilabilir. Asal halka merkezinde nilpotent sol ideal bulundurmayacagindan,
R[U,c(U)][U,r(U)]=(0) bulunur. R asal oldugundan [U,c(U)][U,t(U)]=(0) bulunur.
w,w'eU i¢in U alt halka oldugundan, ww'eU olur. Her w',u,v,w,teU igin

0=[u,oc(V)][ww',t(t)]=[u,c(V)]W[W',t(t)]*+[u,c(V)][w,t(t)]w" bulunur. [U,c(U)][U,
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©(U)]=(0) oldugundan, [u,c(V)][w,t(t)]=0 olur. O halde, her u,v,w,w’,teU igin
[u,o(v)]w[w',t(t)]=0 ve boylece [u,o(v)]U[W',t(t)]=(0) elde edilir. U, (o,t)-sol Lie
ideal, alt halka ve UzZ oldugundan, Lemma 3.59 dan, her u,v,w',teU igin
[u,0(v)]=0 veya [w',t(t)]=0 veya o(u)+t(u)eZ olur. Yani, [U,o(v)]=(0) veya
[U,1(t)]=(0) veya her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ olur. [U,5(v)]=(0) veya [U,t(t)]=(0) ise,
Lemma 3.56 dan her v,teU i¢in 1(t),c(v)eZ veya her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ olur.
Yani, UcZ veya her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ olur. Hipotezden, UzZ oldugundan, her
ueU i¢in o(u)+t(u)eZ bulunur.

Teorem 3.61: UzZ (o,t)-sol Lie ideal olmak iizere, [R,M];.cU ve
[R,M]6.2Cs . olacak bigimde (0)=M ideali vardir veya her ueU i¢in c(u)t+t(u)eZ
dir.

ispat: K={xeR|[R,x]s.cU} kiimesini tanimlayalm. U, (o,7)-sol Lie ideal
oldugundan, [R,U];.cU olur. K nin tanimimdan UcK olur. Yani, K=& dir. Diger
yandan, K nin tanimindan [R,K]s .cU olur. UcK oldugundan [R,K]s.cK olur. Yani,
K, (o,1)-sol Lie idealdir. UcK ve UgZ oldugundan, KzZ olur. [R,K]s.cU
oldugundan, her x,yeK ve reR i¢in, [r,xy]ls=[r6(X),Y]sH[T(Y)1,X]s:€U olur. Yani,
her x,yeK ve reR i¢in [rxy]s.€U elde edilir. Her x,yeK i¢in [Rxy]s.cU
oldugundan xyeK olur. O halde, K alt halkadir. K, (o,7)-sol Lie ideal, alt halka ve
K#Z oldugundan, Teorem 3.60 dan, K, R halkasinin sifirdan farkli idealini kapsar
veya her keK icin o(k)+t(k)eZ dir. Her keK i¢in o(k)tt(k)eZ ve UcK
oldugundan, her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ yazilabilir. K sifirdan farklt M idealini
kapsasin, [R,M]s.c[R,K]s.cU oldugundan, [R,M]s.cU elde edilir. [R,M]s.ZCs
dir. Aksi halde [R,M];.cCs - olsaydi, her a,beM ve reR i¢in, [[r,a]s,bls=0 olur.
Her abeM ve reR icin, [r[a,b]ls H[[1,blsralc~=0 bulunur. [R,M];.cCs
oldugundan, reR, beM i¢in, [r1,b]s.€Cs; olur. Yani, [[r,b]sr,a]6.=0 olur. O halde,
her reR, a,beM igin, [r,[a,b]]s=0 olur. Her reR ve a,beM igin, R iizerinde
di(x)=[1,X]s: (0,7) i¢ tiirevi ve du(x)=[a,x] i¢ tiirevini tanimlayalim. d,d,(M)=(0) olur.
Yine, her meM i¢in d,(m)=[a,m]eM oldugundan, d,(M)cM elde edilir. Yani,
d:d.(M)=(0) ve dy(M)cM oldugundan Lemma 3.25 den her reR ve aeM igin d,=0

veya d,=0 elde edilir. Buradan her aeM ve reR i¢in reC,; veya aeZ olur. Yani,

46



RcCs: veya McZ elde edilir. RcCs; ise, her r,s,xeR i¢in, [rs,x]s~0 ve buradan
1[s,0(x)]+[r,X]6,:s=0 olur. RcCs; oldugundan, her r,xeR i¢in [r,x]5.=0 olur. Yani,
her x,s,reR i¢in r[s,c(x)]=0 elde edilir. R[s,o(x)]=(0) ve R asal oldugundan, her
x,s€R i¢in [s,0(x)]=0 olur. Yani, RcZ olur. Bu ise R halkasinin degismeli olmasi
demektir. McZ ise Onerme 1.13 den R degismelidir. O halde, R degismeli
oldugundan UcZ olur. Bu ise hipotezin UzZ olmasiyla c¢elisir. O halde,
[R.M]s:zCs - olur.

Aydin, N., Kaya, K., 1999

Bu makalede aksi belirtilmedikce, R asal halka ve charR#2 olarak alinmustir.

Lemma A:

R, sifirdan farkli nilpotent idealleri olmayan asal halka ve 2x=0 iken x=0
olsun. Bu takdirde, (0)=U Lie ideal ve alt halka ise UcZ veya U, R nin sifirdan farkl
idealini kapsar.

Lemma B:

R yari-asal halka, 2 torsion free ve I ideal olmak iizere d*(1)=(0) ise d(1)=(0)
olur.

Lemma C:

R yari-asal halka, charR#2 olmak iizere, a,beR ig¢in,

(1) d;:R—R, her xeR i¢in d;(x)=[x,b]s: olsun. Bu takdirde ad;(R)=(0) (veya
di(R)a=(0)) ise a=0 veya beZ dir.

(i1) a[R,b]6=(0) (veya [R,b]s:a=(0)) ise a=0 veya be Z dir.

(ii1) Ua=(0) (veya aU=(0)) ise a=0 veya UcZ olur.

Lemma D:

UzZ ve U, (o,1)-sol Lie ideal ise [R,M]s.cU ve [R,M];.zCs. olacak
bicimde (0)#M ideali vardir veya her ueU i¢in c(u)+t(u)eZ olur.

Lemma 3.62: R yari-asal halka ve (0)#M sag ideal olmak iizere, McZ ise R
degismeli olur.

Lemma 3.63: R bir halka ve (0)#U, (o,tr)-sol Lie ideal ve T={ceR |
[R,c]s:cU} olsun. Bu takdirde,

(1) T bir alt halkadir.
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(i1) U, (o,1)-sag Lie ideal ise T, [R,T]s.cU ve UcCT olacak bicimde en genis
Lie idealdir.

Teorem 3.64: R yari-asal halka ve 2 torsion free olmak iizere, UzZ ve U,
(o,7)-Lie ideal ise [R,M]s.cU ve [R,M]s.zCs. olacak bigcimde bir M¢Z ideali
vardir.

Lemma 3.65: R, charR#2 olan bir asal halka ve (0)xUzZ (c,7)-sol Lie ideal
olsun. Bu takdirde a,beR i¢in aUb=(0) ise a=0 veya b=0 veya her ueU ig¢in
o(u)t+t(u)eZ olur.

Lemma 3.66: R, charR#2 olan bir asal halka, UzZ bir (o,t)-sol Lie ideal
olsun. Buna gore, d(U)=(0) ise her ue U i¢in c(u)+t(u)eZ olur.

Teorem 3.67: R, charR#2 olan bir asal halka, UzZ ve U, (o,1)-sol Lie ideal
olmak iizere, aeR i¢in ad(U)=(0) (veya d(U)a=(0)) ise her ueU icin c(u)+t(u)eZ

veya a=0 olur.
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IV. BOLUM
TUREVLI VE (o,7)-LiE IDEALLI ASAL HALKALAR

Lee, P.H. ve Lee, T.K., 1983

Bu makalede aksi belirtilmedik¢e, R asal halka, U Lie ideal, 0=d tiirev ve
charR#2 olarak alinmustir.

Lemma 4.1: 0£d tiirev, d(Z)#(0) olmak iizere aeR i¢in [a,d(U)]cZ ise aeZ
veya UcZ olur.

Teorem 4.2: 0#d tiirev olmak tizere d*(U)cZ ise UcZ olur.

Teorem 4.3: 0+£d tiirev ve a€R igin [a,d(U)]cZ ise aeZ veya UcCZ olur.

Teorem 4.4: 0#d tiirev olmak tizere [d(U),d(U)]cZ ise UcZ olur.

Teorem 4.5: d#0, 6#0 tiirevler olmak {izere do(U)cZ ise UcZ olur.

Teorem 4.6: 0£d tiirev olmak {izere her ueU i¢in [u,d(u)]€Z ise UcZ olur.

Teorem 4.7: 0#d tiirev olmak iizere aeR i¢in, ad(U)cZ ise a=0 veya UcZ

olur.

Aydin, N., Soytiirk, M., 1993

Bu makalede aksi belirtilmedik¢e, R asal halka, 02U, (o,t)-Lie ideal,
charR#2, 0#d:R—R tirev, o,1:R—R iki otomorfizm, cd=dc ve td=dt olarak
alimmustir.

Lemma 4.8: (0)#U, (o,7)-sol Lie ideal olmak tizere, UcC, ; ise UCZ olur.

Ispat: U, (o,1)-sol Lie ideal oldugu igin, her xeR ve ueU igin,
[t(W)x,u]s:€U olur. Buradan [t(u)x,u]s.=t(u)[X,u]s+[t(u),7(0)]x=1(0)[X,u]5.€U
olur. Her xeR ve her ueU i¢in t(u)[x,u]s:€Cs: ve [X,u]s:€Cs: oldugundan,
Onerme 1.26 dan [x,u],.=0 veya t(u)eZ ve bdylece her xeR ve ueU icin [x,u]s.=0
veya ueZ bulunur. Her xeR ve ueU ig¢in, [x,u]s=0 olsun. Her x,yeR i¢in
0=[xy,u]s=x[y,u]ot[X,T(0)]y=[x,T(u)]ly olur. Her xeR ve her ueU icin
[x,7(u)]R=(0) ve R asal oldugundan [x,t(u)]=0 olur. Yani UcZ bulunur.

Teorem 4.9: (0)£U, (o,t)-sag Lie ideal olmak {iizere, d(U)cC,. ise R

degismeli veya UcCs ; olur.
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Ispat: U, (c,7)-sag Lie ideal oldugundan, her xeR ve ueU igin [u,x]s.€U ve
d(Ju,x]s.:)€Cs: oldugundan, her x,yeR ve ueU i¢in 0=[d([u,X]s.),Y]s=[[d(1),X]5+
[u,d(x)]o.5,¥]o.=[[d(u),X]o0,Y o H[W,d(X) J6. 1Y Jo.=[ [1,d(X) ]2 Jo.c bulunur.
[[u,d(x)]6.:R]s:=(0) oldugundan her xeR ve ueU i¢in [u,d(x)]s:€Cs. bulunur.
[U,d(x)]5:=Cs: oldugundan Lemma 3.34 den UcC,. veya her xeR i¢in d(x)eZ
olur. Her xeR i¢gin d(x)eZ ise d(R)cZ olur. Onerme 1.30 dan R degismeli olur. O
halde UcC,, veya R degismeli bulunur.

Sonug¢ 4.10: (0)£U, (o,7)-Lie ideal olmak tizere, d(U)cCs ise R degismeli
veya UcZ olur.

Ispat: d(U)cC, ise Teorem 4.9 dan R degismeli veya UcC,; olur. UcCy
ise Lemma 4.8 den UcZ bulunur. O halde R degismeli veya UcZ elde edilir.

Lemma 4.11: (0)#£U, (c,7)-Lie ideal olmak iizere, acR i¢in d(U)a=(0) (veya
ad(U)=(0)) ise a=0 veya UcZ olur.

Ispat: UzZ olsun. Sonug 4.10 dan d(U)zCs, oldugundan d(U)#(0) olur. U,
(o,1)-Lie ideal oldugundan, her xeR ve ueU i¢in, [t(u)x,u]s.€U oldugundan
T(u)[X,u]sH[T(u),T(u)|x=1(u)[X,u]s.€U olur. Buradan, 0=d(t(u)[x,u]sr)a=d(t(u))
[x,u]s-att(u)d([X,u]s)a=d(t(u))[X,u]s-a bulunur. Her xeR icin d(t(u))[x,u]s.a=0
oldugundan, x yerine veU i¢in xd(v) yazarsak, O=d(t(u))[xd(v),u]s.a=
d(t(u))x[d(v),u]sa+d(t(u))[x,t(u)]d(v)a=d(t(u))x[d(V),u]s-a bulunur. d(t(u))R[d(V),
u]s-a=(0) ve R asal oldugundan, her u,veU i¢in d(t(u))=0 veya [d(V),u]s.a=0 olur.
Her ueU igin d(t(u))=0 ise, 1(d(u))=0 olur. 1, 1-1 oldugundan, her ueU i¢in d(u)=0
elde edilir. Yani, d(u)=0 veya [d(v),u]s.a=0 elde edilir. L= {ueU| d(u)=0} ve
K= {ueU| [d(v),u]s.a=0,YueU} kiimelerini tanimlayalim. Brauer Trick’ten L=U
veya K=U olur. L=U olsaydi, d(U)=(0) olurdu. Bu ise d(U)#(0) olmasuyla ¢elisirdi. O
halde U#L dir. Dolayistyla U=K dir. Her u,veU i¢in [d(V),u]s-a=0 olur. Her u,veU
icin, 0=d(v)o(u)a-t(u)d(v)a=d(v)c(u)a bulunur. "' homomorfizm oldugundan
o7 (d(v)o(u)a)=0 olur. Her u,ve U i¢in 6™ (d(v))uc™'(a)=0 ve bdylece her ve U i¢in
6™ (d(v))Uc ™' (a)=(0) bulunur. UzZ ve UzCs; oldugundan Sonug 3.41 den her veU
icin o7'(d(v))=0 veya o”'(a)=0 olur. ™', 1-1 oldugundan her veU igin d(v)=0 veya
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a=0 elde edilir. Bu ise d(U)=(0) veya a=0 demektir. d(U)#(0) oldugundan a=0
bulunur.

Lemma 4.12: (0)£U, (o,7)-Lie ideal olmak iizere, d*(U)=(0) ise d(U)cZ olur.

Ispat: U, (o,7)-Lie ideal oldugundan, her xeR ve ueU ic¢in [t(u)x,u]s.€U
olmas1 kullanilarak t(u)[x,u]s+[t(u),T(u)]x=t(v)[X,u]s.€U elde edilir. d*(U)=(0)
oldugundan,  0=d*(t(u)[x,u]e.)=d*(t(u))[X,u]s+2d(T(W))d([X,u]s-)+T(U)d*([X,u]s.c)
olur. Béylece her ueU igin d*(t(u))=t(d*(u))=0 bulunur. d*([x,u]s.:)=0 oldugundan,
her xeR, her ueU ig¢in 2d(t(u))d([x,u]s-)=0 olur. charR#2 oldugundan,

d(t(u))d([x,u]s:)=0, YueU, ¥VxeR (4.3)
elde edilir. Her veU i¢in, u yerine u+d(v) yazarsak, 0=d(t(u+d(v)))d([x,u+d(v)]s.)=
d(z(uw)+t(d(v)d([x,u]sHX,d(V)]o.)=(d(t(u))+d(t(d(V))(A([X,u]6.) +d([X,d(V)]o))
olur. Buradan d(t(d(v)))=t(d*(v))=0 oldugundan, her u,veU ve her xeR ic¢in d(t(u))
(d([%,u]6.)+d([x,d(V)]6.))=0 ve bdylece d(t(uw))d([x,u]s.)+d(t(w)d([x,d(V)]s)=0
bulunur. (4.3) den d(t(u))d([x,u]s:)=0 oldugundan, 0=d(t(u))d([x,d(V)]sr)=T(d(1))
d([x,d(V)]s.0)=t(d(w)t ™" (d([x,d(V)]s.1))) bulunur. , 1-1 oldugundan,

d(u)t ! (d([x,d(V)]5))=0, VxeR, Vu,veU (4.4)
olur. Lemma 4.11 den T-l(d([X,d(V)]G,T)):O veya her ueU i¢in ueZ ve buradan,

d([x,d(V)]6:)=0 veya UcZ, VxeR, VveU (4.5)
elde edilir. UcZ ise d(U)cZ oldugunu gosterelim. 11k énce (0)#U, (o,7)-sag Lie ideal
ise  [d(U)+U,R]s.cd(U)+U oldugunu gosterelim. Her u,veU, xeR i¢in
[d(w)+v.X]o=[d(W),X]o AV, X o= d(W).X o [u,d(X) oo~ [0,d(X) Jo. A VX o, =d([0X]o )
-[1,d(X)]s.H[V,X]6-€d(U)+U bulunur. Yani d(U)+U, (o,1)-sag Lie idealdir. d*(U)=(0)
oldugundan d(d(U)+U)cd(U)cd(U)+U olur. Yani d(d(U)+U)cd(U)+U oldugundan
d*(U)=(0) ise d(U)cU oldugu goriiliir. d(U)cUcZ oldugundan d(U)cZ bulunur. Her
xeR ve veU i¢in d([x,d(V)]6.)=0 ise 0=[d(x),d(v)]<m+[x,dz(v)]cmz[d(x),d(v)]c,t
oldugundan,

[d(x),d(V)]6,:=0, VxeR, VvelU (4.6)
elde edilir. (4.6) da ueU igin, x yerine xd(u) yazilirsa, 0=[d(xd(u)),d(V)]s.=
[d()d(u)+xd*(u).d(V)]o~[d(x)d(w).d(V)]o.=d(x)[d(w).d(V)]o.+[d(x),7(d(v))]d(u) bu-
lunur. (4.6) kullanilarak [d(x),t(d(v))]d(u)=0 ve boylece [d(x),t(d(v))]d(U)=(0) olur.
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Lemma 4.11 den her xeR, her veU i¢in [d(x),t(d(v))]=0 veya UcZ olur. Yani her
veU igin [d(R),t(d(v)]=(0) veya UcZ olur. UcZ ise d(U)cZ oldugunu daha once
gostermistik. Her veU i¢in [d(R),t(d(v))]=(0) ise Teorem 2.9 dan, her veU igin
t(d(v))eZ olur. Yani her veU i¢in d(v)eZ ise d(U)cZ olur.

Teorem 4.13: (0)£U, (o,7)-Lie ideal olmak iizere, d*(U)=(0) ise UcZ olur.

Ispat: UzZ olsun. Lemma 4.12 nin ispatinda, (4.3) denkleminin, her xeR ve
her ueU i¢in d(t(u))d([x,u]s:)=0 oldugu gosterilmisti. (4.3) de u yerine utv
yazarsak, 0=d(t(u+v))d([x,u+v]s)=d(t(u)+t(v))d([x,u]st[X,V]s)=(d(t(0))+d(T(V)))
(100X, V0.0 =d (T, o) (U)X, Vo) ARV X U0 ) (T(V)
)d([x,V]s,r) bulunur. (4.3) kullanilarak d(t(u))d([x,V]s)+d(t(v))d([X,u]s-)=0 olur. Bu
ifadeyi soldan ueU igin, d(t(u)) ile c¢arparsak, (d(r(u)))zd([x,V]G,T)+d(r(u))
d(t(v))d([x,u]s)=0 bulunur. Yine, d*(U)=(0) oldugundan, d*(t(U))=t(d*(U))=
©(0)=(0) olur. Yani d*(t(U))=(0) oldugundan, Lemma 4.12 den d(t(U))cZ olur.
Bunu kullanarak 0=(d(r(u)))2d([X,V]G,T)er(r(u))d(r(v))d([x,u]G’T)Z(d(r(u)))zd([x,v]G,T)
+d(t(v))d(t(u))d([x,u]s) elde edilir. (4.3) esitligi kullanilarak,

(d(t(n)))*d([x,v]s.0)=0, Vx€R, Vu,veU 4.7
elde edilir. Her xeR, ueU igin, [xo(u),u]s.€[R,U]s: oldugundan x[o(u),c(u)]+
[X,u]60(u)=[Xx,u]s.0(u)e[R,U]s. elde edilir. (4.7) den (d(r(v)))zd([x,u]G,TG(u))=0
olur. (d(r(v)))zd([x,u]c,r)c(u)+(d(r(v)))2[x,u]g,rd(cs(u))ZO bulunur. Buradan (4.7)
kullanilarak,

(d(t(v)))’[x,u]o-d(c(u))=0, Vu,veU, VxeR (4.8)
elde edilir. weU icin u yerine utw yazarsak, 0=(d(r(v)))2[x,u+w]5,rd(cs(u+w))=
(AW ([x,u]0 %, W]s )d(0(w)+o(W)=((d(T(v)) [x,u]e +d(T(V)) [x,W]s ) (d (o ()
(W) =A(E(V)) DUl d (W) HAT)) X0 cd (G (W))HATW) W
d(o(w)+HA(t(v)))’[x;W]ed(o(W)) bulunur. (4.8) den (d(x()))’[x,uod(c(u))=
(d(r(v)))z[X,W]Md(c(w))ZO oldugundan,

(d(’C(V)))2[X,W]G’Td(G(u))‘f‘(d(T(V)))z[X,u]c’rd(G(W)):O,Vu,V,WEU,VXER (4.9)
elde edilir. (4.9) u sagdan d(c(u)) ile garparsak, (d(t(v)))’[x,W]s-(d(c(u)))*+
(d(t(v)))[x,u]s.-d(c(W))d(c(u))=0 bulunur. Yine, d*(c(U))=(0) oldugundan, Lemma
4.12 den d(c(U))cZ bulunur. Her weU icin d(c(w))eZ oldugundan, (4.8) den,
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d(t(v))[x,u]s.-d(c(W))d(c(u)=(d(t(V)))[x,u]s..d(c(u))d(c(W))=0 olur. Yani u,veU,
her xeR igin (d(’C(V))2[X,W]G,T(d(G(u)))ZZO elde edilir. aeU, yeR i¢in x yerine
d([x.also)y yazarsak, 0=(d(t(v)))’[d([X.a]o.0)y:W]o.(d(c(w)))’=(d(1(v))*(d([x.als.)y
o(w)-1(W)d([x,a]0.)y)(d( (W) =(d(x(v)d([x,a]o)yo(W)(d(o(u)) -(d(x(v)) (W)
d([x,a]s.-)y(d(c(u)))* bulunur. (4.7) de (d(t(v))*d([x,a]s<)=0 oldugundan, (d(t(v)))’
t(w)d([x,a]s2)y(d(c(u)))*=0 ve bdylece (d(t(v)))*t(w)d([x,a]s-)R(d(c(u)))*=(0) olur.
R asal oldugundan (d(r(v)))zr(w)d([x,a]m)ZO veya (d(c(u)))’=0 elde edilir. Her
u,veU icin (d(t(v)))*t(U)d([x,a].)=(0) veya (d(c(u)))’=0 olur. (d(c(u)))’#0 dur.
Cinkii  (d(o(u)))’=0 olsaydi, 0=d(c(u))d(c(u))=o(d(u))o(d(u))=c(d(u)d(u))=
o((d(w))?) olurdu. o, 1-1 oldugundan her ueU i¢in (d(u))*=0 olur. Yani her ueU i¢in
d(u)d(U)=(0) bulunur. Lemma 4.11 den her ueU i¢in d(u)=0 veya UcZ olur. UzZ
oldugundan her ueU i¢in d(u)=0 olur. Yani d(U)=(0) bulunur. Her iki tarafi reR i¢in
d(r) ile carparsak, d(r)d(U)=(0) olur. Lemma 4.11 den her reR i¢in d(r)=0 veya UcZ
olur. Buradan d=0 veya UcZ bulunur. Bu ise d#0 ve UzZ olmasiyla ¢elisir. O halde
her ueU i¢in (d(c(u)))’#20 olur. O halde her xeR, veU icin, (d(t1(v)))’
©(U)d([x,a]5)=(0) olur. td=dt oldugundan (d(t(v)))*=d(t(v))d(t(v))=t(d(v))t(d(v))=
©((d(v))?) olur. Yani her xeR, aveU i¢in t((d(v))*)t(U)d([x,a]s-)=(0) bulunur.
Buradan t(d(v)*’Ut ™ (d([x,a].:))=(0) ve 1, 1-1 oldugundan (d(v))*Ut ™ (d([x,a]s.:))=(0)
olur. Sonug 3.41 den her veU igin (d(v))*=0 veya her acU ve xR i¢in

v (d([x,a]6.0))=0 olur. ', 1-1 oldugundan, (d(U))*=(0) veya d([x,a]s<)=0 bulunur.
Yani (d(U))*=(0) veya d([R,U]s:)=(0) olur. (d(U))>=(0) ise her uyveU igin
0=(d(u+v))*<(d(wr+d(W)(d(urHd(v)=(d(w)+dWdV)+dV)dyHd(v))*  bulunur.
(d(U))*=(0) oldugundan, her u,veU i¢in (d(u))’=(d(v))*=0 olur. Yine d*(U)=(0)
oldugundan Lemma 4.12 den d(U)cZ olur. Yani 2d(u)d(v)=0 bulunur. charR#2
oldugundan her u,veU i¢in d(u)d(v)=0 olur. Buradan her ueU ig¢in d(u)d(U)=(0)
oldugundan Lemma 4.11 den her ueU i¢in d(u)=0 veya UcZ ve boylece d(U)=(0)
veya UcZ bulunur. UzZ oldugundan d(U)=(0) elde edilir. Her xeR i¢in soldan d(x)
ile carparsak, d(x)d(U)=(0) olur. Lemma 4.11 den, her xeR i¢in d(x)=0 veya UcZ
bulunur. Yani, d(R)=(0) veya UcZ oldugundan, d=0 veya UcZ elde edilir. Bu ise
d+#0 veya UzZ olmastyla celisir. O halde (d(U))z;t(O) dir. Dolayisiyla d([R,U]s.:)=(0)

53



olur. Daha 6nce her xeR, ueU igin, [x,u]s.6(u)€[R,U]s. oldugunu bulmustuk.
d([R,U]6+)=(0) oldugundan, her xeR, her ueU i¢in d([x,u]s.c(u))=0 olur. Buradan
0=d([x,u]s-)o(W)*[X,u]sd(c(u))=[x,u]s.d(c(u)) bulunur. yeR ic¢in x yerine Xy
yazarsak, 0=[xy,u]s.d(c(u))=x[y,u]s.d(c(u))+[x,7(0)]yd(c(u)) bulunur. [y,u]s-
d(c(u))=0 oldugundan, her x,yeR, ueU ig¢in [x,1(u)]yd(c(u))=0 bulunur.
[x,7(u)]Rd(c(u))=(0) ve R asal oldugundan, [x,t(u)]=0 veya d(c(u))=0 elde edilir.
Her ueU i¢in d(c(u))=0 ise, 0=d(c(u))=c(d(u)) ve o, 1-1 oldugundan d(u)=0 olur.
Yani, her ueU i¢in ueZ veya d(u)=0 olur. K={ueUlueZ} ve L={ueUl d(u)=0}
kiimelerini tanimlayalim. Brauer Trick’ten K=U veya L=U bulunur. UgZ
oldugundan U#K olur. Yani U=L dir. Her ueU i¢in d(u)=0 olur. O halde d(U)=(0)
dir. Her xeR i¢in soldan d(x) ile ¢arparsak, d(x)d(U)=(0) olur. Lemma 4.11 den, her
xeR i¢in d(x)=0 veya UcZ olur. Yani d=0 veya UcZ bulunur. Bu ise d#0 ve UzZ
olmasiyla gelisir. O halde UcZ olmalidir.

Soytiirk, M., 1996

Bu makalede aksi belirtilmedik¢e, R asal halka, 0+U, (o,t)-Lie ideal,
charR#2,3, 0-#d:R—R tirev, o,1:R—R iki otomorfizm, cd=doc ve td=dt olarak
alimmustir.

Lemma 4.14: R asal halka ve (0)#U, (o,t)-sol Lie ideal olmak {izere,
[R,U]s.cZ ise UcCZ olur.

Ispat: U, (o,1)-sol Lie ideal olmak iizere, her xeR ve ueU igin [x,u]s.€Z
olur. x yerine xo(u) yazarsak, [xc(u),u]s~x[c(u),c(u)]+[x,u]sc(0)=[X,u]s0(u)eZ
olur. [x,u]s.€Z oldugundan her xeR ve ueU igin [X,u]s~0 veya o(u)eZ bulunur.
Yani her ueU ve xeR i¢in, [X,u]s=0 veya ueZ olur. Her xeR ve ueU igin
[x,u]s-=0 ise x yerine yeR icin, Xy yazarsak, 0=[xy,u]s=X[y,o(u)]+[X,u]sy=
x[y,o(u)] bulunur. R[y,c(u)]=(0) ve R asal oldugundan her yeR ve her ueU igin
[y,0(u)]=0 olur. Yani UcZ bulunur.

Lemma 4.15: R asal halka, (0)2U, (o,t)-Lie ideal, 0=d tirev ve charR#2
olmak iizere, d(U)cZ ise UcZ olur.

Ispat: d(U)cZ oldugundan, her xeR ve ueU icin, d([x,uls<)eZ olur.

Buradan,
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d([x,u].)=[d(X),u]6 H[x,d(u)]sc€Z, VxR, YVueU (5.1)
bulunur. (5.1) de veU i¢in x yerine xd(v) yazarsak, [d(xd(v)),u]s+[xd(Vv),d(u)]s-€Z
oldugundan [dx)d(vV)+xd*(V),uls+H[xd(V),d(1)]6=[d(x)d(V),u]sH[xd*(V),u]s+
[xd(v),d()]o, =d[A(V), () AR, o (V) +X[d(V), 0 () [+ [%,u]o (V) HX[A(V),
o(d(u))]+[x,d(u)]sd(v)eZ bulunur. d(U)cZ oldugundan, her veU igin d(v)eZ dir.
Her reR i¢in [d(v).r]=0 ise d([d(v).r])=d(0)=0 oldugundan [d*(v).r]+[d(v),d(r)]=
[d*(v),r] bulunur. Yani, her veU i¢in d*(v)eZ dir. Her veU i¢in d(v),d*(v)eZ
oldugundan [d(v),o(u)]=[d*(v),0(u)]=[d(v),0(d(u))]=0 olur. Yani, her u,veU ve xeR
icin [d(x),u]s-d(V)H[X,u]s d*(V)+[x,d(1)]s-d(v)€Z elde edilir. Burada her xeR ve
uvel icin, ([d(x),ulo.HX,d(W)]e)d(V)Hx,u]od*(V)=d([x,u]0)d(V)+[X,u]ed* (V) €Z
dir. d([x,u]s:)d(v)€eZ oldugundan, her xeR, u,veU ig¢in [x,u]c,,sz(V)eZ elde edilir.
Her veU igin d*(v)eZ oldugundan, d*(v)=0 veya [X,u]s-€Z olur. Yani d*(U)=(0)
veya [R,U];.cZ bulunur. d*(U)=(0) ise Teorem 4.13 den UcZ bulunur. [R,U]s.cZ
ise Lemma 4.14 den UcZ bulunur.

Lemma 4.16: R asal halka, (0)#U, (o,7)-Lie ideal, charR#2,3, 0=d tiirev
d(U)cU ve d*(U)cZ olmak iizere, d*(U)=(0) ise UZ dir.

Ispat: UzZ olsun. U, (o,7)-Lie ideal oldugundan, her ueU ve xeR igin
[X,u]s:€U olur. x yerine t(u)x yazarsak, [t(u)x,u]s.=t(u)[x,u]s H[t(u),t(u)]x=
©(u)[x,u]s:€U olur. d*(U)=(0) oldugundan d*(t(u)[x,u]s+)=0 bulunur. Her xeR, ueU
igin, 0=d*(d((w)[x,uls+e(Wd([X,ulo)=d(d*(t(w)[x,uloH+d(T()d([X,u]o)+d(T(w))
d([xulo. (W ([x,0]0.0)=d(d* (W) [x,ulo.H2d(TW)A([x, 00T (X, 0]00))=
0 (v(W) Xl (1)) ([, 0], +2d*(2(w)) ([, o)+ 2 (2(w) d*([x, ] (2 (w)
d*([x,u]s)Ft(u)d*([x,u]sc) bulunur. Béylece her xeR, ueU igin d*(t(w))=t(d*(u))=
©1(0)=0 ve buradan d&’([x,u]s-)=0 olur. O halde 3d*(t(w))d([x,u]s.)*+3d(T(u))
d*([x,u]s-)=0 bulunur. Yani 3(d*(t(u))d([x,u]s.<)+d(t(u))d*([x,u]s..))=0 ve charR#3
oldugundan d*(t(u))d([x,u]s.-)+d(t(u))d*([x,uls..)=0 elde edilir. td=dt oldugundan,

t(d*())d([x,u]s.)Ht(d(w)d*([x,u]s2)=0, VxeR, YueU (5.2)
bulunur. (5.2) de u yerine d(u) yazarsak, r(d3(u))d([x,d(u)]G,T)Jrr(dz(u))dz([x,
d(u)]6.)=0 olur. d*(U)=(0) oldugundan ©(d*(u))=1(0)=0 olur. Yani her ueU, xeR
icin t(d*(w))d*([x,d(1)]s+)=0 bulunur. d*(U)cZ oldugundan, her ueU i¢in d*(u)eZ
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olur. Burada t(d*(u))eZ oldugundan, t(d*(u))Rd*([x,d(u)]s+)=(0) yazilabilir. R asal
oldugundan, her xeR ve her ueU igin t(d*(u))=0 veya dz([x,d(u)]cm)=0 bulunur. T,
1-1 oldugundan,

d*(u)=0 veya d*([x,d(u)]s+)=0, VxeR, YueU (5.3)
elde edilir. Her xeR, ueU igin d*([x,d(u)]s<)=0 ise x yerine xo(d(u)) yazarsak,
0=d*([xo(d(w)),d(w)]o.0)=d*(x[o(d(w)).o(d(W)Hx,d(W)]o(d(W)=d"([x,dW]o
o(d(w))=d*([x,d(w)]o, o (d(w))+2d([x,d(w)]o.)d((d(w)+Hx,d(w)]o,d*(5(d(w)))  bulu-
nur. Her xeR, uelU ig¢in dz([x,d(u)]cm)ZO oldugundan, 2d([x,d(u)]s:)d(c(d(u)))+
[x,d(u)]o.:d*(5(d(w)))=2d([x,d(1)]o.)5(d*(w))+x,d(W)]o-0(d’(u))=0 bulunur. d*(U)=
(0) oldugundan, her ueU icin d*(u)=0 olur. Yani o(d’(u))=c(0)=0 elde edilir. O
halde her xeR, her ueU igin 2d([x,d(u)]s-)o(d*(u))=0 olur. charR#2 oldugundan
d([x,d(1)]s.c)o(d*(u))=0 olur. d*(U)cZ oldugundan, her ueU i¢cin o(d*(u))eZ olur.
Yani d([x,d(u)]G,t)RG(dz(u))Z(O) yazilabilir. R asal oldugundan, her xeR, ueU igin
d([x,d(u)]s)=0 veya o(d*(u))=0 bulunur. o, 1-1 oldugundan d([x,d(u)]s.)=0 veya
d*(u)=0 bulunur. Her xeR, ueU i¢in d([x,d(u)]s)=0 ise, x yerine xo(d(u)) yazarsak,
0=d([xa(d(w)),d(u)]o)=d(x[o(d(u)),c(d(u)]+x,d(W)]sc(d(w))=d([x,d(w)]5..c(d(w)))
=d([x,d(u)]s:)o(d(u))+[x,d(u)]s-d(c(d(u))) elde edilir. d([x,d(u)]s,:)=0 oldugundan,
her xeR, ueU i¢cin [x,d(u)]s.d(c(d(u)))=0 bulunur. od=doc oldugundan,
0=[x,d(u)]s..d(c(d()))=[x,d(u)]s-0(d*(u)) olur ve burada o(d*(u))eZ oldugundan,
[x,d(u)]s.:Ro(d*(u))=0 yazilabilir. R asal oldugundan, her xeR ve ueU igin
[x,d(u)]s.-=0 veya o(d*(u))=0 bulunur. o, 1-1 oldugundan [x,d(u)]s=0 veya d*(u)=0
olur. Her xeR ve ueU igin [x,d(u)]s.=0 ise yeR i¢in x yerine Xy yazarsak,
0=[xy,d(w)]o=x[y,o(d(u))[*[x,d(w)]sy=x[y,o(d(u))] bulunur. R[y,c(d(u))]=(0) ve R
asal oldugundan her yeR ve ueU i¢in [y,o(d(u))]=0 olur. Yani o(d(u))eZ olur.
Buradan her ueU i¢in d(u)eZ elde edilir. (5.3) denklemini, d*(u)=0 veya
dz([x,d(u)]c,r)zo, VxeR, YueU seklinde bulmustuk. Buradan sonug olarak her ueU
icin d*(u)=0 veya d(u)eZ elde edilir. K={ueU|d*(u)=0} ve L={ueUld(u)eZ}
kiimelerini tanimlayalim. K ve L, U nun toplamsal alt grubudur. U=KUL dir. Brauer
Trick’ten U=K veya U=L olur. U=K olsun. Her ueU i¢in d*(u)=0 olur. Yani
d*(U)=(0)’dir. Teorem 4.13 den UcZ bulunur. Bu ise UzZ olmasiyla gelisir. O halde
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U=K dir. Dolayistyla U=L olur. Her ueU i¢in d(u)eZ olur. Yani d(U)cZ dir.
Lemma 4.15 den UcZ olur. Bu ise UzZ olmasiyla ¢eligir. O halde UcZ bulunur.

Teorem 4.17: R asal halka, (0)#U, (o,t)-Lie ideal, charR#2,3 ve 0=d tlirev
olmak iizere, d(U)cU ve d(U)cZ ise UcZ dir.

ispat: d(U)cU ise d* (U)cd’(U)cd*(U) olur. d*(U)cZ oldugundan d*(U)c
d*(U)cd*(U)Z bulunur. dX(U)cZ oldugundan, her xeR, ueU igin d*([x,u]s.)eZ
olur. Buradan d([d(x),u]G,T+[X,d(u)]G’T)Z[dz(x),u]G,T+[d(x),d(u)]cfr[d(x),d(u)]c’ﬁr
[x,d%(0)]6.=[d*(X),u]6+2[d(x),d(u)]s<+[x,d*(1)]sc-€Z elde edilir. Yani,

d*([x,u]6.0)=[d*(X),u]6.+2[d(x),d(W)]6.H[X,d*(W)]s € Z, VxR, VueU  (5.4)
bulunur. Her veU igin x yerine xd*(v) yazarsak, [d*(xd*(V)),ulo~t2[d(xd*(V)),
d(W) o Hxd* (V). (W) o ~[d( A (V) +xd* (), ulo +2[dx) (V) +xd(v),d(w) ]+
[xd*(V),d*()]o, ~[d* () (V) (V) +E)E W) +xd* (V). u]e F2[dX)E (V)X (v),
d(W) o xd*(v),d* (W) o, =[d* () d* (V) ulo+2[d () (V) u]o o+ [xd (V) u]6 A+2[d(x)d(V),
d(W)]o2[xd*(vV),d(W)]s.+x[dX(V),0(d* (W) H[x,d* (1) ]s-d*(V)eZ esitligi elde edilir.
veU i¢in d*(v)eZ oldugundan [d*(v),o(d*(u))]=0 olmas: kullanilarak d*(x)[d*(v),
o (W) [H{d*(x),ulo«d*(V)+2d()[d*(v),6(w) [+2[d(x),u]6.d* (V) +x[d*(V).0(w) [+ [x,u]o 2
d*(v)+2d(x)[d*(v).o(d(w)][+2[d(x),d(w)]o «d*(V)+2x[d*(v),5(d (W) ]+2[x,d(u)]od (V) +
[x,d*(W)]s-d*(v)€Z bulunur. Her veU igin d*(v),d’(v),d*(v)eZ oldugundan,
[*(v).0()]=[d’(v).ow)]=[d*(v),0(w)]=[d*(v),o(d(W)]=[d*(v).5(d(u))]=0 olur. Byle-
ce [d*(),u]o,d*(v)+2[d(x),d(w)]oed*(V)H[x,d*(W) o «d*(V)+2[d(x),u]o «d* (V) +2[x,
(W] (V)H[X, U] d (V)= ([, u]o, ) d*(V)F2d([x,0]6,)d (V) H{X,u]od (V) €Z  bulu-
nur. dz([x,u]g,r)dz(v)eZ oldugundan 2d([x,u]G,T)d3(v)+[x,u]c,,rd4(v)eZ olur. d* (v)ezZ
oldugundan,

2d° (V)d([X,u]G,T)Jr[x,u]Md“(V)eZ, VxeR, Yu,veU (5.5)
elde edilir. Her weU icin x yerine Xdz(W) yazarsak, 2d3(v)d([xd2(w),u]c,t)+
[xd*(W),uls-d*(v)eZ olur. Her xeR, uv,weU icin, 2d°(V)([dxd*(W)),ule-+
[xd* (W), d(u)]e ) H{xd*(W),u]o.d (V) =2d* (V)([d(x)d* (W) +xd* (W), u]o Hxd*(W),d(w)]o.2)
Hxd*(W),u]od*(V)=2d* (V)([d(x)d*(W),u]s Hxd* (W), 0] Hxd (W), d(w) o) Hxd (W),
ulo<d*(v)=2d° (V)[(x)d*(W),u]o,:+2d° (V)[xd (W), 0o, +2d° (V) [xd (W), d(w) o+ [xd*(W),
ulod*(V)=2d°(V)d(x)[d*(W),05(u)]+2d*(V)[d(x),u]s.d*(W)+2d* (V)x[d* (W), o(w) [+2d°(v)
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[x,u]6..d’ (W) +2d> (V)X [d*(W),o(d(u) [+2d> (V) [x,d (1) |o..d*(W)+x[d*(W),o(u)]|d* (V) +][x,

u]c,rdz(w)d“(v)eZ bulunur. Her weU i¢in d*(w),d*(w)eZ oldugundan, [d*(w),o(u)]=
[d*(W),0(u)]=[d*(W),0(d(u))]=0 olur. Yani, her xeR, uwv,weU icin 2d*(v)
[d(x), 0]« d*(W)+2d> (V) [x,d(W) 6.« d* (W) +2d° (V) [x,u] 620> (W) [x,u] 6 d*(W)d (V) €Z

olur. Her xeR, her u,v,weU i¢in d*(w),d*(v)eZ oldugundan, 2d3(v)d([x,u]c,1)d2(w)+
[x,u]6.-d* (V) (W)H2d*(V)d*(W)[x,u]s-€Z bulunur. Béylece (2d*(v)d([X,u]s.c)HX,u]o
d*V)EwWR2dEWEW)[x,ulsz€Z bulunur. (5.5) den 2d’(V)d([x,u]s.)+H[X,U]ox
d*(v)eZ ve d*(w)eZ oldugundan, 2d*(v)d([x,u]s.)*H[X,u]s-d*(v))d*(W)€Z olur. Yani
her u,v,weU ve xeR i¢in 2d’(v)d*(w)[x,uls-€Z elde edilir. charR#2 oldugundan,
her u,v,weU i¢in d3(V)d3(W)[X,u]G,TEZ bulunur. Her v,weU i¢in d3(v)d3(w)eZ
oldugundan d*(v)d*(w)=0 veya [X,u]s:€Z bulunur. Her v,weU igin ()& (w)=0 ise
dEV)REW)=(0) oldugundan d*(v)=0 veya d*(w)=0 olur. Yani d*(U)=(0) olur.
Lemma 4.16 dan UcZ olur. Her xeR, ueU icin [xu]s.€Z ise [R,U]s.CZ

oldugundan Lemma 4.14 den UcZ olur. Sonug olarak UcZ elde edilir.

Aydin, N., Kaya, K., Gélbagi, O., 2001

Bu makalede aksi belirtilmedik¢e, R asal halka, U, (o,t)-sol Lie ideal,
0+d:R—R tiirev ve charR#2 olarak alinmistir.

Lemma 4.18: R asal halka, d:R—R tiirev olmak iizere, aeR icin d([R,a])=(0)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul [d(R),a]=(0) olmasidir.

Ispat: [d(R),a]=(0) ise Teorem 2.9 dan acZ olur. Yani [R,a]=(0) yazilabilir.
Her reR igin [r,a]=0 oldugundan d([r,a])=d(0)=0 bulunur. Yani, d([R,a])=(0) elde
edilir. d([R,a])=(0) ise her reR i¢in d([r,a])=0 ifadesinde, r yerine ar yazarsak,
0=d([ar,a])=d(a[r,a]+[a,a]r)=d(a[r,a])=d(a)[r,a]+ad([r,a])=d(a)[r,a] bulunur. Yani,

d(a)[r,a]=0, VreR 2.1
bulunur. (2.1) de her seR i¢in r yerine rs yazarsak, 0=d(a)[rs,a]=d(a)r[s,a]+d(a)[r,a]s
bulunur. (2.1) den d(a)[r,a]=0 oldugundan, her s,reR i¢in d(a)r[s,a]=0 bulunur. Her
seR icin d(a)R[s,a]=(0) ve R asal oldugundan d(a)=0 veya [s,a]=0 olur. Yani d(a)=0
veya aeZ bulunur. d(a)=0 ise her reR i¢in, 0=d([r,a])=[d(r),a]+[r,d(a)]=[d(r),a]
bulunur. Yani [d(R),a]=(0) elde edilir. acZ ise her reR i¢in [d(r),a]=0 oldugundan
[d(R),a]=(0)dr.
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Sonuc 4.19: d([R,a])=(0) ise acZ dir.

Ispat: d([R,a])=(0) ise Lemma 4.18 den [d(R),a]=(0) olur. Teorem 2.9 dan
aeZ olur.

Sonug 4.20: d([R,R])=(0) ise R degismelidir.

Ispat: Her reR igin d([R,r])=(0) oldugundan, Sonug 4.19 dan, her reR igin
reZ olur. Yani, RcZ oldugundan, R degismelidir.

Lemma 4.21: (R,a)s.=(0) ise aeZ olur.

Ispat: Her x,y<R i¢in 0=(xy,a)s.=x[y,5(a)]+(x,a)sy=X[y,o(a)] bulunur. Her
yeR i¢in R[y,o(a)]=(0) ve R asal oldugundan [y,c(a)]=0 bulunur. Yani aeZ dir.

Sonuc 4.22: R asal halka olmak tizere (R,R)s.=(0) ise R degismelidir.

Ispat: Her reR igin (R,r)s.=(0) ise Lemma 4.21 den her reR igin reZ olur.
Yani RcZ oldugundan R degismelidir.

Teorem 4.23: (R,a)5.cC;; ise acZ dir.

Ispat: Her xeR icin (x,a)s.€Co. ise X yerine xo(a) yazarsak,
(xo(a),a)s:€Cs. olur. Her xeR i¢in x[o(a),c(a)]+(x,a)s.0(a)eCs: oldugundan,
(X,2)5,:6(a)€C, . bulunur. Her xR i¢in (X,a)s:€Co oldugundan, Onerme 1.26 dan
(x,2)6=0 veya o(a)eZ bulunur. Yani (R,a)s.=(0) veya aeZ olur. (R,a)s:=(0) ise
Lemma 4.21 den aeZ bulunur. Sonug olarak aeZ elde edilir.

Sonuc 4.24: (R,a)cZ ise aeZ olur.

Ispat: (R,a)cZ ise Teorem 4.23 den acZ dir.

Sonug 4.25: (R,R)cZ ise R degismelidir.

Ispat: Her reR igin (R,r)cZ ise Sonug 4.24 den her reR igin reZ olur. Yani,
RcZ oldugundan, R degismelidir.

Sonug 4.26: U,(c,1)-so0l Lie ideal olmak iizere, (R,U)s.cCs: ise UcCZ dir.

ispat: Her aeU i¢in (R,a)5.:cCs; ise Teorem 4.23 den, her acU i¢in aeZ dir.
Yani UcZ bulunur.

Teorem 4.27: U, (o,7)-sol Lie ideal olmak iizere, acR i¢in (U,a)cZ ise a’eZ
veya her ueU i¢in c(u)+t(u)eZ olur.

Ispat: U, (c,1)-sol Lie ideal oldugundan, her xeR ve her ueU igin [x,u]s.€U

olur. (U,a)cZ oldugundan, her xeR ve her ueU ig¢in ([x,u]s,a)€Z olur. Her xeR ve
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her ueU icin a[x,u]sH[X,uls:a€Z olur. O halde, O=[a[x,u]s.t[X,u]sa,
al=[a[x,u]oralH[X,u]sa,a]=a[[X,u]s alHa,a][Xu]e HX,Ulo [a,a]H[X,u]6 na]la=a] [X,
U]s.al [ [x,u]sala=([[X,u]sr,a],a) bulunur. Her xeR ve her ueU igin [[X,u]s1,(a,a)]
-([[x,u]s-a],2)=0 olur. Her xeR ve her ueU i¢in ([[x,u]sr,a],a)=0 oldugundan, her
xeR ve her ueU i¢in [[X,u]s1,(a,2)]=0 olur. Yani, her xeR ve her ueU igin
0=[[x,u]sr,2a*]=2[[X,u]s.r,a” ] bulunur. charR=2 oldugundan,

[[x,u]s.,a’]=0, VxR, VueU (2.2)
bulunur. (2.2) de x yerine xo(u) yazilirsa, 0=[[xc(u),u]sra’]=[x[c(u),c(u)]+
[x,u]s.:0(u),a°]=[[X,u]s.:0(u),a*]=[X,u]s<[c(1),a’]H[[X,u]sra’]o(u) bulunur. (2.2) den
[[x,u]c,,t,az]:O oldugundan,

[x,u]o.<[0(1),a°]=0, VxeR, YueU (2.3)
elde edilir. (2.3) de, her yeR icin x yerine Xy yazarsak, 0=[Xy,u]c,1[c5(u),a2]=
{x[y.ulotx,T(w)]y} [o(w).a’}=x[y,uls[o(w),a’[+[x,7(w)]y[c(u),a’]  bulunur. (2.3)
den, [y,u]c,r[cs(u),az]:O oldugundan, her x,yeR ve her ueU icin [x,t(u)]y[o(u),a’]=0
bulunur. Her xeR ve her ueU i¢in [x,7(u)]R[c(u),a’]=(0) ve R asal oldugundan
[x,7(u)]=0 veya [o(u),a’]=0 olur. Yani, her ueU i¢in ueZ veya [o(u),a’]=0 bulunur.
Her ueU i¢in ueZ veya [u,0"'(a*)]=0 dir. Yani, her ueU i¢in [u,0"'(a*)]=0 bulunur.
O halde [U,c7'(a%)]=(0) elde edilir. Lemma 3.45 den, her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ veya
c”'(a%)eZ bulunur. Yani, her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ veya a’eZ dir.

Teorem 4.28: R asal halka ve U, (o,7t)-sol Lie ideal olmak iizere,
(U,R)6.cCsrise UcZ olur.

ispat: (U,R)6:cCs oldugundan, her ueU ve her reR icin [(u,1)s1,]6~0
olur. Her reR ve her ueU icin O=[uc(r)+t(r)ur]s~[uc(r).r]s H[t(r)u,r]s =
A[o (), U, o0 (0+E o, T, )=, o 0 () [ o[0T o.0r)
bulunur. Yani,

([u,r]s10)s=0, VreR, YueU (2.4)
elde edilir. Her reR ve her ueU i¢in, 0=(uc(r)-t(r)u,r)s ~(uc(r),r)s ~(T(r)0,r)s =
uo(r)o(r)+t(r)uc(r)-t(r)uc(r)-t(r)t(ryu=uc(r)o(r)-t(r)t(r)u=uc(r’)-t(r )u=[u,rJs. bu-
Iunur. Yani,

[u,r]6.=0, VreR, YueU (2.5)
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bulunur. (2.5) de her seR igin r yerine r+s yazarsak, 0=[u,(r+s)*]s.=[u,(1+s)(1+s)]o.=
[u,r2+rs+sr+s2]G,TZ[u,rz]G,t+[u,rs]5ﬁ+[u,sr]w+[u,sz]G,TZ[u,rs]G,T+[u,Sr]c,t:uG(rs)-r(rs)u
+uo(sr)-t(sr)u=uc(r)o(s)-t(r)t(s)utuc(s)o(r)-t(s)t(r)u=u(c(r)o(s)+o(s)o(r))
-(t(r)t(s)y*+r(s)t(r))u=u(o(r),o(s))-(t(r),=(s) ) u=uoc(r,s)-t(r,s )Ju=[u,(r,s)]s bulunur.
Yani,

[u,(1,8)]6:=0, Vr,seR, YueU (2.6)
elde edilir. (2.6) da her seR i¢in r yerine rs yazarsak, 0=[u,(rs,s)]s=[u,1[s,s]+
(1,8)8]6.=[u,(1,8)s]6.=T((1,8))[U,$ 6.+ [U,(1,8)]6:0(s) bulunur. (2.6) dan [u,(r,s)]s.=0
oldugundan,

t((r,8))[u,8]6.=0, Vr,seR, VueU 2.7)
elde edilir. (2.7) de, her teR igin r yerine rt yazarsak, 0=t((rt,s))[u,s]s=1(r(t,s)-
[ESTO[USToe= {1670} W8 Jo =t (L)W, Toa-T([8) TO U] bu-
lunur. (2.7) den 1t((t,s))[u,8]s.=0 oldugundan, her r,s,teR ve her ueU icin
T([1,s])t(t)[u,8]6,=0 olur. Her r,seR i¢in t([r,s])t(R)[u,s]s=7([r,8])R[u,5]6=(0) ve R
asal oldugundan t([r,s])=0 veya [u,s]c=0 olur. Her ueU igin [u,s]s.=0 ise
[U,s]6..=(0) olur. Her r,seR i¢in t([r,s])=0 ise 1, 1-1 oldugundan [r,s]=0 bulunur.
Yani [R,s]=(0) oldugundan seZ dir. O halde, her seR i¢in seZ veya [U,s]s.=(0)
bulunur. K={seR|seZ} ve L={seR|[U,s]s.=(0)} kiimelerini tanimlayalim. K ve L,
R nin alt grubudur. Ayrica R=LUK olur. Brauer Trick’ten R=L veya R=K dir.R=K
ise her reR i¢in reZ oldugundan RcZ olur. Yani UcZ dir. R=L ise,

[U,s]6.:=(0), VseR (2.8)
bulunur. Her ueU i¢in 0=[u,s]s~uc(s)-t(s)u bulunur. Yani her seR ve her ueU i¢in
uc(s)=t(s)u bulunur. Hipotezden, her r,seR ve her ueU igin (u,rs)s.€Cs dir. Her
r,5s€R ve her ueU i¢in uc(rs)+1(rs)u=uc(r)o(s)+t(r)t(s)ueCs . dir. Her ueU ve her
seR i¢in 1(s)u=uc(s) oldugundan, uc(r)c(s)+t(r)uc(s)=(uc(r)+t(r)u)o(s)=(u,r)s 0(s)
€Cs bulunur. Her ueU ve her reR igin (u,r)s.€Cs: oldugundan, Onerme 1.26 dan
(u,1)6.=0 veya o(s)eZ bulunur. Buradan her r,seR i¢in (u,r)s.=(0) veya s€Z olur.
Dolayisiyla (U,R)s=(0) veya RcZ olur. RcZ ise UcZ bulunur. (U,R)s.=(0) ise,

(U,1)5.=(0), VreR (2.9)
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bulunur. (2.8) i, her seR i¢in [U,s]5.=(0) olarak bulmustuk. Buradan her ueU i¢in
0=[u,s]s=uc(s)-t(s)u bulunur. Yani Uc(R)-t(R)u=(0) dir. (2.9) u her reR igin
(U,r)6.=(0) olarak bulmustuk. Her ueU ve her reR i¢in 0=(u,r)s.=uc(r)+t(r)u
bulunur. Yani, her ueU i¢in us(R)+t(R)u=(0) dir. (2.8) ve (2.9) dan buldugumuz
sonuclar1 taraf tarafa toplarsak, ucs(R)-t(R)utuc(R)+t(R)u=2uc(R) bulunur. Her
seR ve her ueU i¢in 2uc(s)=0 ve charR#2 oldugundan, uc(s)=0 olur. Her seR icin
Uo(s)=(0)ve U, (o,t)-sol Lie ideal oldugundan Lemma 3.53 den her seR i¢in o(s)=0
veya UcZ olur. Her seR i¢in o(s)=0 ise o, 1-1 oldugundan, her seR i¢in s=0 olur.
Yani R=(0) olur. Hipotezden R#(0) oldugundan UcZ olur.

Teorem 4.29: R asal halka ve U, (o,1)-sol Lie ideal olmak iizere, acR igin
(U,a)s:=(0) ise her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ veya acZ olur.

Ispat: U, (5,7)-s0l Lie ideal ve (U,a)s.=(0) oldugundan, her reR ve her ueU
icin ([t(wr,u]sr,a)s=0 olur. Her reR ve her ueU icin O=(t(u)[r,u]s.+
[t(w),T(u)]r,a)6~(T(W)[r,u]s.1,2)s~T(W)([1,U]5.1,a)s - [T(1),T(a)][1,U]5: 0ldugundan,

[t(u),t(a)][r,u]s=0, VreR, YueU (2.10)
bulunur. (2.10) da her seR i¢in r yerine rs yazarsak, 0=[t(u),t(a)][rs,u]s~
[t(u),t(a)][r,u]ssH[T(u),t(a)]r[s,u]s. olur. (2.10) dan her reR ve her ueU i¢in
[t(u),t(a)][r,u]s=0 oldugundan, [t(u),t(a)]r[s,u]ls.=0 elde edilir. Her seR ve her
ueU ig¢in [t(u),7(a)]R[s,u]s=(0) ve R asal oldugundan [t(u),t(a)]=0 veya [s,u]s.=0
olur. Her ueU igin [t(u),t(a)]=0 ise t([u,a])=0 ve 1, 1-1 oldugundan [u,a]=0 olur.
Her ueU ve her seR igin [s,u]s =0 ise [R,u]s=(0) oldugundan her ueU i¢in ueCs
olur. Lemma 4.8 den, her ueU icin ueZ olur. O halde her ueU igin [u,a]=0 veya
ueZ elde edilir. Yani her ueU i¢in [u,a]=0 dir. O halde [U,a]=(0) yazilabilir. Lemma
3.45 den aeZ veya her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ olur.

Teorem 4.30: R asal halka ve U, (o,1)-sol Lie ideal olmak tizere, (R,U)s=(0)
ise UcZ dir.

Ispat: Her x,yeR ve her her ueU igin 0=(xy,u)s=x[y,0(1)]+(X,0)sy=
x[y,o(u)] bulunur. Her yeR ve her ueU icin R[y,c(u)]=(0) ve R asal oldugundan

[y,0(u)]=0 olur. Yani, her ueU i¢in ueZ oldugundan UcZ bulunur.
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Bu makalede aksi belirtilmedikge, R asal halka, 0-#d:R—R tiirev ve charR#2
olarak alinmustir.

Lemma 4.31: a€R i¢in [d(R),a]s=(0) ise c(a)+t(a)eZ dir.

Ispat: acZ ise o(a)+t(a)eZ dir. agZ olsun. [d(R),a]s.=(0) oldugundan, her
xeR i¢in [d(xc(a)),a]s=0 olur. Buradan 0=[d(x)c(a)+xd(c(a)),a]s~[d(x)o(a),a]s+
[xd(a(a)).a]e.~d(x)[o(a),0(a)[+[d(x),a]s.0(a)+x[d(c(a)),ale-F[x,T(a)]d(c(a))  bulu-
nur. Hipotezden [d(x),a]s.=[d(c(a)),a]s.=0 dir. Boylece,

[x,7(a)]d(c(a))=0, VxeR (1)
elde edilir. Her yeR i¢in x yerine xy yazarsak, 0=[xy,t(a)]d(c(a))=x[y,t(a)]d(c(a))+
[x,7(a)]yd(c(a)) bulunur. (1) den [y,t(a)]d(c(a))=0 oldugundan, her x,yeR i¢in
[x,7(a)]yd(c(a))=0 olur ve [x,1(a)]Rd(c(a))=0 yazilabilir. R asal oldugundan,
[x,0(a)]=0 veya d(c(a))=0 ve boylece acZ veya d(c(a))=0 bulunur. a¢Z kabul
ettigimizden d(c(a))=0 olur. R iizerinde, her xeR i¢in D(x)=[x,5(a)] tlirevi ve
H(x)=[x,a]s. fonksiyonu tanimlansin. D=0 olsaydi c(a)+t(a)eZ olur ispat biterdi. O
halde D#0 olsun. [d(R),a]s.=(0) oldugundan, her xeR i¢in [d(x),a]s=0 olur.
Boylece her xeR i¢in, H(d(x))=0 elde edilir. Her x,yeR i¢cin H(xy)=[xy,a]s=
x[y,o(a)]+[x,a]sy= xD(y)+H(x)y bulunur. Yani,

H(xy)=H(x)y+xD(y) 2)
elde edilir. Her x,yeR i¢in H(xy)=[xy,als=x[y,a]s H[X,7(a)]y=xH(y)+[x,t(a)]y
oldugundan,

H(xy)=[x,t(a)]y+xH(y) 3)
elde edilir. [d(R),a]s.=(0) oldugundan, her reR i¢in 0=[d(r),a]s.=d(r)c(a)-t(a)d(r)
bulunur. Her reR i¢in d(0)=d(d(r)o(a)-t(a)d(r)) oldugundan, 0=d*(r)o(a)+
d(r)d(o(a))-d(t(a))d(r)-t(a)d*(r) olur. d(c(a))=0 oldugundan [dz(r),a]G,T—d(t(a))d(r)ZO
bulunur. d(r)eR oldugundan [d*(r),a]=0 olur ve her reR icin d(t(a))d(r)=0 elde
edilir. d(t(a))d(R)=(0) oldugundan Lemma 2.2 den d(t(a))=0 veya d=0 ve bdylece,
d(t(a))=0 bulunur. Her xeR icin dH(x)=d([x,a]s.)=d(xc(a)-1(a)x)=d(xc(a))-
d(t(a)x)=d(x)o(a)+xd(c(a))-d(t(a))x-t(a)d(x) olur. d(t(a))=d(c(a))=0 oldugundan,
her xeR i¢in dH(x)=d(x)c(a)-t(a)d(x)=[d(x),a]s;=0 ve buradan, her xeR igin
dH(x)=0 elde edilir. Yani,
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dH(R)=(0) 4
bulunur. Her xeR i¢in Hd(x)=0 oldugundan, x,yeR i¢in Hd(xH(y))=0 dir. Bdylece
her x,yeR i¢in, 0=H(d(x)H(y)+xdH(y)) olur ve (4) den dH(y)=0 oldugundan,
H(d(x)H(y))=0 elde edilir. Burada (2) yi kullanirsak, her x,yeR igin
Hd(x)H(y)+d(x)DH(y)=0 bulunur. Her xeR i¢in Hd(x)=0 oldugundan, d(x)DH(y)=0
olur. Her xeR i¢in d(R)DH(x)=0 oldugundan, Lemma 2.2 den d=0 veya her xeR
icin DH(x)=0 olur. Hipotezden d#0 oldugundan, her xeR i¢in DH(x)=0 elde edilir.
Burada her xeR i¢in, D([x,a]5.:)=0 oldugundan,

[[x,a]61,0(a)]=0, VxeR (5)
elde edilir. x yerine t(a)x yazarsak, her xeR i¢in [[t(a)X,a]s,0(a)]=0 olur. Boylece
0=[t(a)[x,a]o.F[1(a),t(a)]x,0(a)=[1(a)[X,a]6.r0(a) |=T(a)[[X,2]6.1,0(a) [HT(a),0(a) ][X,
a]s,. bulunur. (5) den her xeR i¢in [[x,a]5+,0(a)]=0 oldugundan,

[t(a),0(a)][x,a]s,=0, VxeR (6)
elde edilir. (6) da, yeR i¢in x yerine Xy yazarsak, [1(a),5(a)][Xy,a]s.=0 olur. Yani
her xyeR icin 0=[t(a),o(@)](x[y,o(@)H{x.aloy)=[7(a).0(a)Ixly.0(@)HT(a),0(a)]
[X,a]s:y elde edilir. (6) dan [t(a),c(a)][x,a]s=0 oldugundan, [t(a),c(a)]x[y,o(a)]=0
bulunur. Boylece her yeR i¢in [t(a),c(a)]R[y,o(a)]=(0) ve R asal oldugundan,
[t(a),0(a)]=0 veya [y,5(a)]=0 olur. Yani [t(a),5(a)]=0 veya acZ dir. O halde,

[t(a),5(2)]=0 (7
elde edilir. (5) den her xeR i¢in 0=[[x,a]s,0(a)]=[xc(a)-1(a)x,0(a)]=[xc(a),0(a)]
-[t(a)x,0(a)]=x[o(a),0(a)]+[x,0(a)]o(a)-t(a)[x,0(a)]-[t(a),0(a)]x oldugu goriliir. (7)
den [t(a),0(a)]=0 oldugundan, 0=[x,c(a)]c(a)-t(a)[x,0(a)] =[[x,0(a)],als. bulunur.
Yani, her xeR i¢in [[x,0(a)],a].=0 oldugundan,

HD(x)=0, VxeR (8)
elde edilir. yeR icin x yerine xy yazar ve (2), (3) esitlikleri kullanilarak,
0=HD(xy)=H(D(x)y+xD(y))=H(D(x)y)+H(xD(y))=HD(x)y+D(x)D(y}+xHD(y)+
[x,7(a)]D(y) elde edilir. (8) den HD(x)=HD(y)=0 olur. Yani, her x,yeR i¢in
D(x)D(y)+[x,t(a)]D(y)=0 bulunur. Buradan, her x,yeR i¢in 0=[xc(a)]D(y)+[x,t(a)]
D(y)=([x,0(a)]*+[x,1(a)])D(y)=[x,0(a)*+1(a)]D(y) oldugu goriiliir. Her x,yeR igin
[x,0(a)+1(a)]D(y)=0 oldugundan, Lemma 2.2 den [x,o(a)+t(a)]=0 veya D=0 olur.
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D=0 kabul ettigimizden her xeR i¢in [x,5(a)+t(a)]=0 olur. Yani o(a)+t(a)eZ
bulunur.

Sonuc¢ 4.32: R asal halka, U, (o,7)-sol Lie ideal ve 0=d tiirev olmak iizere,
[d(R),U]s-=(0) ise her ueU i¢in c(u)+t(u)eZ bulunur.

Ispat: Her ueU igin [d(R),uls.=(0) ise Lemma 4.31 den, her ueU igin
o(u)+t(u)eZ bulunur.

Teorem 4.33: R asal halka, charR#2 ve 0=d tiirev olmak iizere, acR i¢in
d([R,a]s.:)=(0) ise o(a)+t(a)eZ olur.

Ispat: d([R,a]o.)=(0) ise, her reR igin d([t(a)r,a]s.)=0 olur. Bdylece 0=
d(z(a)[r,a].H(a),1(a)Ir)=d(t(a)[r,a]e)=d(t(a))[r,a]e TT(a)d([r,a]5.)=d((a))[1.a]0.c
bulunur. Yani,

d(t(a))[r,a]s.=0, VreR 9)
elde edilir. (9) da, seR i¢in r yerine rs yazarsak, 0=d(t(a))[rs,a]s=d(t(a))(r[s,c(a)]+
[1,a]5:8)=d(t(a))r[s,c(a)]+d(t(a))[r,a]l.s bulunur. (9) esitligi kullanilarak, d(t(a))
r[s,c(a)]=0 bulunur. Buradan her seR i¢in d(t(a))R[s,c(a)]=(0) ve R asal
oldugundan, d(t(a))=0 veya [s,c(a)]=0 olur. Yani, d(t(a))=0 veya acZ bulunur. acZ
ise o(a)+t(a)eZ olur. a¢Z ise d(t(a))=0 dir. d([R,a]s:)=(0) oldugundan, her reR i¢in
0=d([ro(a),ale.)=d([r,alo-0(@)+{o(a),0@)])=d([r,ale0(a)=d([r,alo)o (@) rale
d(o(a))=[r,a]s-d(c(a)) bulunur. Yani,

[r,a]s-d(c(a))=0, VreR (10)
elde edilir. seR i¢in r yerine rs yazilirsa, 0=[rs,a]s d(c(a))=(1[s,a]s+[r,T(a)]s)d(c(a))
=t[s,a]s.d(c(a))+[r,t(a)]sd(c(a)) bulunur. Burada (10) dan [s,a]s.d(c(a))=0 oldugun-
dan, her seR i¢in [r,t(a)]sd(c(a))=0 elde edilir. Her reR i¢in [r,7(a)]Rd(c(a))=(0) ve
R asal oldugundan [r,7(a)]=0 veya d(c(a))=0 ve boylece acZ veya d(c(a))=0 elde
edilir. aeZ ise o(a)t+t(a)eZ olur. agZ ise d(c(a))=0 olur. Hipotezden her reR igin
0=d([r,a]s.)=d(ro(a)-t(a)r)=d(ro(a))-d(t(a)r)=d(r)c(a)*rd(c(a))-d(t(a))r-t(a)d(r)
olur. d(c(a))=d(t(a))=0 oldugundan, her reR i¢in 0=d(r)o(a)-t(a)d(r)=[d(r),a]sr
bulunur. Yani [d(R),a]s-.=(0) olur. Lemma 4.31 den c(a)+t(a)eZ oldugu goriiliir.

Sonug 4.34: R asal halka, U, (o,7)-sol Lie ideal, charR#2 ve 0=d tiirev olmak
tizere d([R,U]s)=(0) ise her ueU i¢in o(u)+t(u)eZ olur.
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Ispat: Her ueU igin d([R,u]s:)=0 ise Teorem 4.33 den, her ueU igin

o(u)t+t(u)eZ olur.

Ornek 4.35: Rz{[a
C

ab d-c ab a-b ] ab 0-b )
c = , T = seklinde tanimlansin. d = seklinde
cd -b a cd -cd cd c 0

0
0 2] ¢Z icin d([R,a]s.)=(0) fakat

b
dj :a,b,c,del} asal halkasi verilsin. o,t otomorfizmleri,

tanimli, d:R—R tiirev olmak iizere, a= [

c(a)ytt(a)eZ dir.

Teorem 4.36: R asal halka, (0)=M ideal ve charR#2 olmak iizere, acR icin
([R,M]s.1,2)s5:=(0) ise aeZ olur.

Ispat: meZ olacak sekildle meM var olsun. R iizerinde, her reR igin
di(r)=[r,m]s. ve da(r)=(r,a)s. seklinde d; ve d, fonksiyonlar1 tanimlansin. Her reR
icin dad;(r)=da2([r,m]s -)=([r,m]5 1,a)5.=0 olur. Yani,

dod;(r)=0, VreR (11)
elde edilir. Her reR i¢in d;(ro(m))=[ro(m),m]s.=r[c(m),c(m)]+[r,m]s.c(m)=
di(r)o(m) bulunur. Yani,

di(ro(m))=d;(r)c(m) (12)
oldugu goriiliir. Her reR ve meM i¢in (11) den, 0=d,d;(ro(m))=d,(d;(r)c(m))=
(di()o(m),a)s =di(r)[c(m),5(a)]+(di(r),2)e..0(m)=di(r)[o(m),c(a) [+([r,m]o,5,2)o.c
o(m) bulunur. Hipotezden ([r,m]s:,a)s-.=0 oldugundan, her reR i¢gin di(r)[c(m),
c(a)]=0 olur. O halde,

di(R)[o(m),a(a)]=(0) (13)
bulunur. (13) den, r,seR i¢in, 0=d(rs)[c(m),c(a)]=[rs,m]s[c(m),c(a)]=(r[s,m]s .+
[r,1(m)]s)[c(m),c(a)]=rd;(s)[c(m),c(a)]+[r,t(m)]s[c(m),c(a)] olur. (13) kullanilarak
[r,7(m)]s[c(m),c(a)]=0 elde edilir. [r,7(m)]R[c(m),5(a)]=(0) ve R asal oldugundan,
[r,7(m)]=0 veya [c(m),c(a)]=0 bulunur. Yani, her meM i¢in meZ veya [m,a]=0
olur. Dolayisiyla her meM i¢in [m,a]=0 elde edilir. Sonug¢ olarak [M,a]=(0) dir. Her

xeR, meM icin 0=[xm,a]=x[m,a]+[x,a]m=[x,a]Jm olur. Yani, her xeR i¢in [x,a]M=
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(0) dir. M ideal ve R asal oldugundan, her xeR igin [x,a]=0 veya M=(0) olur. M#(0)
oldugundan, her xeR i¢in [x,a]=0 olur. Yani aeZ dir.

Teorem 4.37: R asal halka, charR#2 ve 0=d tiirev olmak lizere, acR i¢in
(d(R),a)=(0) olmasi i¢in gerek ve yetersart d((R,a))=(0) olmasidir.

Ispat: (d(R),a)=(0) olsun. d(a)=0 oldugunu gosterelim. a=0 ise d(a)=0 olur.
a#0 ise, her xeR i¢in (d(x),a)=0 oldugundan, x yerine xa yazarsak, 0=(d(xa),a)=
(d(x)atxd(a),a)=(d(x)a,a)+(xd(a),a)=d(x)[a,a]+(d(x),a)a+x(d(a),a)-[x,a]d(a)=-[x,a]
d(a) bulunur. Yani,

[x,a]d(a)=0, VxeR (14)
elde edilir. (14) de x yerine, yeR icin xy yazarsak, 0=[xy,a]d(a)=x[y,a]d(a)+
[x,a]lyd(a) bulunur. (14) den, [y,a]d(a)=0 oldugundan, her x,yeR i¢in [x,a]yd(a)=0
bulunur. Buradan her xeR i¢in [x,a]Rd(a)=(0) ve R asal oldugundan [x,a]=0 veya
d(a)=0 ve boylece, acZ veya d(a)=0 elde edilir. aeZ ise, hipotezden (d(R),a)=(0)
oldugundan, 0=(d(a),a)=d(a)atad(a)=2d(a)a olur. charR#2 oldugundan d(a)a=0
bulunur. aeZ oldugundan d(a)Ra=(0) yazilabilir. R asal oldugundan d(a)=0 veya a=0
olur. a#0 kabul ettigimizden d(a)=0 olur. Sonu¢ olarak d(a)=0 dir. Her reR i¢in
d((r,a))=(d(r),a)+(r,d(a))=0 oldugundan d((R,a))=(0) buluruz. d((R,a))=(0) ise, her
xeR i¢in 0=d((ax,a))=d(a(x,a)-[a,a]x)=d(a(x,a))=d(a)(x,a)+ad((x,a))=d(a)(x,a) bulu-
nur. Yani,

d(a)(x,a)=0, VxeR (15)
elde edilir. (15) de, yeR i¢cin x yerine Xy yazarsak, 0=d(a)(xy,a)=
d(a){x[y,a]+(x,a)y}=d(a)x[y,a]+d(a)(x,a)y bulunur. (15) den, d(a)(x,a)=0 oldugun-
dan, her x,yeR i¢in, d(a)x[y,a]=0 bulunur. O halde d(a)R[y,a]=(0) ve R asal
oldugundan, her yeR i¢in d(a)=0 veya [y,a]=0 olur. Yani, d(a)=0 veya aeZ elde
edilir. d(a)=0 ise, hipotezden her reR i¢in, 0=d((r,a))=(d(r),a)+(r,d(a))=(d(r),a)
bulunur. O halde (d(R),a)=(0) dir. aeZ ise, hipotezden 0=d((a,a))=(d(a),a)+(a,d(a))=
ad(a)+d(a)at+ad(a)+d(a)a=4d(a)a bulunur. charR#2 oldugundan, d(a)a=0 olur. acZ
oldugundan, d(a)Ra=(0) yazilabilir. R asal oldugundan, d(a)=0 veya a=0 olur. d(a)=0
ise (d(R),a)=(0) dir. a=0 ise (d(R),a)=(0) olur. Sonug olarak (d(R),a)=(0) bulunur.
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