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Bu calismada, 6nce Friedmann-Robertson-Walker (FRW) uzay-zaman i¢in
daha sonrada Kantowski-Sachs, Bianchi I ve Il uzayzamanlar icin skaler alanl
Lagrange fonksiyoneli elde edilmistir. Bu Lagrange fonksiyoneli i¢in Noether simetri
yaklagimi yardimiyla, verilen skaler alanin ¢iftlenim fonksiyonlari ve dinamiksel
olarak potansiyeller belirlenmistir. Ayrica Noether simetri yaklagimi hareket
sabitlerini belirlemede genel bir kriter oldugundan Kantowski-Sachs, Bianchi I ve III
uzayzamani i¢in hareket sabitleri belirlenmistir. Bu hareket sabitleri kullanilarak

Einstein alan denklemlerine ¢ozlimler arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kantowski-Sachs, Bianchi I ve IIl uzay-zamanlari, Noether

simetri yaklasimi, Einstein alan denklemleri



ABSTRACT

In this study, Lagrange functionally with scalar field has been obtained for
Friedmann-Robertson-Walker and Kantowski-Sachs, Bianchi I and III space-times,
respectively. The coupling functions and dynamical potentials of scalar field have
been determined via Noether symmetry approach for this Lagrange functionally.
Also, since Noether symmetry approach is the general criterion to determine constant
of motion, these constants are obtained for Kantowski-Sachs, Bianchi I and III space-
times. Using these constants of motion, Einstein field equations are investigated

solutions.

Key Words: Kantowski-Sachs, Bianchi I and III space-times, Noether symmetry

approach, Einstein field equation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:
() t degiskenine gore tiirev
" @ ve @ degiskenlerine gore tiirev
G) Kismi tiirev
() Kovaryant tiirev
o Varyasyon
£y X vektor alan1 yoniindeki Lie tiirevi operatorii
0, Cartan-one form (© =a—|._dA+a—|TdB+a—|._dCD)
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M Hareket sabiti (1,0, =a—+f—+y——
x 9L (1,0, dA B 4B Y 4o )
Kisaltmalar:
GRT Genel Relativite Teorisi
EFE Einstein Field (Alan) Equations (Denklemleri)
FRW Friedmann-Robertson-Walker
WDW Wheeler De Witt
Konvensiyvon
& =+1 i¢in signatiir (+, -, -, -)

& =-1 i¢in signatiir (-,+,+,%)

III



1.GIRIS

Uzay-zamanin geometrik yapisi ile gravitasyonel alanlar arasindaki iligkiyi
gosteren matematiksel bagmtinin nasil olmasi gerektigi problemi Einstein tarafindan
1915 yilinda ortaya konulan Genel Relativite Teorisi (GRT) ile incelenmistir. Bu
teorinin temel denklemleri; sol taraf geometriyi, sag taraf madde dagilimi kismmi
gostermek lizere

GMERM—%RgM=KEb
seklinde formiile edilen Einstein alan denklemleri (EFE) dir. Burada x =87G/c*
seklinde verilmektedir. Bu denklemlere kesin ¢oziimlerin bulunmasinda sik
kullanilan 6nemli sadelestirmelerden birisi, dikkate alinan uzay-zaman metrigi
tizerinde belirli simetrileri kabul etmektir. Benzer sekilde; Lagrange fonksiyonelinin
invaryans olma kosulu kullanilarak alan denklemlerine ¢6ziim elde edebilmek i¢in

simetri kabulii yapilmaktadir.

Son yillarda, uzun siiredir var olan birkag kozmoloji bilmecesini ¢6zmek igin
¢cekimli minimal olmayan ¢iftlenmis (coupled) skaler alan kullanilmaya baglamstur.
Mikroskobik Olcekte gravitasyonel alanin davranisini anlamak ic¢in indirgenmis
(induced) ¢ekim teorisi gelistirilmistir. Makroskobik 6l¢ekte ise evrenin en iyi tanimi
standart kozmoloji ile verilir. Evrenin su anki evrimi i¢in Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) uzay-zamani, makroskobik 6lgekte uygun bir evren tasviri veriyor

goriinmektedir (Capozziello ve Lambiase, 2000).

Noether simetri yaklasimi skaler tensor teorilerinde bazi agik c¢oziimler
sunmaktadir. Bu yaklasim uygun bir sekilde keyfiligi kisitlayarak, potansiyelin
dinamik olarak secilmesini ve alan denklemlerine ¢oziimlerin bulunmasini saglar.
Ozellikle Noether simetri yaklasimi, hareket sabitlerini belirlemede genel bir

kriterdir.

Kuantum kozmolojisini tanimlamak i¢in birgok bakis agis1 secilebilir.

Kuantum kozmolojisi, kuantum ¢ekim teorisinin insasina ilk adim olarak



diistiniilebilir. Ayrica, kuantum kozmolojisi klasik evrenin ilk ortaya ¢iktigindaki
baslangi¢ kosullarii bulmakla ilgilenir. Ancak; elektromanyetizma, genel relativite
ya da alisilmig kuantum mekanigi gibi diger fizik teorilerine gére “evren sisteminin”
gelisimi i¢in smir kosullar1 disardan getirilemez. Bu durumda; Maxwell denklemleri,
Einstein alan denklemleri ya da Schrodinger denklemleri gibi temel dinamik
yasalarina ihtiyag duyulur ve baslangic kosullar1 disaridan alinir. Kuantum
kozmolojisi; kuantum gravite yapmak i¢in uygulanabilir bir tasar1 olmasinimn yaninda,
baslangi¢ kosullarini bulmak sorunundan dolay1 otonom (6zerk) bir fizik dali olarak

diisiiniilebilir.

Ancak; sadece kavramsal zorluklar degil, ayni zamanda matematiksel
karmagiklik kuantum kozmoloji ¢alismayr zorlastirmaktadir (Narlikar ve
Padmanabhan, 1986). Ornegin; geometrodinamigin siiper uzayi, sonsuz serbestlik
derecesine sahiptir ve bundan dolayr Wheeler De Witt (WDW) denklemini tam
olarak integre etmek pratik olarak imkansizdir. Ayrica; evreni tasvir eden durumlarin
Hilbert uzay1 mevcut degildir. Sonug olarak; olasilik teorisinde WDW denkleminin

¢Ozlimlerinin nasil yorumlanacagi agik degildir.

Bu tezde, Kantowski-Sachs, Bianchi I ve IIl uzay-zamanlar1 i¢in verilen
Lagrange fonksiyonelinin Lie doniisiimii altindaki davranisi incelenecektir. Buradan
elde edilen dinamik potansiyeller ve hareket sabitleri kullanilarak alan

denklemlerinin ¢oziimii arastirilacaktir.



2. TEMEL TANIMLAR
2.1 Tensorler

Bir tensor, koordinattan bagimsiz bir nicelik olup belirli koordinat doniistimii
kurallarmi saglamak zorundadir. U bir tensdr olsun. Ozel bir koordinat sisteminde
herhangi bir noktada verilen birinci ranktan kontravaryant (iist indisli) U“(x)

tensort,

—b
p  OX

U’ =
ox“

U (2.1.1)

birinci ranktan kovaryant (alt indisli) U (x) tensort,

—  ox“
u, = U (2.1.2)

seklindeki koordinat doniisiimiine uyan fiziksel veya geometrik bir niceliktir. Burada

a —b
doniisiim matrisi, vy ise ters doniisiim matrisidir. Benzer sekilde ikinci
X

—b
3
ranktan kontravaryant ve kovaryant tensorler,

—  Oxf ox?

—a ~A=b
l7ab _ ax aLUCd , Uab — —
ox“ oOx

- ox¢ ox?

seklinde doniisiirler. Genel olarak U tensoriiniin elemanlari, alt ve {ist indis toplulugu

U, (2.1.3)

ile gosterilir. Bu ylizden U““, ,(x) tensort,

— ox' oxFoxd ox’
U™t (x)= U™ (x 2.14
l...n( ) axa axc a)_cl a)_(jn d..f ( ) ( )

seklinde dontisen niceliklerdir. Burada |{zk}| = |{a...c}| =p ve |{ln}| = |{d wof }| =q

olup U niceligi; p tane kontravaryant indisli, g tane kovaryant indisli p+¢ ranktan bir
tensordiir denir (D’Inverno, 1992). Bu yiizden; bir tensér koordinat doniistimii

altinda invaryant kalan bir niceliktir.

Skalerler, sifirinci ranktan tensorler vektorler ise birinci ranktan tensorlerdir.
Swrastyla; kovaryant ve kontravaryant tensorlere 6rnek olarak, bir egriye teget vektor
ve bir yiizeye normal vektor verilebilir. ikinci ranktan bir tensoriin dort boyutta 16

tane bileseni vardir. Ayrica, ikinci ranktan bir A, tensorl, 4. =A . seklinde de



yazilabilir. Burada c indisi iizerinden kontraksiyon islemi yapilmustir. Ikinci ranktan
bir tensoriin kontraksiyonu almarak elde edilen A=4", skalerine, bu ikinci ranktan

tensoriin izi (trace) denir.
2.2 Lie Tiirevi

X, M manifoldu iizerinde bir teget vektor alan ve ¢,, X tarafindan dogurulan
M’ deki 1-parametreli transformasyonlar grubu olsun. M {izerinde her K tensor alani
icin, X vektor alan1 yoniindeki Lie Tiirevi asagidaki sekilde tanimlanir.

(£,K), =lim" [K, - @6, (22.1)

Burada, £x Lie tiirev operatorii asagidaki 6zellikleri saglar.

L £,(/@=E, g+ f(£y2)
2. £,1Y,Z]=[£,Y.Z]+[Y.£, Z] (2.2.2)
Burada f've g, fonksiyonlar; X, ¥ ve Z vektor alanlaridir. Lie tiirev operatOriiniin bir

fonksiyon tizerine etkisi;

£, =X (2.2.3)
seklindedir. Bir Y“ kontravaryant vektor alaninin Lie tiirevi

£, Y =[X,Y]"=X"Yy = XY" (2.2.4a)
dir. Bir Y, kovaryant vektor alanmin Lie tiirevi ise

£.Y=X"Y,, +X"., (2.2.4b)

ile verilir.

Eger uzay-zaman metrigi g , Killing simetrisini sagliyorsa yani

£Xgab = 0 = gab,cgc + gacg,j) + gcbg,z = O = ga;b +§b;a = 0 (225)
Killing denklemlerinin bir ¢éziimii varsa, uzay-zaman bir hareket simetrisine ya da
izometriye sahiptir denir. Izometri, bir vektdriin uzunlugunu korudugu icin kati

(rigid) hareket olarak da adlandirilabilir.



2.3 Varyasyon Hesab1 Ve Euler Denklemleri

Varyasyon hesabmin temel problemi,

J = [ .y (sl (23.1)

integralinin extremum noktalarmi bulmaktir. Burada y(x) ve y’(x):% bagimli
X

degisken, x ise bagimsiz degiskendir. Eger y(x) fonksiyonu J integralinin minimum
yapiyorsa o zaman bir komsu fonksiyon J” yi arttirmak zorundadir. Olast biitiin y(x)

fonksiyonlar1 parametrik olarak y = y(a,x) ile gosterilsin; bu durumda o =0
noktasinda y(0,x) = y(x) esitligi J i¢in bir extremum verir. Dolayisiyla,

y(a,x) = y(0,x)+an(x) (2.3.2)
yazilabilir. Burada 7(x) siirekli ve birinci tlireve sahip bir fonksiyon olup smir
noktalarda sifirdir; yani, 1(x,)=n(x,)=0 dr. Bu durumda (2.3.1) integrali «

parametresine bagl olarak
(@)= [ f(ex).y (@ xdx 23.3)

yazilabilir. Biitlin 7(x) fonksiyonlar1i¢in J(er) integralinin extremum olma kosulu

o

=0 234
oal (2.3.4)

ile verilir. Simdi (2.3.3) ile verilen integralin « ’ ya gore tiirevi alinirsa

5_J:r2 Sy TN, (2.3.5)
a *n{0yoda Oy oo

bulunur. (2.3.2) ifadesinden elde edilen 88 =n(x) v 8y @ ifadeleri (2.3.5)
a X

denkleminde yerine konursa

o _ j afn )+a—f,ﬁ dx (2.3.6)
oa oy oy’ dx
elde edilir. Burada kismi integrasyon uygulanir ve 77(x,) =1(x,) =0 smir kosullar1
kullanilirsa
8_] (P S (x)dx (2.3.7)
o oy dx oy



elde edilir. Geleneksel bir notasyona gecmek i¢in (2.3.7) ifadesi

8_Jda :rz o _dao a—ydadx (2.3.8)
oa w0y dxoy')oa
seklinde yazilabilir. Buradan
sJ=[" @—ii ydx (2.3.9)
w0y dx Oy
yazilir. (2.3.4) extremum kosulundan &/ =0 olmak zorundadir. Dolayisiyla (2.3.9)
ifadesinden
o _dI _, (2.3.10)
oy dx oy

elde edilir ve bu esitlik Euler denklemi olarak bilinir (Marion ve Thornton, 1988).

Eger m tane bagimli degisken varsa o zaman Euler denklemleri

g _d9 _, =12 3 ..m (2.3.11)
oy, dxdy;

seklinde yazilir.



3. CEKIiM TEORILERI
3.1 Einstein Genel Relativite Teorisi

Genel relativite teorisi bir ¢ekim teorisi olup gravitasyonel alanlar ile uzay-
zamanin geometrisi arasmdaki iliskiyi vermektedir. Bu teori,
-1

I =
16nG

J‘LEfHd4x+J‘LMd4x (3.1.1)

ile verilen etki fonksiyonelinin, L, , = RR ve L, = A\/g Lagrange
fonksiyonellerinin (yani dinamik degiskenlerin) varyasyonu altinda degismez
kalmasi kosulu sonucu ortaya ¢ikan bir teoridir. Lz fonksiyoneline Einstein-Hilbert
Lagrange fonksiyoneli, L, fonksiyoneline ise madde alanmin Lagrange fonksiyoneli
ad1 verilir. Einstein alan denklemleri (veya gravitasyonel alanin hareket denklemleri),
(3.1.1) ile verilen [ etkisinin g,;, metrik tensdriine goére varyasyonu alinip minimize

edilmesiyle elde edilmektedir. Bdylece; bu teorinin denklemleri

1
GabERab_ERgab:KTab (312)

seklini alir. Burada; G, Einstein tensorii, R, Ricci tensorii, R Ricci (egrilik) skaleri,
gap metrik tensor ve T,, enerji-momentum tensoriiniin bilesenleridir. Dort-boyutlu
uzay- zamanda

ds’ =g, (x")dx"dx" a b c=0123 (3.1.3)

yay elemam verildiginde; bu uzay-zamana ait Ricci tensorii, Ricci skaleri ve
dolayisiyla FEinstein tensorii bulunabilir. EFE’ nin sol tarafi uzay-zamanin
geometrisini gosterirken sag tarafi madde dagilimmi vermektedir. Einstein alan
denklemleri, ikinci mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklem sistemi
oldugu icin bu denklemleri ¢6zmek olduk¢a zordur. Bu denklemlerin kesin
¢ozlimlerinin bulunmasinda kullanilan yontemlerden birisi, dikkate alinan uzay-
zaman metrigi lizerinde bazi simetri kabulleri yapmaktir. Ayrica; Lagrange
fonksiyonelinin  varyasyonu almarak elde edilen Euler-Lagrange hareket

denklemlerine ¢6ziim bulmak i¢in simetri yaklasimi kullanilmaktadir.



3.2 Brans-Dicke Teorisi

Uzun-menzilli kuvvetlerin, gravitasyonel alan g, ve elektromanyetik
potansiyel A4, tarafindan tasindigi bilinmektedir. Bu yiizden; diger uzun-menzilli
kuvvetlerin, skaler alanlar tarafindan iiretildigini beklemek dogaldir. Skaler alanin
cekim ile birlikte ele alindig1 en son ve miimkiin olan en iyi teori Brans-Dicke
teorisidir. Brans ve Dicke’ nin baglangi¢ noktasi; eylemsizlik olaymin, evrenin genel
kiitle dagilimma gore ivmelenmesinden ortaya ¢ikabildigini ifade eden Mach
prensibidir (D’Inverno, 1992). Bu nedenle c¢esitli temel pargaciklarin eylemsizlik
kiitleleri, temel sabitler olmamalidir. Fakat bazi kozmik alanlar ile pargaciklarin

etkilesimlerini tasvir etmelidir. Temel parcaciklarin kiitlelerinin mutlak 6lgegi,

sadece % gravitasyonel ivmeler dlciilerek belirlenebilir. Dolayisiyla esdeger bir

sonu¢ sudur: G kiitle ¢cekim sabiti, ¢ skaler alanin ortalama degeri ile iligkili
olmalidir. Burada ¢, evrenin kiitle yogunlugu ile baglanmigtir (Weinberg, 1972 ).
Boyle bir skaler alan igin en basit genel kovaryant alan denklemi

P =47AT,," (3.2.1)

seklindedir. Burada [1>¢ = q);p .,p 4> Alembert operatorii, A ¢iftlenim (coupling) sabiti

ab
ve T,

evrendeki maddenin (yani ¢ekim ve skaler alan digindaki herseyin) enerji-
momentum tensoriidiir. p~107 g cm” kozmik kiitle yogunluklu ve yarigap:

evrenin R ~10** cm goriinen yarigapma esit bir gaz kiiresinin merkezcil potansiyeli

hesaplanarak ¢’ nin ortalama degeri kabaca tahmin edilebilir. Bu hesap

() ~ ApR* = A x10” g cm’ (3.2.2)
seklinde bir ortalama deger verir. 10°" g cm™ degeri é =1.35x10%* g cm sabitine
oldukca yakindir; bu nedenle ¢,

(p) = 1 (3.2.3)

Q)= G 2.

olacak sekilde normalize edilebilir ve bdylece (3.2.2) ifadesi, A nin boyutsuz bir say1

oldugunu gosterir. Bu diisiinceler sonucu Brans ve Dicke; gravitasyonun dogru alan



denklemlerinin, G ile — yer degistirilerek ve gravitasyonel alanin kaynaginda

@ -alan1 i¢in bir 7, (p”b enerji-momentum tensorii, alan denklemlerine eklenerek elde
edilebilecegini dnerdi:

Lgupo Sfp @ o] (3.2.4)
¢

Brans-Dicke teorisi i¢in (3.2.1) ve (3.2.4) alan denklemleri, a):%—% seklinde

verilen uygun boyutsuz bir say1 olmak iizere

8

o= T, 3.2.5
? 3420 ( )
] 87 @ ]
Rab _EgabR = _?TMab _?(Q);aw;b _Egabq);pq);P)
1
—;((p;a;b -2, 9) (3.2.6)

seklini almaktadir. Eger @ birden ¢ok biiylik ise o zaman (3.2.5) ifadesinden

o= O[lj bulunur ve bu yiizden

0]
p=(p)+ OGJ - O[lj (3.2.7)
w) G 0]
elde edilir. (3.2.7) ifadesi (3.2.6) denkleminde kullanilirsa
R, —lgabR = -87GT,, , + O[lj (3.2.8)
2 0]

alan denklemleri elde edilmis olur. Bu nedenle Brans-Dicke teorisi @ — oo limitinde

Einstein teorisine doniisiir.

3.3.Diger Cekim Teorileri

Brans-Dicke ¢ekim teorisi, indirgenmis (induced) ¢ekim teorisi ve minimal
olmayan c¢iftlenmis ¢ekim teorileri, skaler tensor ¢cekim teorisinin 6zel durumlaridir.

Skaler tensor ¢ekim teorisi i¢in etki integralinin genel formu



A=LfaﬁEP%@R—9%2%mf—Vwﬂ (33.1)

seklinde verilir. Bu genel form,

Flp)=¢ (3.3.2)
alindiginda Brans-Dicke ¢ekim teorisine indirgenmektedir.
F(p) =¢&¢’ (3.3.3)

alindiginda ise indirgenmis ¢ekim teorisi i¢in etki integrali elde edilir (¢ boyutsuz
bir sabittir). & ciftlenim sabiti olmak iizere, standart minimal olmayan skaler alan

teorisi i¢in

w 1
Flp)=1-¢%p*,  —=— (3.3.4)
o 2
olmaktadir.
2
H@=%ﬂ mw=§ (3.3.5)

ise konformal ¢iftlenmis ¢ekim teorisi elde edilir. Son olarak ise (3.3.1) ile verilen

genel form,

F@F%, olg) =2 (3.3.6)

oldugunda skaler alanli FEinstein-Hilbert etki integralinin formuna indirgenir

(Sanyal ve ark. 2003).

10



4. NOETHER SIMETRi YAKLASIMI

Parcacik sayisi n tane olan bir sistemin durumunu belirtmek i¢in » tane yer
(konum) vektorii kullanilir. Her yer vektori, 3 tane dik koordinat icerdiginden, biitiin
parcaciklarin konumlarini belirlemek i¢in 3n tane koordinat gereklidir. Eger
sistemdeki kisitlama sayist m ise, sistemin durumu s = 3n — m tane koordinatla
(Genellestirilmis Koordinatlar) tamamen belirlenebilir. Bu ylizden boyle bir sistemin
durumu, konfigurasyon uzayi denilen, s-boyutlu uzayda bir nokta ile gosterilebilir.
Bu uzaym her bir boyutu, g; koordinatlarindan birine karsilik gelir. Bir sistemin
zaman i¢indeki yapisi, konfigurasyon uzayinda bir egri ile gosterilebilir; bu egri 6zel
bir anda sistemin konfigurasyonunu ifade eden her bir noktadan olugsmaktadir. Boyle
her noktadan, sistemin miimkiin hareketlerini gdsteren sonsuz sayida egri gectigi
icin; her bir egri, 6zel bir baslangi¢ kosullar1 kiimesine karsilik gelir. Fakat; bu
terminoloji ile, lig-boyutlu uzaydaki bir yol boyunca pargacigin hareketine uygulanan

terminolojiyi karigtrmamak i¢in dikkatli olmaliy1z.

Nokta, ¢’ ye gore tiirevi gostermek lizere, 70 = {q,(?),q,(¢)} konfigiirasyon
(teget) uzaymda tanimli L Lagrange fonksiyonunu dikkate alnsin. Bu durumda; X

vektor alani
; 0 .l- 0
X=a'(q)—+ad' (@)= (4.1)
0q oq
boyunca L’ nin Lie tiirevi
) [ )
£XL=XL=al(q)a—_+ozl(q)a—_L. (4.2)
oq' oq'
ile verilir. Boylece

£,L=0 (Noether Teoremi) (4.3)

sartt; faz akisinin (phase flux) X boyunca korundugunu ifade eder (Capozziello ve
Lambiase, 2000). Bu su anlama gelir; L i¢in bir hareket sabiti mevcuttur ve Noether

Teoremi saglanmaktadir. Aslinda;

L= (4.4)

Euler-Lagrange denklemleri dikkate alindiginda, (4.2) esitliginden
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d, ;oL
—(a'—)=£4L 45
@ aq") N (4.5)

bulunur. Eger (4.3) sart1 saglantyor ise

> —a' L (4.6)
0 aql

ifadesi bir hareket sabitidir. Burada; L’ nin zamandan bagimsiz ve non-dejenere
oldugu durum, yani L = L(g',¢’) nin

o°L
0q'oq’

oL _
ot

0, det(H ) = det £0 (4.7)

kosullarini sagladig: ornekler incelenecektir (Hj;, Hessian matrisidir).

Analitik Mekanikte L, asagidaki sekle sahiptir.
L=T(q",4")~-V(g") (4.8)
Burada 7, ¢' ler cinsinden pozitif-tanimli bir karesel formdur ve V(g'), potansiyel

terimidir. L ile ilgili enerji fonksiyonu;

oL .. L
E, =—4q¢ -L(q’,q9") (4.9)
aq

olup ve Legendre doniigiimleri kullanilarak Hamilton fonksiyonu ve konjuge

momentumu;

H=n,q' -Lq'.¢"). 7,=— (4.10)

seklinde elde edilir.

(4.3) kosulu ve (4.1) denklemindeki X vektor alani, hizlara gore ikinci
dereceden homojen bir polinom ve ¢’ ler cinsinden homojen olmayan bir terim verir.
(4.3)’den dolay1 boyle bir polinom 6zdes olarak sifir olmali ve dolayisiyla her katsay1
ayr1 ayr1 sifirlanmalidir. Eger n konfigiirasyon uzaymin boyutu ise, ¢oziimleri
simetriyi veren {1+ n(n+1)/2} tane kismi diferansiyel denklem elde edilir. Boyle
simetri denklemleri over-determined (yani, denklem sayis1 bilinmeyen sayisindan
fazla) olmaktadir ve eger bir ¢6ziim mevcutsa; simetri, sinir kosullar1 yerine integral

sabitleri cinsinden ifade edilmektedir.
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4.1. FRW Uzay-zamanina Uygulama

Skaler tensor ¢ekim teorilerinde FRW uzay-zamani i¢cin Noether simetri
yaklasmmi kullanilarak, potansiyelin ve c¢iftlenim fonksiyonunun nasil olmasi
gerektigi bir¢ok arastirmaci tarafindan calisilmistir (Capozziello ve Ritis, 1993;
Capozziello ve Ritis, 1994; Capozziello ve Lambiase 2000; Kamilya ve Modak
2004; Kamilya ve ark. 2004; Sanyal ve Modak, 2001, ). Homojen ve izotrop olan

FRW uzay-zamant; a, ¢ nin fonksiyonu olmak {izere

dr?

—kr?

ds®> = —dt’ +a{ +7°d0* + 1’ sin’ qu)zj 4.1.1)

ile verilmektedir. Burada; k egrilik parametresidir; & =0 (diiz uzay), k =—1 (negatif
egrilikli uzay) ve k =+1 (pozitif egrilikli uzay) degerlerini alir.

4-boyutlu uzay-zamanda, indirgenmis ¢ekim teorisi i¢in
1 .
A= [dxy- g[f @R-2 80,0, - V((p)} = | Lt (4.1.2)

dikkate alalim. Burada; g, g, metrik tensoriin determinanti, f(¢);¢ skaler alanin
ciftlenim fonksiyonu, V' (¢); ¢ skaler alanin potansiyeli, R Ricci skaleri olup FRW

metrigi i¢in

R:6(é+£+ij 4.1.3)

2 2
a a a

seklinde bulunur.

(4.1.1) metrigi kullanildiginda, (4.1.2) etki integralinden a(¢) Slgcek carpani

olmak tizere Lagrangian
. 2
L=—6ad2f—6a2c'ngf’+6kaf+a{%—V} (4.1.4)

[I3a1) 2

seklini alir. Burada ¢’ ye gore tlirevi “"' ” ise ¢’ ye gore tiirevi gostermektedir.
Eger (4.3) Noether teoremi kosulu saglaniyorsa Noether simetrisi vardir denir. Bu

durumda X vektor alani
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0
X=a—+p—+a —+ — 4.1.5
oa 'Bﬁ(p oa 'B ( )

seklinde olmak zorundadir. @ ve B, a ve ¢’ ye bagli olup

ba . da =B, B, (4.1.6)

a=—a+—¢ ,
2a’ op" 20"

dir. (4.3) kosulundan; X vektor alani, f(¢p) ve V(@) bulunabilir. FRW modeli i¢in

(4.3) kosulundan, (4.1.5) vektor alani ve (4.1.4) Lagrangiani kullanildiginda
a(— 6fi> —12faagp + 6fk+%ang2 —3a2VJ
+,B( 6fai’ —6fa*ap+6fka—a V)

+(~12 fud —6fa2(p{aaa—‘;‘+(pa—“J

0
( 6fa’a+a’g a%+(p8ﬁ =0 (4.1.7)
Oa op
bulunur. Buradan; asagidaki kismi diferansiyel denklem sistemi elde edilir:
f((p)(a+2aa—aJ+af’(ﬁ+a%J=0, (4.1.8)
oa Oa
a-4f'(p )6a 2.9 _ =0, (4.1.9)
oo
2
B @)+ @) 2a+aS%+aP )2 s(p ' o _a’ P _. (4.1.10)
Oa op op 6 Oa
a’ apVv’ ,
T[aV«m +@} ko (9) + aff (@] = 0. @.L.1)

Simdi (4.1.8) - (4.1.11) denklem sisteminden o, B, f(¢) ve V(p)

coziilecektir. Bunun i¢in degigkenlere ayirma yontemi kullanilacaktir. Yani;

o =4,(a)4,(p), B = B,(a)B,(¢) (4.1.12)
oldugu varsayilmaktadir. Bu durumda (4.1.9) denklemi
A Al B
N B i} (4.1.13)
4B, B, 64,
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seklini alir. (4.1.13) denkleminin sol tarafi sadece ¢’ nin fonksiyonu, sag tarafi ise

sadece a 'nin fonksiyonu oldugundan; C sabit olmak iizere

aB
A4, =—L 4.1.14
1T 60 ( )
vEe
! l 41
Bz :—E(Az—él'fAz) (4115)

A
ifadeleri elde edilir. 4,, % ve (4.1.12) esitlikleri, (4.1.8) denkleminde kullanilirsa
a

_adB 34, +2CB,[)
B, da  2(A,f +3CB,f")

=-n (4.1.16)

elde edilir (Burada n, degiskenlerine ayirma sabittir). Bu durumda,
B, =Da" (4.1.17)
ve (4.1.14) esitliginden

D n+l

A =—a
6C

(4.1.18)

elde edilir. Burada D, integral sabitidir. Ayrica (4.1.16) diferansiyel denkleminden
S (@2n+3) 4,

= (4.1.19)
f 6C(n+1) B,
bulunur. (4.1.17) ve (4.1.18) esitlikleri kullanildiginda 4, , a4, ve % lar
a

B, cinsinden ifade edilebilir ve bunlar, (4.1.10) denkleminde yerlerine yazilirsa;

(n+3)f4,+2f4, +6CfB; +(6Cf"—nC)B, =0 (4.1.20)
elde edilir. Simdi {i¢ tane (4.1.15), (4.1.19) ve (4.1.20) denklemleri ile ii¢ tane 4,, B,
ve f bilinmeyenleri mevcuttur. Sirasiyla (4.1.19) denkleminden B, ve (4.1.15)
denkleminden B;, (4.1.20) denkleminde yerlerine konulursa

(2n+3)
12(n+1)

6.3+ 1)1 —nf |4, =B + )AL f (4.1.21)

denklemi elde edilir. (4.1.19) denkleminden B, nin tiirevi (yani, B;) belirlenir ve
(4.1.15) denkleminde kullanilirsa

2@n+3) " = (n+3) 7|4, = 26(n+1) £ + @n+3) flaL (4.1.22)
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bulunur. Simdi (4.1.21) ve (4.1.22) denklemlerinden 4, ve A, elimine edilerek;
sadece f cinsinden olacak sekilde, asagidaki lineer olmayan ikinci mertebeden

diferansiyel denklem elde edilir:

. bn(n+D)(n+2)f" N (n+1)8n* +16n+3)f" N n(2n+3)
 @Qn+3)f? 22n+3)f 6

(4.1.23)

Teorik olarak; (4.1.23) denkleminden f bulunur ve A4, nin belirlenmesi i¢in (4.1.21)
ya da (4.1.22) denklemlerinden herhangi biri, B, nin elde edilmesi i¢in ise (4.1.19)

denklemi ¢oziilebilir. (4.1.23) denkleminin ilk integralinin karesi;

o] nl2)
2 A d (4.1.24)

f - -p -P2
(7) +A7)

seklinde elde edilir (Kamilya ve ark., 2004). Burada m ve [ integral sabitleridir. , p,

ve p, sabitleri n’ye bagl olup su sekilde verilir:

e 12n(n+1)(n+2) ’ P, = L p, =-n(2n+3) (4.1.25)
2n+3 3

Genelde (4.1.24) denklemi kapali formda ¢oziilemez. Ancak 6zel durumlarda ¢oziim

bulmak mimkiindir.

Durum i: [ =0 ve m# 0 ise (4.1.24) denkleminden;

1 2
f((o)——a(qo—qoo) (4.1.26)

bulunur.

Durum ii: m=0 ve [ # 0 ise (4.1.24) denkleminden;

(2n+3)?
(n+1)(n+2)

f(p)= T (@—0,) (4.1.27)

elde edilir.

Simdi (4.1.26) ile verilen /', (4.1.21) ya da (4.1.22) denklemlerinden birinde
kullanilirsa 4,, (4.1.19) denklemi kullanilirsa B,
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n A (2n+3 -
4, = Ap—0y) B, = ‘E((n—ﬂ))("’“”” 1 (4.128)

seklinde bulunur. Burada A4 integral sabitidir. Buradan; (4.1.12) ile verilen a ve S

AB (2n43) n iy gyt (4.1.29)

AB n+l n
a="—a -0,)", =——
6c? P P =12 a0

seklini alir. Ayni1 yol izlenerek (4.1.27) denklemi ile verilen fi¢in 4, ve B, ;

2n(n+2) 2n%+6n+3
n+ A 21’l+3 Tonis
A2 :A(gg—ggo) (2n+3) , B2 :—Eﬁ((o_(oo) 2n+3 (4130)

seklinde ve a ve f ise

20 +6n+3

(@—p,) > (41.31)

2n(n+2)

—ﬁ n+l _ 2n+3 __ﬁw n
a=sc® @) T e ¢

olarak bulunur.

Yukarida (4.1.8)-(4.1.10) denklemlerinden «, f ve f(¢) elde edilmis olsa

bile Noether simetrisinin varligi i¢in kalan (4.1.11) denklemi saglanmak zorundadir.

Burada; k=0 ve k =71 i¢in asagidaki durumlarda ayr1 ayr1 inceleme yapilacaktir.

Durum A: Diiz uzayda yani k=0 i¢in (4.1.11) denkleminden
1ar_ 3a
V de ap

elde edilir. (4.1.29) ve (4.1.31) de verilen o, [ ifadelerine karsilik gelen V(¢)

(4.1.32)

potansiyeli

6(n+1)

Vip)=Vy(p—g,) > (4.1.33)

seklinde bulunur. Burada V) integral sabitidir. Bu durumda (DurumA, k=0 ) Noether

simetrisini belirleyen dort tane kismi diferansiyel denklem vardir ve bilinmeyen
sayist ile denklem sayist aynidir. Simdiye kadarki denklemlerde n keyfi bir sabittir.
Ancak n, (4.1.27) ile verilen f (@), (4.1.29) ile verilen « ,[ ve (4.1.33) ile verilen
V(p) formlar1 igin -1,-2 ve -3/2 degerlerini alamaz. Ayrica n; (4.1.26), (4.1.29) ve
(4.1.33) denklemlerinde -2 degerini alirken -1 ve -3/2 degerlerini alamaz. n=-2 6zel

durumu i¢in ¥ (@) potansiyeli V(@) =V, (¢ —¢,)° sekline indirgenir.
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Durum B: Egri olmayan uzayda yani k=1 i¢in eger asagidaki denklemler

gecerli ise (4.1.11) denklemi saglanir:

14 _ (4.1.34)
fdo  ap
Lav_ e (4.1.35)
V de ap

Bu durumda bilinmeyenler o, £, V ve f fonksiyonlaridir (4 tane). Fakat Noether

simetrisini saglayan kismi diferansiyel denklem sayis1 bes tanedir. Bu nedenle »
keyfi olamaz. Dolayisiyla (4.1.34) ve (4.1.35) denklemlerinden
ldv _3df

(4.1.36)
Vide fdp
elde edilir. Bu denkleminin ¢6ziimiinden
Vip)=V,f" (4.1.37)

ifadesi bulunur. Burada V), yeni bir integral sabitidir. &k =7F1 i¢in; (4.1.34)
denkleminde, (4.1.26) ve (4.1.29) denklemleri veya (4.1.27) ve (4.1.31) denklemleri
kullanilarak n=-2 elde edilir. Ancak »’ nin bu degeri (4.1.27) denklemi ile verilen

f (@) ¢Ozlimiine izin vermez. Bu yiizden; n=-2 i¢in (4.1.23) denkleminden

2
f”=§f +l (4.1.38)
2 f 3
bulunur. Bu denklemin ilk integrali, O integral sabiti olmak {izere,
37+ f=0f (4.1.39)

seklindedir. Bu denklemi kapali formda integre etmek miimkiin degildir ama Q=0

alinirsa (4.1.26) bir 6zel ¢oziimdiir. Bu nedenle & # 0 igin

azz—Nz, ﬁ:ZL (4.1.40)
a(¢ = ¢,) a* (¢ =)
ifadeleri elde edilir. Burada N=AB/12C dir ve V(¢) potansiyeli
Vip)=V(p-9,)° (4.1.41)

ile verilir (V; integral sabiti). Bu ¢oziim n=-2 i¢in k=0 6zel durumunda daha 6nce

bulunan ¢dziimle aynidir.
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Durum C: k=0 ve V=V, i¢gin (4.1.8)-(4.1.11) denklemlerinin basit ¢dziimii
asagidaki gibi bulunmaktadir:

2
a=0, g=>, f=-2 147 (4.1.42)
a 12
Burada p, Vi, fy ve f; sabitlerdir. (4.1.42) ile verilen ifadeler ve Cartan bir-form
. - .. dL dL
kullanilirsa, Noether simetrisine karsilik gelen hareket sabiti, X = a? +p 26
a 4
kullanilarak
a d(ag) }
X=pl — - foaa 4.1.43
p [ 6 di Jo ( )
seklinde elde edilir.
4.2 Statik, Silindirik Simetrik Uzay-zamanina Uygulama
Bu kisimda,
ds> = —h(r)di® + 2k(r)did + " " (dr* +dz* )+ £(r)dg’ (4.2.1)

metrigi ile verilen silindirik simetrik statik uzay-zamami dikkate alalim

(J.N. Islam, 1985). Bu uzay-zaman igin,

1 dx* dx’
Ly 42.2
2 gab dT dT ( )
Lagrange fonksiyonu
L:%hiz—kiqﬁ—%e“(f2+z'2)—%£ e (4.2.3)

seklini alir. Burada; 4, k, 4 ve /, sadece r nin fonksiyonudur ve nokta ¢ ye gore

tiirevi gostermektedir. § vektor alant

 ea 0 ., O
E=¢ P + & YT 4.2.4)
ile verilir. Burada,
g = e (), 87 (x"), €0 (x"), &' (x")} (4.2.5)
£ SPL I +¢a§¢ 1% (4.2.6)

or oz o ot
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seklindedir ve x* = (¢, , z, ¢ ), a =0, 1, 2, 3 alinmaktadir. Bu durumda (4.3) sart1

(yani, L nin § vektor alan1 yoniindeki Lie tiirevinin sifirlanmast),

8a rE

o
— JL =0 (4.2.7)

£§L:O S (&” YT

veya

+& —+ . . .
op ot dt oF dt 6z dt 8¢ dt o

r z ¢ t
[5’§+52§+5"i 0,dc° 0 ,do” 0 ,ds" 0 ds 2JLzo (4.2.8)
r z

seklini alir. Burada; (4.2.1) metrigi icin elde edilen (4.2.3) Lagrangiani (4.2.8) de
kullanildiginda

5’Bh'¢‘2 —k’ié—%u’e”(fz +z'2)—%£’q52}+§Z.O+§¢.O+§’.O

+

(er) (e, +2E7 . +4E74 +iE",]
ozen ) [rE7, 4287+ gE° +iE]
(ki) [iE?, + 280 +gE0, +iE? ]
+(ni —kg) [, + 28 +gE, +iE]=0 (4.2.9)

elde edilir. Burada; 72, 72, 2%, ¢°, ir, iz, id, iz, i ve z¢ terimlerinin carpanlari
¢arp

sifira esitlendiginde

%ugq_gﬁr o0, (4.2.10)
l ’ r z

Eug +ET. =0, (4.2.11)
1., ,

Eﬂ EM+0EY —kE, =0, (4.2.12)
%h’é’ —k&’, + &', =0, (4.2.13)
K'E"+KE? , + 00 —hE' ,+kE, =0, (4.2.14)
$'.+&7, =0, (4.2.15)
e"E"  HLES  +kE, =0, (4.2.16)
e"E" +kE", —hE', =0, (4.2.17)
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eMET +IEY  +KE, =0, (4.2.18)
e"E7 +kE? —hE', =0 (4.2.19)

bulunur.

Simdi; (4.2.1) metrigi i¢in (2.2.5) ile verilen Killing denklemleri elde edilecek
olunursa, bu durumda metrik katsayilari;

S =—h(r), g,=e"", g,=e"", g.=0F), g,=kF) (4.2.20)
dir. Killing denkleminin agik sekli

(ah): 8w 8" +&uls +8ub =0 (4.2.21)
olmak iizere
(00): —h'E"—2hE", +2kE?, =0, (4.2.22)
(01): —h&E', +k&E?, +e"E", =0, (4.2.23)
(02): —h&', +kE?, +e"E",, =0, (4.2.24)
(03): K'E"—h&', +k&E?, ,+LEP, +kE",, =0, (4.2.25)
(11): & +2&", =0, (4.2.26)
(12): &",.45%,,=0, (4.2.27)
(13): €&, +k&?,,+0&%,, =0, (4.2.28)
(22): p& +2&%, =0, (4.2.29)
(23)  e"E7,HkE!, +1EY,, =0, (4.2.30)
(33): L& +2kE",420E°,,=0 (4.2.31)
elde edilir.

Dikkate alinan uzay-zaman i¢in; L Lagrange fonksiyonunun invaryansligini
ifade eden (4.2.7) denklemlerinden elde edilen (4.2.10)-(4.2.19) denklemleri ile
(4.2.21) Killing denklemlerinden elde edilen (4.2.22)-(4.2.31) denklemleri 6zdes

olarak ayn1 sonucu vermektedir.
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5. KANTOWSKI-SACHS, BIANCHI I VE III UZAY-ZAMANI iCiN
NOETHER SIMETRi YAKLASIMI

Skaler alan iceren etki integralinin genel formu su sekilde verilmektedir.
A:J‘d4x,/—g[F((I))R+%g”b(Da(Db—V((D)} = ILdt (5.1

Burada R Ricci skaleri; F(®), ®@ skaler alanin ¢iftlenim fonksiyonu; V' (®), ® skaler
alani i¢in potansiyel; L Lagrangian yogunlugudur. ¢ =+1 i¢in signatiir (+, -, -, -) ve
e=-1 i¢in signatiir (-,+,+,17) degerlerini alir. Ayrica burada Planck birimleri

kullanilmaktadir.

Alan denklemleri, g , metrigine gore (5.1) denkleminin varyasyonu alinarak

I
F(@)G,, = _ETab — & F(®)+ F(D),, (5.2)

seklinde bulunur. Burada [, d’ Alembert operatdriidiir. Einstein tensorti,

1
Gab = Rab _ERgab (53)

ve skaler alanla ilgili enerji-momentum tensorii ise

Tab = q)aq)b _%g.abq)cq)C +ggabV(q)) (54)

seklinde verilir. (5.1) denkleminin @ skaler alanina gore varyasyonu alindiginda
1O —-RF'(®)+V'(D)=0 (5.5

w 1 b3

Klein-Gordon denklemi bulunur. Burada list isareti @ ye gore tlirevi

gostermektedir.

(+2) signatiirlii Kantowski-Sachs metrigi i¢in skaler alanin F(®) ¢iftlenim
fonksiyonlar1 ve V(®) ¢ekim potansiyeli Sanyal (2002) tarafindan bulunmustur.
Bianchi I (BI, ¢=0 ), Bianchi III (BIII, g=-7) ve Kantowski-Sachs (KS, g=+1)
kozmolojik modellerine ait metrik asagidaki sekildedir:

ds> = e(di® — A*dr*) - B> (d6* +37(¢,6)d4* ) (5.6)
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Burada 4= A(t) ve B=B(t) dir. Z(q,0)=6 (¢g=0 i¢in), X(q,0) =sinh 8 (g=-1
icin) ve X(gq,0)=sin6 (q=+1 igin) degerlerini alir. Bu uzay-zanam i¢in Ricci

Skaleri

. X
Ro2g A28, B—z 2 4B | = (5.7)
A4 "B B T4B A

seklinde elde edilir. (5.6) metrigi i¢in (5.2) alan denklemleri ve (5.5) Klein-Gordon
denkleminden

. ..
B A8 e F +zB b4 —+V(CD) (5.8)
B AB B B
52 "
B B B’ F 4F 2F

é+£+£+£ ('I')+ é+§ (I) + i+i (D2+iV((I)):0 , (510)
A B A F A B | F 4F 2F

A B B* _AB i
—+2— +_2+2_+i2+i
A B B AB B° 2F'

. (A B).
_CD+£Z+EJCD+V(CD)}_O (5.11)

bulunur. Burada F =0 = F'dir.

BI, BIII ve KS uzay-zamanlar1 i¢in (5.1) ile verilen etki integralinden
Lagrangian yogunlugu asagidaki gibi elde edilir:

L=2eFAB* +4eFBAB + 2¢F'B* A® + 4¢F 'ABB®

H2 5.12
_DeqFA+ AB{%—V@)} (>-12)

Lagrangianin varyasyonu almarak elde edilen FEuler-Lagrange denklemleri,
(5.9)-(5.11) ile verilen alan denklemleri ile aynidir. (5.12) Lagrangianmin E; enerji
fonksiyoneli hesaplandiginda

B, =L p e
o4~ OB b

. . o . ,
:B—2+2£+iz+i A Bl E cp;JrV(CD) (5.13)
B AB B Fl4 B 2F | 2

elde edilir. (5.8) ile verilen Einstein alan denkleminden E; =0 oldugu sonucu ¢ikar.
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Simdi verilen L Lagrangiani i¢in Noether simetri kosulunu inceleyelim. Bu
Lagrangian i¢in konfigiirasyon uzay1 Q = (4, B,®), konfiglirasyon teget uzay1 ise
70 = (A,B,CD,A,B,CD) > dir. Eger Noether simetrisi varsa X vektor alan1 asagidaki

gibi olmak zorundadir:

0 0
X= a— —t+y— —+y— 5.14
o4 ﬁaB o0 aA 'BGB " 19
Burada o, B ve y sadece 4, B ve @’ nin fonksiyonlaridir. L Lagrangiani igin (4.3)

Noether simetri kosuludan (£, L =0 = XL =0),asagidaki denklem sistemi elde

edilir:

298 gF0r . (5.15)

04 F o4

@ g%, 4B 4 E(Y gV . (5.16)

2 "o “aB “F\2 " oB

& p A A oo X ALY (5.17)

2 "B T an o0 ' Bow

ﬁ+Ba—a+A%+B%+B£ y+ A A& Bor =0, (5.18)

04 04 F 04" 208

2%+£(2ﬁ+85—a+85—y+2A%j+F—B;f & 4o _ 0, (5.19)

ob  F o4 "o Tad) F 2F o4

6_a+£%+35 a.{.éﬁ_{_ﬁa_a_{_A%_i_Aa_y

ob Bo®  F B" 208 "oB " od
+iA;/+—ABa7/ 0, (5.20)
F AF " OB

2eq(Fo + F'Ay)+(Bo +2AB)BV (@) + AB*yV'(®) = 0 (5.21)

Burada, konfigiirasyon uzaymin boyutu 3 oldugu icin 7 tane denklem elde edilmistir.

Hessian determinantma (W = z O°L ) bakildiginda ise
8Qi 8Q/
W =164B* f(3¢F"* — F) (5.22)
elde edilir. Eger F
F=2(o-o,) (5.23)

12
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seklinde verilirse Hessian determinant1 sifirlanir. Bu durumda L Lagrangiani
dejenere olur. Degiskenlerine ayirma yontemi kullanilarak (5.15)-(5.20) diferansiyel

denklem sistemi «, f ve y i¢in ¢oziildiigiinde

a =LA“"135(®—®0)” (5.24)
1+m
B =LA”1BH5(CD—CDO)” (5.25)
m
y =_iAmB?(cD—cDO)”” (5.26)
m

elde edilir. Burada m ve n degigkenlerine aywrma sabitleri olup n=3m/2 degerini alir

ve m #0,-1 dir. Ayrica / integral sabitidir. (5.15)-(5.20) denklem sisteminin, (5.23)

ciftlenim fonksiyonu i¢in Sanyal (2002) tarafindan elde edilen ¢ozliimleri
genellestirilmis ve (5.24)-(5.26) ile verilmektedir. Bu nedenle; eger n=-3 yani m=-2
alinirsa Sanyal (2002) da verilen ¢dziimlere ulasilir. Simdi; (5.21) denkleminde
(5.24)-(5.26) ¢oziimleri kullanilarak, V' (®) i¢in asagidaki ¢oziimler elde edilir:

i. Eger m keyfi ve g=0 (BI) ise

3m+2
V(@)= A(®—-D,)na (5.27)
ii. Eger g # 0 ise (bu durumda m=-2 olmak zorunda)
V(@)= A(®-,) (5.28)

Burada A integral sabitidir.

L Lagrangianinin dejenere olmadigi (yani W #0) durumunda, F c¢iftlenim
fonksiyonu i¢in ¢ # % olmak iizere F = c®” segilebilir. Bu fonksiyon kullanilarak

(5.15)-(5.20) denklem sisteminden, k sabit olmak {izere,
a=0, p=-kB, y =k® (5.29)
coziimleri bulunur. Ayrica (5.29) ¢oziimleri, (5.21) denkleminde kullanilirsa g=0

olmak zorundadir ve V' (®) i¢in

V(D)= AD> (5.30)
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¢oziimii bulunur. Segilen bu ciftlenim fonksiyonu F =c®’ i¢in BIII ve KS
modelleri herhangi bir potansiyele sahip degildir.

(5.23) ve (5.28) denklemleri géz dniine almdiginda @, =0 igin (5.8)-(5.11)
ile verilen alan denklemleri
s ., - .. ..
B—2+3¢;2+2AB+2ACD+4BCD+%+6MD2=0, (5.31)
B () AB AD B® B

b B & 8o
25+ G T e T O =0, 53

. s 5 .. . . :
T TN
z+2§+3%+%+2%+3(§+2§j%+§+122@2=0, (5.34)

denklemlerine doniigiir. Simdi Cartan bir-form

CH =8—L.dA+a—L.dB+a—;d® (5.35)
04 OB oD

kullanilarak, (5.24)-(5.26) ile verilen Noether simetrisi i¢in hareket sabiti 7,0,

oL oL oL
1,0, =a—+ —+y——) bagintisindan asagidaki denklemler elde edilir:
(i,0, Py ﬁaB 7aq>) g sag
B®D) B @ AD
( 2)=co = —+—=Ccy—— (5.36)
AD B @ B

Bululan bu ifade aslinda bir kisitlamadwr ve (5.31)-(5.34) ile verilen alan

denklemlerini saglamak zorundadir.

(5.31) denkleminden (5.32) denklemi ¢ikarildiginda ve (5.36) kullanildiginda
—+——2—=c,— (5.37)

denklemi bulunur. Aslinda bu denklem (5.36) denkleminin zaman tiirevi alinarak da
bulunabilirdi. Boylelikle (5.32) ve (5.37) denklemleri arasinda ikinci tiirevi igeren
terimler yok edilebilir ve asagidaki kisitlama denklemi bulunur:

1 31
+(c, AD)* |-=
2coB[q (co4P) ] Co

(AD) = — B®*? (5.38)
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Bu denklem, (5.31) denkleminde (5.36) denklemi kullanilarak bulunabilirdi.
Dolayisiyla (5.38) denklemi, (5.31) ya da (5.32) denkleminin yerine kullanilabilir.
Simdi ise (5.33) ve (5.34) denklemlerinde (5.36) denklemi kullanilirsa

A+9_‘Lz+ﬁ+2co/1_® 4, 9) 1ot =0 (5.39)
4 ® o 4B B

o
4,2,,2 40, 40 34 4@ AL L 41007 Z 0 (5.40)
A0 D 4D 4 o B

bulunur. (5.40) denkleminden (5.39) denklemi c¢ikarilir ve (5.38) denklemi de
kullanilirsa
d? ¢, AD co2 (AD)? qg 31 _,
- = - 7 4 + —
® 2 B 4 B* 4B 2
denklemi elde edilir.

(5.41)

Alan denklemlerinin ¢6ziimiinii bulmak icin (5.36), (5.38) ve (5.41)
denklemlerinde

dt = [ijdr (5.42)
AD
zaman doniisiimii yapilabilir. Bu doniisiim altinda, (5.36) denkleminden

BO=np" (5.43)

bulunur. Burada n (n>0) integral sabitidir. Yapilan zaman doniisiimii altinda (5.38)

denklemi

2
3An 2¢T n L

AD(AD) , + 2 (4D)> +221 -0 (5.43)
2 Co 2¢,
sekline doniisiir. Bu denklemin ¢éziimiinden
2
(AD)? =~ 2 oy e 4 (5.45)
Co Co

elde edilir. Burada m baska bir integral sabitidir. Son olarak (5.41) denklemi (5.42)

ile verilen zaman doniisiimii altinda
®’ —%chcp,r +g(r)®> =0 (5.46)

denklemine doniisiir. Buradaki g(z) fonksiyonu
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__i coz(q+6ﬂ,n2 ez%f)
g(r)= Z + 4(21112 ezcor B mc()z e—cor B q)

(5.47)

seklinde tanimlidir. (5.46) denkleminin ¢oziimii, 77 integral sabiti olmak {izere

2 . 2
O(r) = exp C—OT n 5mcg qexp(cozr) +14An" exp(3¢c,7) (5.48)
4 me,” — (q +2An exp(2cor))exp(cor)

seklinde bulunur.

(5.23) ciftlenim fonksiyonu ve (5.27) potansiyeli kullanilirsa bu Noether

simetrisine uygun hareket sabiti

B b o ot
E+6 = CIA 3B 3o (549)

seklinde bulunur. Burada n=3m/2 dir. Simdi; (5.27) potansiyeli, (5.8) ve (5.9) alan
denklemlerinde yerine konulur ve bu iki denklem birbirinden ¢ikartilirsa (5.36) ile
verilen kisitlama denklemi bulunur. (5.36) ve (5.49) ifadeleri kiyaslandiginda n=-3
ve dolayisiyla m=-2 elde edilmektedir. Bu yiizden; (5.48) ile verilen ®(r)

¢oziimiinde g=0 alindiginda, bu durumdaki ®(r) ¢6ziim elde edilmis olur.

V(®) = A(CD)2 potansiyeli ve segilen F = c®’ fonksiyonu i¢in (bu durum BI,

q=0 metrigi i¢in gecerlidir) (5.29) da verilen Noether simetrisine ait hareket sabiti

3.2 “ . (5.50)
B ® (1-8&)A(BD)
olarak bulunur. Burada ¢, =a 8_L +p oL +y oL dec (I=#0,1)

- — ve [=
04 OB o0 (1—-8e&c)
seklindedir. (5.49) denklemi, sadece BI metrigi i¢in kullanilmak durumundadir. Bu

denklemin ¢dziimii / sabitinin 0 ve 1 den farkli segimlerine baghdir. Ozel olarak;

[=-1 (yani ¢ =§ ) segilirse, (5.8)-(5.11) ile verilen alan denklemleri

P TR
CA P SR Y Y (5.51)
B* “AB “4® BO o

Bo_b B o Bo
2E+28+?_E+45+2i:0 (552)
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—+22+AB+2ACD+2BCD+21=O (5.53)
o D AB AD BD
o i

£+£+2
A B

42— + 2+2AB+ACI)+2BCD+2}L=O (5.54)
A B ® B AB  AD BD

sekline doniisiir. (5.53) denkleminden (5.52) denklemini ¢ikarildiginda, yapilan
integral hesab1 sonucu
A_B__ ¢

A B  AB®D)’

(5.55)

bulunur. Benzer sekilde (5.54) denkleminden (5.52) denklemini ¢ikartildigi zaman
ib e

———= 5.56

A ® ABD)’ (5-56)
bulunur. Burada c; ve ¢, integral sabitleridir. ¢ :% icin (5.50) denklemi

B @

b b q (5.57)

B ® A(BD)
seklini almaktadir. (5.55), (5.56) ve (5.57) denklemlerine ¢6ziim bulmak i¢in
dt = AB®’dn zaman doniisiimii yapilabilir. Bu doniisiim altinda, (5.51)-(5.54)

denklemleri ¢oziiliirse

A =@, (c,n) 2 (5.58)

B(n) =Dy, (5.59)
O(n) =D, (5.60)

ve A =0 elde edilir. Burada @ integral sabitidir.
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6.TARTISMA VE SONUC

Einstein alan denklemlerine kesin ¢dziimlerin bulunmasinda sik kullanilan
sadelestirmelerden birisi, ele alinan uzay-zaman metrigine ait bazi simetri kabulleri
yapmaktir. Lagrange fonksiyonelinin varyasyonu almarak elde edilen Euler-
Lagrange hareket denklemlerinin invaryansligini saglamak ve ¢6ziim elde edebilmek
icin de simetriler kullanilmaktadir. Bu simetri kabullerinden birisi de Lagrange

fonksiyoneli i¢in Noether simetri yaklasimidir.

Tezin birinci bdliimiinde yapilan giristen sonra, ikinci ve ti¢iincii boliimlerde
temel tanimlar verilmistir. Dordiincii bolimde ise oncelikle ¢alisilacak olan Noether
simetri yaklasimi ele alinmig ve incelenmistir. Daha sonra; bu boliimiin (4.1) alt
boliimiinde FRW uzay-zamani i¢in Noether simetri denklemleri olusturulup
¢coziilmiistiir. Bu uzay-zamani i¢cin Noether simetri yaklagimi kullanilarak EFE’ lerin
coziimleri arastirilmistir. £ =0 icin (4.1.27) ile verilen ¢iftlenim fonksiyonu fiziksel
bir ¢ziimiin bulunmasina olanak saglar. Burada n, -2 ile -1 arasindadir ven = —-3/2°
dir. k=0 i¢in (4.1.26) ile verilen ¢iftlenim fonksiyonunun formu ise fiziksel bir
¢oziim vermez. k =F1 durumunda; ciftlenim fonksiyonu i¢in (4.1.39) denklemi,
potansiyel i¢in (4.1.41) ifadesi gecerli olmaktadir. Bu potansiyel n=-2 i¢in k£ =0 0zel
durumunda bulunan ¢6ziim ile aynidir. Dordiincii bolimiin (4.2) alt boliimiinde;
statik, silindirik simetrik uzay-zaman ig¢in Noether simetri yaklasimi ile Killing
simetrisi karsilagtirilmistir.  (4.2.10)-(4.2.19) denklemleri ile (4.2.22)-(4.2.31)
denklemleri 6zdes olarak ayn1 oldugu gosterilmistir. Bu nedenle; Killing
denkleminin ¢6ziimii olan Killing vektorlerinin bulunmasi problemi, Noether simetri

vektoriiniin elde edilmesi problemi ile ayn1 anlama gelmektedir.

Tezin besinci boliimiinde; Kantowski-Sachs, Bianchi I ve III uzay-zamanlari
icin Noether simetrisinin belirlenmesi ve bu uzay-zamanin alan denklemlerine
¢coziimlerin arastirilmast ¢alismasi yapilmistir. Bu durumda; ¢iftlenim fonksiyonu
icin (5.23) ve potansiyel i¢in (5.28) dikkate alindiginda, ®(7) skaler alani i¢in (5.47)
ifadesi elde edilmistir. Bu ¢6ziim hem Kantowski-Sachs hem de Bianchi I ve III

uzay- zamanlar1 i¢in gegerlidir. Elde edilen ®(r)skaler alani i¢cin 7 — 0 limitinde
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sabit bir deger elde edilir. Ciftlenim fonksiyonu icin (5.23) ve potansiyel igin ise
(5.27) alinirsa @(7) skaler alani, (5.47) ifadesinde g=0 yazilarak elde edilir. Bianchi
I metrigi icin ¢iftlenim fonksiyoneli F =c®* seklinde ve potansiyel V(®)= Ad>
olarak secildiginde Einstein alan denklemlerinin ¢6ziimiine bakilmistir. Bu durumda;
[=-1 i¢in (5.57), (5.58) ve (5.59) ¢Ozimleri bulunmustur. Bu ¢6ziimler A =0

durumunda gegerlidir. 4 =0 olmasi potansiyelin sifir olmas1 anlamina gelmektedir.
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7. OZET

Bu tezde, ilk li¢ bolimde temel tanimlar verilmistir. Dordiincli boliimde;
calisilacak olan Noether simetri yaklagimina taban olusturulmustur. Ayrica FRW
uzay-zamani ve statik, silindirik simetrik uzay-zamani i¢in bu simetri yaklagiminin
uygulamalar1 verilmistir. Son olarak besinci bélimde; Noether simetri yaklagimi,
Kantowski-Sachs, Bianchi I ve III uzay-zamanlarina uygulanmistir. Bu metrikler i¢in
ele alinan simetri yaklasimindan elde edilen hareket sabitleri kullanilarak Einstein
alan denklemleri ¢Oziilmiistiir. Lagrange fonksiyonunun dejenere oldugu durumda,
ciftlenim fonksiyonu i¢in (5.23) ifadesi ve potansiyel i¢in (5.28) ifadesi secilirse
(5.47) ile verilen ¢oziim elde edilmis olur. Lagrange fonksiyonelinin dejenere
olmadig1 durumda ise ¢iftlenim fonksiyonu i¢in F = c®> ifadesi ve potansiyel igin
(5.30) ifadesi segilirse, (5.57), (5.58) ve (5.59) ile verilen ¢oziim elde edilmis olur.

Bu ifadeler Bianchi I metrigi (g=0 ) i¢in gegerli ¢oziimlerdir.
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8. SUMMARY

In the first three chapter of this thesis, basic definitions have been given.
Fourth chapter constitutes a base for the Noether symmetry, which will be
investigated. Besides, applications of this approach for FRW space-time and static,
cylindrically symmetric space-time have been given. Finally, in the fifth chapter,
Noether symmetry approach is applied to Kantowski-Sachs, Bianchi I and III space-
times. For these space-times, using the constants of motions obtained from the
symmetry approach which are taken into considerations, the Einstein field equations
are solved. In the case of degenerate Lagrangian function, choosing equation (5.23)
for the coupling function and equation (5.28) for the potential, the solution expressed
by equation (5.47) is obtained. Otherwise, for non-degenerate Lagrangian function,
choosing F = c¢®* for the coupling function and equation (5.30) for the potential
term, the solutions given in equations (5.57), (5.58) and (5.59) are obtained. These

solutions are only valid for the Bianchi I metric.
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