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dp-HOMEOMORFiK TOPOLOJIK YAPILAR VE 6p -HOMEOMORFiK
TOPOLOJIK YAPILAR UZERINE

OZET

Bu tezde, 6-Onkararsiz fonksiyonlar, &-Onkapali fonksiyonlar ve 9d-Onagik
fonksiyonlar, 6-hemen hemen siirekli fonksiyonlar, zayif 6-6nacik fonksiyonlar ve
zayif 8-Onkapali fonksiyonlarin 6zellikleri arastirilmistir. Bu fonksiyonlar1 kullanarak
olusturulan op-homeomorfizmalar ile op-homeomorfik topolojik yapilar ve Sp*-
homeomorfizmalar ile 8p -homeomorfik topolojik yapilar sunulmus ve 6zellikleri ile

koruma teoremleri arastirilmistir.

Anahtar sozciikler : 0-Onkararsiz fonksiyon, o&-Onkapali fonksiyon, o-Onagik
fonksiyon, 6-hemen hemen siirekli fonksiyon, zayif d-6nacik fonksiyon ve zayif o-
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ON 6p-HOMEOMORPHIC TOPOLOGICAL STRUCTURES AND Sp*-
HOMEOMORPHIC TOPOLOGICAL STRUCTURES

ABSTRACT

In this thesis properties of d-pre-irresolute functions, d-preclosed functions and
d-preopen functions, d-almost continuous functions, weak d-preopen functions and
weak o-preclosed functions had been researched. dp-homeomorphisms with dp-
homeomorphic topological structures and p -homeomorphisms with Sp*-
homeomorphic topological structures that being formed by using these functions had

been introduced and their properties and preservation theorems had been researched.
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almost continuous function, weak d-preopen function, weak d-preclosed function, dp-
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1. GIRIS VE ONBILGILER

Topolojinin en temel konularindan biri siirekli fonksiyon ve ozellikleridir.
Literatiirde hemen hemen her yayinda siirekli fonksiyon c¢esitleri ve 6zelliklerine
rastlamak miimkiindiir. Bir ¢ok yazar bazi simiflarin 6zelliklerini bizzat arastirdigi
gibi, cogu yazar calistigi konu ve Ozelliklerinin tasinmasini ve korunmasini
fonksiyonlar yardimiyla arastirmaktadir. Boylece literatiirde koruma teoremleri

olarak adlandirilan teoremler ele alinmaktadir.

Topolojide iki topolojik uzay arasinda kurulan topolojik esyapi dontisiimii
dedigimiz homeomorfizmalar ve 0Ozellikleri yogun bi¢imde karsimiza ¢ikar.
Bildigimiz gibi iki topolojik uzay arasinda alinan bir f fonksiyonu 1-1, 6rten, kendisi
ve tersi slirekli ise homeomorfizma olarak adlandirilmaktadir. Bir homeomorfizmay1

acik ve kapali dontisiimler yardimu ile de karakterize edebildigimizi biliyoruz.

Siire gelen onca caligmalar iginde topoloji kavraminin dogal sonucu olarak bir
cok kiimeler sinifi ortaya atilmis ve bunlarin topolojik yapi olup olmadigi,
karakteristik ozellikleri, iliskileri, topolojik kavramlar1 ¢ok boyutlu olarak
calisilmigtir ve calisilmaktadir (Mukherjee ve Raychaudhuri, 1993; Csaszar, 1997,
1998; Dontchev, 1998; Andrijevic ve Mrsevic, 2002; Cao, Ganster ve Reilly, 2002;
Das ve Rashid, 2003; Cammaroto ve Noiri, 2005; Noiri ve Sayed, 2005).

Ustelik, bu ¢alismalarin dogal sonucu olarak ¢ok ¢esitli fonksiyon smiflar1 da
dogmustur. Dolayistyla bunlarin tasidigir 6zellikleri arastirmak topolojinin geregi
haline gelmistir (Kohli, 1980; Noiri, 1982; Gauld, Mrsevic, Reilly ve
Vamanamurthy, 1984; Baker, 1996; Hosokawa, 1997; Al-Nashef, 2002; Csaszar,
2002; Jafari ve Noiri, 2002; Fath Alla, Mahmoud ve Khalaf, 2003; Noiri ve Popa,
2005).



Biitiin bu gelismelerle birlikte koruma teoremleri ya da 6zellikleri dedigimiz iki
topolojik uzay arasindaki 6zelliklerinin tasinmasi fikri de dogmustur. Literatiirde
bunlarin bir ¢ok ornekleri bulunmaktadir (Crossley ve Hildebrand, 1972; Deb ve
Mathur, 1972; Noiri, 1984; Sivaraj, 1986; Malghan ve Navalagi, 1990;
Balachandran, Devi ve Maki, 1995; Friedler ve Kitover, 1997; Dontchev ve Maki,
1999).

Biz de bu caligmalar 15181nda hareketle 6zel bir kiime sinifi {izerinde ¢alistik.
1993 de Raychaudhuri ve Mukherjee d-0nagik kiimeleri ve 6zelliklerini sundu. Ayni
calisgmada bu kiimelere bagli olarak &-hemen hemen siirekli fonksiyonlar ve
Ozellikleri de tanitilmigtir. Daha sonra bir ¢ok yazar tarafindan bu kiimelere bagh

olarak bircok topolojik 6zellikler ve yapilar sunulmustur.

Tezimiz 5 béliimden olusmaktadir. ilk béliimde temel tamm ve ozellikler

uzerinde durduk.

Ikinci boliimde, §-dnkararsiz fonksiyonlar, §-dnkapali fonksiyonlar ve 8-6nagik

fonksiyonlar sunulmus, bunlarin 6zellikleri aragtirilmistir.

Ucgiincii boliimde, dp-homeomorfizma ve Sp-homeomorfik topolojik yapilar

tanitilmustir. Ozellikleri ve koruma teoremleri arastirilmistir.

Dordiincii boliimde, 6-hemen hemen siirekli fonksiyonlar, zayif o-Onagik
fonksiyonlar ve zayif d-Onkapali fonksiyonlar sunulmustur. Karakterizasyonlar1 ve

ozellikleri aragtirilmigtir.

Son boliimde, &-hemen hemen siirekli fonksiyonlar, zayif d-6nagik
fonksiyonlar ve zayif d-Onkapali fonksiyonlar ile sunulan ve karakterize edilen Sp*-
homeomorfizmalar sunulmustur. Ustelik olusturulan 8p -homeomorfik topolojik

yapilar ile diger yapilar karsilastirilmis ve 6zellikleri incelenmistir.

Tez icginde tim caligmalar diagramlarla gosterilmis ve  gegisler
orneklendirilmistir. Bunlarla birlikte bu elde edilen dp-homeomorfik topolojik
yapilar ve &p -homeomorfik topolojik yapilar ile homeomorfik topolojik yapi

iligkileri ortaya konmustur.



Bu tezdeki calismalar1 cebirsel boyutu ve dijital topolojiye uygulama boyutu ile

genisletmek degerli olacaktir. Bu yondeki ¢alismalar son yillarda yogunlagmustir.

Bu tez boyunca topolojik uzaylar1 (X, 1), (Y, v), (Z, o) ile gosterecegiz. (X, 1)
bir topolojik uzay ve A — X olmak lizere A kiimesinin kapanigini cl(A) ve i¢ini int(A)

ile gbsterecegiz.

Tamm 1.1. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Bir A alt kiimesi i¢in A
int(cl(A)) ise A’ya onacik kiime denir (Corson ve Michael, 1964; Abd El-Monsef,
El-Deeb ve Mashhour, 1982; Ganter ve Reilly, 1989).

Onagik kiimelerin tiimleyenlerine 6nkapali kiime denir (El-Deeb, Hasanein,

Mashhour ve Noiri, 1983).

(X, 1) bir topolojik uzay olmak iizere tiim 6nacik kiimelerin ailesini PO(X) ile

gosterecegiz.

Onerme 1.1. X, Y topolojik uzaylar olsun. AePO(X) ve BePO(Y) ise
AxB e PO(XXY) olur (Popa, 1987).

Tanim 1.2. f: (X, 1) — (Y, v) bir fonksiyon olsun. ¥ Vev i¢in f 1(V)ePO(X)
ise f ’e Onsiireklidir denir (Blumberg, 1922; Berner, 1982; Abd El-Monsef, El-Deeb
ve Mashhour, 1982; Rose, 1984; Ahmad ve Noiri, 1985).

Tamm 1.3. f: (X, 1) — (Y, v) bir fonksiyon olsun. V Ue 1 i¢in f(U) 6nagik ise
f ’e onagiktir denir (Abd El-Monsef, El-Deeb ve Mashhour, 1982).

Tamm 1.4. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. AcX alalim. A kiimesini
kapsayan tiim oOnkapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin Onkapanisi denir ve

pcl(A) ile gosterecegiz (El-Deeb, Hasanein, Mashhour ve Noiri, 1983).

Tanim 1.5. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. A X alalim. A kiimesinde bulunan
tim Onacgik kiimelerin birlesimine A kiimesinin Oni¢i denir ve pint(A) ile

gosterecegiz (Abd El-Monsef, El-Deeb ve Mashhour, 1982).



Tanmm 1.6. (X, 1), (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, t) — (Y, v) bir fonksiyon
olsun. Onagik kiimelerin goriintiileri 6nacik ise f fonksiyonuna M-6nacik’tir denir

(Abd El-Monsef, El-Deeb ve Mashhour, 1984).

Tanim 1.7. (X, 1), (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) bir fonksiyon
olsun. Onkapal1 kiimelerin goriintiileri énkapali ise f fonksiyonuna M-6nkapali’dir

denir (Abd El-Monsef, El-Deeb ve Mashhour, 1984).

Tanim 1.8. (X, 1), (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) bir fonksiyon
olsun. Onagik kiimelerin ters goriintiileri dnagik ise f fonksiyonuna M-nsiirekli’dir

denir (Abd El-Monsef, El-Deeb ve Mashhour, 1984).

Tanmm 1.9. (X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay olsun. Bir f : (X, 1) — (Y, v)
fonksiyonu 1-1, orten, M-Onsiirekli ve M-6nagik ise f fonksiyonuna

onhomeomorfizma denir (Abd El-Monsef, El-Deeb ve Mashhour, 1984).

Tamm 1.10. (X, 1) bir topolojik uzay ve A < X olsun. A = int(cl(A)) ise A’ya
diizenli agik kiime denir (Stone, 1937).

Uyan 1.1. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Tiim diizenli acik kiimeler bir

topoloji i¢in taban olusturur bu topolojiyi ts ile gosterecegiz.

Tanim 1.11. (X, 7) bir topolojik uzay olsun. T = 1, olmasi durumunda (X, 1)

topolojik uzayina yar1 diizenli uzay denir (Stone, 1937).
Tanim 1.12. (X, 1) bir topolojik uzay, A < X olsun.

(1) Eger Vxe A i¢in xe G — A olacak sekilde en az bir G diizenli agig1 var ise

A kiimesine d-a¢ik kiime denir,
(2) d-acik kiimelerin tiimleyenlerine 6-kapali kiimeler denir (Velicko, 1968).

Tammm 1.13. (X, t) bir topolojik uzay, A < X olsun. VxeVet igin
int(cl(V))NA # O ise x noktasina A’nin bir d-kapanis noktasi denir (Velicko, 1968).

A kiimesinin tiim 6-kapanis noktalarmin kiimesine A’nin 6-kapanis1 denir.

A’nin tiim d-kapanis noktalarinin kiimesini d-cl(A) ile gdsterecegiz.



Tamm 1.14. (X, 1) bir topolojik uzay, A < X olsun.
(1) A < int(3-cl(A)) ise A kiimesine d-Onagiktir denir,

(2) o-06nacik kiimelerin tiimleyenlerine &-Onkapali kiimeler denir

(Mukherjee ve Raychaudhuri, 1993).

(X, 1) bir topolojik uzay olmak {izere tiim 0-6nagik kiimelerinin ailesini o-

PO(X) ile gosterecegiz.

Onerme 1.2. (X, 1) bir topolojik uzay, A X olsun. A — X §-dnkapal1 olmasi
icin gerek ve yeter kosul cl(6-int(A)) — A olmasidir (Mukherjee ve Raychaudhuri,
1993).

Onerme 1.3. (X, 1) bir topolojik uzay olsun.
(1) o-6nagcik kiimelerin keyfi birlesimleri 6-6nagiktir,

(2) o-Onkapali kiimelerin keyfi arakesitleri o-0nkapalidir (Mukherjee ve
Raychaudhuri, 1993).

Tanmm 1.15. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. A < X alalim. A kiimesini
kapsayan tiim 6-0nkapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin d-6nkapanisi denir ve o-

pcl(A) ile gosterecegiz (Mukherjee ve Raychaudhuri, 1993).

Tamim 1.16. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. A < X alalim. A kiimesinde
bulunan tiim 6-6nagik kiimelerinin birlesimine A kiimesinin 0-6ni¢i denir ve o-

pint(A) ile gosterecegiz (Mukherjee ve Raychaudhuri, 1993).

Teorem 1.1. (X, 1) bir topolojik uzay ve Ac X olsun. Bu durumda 6-pcl(A) =
AU cl(6-int(A)) olur (Mukherjee ve Raychaudhuri, 1993).

Teorem 1.2. Bir Ac X kiimesi 6-agik ise d-pcl(A)=cl(A) olur (Mukherjee ve
Raychaudhuri, 1993).

Onerme 1.4. (X, 1) bir topolojik uzay ve A — X olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler gecerlidir.



1. A, o-0nkapalhidir < A = 5-pcl(A),
2. A ¢ B = d-pcl(A) < 6-pcl(B),
3. 0-pcl(A) kiimesi d-6nkapalidir,

4. 5-pcl(d-pcl(A)) = d-pcl(A),

5. xedpcl(A) < V(xe)Ved-POX) igin ANV # @ olur (Mukherjee ve
Raychaudhuri, 1993 ).

Onerme 1.5. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay, A € 3-PO(X) ve B 3-PO(Y)
olsun. Bu durumda AxB € §-PO(XxY) olur (Mukherjee ve Raychaudhuri, 1993).



2. 5-ONKARARSIZ FONKSIYON OZELLIKLERI, §-
ONKAPALI VE §-ONACIK FONKSIYONLAR

Bu boliimde 6-Onkararsiz fonksiyonlar, 6-Onkapali fonksiyonlar ve d-6nagik

fonksiyonlar sunulmus, bunlarin 6zellikleri aragtirilmistir.

Tanmm 2.1. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Eger her bir 0-Onacgik kiimenin ters resmi o-Onagik ise f

fonksiyonuna 6-6nkararsizdir denir (Ekici, 2004).

Tammm 2.2. (X, 1) topolojik uzay olsun. A < X alalim. A kiimesinin -
Onkapanist ile X \ A kiimesinin §-0nkapanisinin arakesitine A kiimesinin 3-Onsiniri

denir (Ekici, 2005).
A kiimesinin §-0nsinir kiimesini 6—pb(A) ile gosterecegiz.

Tamm 2.3. (X, 1) topolojik uzay, A < X, xe X olsun. x noktasini i¢eren her U
d-Onagik kiimesi i¢in (U \ {x})NA # © oluyor ise x noktasina A kiimesinin bir o-
ony1gilma noktasi denir (Ekici, 2005).

A kiimesinin tiim §-6ny181lma noktalarinin kiimesini d-p~(A) ile gosterecegiz.

Teorem 2.1. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir

fonksiyon olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler denktir.
1. f fonksiyonu 6-6nkararsizdir,
2. V Ged-PO(Y) i¢in f(Y \ G) o-Onkapalidir,
3. VS c Y i¢in £ (8-pint(S)) < d-pint(f(S)),
4. V'S c Y i¢in 8-pcl(f(S)) < £'(5-pcl(S)),

5. VA c Xig¢in f(3-pcl(A)) < d-pel(f(A)),



6. V'S Y icin 3-pb(f'(S)) = £(5-pb(S)),
7. VA < X icin f(8-pb(A)) < 5-pb(f(A)),
8. VA < Xig¢in f(6-p~(A)) < d-pcl(f(A)),

9. VxeXve V (f(x))e Ge 6-PO(Y) i¢in (W) < G olacak bicimde Ixe W € 6-
PO(X) vardir.

Ispat:

(1) = (2): G < Y kiimesi 3-6nagik olsun. (1)’den dolay1 f'(G) 8-6nagik olur.

Buradan,
X\ NG =f(Y\G)
d-Onkapalidir.

2) = (1) : G c Y 0d-0nacik kiimesini alalim. Hipotezden f (Y \ G) 8-
onkapali olacaktir. Buradan, f (Y \ G) = X \ f /(G) ve f '(G) kiimesinin 8-onagik

oldugunu elde ederiz. Dolayisiyla f fonksiyonu 8-06nkararsiz olur.

(1) = (3): S ¢ Y olsun. 8-pint(S) kiimesi 5-6nagik oldugundan, £ (3-pint(S))

kiimesi 0-Onagik olacaktir.
O-pint(S) < S ve buradan, f '1(6—pint(S)) < £7(S) olur. Hipotezden dolay1
§-pint(f ™' (5-pint(S))) = £ (8-pint(S)) < &-pint(f'(S))
elde edilir.
3) = (1) : Se3-PO(Y) olsun. Bu durumda hipotezden
£1(8-pint(S)) < 8-pint(f(S)) ve £7(S) = &-pint(f(S))
olacagindan f™'(S) € 8-PO(X) olur. Béylece f’nin §-6nkararsiz oldugunu elde ederiz.

(2) = (@) : S c Y alalim. 8-pcl(S) d-6nkapali oldugu agiktir. Bu durumda Y \
d-pcl(S) 6-6nagik bir kiimedir. Hipotezden



£10Y \ (Y \ 8-pel(S))) = £ (8-pel(S))
o-Onkapalidir.

S < d-pcl(S) her zaman gegerlidir. Buradan f Sy cf 'I(S—pcl(S)) elde ederiz. £™'(5-
pcl(S)) d-6nkapali oldugundan

3-pel(f(S)) < 8-pel(f™(3-pel(S))) = £ (3-pel(S))
ve boylece 8-pel(f(S)) < £7(3-pcl(S)) elde edilir.
(8) = (5): A c X alalim. Bu durumda
f(8-pel(A)) = f(A L 8-p~(A)) = f(A) U f(5-p~(A))
olacaktir. (8)’den
f(A) U f(8-p~(A)) < f(A) U S-pel(f(A))
ve buradan f(8-pcl(A)) = 5-pcl(f(A)) bulunur.
(4) = (5) : f(A) < Y olsun. Hipotezden
3-pel(f(f(A))) < £ (3-pel(f(A))
ve buradan 8-pcl(A) < £7(8-pcl(f(A))) elde ederiz. Boylece
f(8-pel(A)) < f(f(3-pel(f(A))) < S-pel(f(A))
olacagindan ispat tamamlanir.
(5) = (1) : A c Y, 8-6nkapali kiime olsun. K = f "'(A) diyelim. (5)’den,
f(3-pel(K)) < 8-pel(f(f'(A))) = §-pel(A) = A

olur. Buradan é-pcl(K) c f (A) =K elde ederiz ki bu ise K’nin 0-Onkapali olmasini

Verir.

(5) = (2) : Ge 3-PO(Y) olsun. f (Y \G) « X olacagindan (5)’den,



f(3-pcl(f(Y \ G))) < S-pel(ff (Y \ G))) < 8-pel(Y \G)=Y\ G

elde ederiz. Béylece 8-pel(f (Y \ G)) < (Y \ G) olur. Buradan f (Y \ G) &-

onkapali oldugunu elde ederiz.
(5) = (8) : A < Xolsun. 3-p~(A) < o-pcl(A) oldugundan,
f(6-p~(A)) < f(8-pcl(A)) oldugu aciktir. Hipotezden
f(8-p~(A)) < f(8-pcl(A)) < 8-pcl(f(A))
olur ve boylece f(6-p~(A)) < o-pcl(f(A)) elde ederiz.
@) = (6) : VS < Y i¢in 8-pcl(f(S)) < £(5-pcl(S)) olsun.

Bu durumda (4) < (1) oldugunu kullanarak,
5-pb(f™'(S))
= 8-pcl(f(S)) \ 8-pint(f(S))
c £1(3-pcl(S)) \ 8-pint(f(S))
< £(8-pb(S) U 8-pint(S)) \ &-pint(f ' (5-pint(S)))
= [£(8-pb(S)) U £ (8-pint(S))] \ 8-pint(f ' (8-pint(S)))
= [f"(3-pb(8)) U £ (3-pint(S))] \ ' (3-pint(S))
< £7(3-pb(s))

elde ederiz.
(6) = (2) : F — Y d-Onkapali kiimesini alalim. Hipotezden

3-pb(f™'(F)) = £7(3-pb(F)) = £ (3-pel(F)) = f(F)
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ve buradan
8-pcl(f'(F)) < 8-pb(f(F)) U §-pint(f™(F)) = f'(F)
oldugunu elde ederiz ki bu ise bize f'(F) X’de 8-6nkapali oldugunu verir.
(6) = (7) : A < Xolsun. (6)’dan,
8-pb(A) < 8-pb(f(f(A)) < £ (3-pb(E(A)))
ve buradan
f(3-pb(A)) < f(f"(3-pb(f(A)))) = 5-pb(f(A))
elde ederiz.
(7) = (6) : S = Y olsun. (S) c X olacaktir. Bdylece (7)’den,
f(8-pb(f(S))) < 3-pb(f(F(S))) < 8-pb(S)
ve buradan
3-pb(f™(S)) < £ (f(3-pb(f™'(S)))) < f(8-pb(S))
elde edilir.

9) = (1) : Ge3-PO(Y) ve xef (G) olsun. Bu durumda f(x) € G oldugundan
f(x)e (W) < G olacak bicimde 3 W e 8-PO(X) vardir. Buradan xe W < f(G) elde
ederiz. O halde f™(G) e 8-PO(X) olur.

(1) = (9) : xe X ve f(x)e Ge §-PO(Y) olsun. xe f (G) olacaktir. Hipotezden
£1(G) € 8-PO(X) bulunur.

W = £(G) diyelim. Bu durumda (W) < G elde edilir.

Onerme 2.1. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger U c X §-acik bir kiime ve
Ved-PO(U) ise V € 8-PO(X) olur (Mukherjee ve Raychaudhuri, 1993).
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Onerme 2.2. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. U 8-agik bir kiime ve V € §-PO(X)
ise UNV € 6-PO(U) olur (Mukherjee ve Raychaudhuri, 1993).

Teorem 2.2. f : X — Y bir fonksiyon ve { U; : iel } X’ in d-acik bir Ortiisii

olsun. Eger Viel igin f |y 6-Onkararsiz ise f de o-Onkararsizdir.

Ispat : VcY bir §-6nagik kiime olsun. Bu durumda f |y; 8-Onkararsiz

oldugundan,
(flui) (V) =£(V)NU; €5-PO(U;)
dir. Buradan, ( f|y; )'(V) € 8-PO(X) olacaktir. Bu durumda,

£V = Ut v)

olur ki bu bize f (V) nin X’ de 3-6nagik olmasim verir. O halde f fonksiyonu 8-

Onkararsizdir.

Tamm 2.4. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. xe G < N olacak bi¢gimde bir d-

Onagik G kiimesi var ise N kiimesine x noktasinin bir d-6nacik komsulugu denir.
x noktasinin tiim 8-6nagik komsuluklarinin ailesini dp-N(x) ile gosterecegiz.

Tamm 2.5. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. x # y olan V x, ye X noktas1 i¢in
xeU, ye U veya x¢ V, ye V olacak bicimde FU, Ve d-PO(X) var ise X uzayina 6-

pre-To uzaydir denir.

Tamm 2.6. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. x # y olan Vx, yeX i¢in xeU,
yeU ve x¢V, yeV olacak bicimde FU, Ve 6-PO(X) var ise X uzayina o-pre-T;
uzaydir denir (Ekici, 2004).

Tamm 2.7. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. x # y olan Vx, yeX i¢in xe U,
yeV ve UNV = @ olacak bicimde U, Ved-PO(X) var ise X uzayina é-pre-T,
uzaydir denir (Ekici, 2004).
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Tamm 2.8. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Her kapali K kiimesi ve x¢ K olan
her x noktasi i¢in xe U, K < V olacak bi¢gimde UNV =@ olan I U, V €5-PO(X) var

ise X uzayma o-p-regiilerdir denir.

Tanim 2.9. (X, 7) bir topolojik uzay, B X olsun. B’nin (X, 1) uzayindaki her
{Ai: iel} 6-Onacik Ortiisiinlin B’yi 6rten sonlu bir alt ortiisli var ise B kiimesine X’e

gore 5-onkompakttir denir.

X kiimesi X’e gore o-onkompakt ise (X, t) uzayma o-Onkompakttir denir

(Ekici, 2004).

Tamm 2.10. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. ANB = @ olan her A, B kapali
kiimeleri i¢in A < U, B < V ve UNV = @ olacak bigimde U, V € 5-PO(X) var ise

X uzayina 6-p-normal uzay denir.

Teorem 2.3. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. 4-6nkararsiz, 1-1, drten
bir f : (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu i¢in Y uzay1 d-pre-Ty uzay ise X de d-pre-Ty

uzaydir.

Ispat : Y uzay1 5-pre-T, uzay olsun. x # y olacak bicimde x, y e X noktalarini

alalim. Bu durumda f(x) # f(y) olur. Y uzay1 é-pre-Tj uzay oldugundan
f(x)eU, f(y)eU veya f(x)¢ V, f(y)e V
olacak bi¢imde 3 U, V € 6-PO(Y) vardir. Buradan,
xef(U), ye f(U) veyaxe f(V), yef (V)
elde ederiz. Bu ise bize X uzayinin bir d-pre-T, uzay oldugunu verir.

Teorem 2.4. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. §-6nkararsiz, 1-1, orten
bir f: (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu i¢in Y uzay1 o6-pre-T, uzay ise X uzay1 da o6-pre-T

uzaydir.

Ispat : Y uzay1 5-pre-T; uzay olsun. x # y olacak bigimde x, y e X noktalarimni
alalim. Bu durumda f(x) # f(y) olacaktir. Y uzay1 d-pre-T; uzay oldugundan
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fix)eU, f(ly)eUve f(x) eV, f(y) eV
olacak bicimde 3 U, V € 4-PO(Y) vardir. Buradan,
xef!'(U), yef'(U) vexef(V), yef (V)
elde ederiz. Bu ise bize X uzayinin é-pre-T, uzay oldugunu verir.

Teorem 2.5. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. 4-6nkararsiz, 1-1, drten
bir f: (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu i¢in Y uzay1 d-pre-T, uzay ise X uzayi da -pre-T,

uzaydir.

Ispat : Y uzay1 5-pre-T, uzay olsun. x # y olacak bicimde x, y e X noktalarini

alalim. Bu durumda f(x) # f(y) olacaktir. Y uzay1 é-pre-T, uzay oldugundan,
f(x)eU, fly)eVve UNV=0
olan 3U, V ed-PO(Y) vardir. Buradan,
xef(U), yef (V) ve f(UNF'(V)=0
elde ederiz ki bu bize X uzayinin 8-pre-T; uzay oldugunu verir.

Teorem 2.6. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. d-6nkararsiz, 1-1, drten
bir f : (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu i¢in 6-dnkompakt uzayin goriintiisii 5-onkompakt
uzaydir.

Ispat : U= {U;: iel} ailesi Y uzayinin bir §-6nacik ortiisii olsun. Yani, Y =

U U; olsun. Bu durumda,
iel
X=f'(Y)=f'(UU)=Uf'U)
iel iel
olacaktir. f fonksiyonu 8-6nkararsiz oldugundan i1 igin f'(U;) € 8-PO(X) olacaktir.

Ustelik X uzay1 8-6nkompakt uzay oldugundan,

X= U ')

iel,
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olacak bi¢cimde Iy c I sonlu indis kiimesi vardir. Buradan

Y=fX)= f(U ')

iel,

U (@)

il

U Ui

iel,

olur. Boylece Y uzayinin 6-6nkompakt uzay oldugu elde edilir.

Tanmmm 2.11. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Eger her 6-0nagik kiimenin goriintiisii 0-6nagik kiime ise f’e o-

onacik fonksiyon denir (Ekici, 2004).

Tanim 2.12. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Eger her 8-0nkapali kiimenin goriintiisti §-6nkapali bir kiime ise f’e

o-Onkapal1 fonksiyon denir.

Teorem 2.7. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) f fonksiyonu d-Onagiktir,

(2) Keyfi bir noktanin her bir 6-6nac¢ik komsulugunun goriintiisii o noktanin

goriintilislinlin 3-6nacik komsulugudur,
3) VA c Xigin f(d-pint(A)) < d-pint(f(A)),
4) VS c Y icin §-pint(f'(S)) < £ (8-pint(S)).
Ispat :
(1) = (3) : A < X olsun. 6-pint(A) < A her zaman vardir. Bu durumda

f(3-pint(A)) < f(A)
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olacaktir. Hipotezden
O-pint(f(d-pint(A))) = f(3-pint(A)) < S—pint(f(A))
elde ederiz.
(3) = (4): S c Y olsun. Bu durumda f'(S) c X olacaktir. (3)’den,

f(8-pint(f"(S))) < &-pint(f(f'(S))) = -pint(S)

ve buradan
£ (f(3-pint(f"(S)))) = £ (3-pint(S))
ve boylece
§-pint(f'(S)) < f'(8-pint(S))
olur.

(4) = (1) : Ac3-PO(X) olsun. (4)’den,
3-pint(f™'(f(A))) < (5 —pint(f(A)))
ve buradan
A = §-pint(A) c ' (5-pint(f(A)))

olur. Bu ise bize f(A) < d-pint(f(A)) oldugunu verir. Sonug olarak f(A) 6-6nacik ve

buradan f, -6nagik bir fonksiyon olur.

(1) = (2) : xeX ve Uedp-N(x) olsun. Bu durumda xe W < U olacak
bicimde bir W € 8-PO(X) vardir. Boylece f(x) e (W) < f(U) elde ederiz. Hipotezden
f(W) € 8-PO(Y) oldugundan f(U) € dp-N(f(x)) olur.

(2) = (1) : Keyfi bir noktanin her bir d-6nagik komsulugunun goriintiisii o
noktanin goriintiisiiniin  d-6nagik komsulugu olsun. xe€Ved-PO(X) alalim. Bu
durumda hipotezden f(x)e f(V) e dp-N(f(x)) olacaktir. Sonug olarak, f(V)e 5-PO(Y)

elde ederiz.
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Teorem 2.8. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) f fonksiyonu d-6nkapalidir,
(2) VA < Xigin 6-pcl(f(A)) < f(6-pcl(A)).
Ispat :

(1) = (2): A c Xolsun. A < 6-pcl(A) her zaman vardir. Bu durumda f(A)
c f(6-pcl(A)) olur. f fonksiyonu d-6nkapali oldugundan f(5-pcl(A)) d-Onkapalr bir

kiimedir. Bu durumda
d-pcl(f(A)) < d-pel(f(3-pcl(A))) = f(3-pcl(A))
ve buradan
d-pcl(f(A)) < f(6-pcl(A))
elde edilir.
(2) = (1) : A c X d-Onkapal1 bir kiime olsun. (2)’den,
d-pcl(f(A)) < f(6-pcl(A)) = f(A)

oldugunu elde ederiz.

Teorem 2.9. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) d-Onkapali
bir fonksiyon ve H < X 4-agik bir kiime olsun. Bu durumda f | : (H, ©y) — (Y, v)

fonksiyonu d-6nkapalidir.

Ispat: F, (H, ty) uzaymda §-6nkapali bir kiime olsun. Bu durumda H §-agik
oldugundan dolay1r Onerme 2.1. den (f |x)(F) = f(F) < Y §-6nkapali olacagindan f]y

fonksiyonu d-6nkapalidir.

Teorem 2.10. (X, 1), (Y, v) ve (Z, o) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) ve
g:(Y,v) — (Z, o) iki fonksiyon olsun. Bu durumda
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(1) f ve g fonksiyonlar1 0-6nagik ise gof fonksiyonu d-Onagiktir.
(2) f fonksiyonu ve g fonksiyonu d-6nkapali ise gof fonksiyonu d-6nkapalidir.
ispat :

(1) f fonksiyonu d-6nagik oldugundan G € 8-PO(X) i¢in f(G) € 6-PO(Y) olur. g
fonksiyonu 8-6nagik oldugundan H € 3-PO(Y) i¢in g(H) € -PO(Z) olacaktir. Buradan
f(G) € 6-PO(Y) i¢in g(f(G)) € 5-PO(Z) olur. Boylece

g(f(G)) = (gof)(G) € 5-PO(Z)
olur. Yani gof fonksiyonu 6-0nagiktir.

(2) f fonksiyonu o-6nkapali oldugundan, F — X &-Onkapali kiimesi i¢in f(F)
kiimesi o-Onkapalidir. g fonksiyonu o6-6nkapali oldugundan, K < Y &-O6nkapali
kiimesi i¢in g(K) 6-6nkapalidir. Buradan

g(f(K)) = (gof)(K)
kiimesinin 6-6nkapali oldugunu elde ederiz. Bdylece gof fonksiyonu d-6nkapali olur.

Teorem 2.11. (X, 1), (Y, v) ve (Z, o) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) ve
g : (Y, v) = (Z, o) iki fonksiyon olsun. Bu durumda, f ve g fonksiyonlari o-

Onkararsiz ise gof : (X, 1) — (Z, o) fonksiyonu da d-Onkararsizdir.

Ispat: He 5-PO(Z) alalim. g fonksiyonu 8-6nkararsiz oldugundan, H e §-PO(Z)
icin g "'(H) e 8-PO(Y) olur. f fonksiyonu 8-onkararsiz oldugundan, g ~'(H)e 8-PO(Y)
icin f'(g'(H)) € 8-PO(X) elde ederiz. Bu durumda

(fog )(H) = (gof) " (H) € 3-PO(X)
olur. Boylece gof fonksiyonunun d-6nkararsiz oldugu elde edilir.

Teorem 2.12. ie I olmak lizere (X, 1;) topolojik uzaylarini alalim. Bu durumda

Vieliginp;i: (I1X, [11) — (X, 1) izdiisim fonksiyonu -6nkararsizdir.

ispat: A kiimesi (X, i) uzaymda §-6nagik bir kiime olsun. Bu durumda
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P (A) = AxITX;
i#j
kiimesi 0-0nagik bir kiime olacaktir. Boylece Vi€l igin p; izdiisiim fonksiyonu o-

Onkararsiz olur.

Teorem 2.13. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun 6-6nkapali olmas1 i¢in gerek ve yeter
kosul VS < Y ve f(S) ¢ Uolan V U §-6nacik kiimesi i¢in S < Vve (V) c U

olacak bigimde bir V 6-6nagik kiimesi var olmasidir.

Ispat:

(=)S c Y, f(S) c U ve U bir 8-6nagik kiime olsun. Bu durumda,

Y\f(X\U)=V

kiimesi 8-6nacik kiimedir. Ustelik S = V ve £7/(V) < U olur.

(<) F < X bir 9-6nkapali kiime olsun. Bu durumda,

f1(Y \ f(F)) € X \F ve X\ Fe8-PO(X)
olur.
S=Y\f(F)ve U=X\F

alalim. Bu durumda hipotezden Y \ f(F) < Vve f (V) « X \F olacak bicimde

bir V 8-6nacik kiimesi vardir. Buradan f(F) = Y \ V ve f(F) 3-6nkapali olur. Boylece

f’nin d-6nkapali oldugunu elde ederiz.

Teorem 2.14. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. 1-1, orten, 6-6nagik bir f
1 (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu icin X uzay1 d-pre-Ty uzay ise Y uzayr da o-pre-Ty

uzaydir.

ispat: X uzay1 &-pre-Ty uzay olsun. Bu durumda x; # x; olan VX, x; € X

noktasi i¢in
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xjeU,x2¢Uveyax; ¢V, x,eV
olacak bicimde 3 U, V € 6-PO(X) vardur.

y1 # y2 olmak iizere y;, y2€ Y noktalarini alalim. Bu durumda f(x,) = y; ve f(x2) = y2

olacak bi¢imde x;, x, € X vardir. Hipotezden
xjeU,x¢Uveyax; ¢V, x,eV
olacak bigimde 3 U, V € 6-PO(X) vardir. Buradan
f(x1) e f(U), f(x2) ¢ f(U) veya f(x;) ¢ f(V), f(x2) e f(V)

ve f(U), f(V)€0d-PO(Y) olur. Bu ise bize Y uzayinin bir d-pre-Ty uzay oldugunu

verir.

Teorem 2.15. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. 1-1, orten, 6-6nagik bir f
: (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu icin X uzay1 d-pre-T; uzay ise Y uzayr da o-pre-T;

uzaydir.

ispat : X uzay1 &-pre-T; uzay olsun. Bu durumda x; # x, olan VX, x,€X

noktasi i¢in
xieU, x¢Uvexi¢V,xeV
olacak bigimde 3 U, V € 6-PO(X) vardir.

y1 # y2 olmak iizere y;, y, € Y noktalarini alalim. Bu durumda f(x;) = y; ve f(x2) = y2

olacak bigimde x;, x, € X vardir. Hipotezden
xieU,x¢Uvex;¢V,xeV
olacak bigimde 3 U,V € 06-PO(X) vardir. Buradan
f(x1) e f(U), f(x2) ¢ f(U) ve f(x;) ¢ f(V), f(x2) € (V)

ve f(U), (V)€ d-PO(Y) oldugunu elde ederiz. Bu ise bize Y uzayimnin bir 6-pre-T,

uzay oldugunu verir.
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Teorem 2.16. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. 1-1, orten, 6-6nagik bir f
: (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu i¢in X uzay1 o-pre-T, uzay ise Y uzayr da é-pre-T,

uzaydir.

ispat : X uzay1 é-pre-T, uzay olsun. Bu durumda x; # x; olan VX, x,€X

noktasi i¢in
x1€U,x,eVveUNV=0
olan 3 U, V €8-PO(X) vardir.

y1 # y2 olmak iizere y;, y>€ Y alalim. Buradan f(x;) = yj, f(X2) = y» olacak bi¢cimde

X1, X2 € X vardir. Hipotezden
x1€U,x,eVveUNV=0
olacak bigimde 3 U, V € 6-PO(X) vardir. Buradan
f(x1) e f(U), f(x2) e f(V) ve fU)N(V) =0

olan f(U), f(V)€d-PO(Y) elde ederiz. Bu ise bize Y uzaymin bir d-pre-T, uzay

oldugunu verir.

Teorem 2.17. (X, ) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. 1-1, érten, kapali bir f :
(X, 1) — (Y, v) fonksiyonunu alalim. f fonksiyonu d-Onkararsiz ve Y uzay1 6-p-

regiiler ise X uzay1 da 6-p-regiiler uzaydir.
ispat : (X, 1), (Y, v) topolojik uzaylar olmak iizere x ¢ K ve K e t* alalim.
f fonksiyonu kapali oldugundan,
f(x) ¢ f(K) ve f(K)ev*
olacaktir.
Y uzay1 d-p-regiiler oldugundan,

fx)eU, f(K) c VveUNV=0
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olan 3 U, Ve 6-PO(Y) vardir. Buradan
xef(U), K < (V) ve f(U), (V) e8-PO(X)

elde ederiz. Ustelik, £ (U)Nf (V) = @ dir. Sonug olarak X uzay1 bir o-p-regiiler

uzaydir.

Teorem 2.18. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. 1-1, orten, kapali bir f :
(X, 1) — (Y, v) fonksiyonunu alalim. f fonksiyonu 6-6nkararsiz ve Y uzayi 6-p-

normal uzay ise X uzay1 da 6-p-normal uzaydir.

ispat : (X, 1), (Y,v) topolojik uzaylar olsun. FNK = @ olan F, K e T alalim.
f fonksiyonu kapali oldugundan,

f(F), f(K)ev* ve fF)NF(K) = @

olur.

Y uzay1 d-p-normal uzay oldugundan,

f(F) < U, f(K) € Vve UNV =@ olan FU, Ved-PO(Y)
vardir. Buradan
F c £'U), K < f(V) ve f'(U), (V) e$-POX)

elde ederiz. Ustelik £ (U)Nf (V) = @ dir. Bu ise bize X uzayinin 8-p-normal uzay

oldugunu verir.

Teorem 2.19. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. 1-1, orten, 6-6nagik bir f
: (X, 1) — (Y, v) fonksiyonunu alalim. f fonksiyonu J-Onkararsiz ve Y uzay1 o-
onkompakt uzay ise X uzay1 da d-onkompakt uzaydir.

Ispat : U = {U;: iel} ailesi X uzaymin bir 8-6nacik ortiisii olsun. Yani, X =
U U; olsun. Bu durumda

iel

Y =f(X) = f( UI Uj) = UI f(Us)
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olur. f fonksiyonu §-6nacik oldugundan, Viel i¢in f(U;)e 6-PO(Y) olur. Y uzay1 d-

onkompakt uzay oldugundan, Y = U f(U;) olacak bigimde Iy I sonlu indis kiimesi

iel,

vardir. Buradan
X= fY)

=£'(U f(U))

iel,

U (7 (EUy)

iel,

U Ui

iel,

elde ederiz. Bu ise bize X uzayinin bir 6-6nkompakt uzay oldugunu verir.
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3. 5p-HOMEOMORFIK TOPOLOJIK YAPILAR

Bu boliimde oOp-homeomorfizma ve Jp-homeomorfik topolojik yapilar

tamitilmistir. Ozellikleri ve koruma teoremleri arastirilmstir.

Tanmm 3.1 (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. f fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyor ise f fonksiyonuna bir dp-

homeomorfizma denir.
(1) 1-1, orten,
(2) o-0Onkararsiz,
(3) 6-6nagik.

Teorem 3.1. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) bir 1-1,
orten bir fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(1) f fonksiyonu dp-homeomorfizmadir,

(2) £ fonksiyonu 8p-homeomorfizmadir,

(3) V'S < Y igin &-pel(f(S)) = £ (8-pcl(S)),
(4) VA c Xigin o-pcl(f(A)) = f(d-pcl(A)),

(5) VS c Y icin 8-pint(f (S)) = £ (8-pint(S)),
(6) V A c X igin -pint(f(A)) = {(d-pint(A)).
Ispat :

(1) < (2): Acik.

(1) < (3): Teorem 2.1°den agiktir.
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(1) < (4): Teorem 2.1°den agiktir.
(1) & (5): Teorem 2.1°den ve Teorem 2.7 den agiktir.
(1) & (6): Teorem 2.1’den agiktir.

Teorem 3.2. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f: (X, t) — (Y, v) bir dp-homeomorfizma olmas1 i¢in
gerek ve yeter kosul f : (X, 1) — (Y, vs) fonksiyonunun bir énhomeomorfizma

olmasidir.

Ispat: Bir A kiimesinin bir (X, 1) topolojik uzaymda §-6nacik olmasi igin

gerek ve yeter kosul A’nin (X, 1) uzayinda 6nacik olmasidir. Ispat tamamlanr.

Tanmim 3.2. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. Eger X ve Y arasinda bir f
1 (X, 1) = (Y, v) dp-homeomorfizmasi var ise X ve Y uzaylarina dp-homeomorfik

uzaylardir denir.

Tanim 3.3. dp-homeomorfizma altinda korunan bir topolojik o6zellige Op-

topolojik 6zellik denir.

Teorem 3.3. (X, 1), (Y, v) ve (Z, o) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) ve
g: (Y, v) — (Z, o) iki dp-homeomortizma olsun. Bu durumda gof fonksiyonu da bir

op-homeomorfizmadir.

Ispat: f: (X, 1) — (Y, v) ve g: (Y, v) = (Z, o) iki homeomorfizma ve gof :
(X, 1) — (Z, o) olsun.

H kiimesi Z uzayinda 6-6nagik olsun. g fonksiyonu bir dp-homeomorfizma

oldugundan, g "'(H) 8-6nacik bir kiimedir.

g "'(H) kiimesi Y uzayinda 3-6nagik ve f fonksiyonu 8p-homeomorfizma oldugundan,

(g™ (H)) = (gof) "' (H) -6nagik olur. Boylece gof fonksiyonu -onkararsizdir.
f ve g fonksiyonlar1 8-6nagik oldugundan gof de o-Onagiktir.

Boylece, gof bileske fonksiyonunun bir 6p-homeomorfizma oldugunu elde ederiz.
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Teorem 3.4. “Op-homeomorfik uzay olma” topolojik uzaylar arasinda bir

denklik bagintisidir.
ispat :

Yansima 6zelligi: (X, 1) bir topolojik uzay olsun.

[ X—=X I(x)=x
birim doniigiimii bir dp-homeomorfizmadir.

Simetri 6zelligi: (X, t) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. f: (X, t) — (Y, v) bir

dp-homeomorfizma ise 1-1 ve orten oldugundan
.Y > X y—fly)=x
fonksiyonu da bir dp-homeomorfizmadir.

Gecisme ozelligi: (X, 1), (Y, v) ve (Z, o) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y,

v)ve g:(Y,v) — (Z, o) iki dp-homeomorfizma olsun. Bu durumda
gof : (X, 1) — (Z,0), x — (gof)(x) =z

fonksiyonu da bir dp-homeomorfizmadir.

Teorem 3.5. (X, 1), (Y, v) topolojik uzaylar olmak iizere,

OPH(X, 1) = {f| f: (X, 1) — (X, 1) bir dp-homeomorfizmadir.}

kiimesi bir grup olusturur.

Ispat :

p : 0PH(X, 1)xoPH(X, 1) — dPH(X, 1), (f, g) — gof

islemini tanimlayalim. Bu durumda (6PH(X, 1), p) bir grup olusturur.

iyi tammhbk: (f, ), (f, g Ye 8PH(X, 1)x8PH(X, 1) ve (f, g)=(f,¢g ) alalim.

Bu durumda
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f=f veg=g
olur. Buradan
u(f, g) = gof = g'of ' = p(f", g)

elde ederiz.

Kapallik: f, ge 6PH(X, ) alalim. Bu durumda

(1) f ve g fonksiyonu 6-0nkararsiz ise gof fonksiyonu 6-6nkararsizdir
ve

(2) fve g fonksiyonu 6-0nagik ise gof fonksiyonu da 6-6nagik
oldugundan gof bir dp-homeomorfizma olacaktir.

Birlesme: f, g, he 6PH(X, 1) alalim.

(fug)ph = (gof)uh = ho(gof) = (hog)of = fuu(hog) = fu(gph)

Birim eleman: I : (X, 1) — (X, 1), [(x) = x birim doniisiimiidiir.

Ters eleman: f: (X, 1) — (X, 1) bir fonksiyon olmak tizere fe SPH(X, t) ise f~
' (X, 1) — (X, 1) fonksiyonu i¢in ™' € SPH(X, 1) ve f’nin ters elemamdir.

Sonug olarak (6PH(X, 1), pt) kiimesi bir grup olusturur.

Teorem 3.6. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. f: (X, 1) — (Y, v) bir op-
homeomorfizma ise bu durumda bir n : SPH(X, 1) — SPH(X, 1) izomorfizmasi

vardir.

Ispat : n doniisiimiinii
n:  SPH(X, 1) — SPH(X, 1)

g — 1(g) = fogof™
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olarak tanimlarsak 1 bir izomorfizmadir.

1, ivi tanimh ve 1-1 dir:

g1= 2 < n(g)) = fogiof ' = fogrof ' = n(gy).

1, ortendir:

he8PH(X, 1) olsun. g = f'ohof olarak alirsak n(g) = h olur.

1, islemi korur:

g1, 22€ OPH(X, 1) alalim. Bu durumda

n(ging2) = n(g20g;) = fogrog of

Ve
n(gun(g2) = n(g2)on(g)
= (fogyof Ho(fog of ™)
= foggo(f'lof)oglof'1
= fog,og of !
=n(ging)
elde edilir.

Sonug olarak 1 bir izomorfizma olusturur.

Teorem 3.7. o-pre-Ty, d-pre-T;, o-pre-T,, d-onkompakt uzay olma 6zellikleri
birer dp-topolojik 6zelliklerdir.

Ispat :
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(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak iizere f : (X, 1) — (Y, v) bir op-

homeomorfizma olsun.
Teorem 2.14’den X uzay1 d-pre-Touzay ise Y uzay1 da d-pre-To uzaydir.
Teorem 2.15’den X uzay1 d-pre-T; uzay ise Y uzayi da 6-pre-T, uzaydir.
Teorem 2.16’dan X uzay1 d-pre-T, uzay ise Y uzayi da d-pre-T, uzaydir.

Teorem 2.19°dan X uzay1 6-0nkompakt uzay ise Y uzayr da &- dnkompakt

uzaydir.

Teorem 3.8. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olsun. f : (X, 1) — (Y, v) bir
dp-homeomorfizma ve A < X d-acik bir kiime olsun. Bu durumda |4 fonksiyonu da

bir dp-homeomorfizmadir.
Ispat :

H, Y’nin 8-6nagik bir alt kiimesi olsun. f, §-6nkararsiz oldugundan f '(H) e §-

PO(X) dir.

Buradan (f |»)'(H) = f "(H)NA oldugundan Onerme 2.2°den (f |»)"'(H)e -

PO(X) olur. Bu bize f |5 fonksiyonunun §-0nkararsiz oldugunu verir.

H, A uzayinda §-6nagik bir kiime olsun. Bu durumda Onerme 2.1°den He §-
PO(X)’dir. f, 6-6nacik oldugundan f(H)e 6-PO(Y) olur. Bdylece f |, 0-Onagik bir

fonksiyon oldugunu elde ederiz.

Sonug olarak f'|5 fonksiyonu bir dp-homeomorfizmadir.
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4. 3-HEMEN HEMEN SUREKLIi FONKSiYON
OZELLIKLERI, ZAYIF §-ONACIK VE ZAYIF §-
ONKAPALI FONKSIYONLAR

Bu béliimde d-hemen hemen siirekli fonksiyonlar, zayif 8-6nacik fonksiyonlar
ve zayif o-Onkapali fonksiyonlar sunulmustur. Karakterizasyonlar1 ve o6zellikleri

arastirilmistir.

Tamm 4.1. (X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay f : (X, t) — (Y, v) bir fonksiyon
olsun. Her a¢ik G kiimesi i¢in f '1(G) 0-Onacik oluyor ise f fonksiyonuna d-hemen

hemen siireklidir denir (Mukherjee ve Raychaudhuri, 1993).

Uyan 4.1. (X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay f : (X, 1) — (Y, v) bir fonksiyon

olsun. f fonksiyonu o-6nkararsiz ise 6-hemen hemen siireklidir.

Tanim 4.2. (X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay f : (X, 1) — (Y, v) bir fonksiyon
olsun. Her agik G kiimesi i¢in f(G) 8-Onacik ise f fonksiyonuna zayif 6-Onagik’tir

denir.

Tamm 4.3. (X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay f : (X, t) — (Y, v) bir fonksiyon
olsun. Her kapali F kiimesi i¢in f(F) o-Onkapali ise f fonksiyonuna zayif o-

Onkapali’dir denir.

Teorem 4.1. (X, 1), (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. f fonksiyonu zayif d-Onagiktir,

2. Bir noktanin her acik komsulugunun f altindaki goriintiisii o noktanin

goriintilislinilin 3-6nacik komsulugudur,

3. VA c Xi¢in f(int(A)) < &-pint(f(A)),
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4. VB c Y i¢in int(f '(B)) = f7'(8-pint(B)).
Ispat:

(1) = (2): xe X ve UeN(x) olsun. Bu durumda xe W < U olacak bigimde
W et vardr. f(x) e (W) < f(U) elde edilir. f fonksiyonu zayif 6-6nagik oldugundan
f(W) e 6-PO(Y) ve buradan f(U) € 5p-N(f(x)) olur.

(2) = (1): Bir noktanin her acik komsulugunun f altindaki goriintiisii o
noktanin goriintlisiinlin ~ 3-6nagik komsulugu olsun. Vet alalim. Bu durumda
V xeV i¢in f(x) € f(V) € 5p-N(f(x)) olacaktir. Bdylece f(V)e 6-PO(Y) oldugunu elde

ederiz. Sonug olarak f fonksiyonu zayif 3-6nagik olacaktir.
(3) = (4): B Y olsun. Bu durumda f'(B) = X olur. Hipotezden,
f(int(f'(B)) < &-pint(f(f'(B)) < §-pint(B)
ve buradan
£ [f(int(f"'(B))] < £ (8-pint(B))
olmak iizere
int(f'(B)) c f'(3-pint(B))
elde edilir.
(4) = (3): B=1(A) — Y olsun. Hipotezden,
int(f"'(fA))) < [3-pint(f(A))]

ve buradan int(A) < f 'I[S—pint(f(A))] elde ederiz. Boylece f(int(A)) < o-pint[f(A)]

olur.

(1) = (3): A < X olsun. int(A) < A her zaman vardir. Buradan f(int(A)) <
f(A) olur. Boylece

S-pint(f(int(A))) < 5-pint(f(A))
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ve hipotezden

f(int(A)) < d-pint(f(A))
elde ederiz.

(4) = (1): Gertolsun. (4)’den,
int(f '(f(G))) < £'(5-pint(f(G)))

ve buradan

int(G) < ' (3-pint(f(G)))
elde ederiz. G et oldugundan

G c {7 (3-pint(f(G)))

ve boylece f(G) < 6-pint(f(G)) olur ki bu bize f(G) kiimesinin d-6nagik oldugunu

Verir.

Teorem 4.2. (X, 1), (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

1. f fonksiyonu zayif 5-6nkapalidir,
2. VA c Xigin 6-pcl(f(A)) < f(cl(A)).
Ispat:

(1) = (2): A < X olsun. cl(A) kapali bir kiimedir. f fonksiyonu zayif 5-
Onkapali oldugundan f(cl(A)) kiimesi o-6nkapalidir.

A c cl(A) = f(A) c f(cl(A))
gerektirmesi her zaman gecerli oldugundan
O-pel(f(A)) < d-pel(f(cl(A))) = f(cl(A))

elde ederiz.
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(2) = (1): Ge" olsun. (2)’den,
S-pcl(f(G)) < f(cl(G)) = f(G)
olur. Buradan f(G) 6-6nkapalidir.

Teorem 4.3. (X, 1), (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun zayif 6-6nkapali olmas1 i¢in gerek ve
yeter kosul VS < Y ve £7'(S) « U olan her U agik kiimesi i¢in S < V ve f™/(V) <
U olacak bigimde 3V € 6-PO(Y) var olmasidir.

Ispat:
(=):S < Yvef'(S) « Uve Uetolsun. Bu durumda
Y\f(X\U)=V

kiimesi 8-6nacik bir kiimedir. Ustelik S < V ve (V) < U olur.

(«<): F < X kapali bir kiime olsun. Bu durumda

f1(Y \ f(F)) © X \F ve X \F acgik
olur.
S=Y\f(F)ve U=X\F
alalim. Hipotezden, enaz bir V 9-6nagik kiimesi
Y\f(F) € Vve (V) ¢ X\F

olacak bi¢cimde vardir. Buradan, f(F) = Y \ V ve f(F) o-0onkapali olur. Bu ise bize

f’nin zay1f 6-6nkapali olmasini verir.

Onerme 4.1. (X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay olsun. 1-1, érten bir f: (X, 1) —
(Y, v) fonksiyonu i¢in agagidakiler denktir.

(1) £ (Y, v) = (X, 1) fonksiyonu 8-hemen hemen siireklidir,
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(2) f fonksiyonu zayif 8-6agiktir,
(3) f fonksiyonu zayif 8-6nkapalidir.
Ispat :

(1) < @) : G, X’de acik bir kiime olsun. ' fonksiyonu d-hemen hemen

sirekli oldugundan f(G) 6-6nagiktir.
G kiimesi keyfi oldugundan f fonksiyonunun zayif 6-6nagik oldugu elde edilir.

Tersi benzer bigimde elde edilir.

2) & () : G, X’de kapali kiime olsun. Buradan X \ G acik kiimedir. f
fonksiyonu zayif 6-6ag¢ik oldugundan f(X \ G) kiimesi 6-6nacgiktir. Buradan

X\ G) = Y \ f(G)

oldugundan f(G) o6-6nkapali olur ki bu bize f fonksiyonunun zayif o-Onkapali

oldugunu verir.
Tersi benzer bigimde goriilebilir.

Teorem 4.4. (X, 1), (Y, v) ve (Z, o) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) ve
g : (Y, v) — (Z, o) iki fonksiyon olsun. Bu durumda, g fonksiyonu 6-hemen hemen
stirekli ve f fonksiyonu d-Onkararsiz ise gof : (X, 1) — (Z, o) fonksiyonu 6-hemen

hemen streklidir.
Ispat :

He o alalim. g fonksiyonu d-hemen hemen siirekli oldugundan, He o i¢in g~
'(H)e8-PO(Y) olacaktir. f fonksiyonu 8-6nkararsiz oldugundan, g ~'(H)e §-PO(Y)
icin (g '(H)) € 8-PO(X) olur. Bu durumda

£ "' (H)) = (f'og )(H) = (gof) " (H) € 5-PO(X)

elde edilir. Boylece gof fonksiyonu d-hemen hemen siirekli oldugu elde edilir.
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Teorem 4.5. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v), g: (Y, v)

— (Z, o) iki fonksiyon ve f 6rten olsun.

(1) gof orten, 6-hemen hemen siirekli bir fonksiyon ve f 6-6nagik bir fonksiyon

ise g 0-hemen hemen siireklidir.

(2) gof orten, 6-hemen hemen siirekli bir fonksiyon ve f d-Onkapali bir

fonksiyon ise g 6-hemen hemen siireklidir.
Ispat :

(1) gof, 8-hemen hemen siirekli oldugundan, He o i¢in (gof)'(H)e 8-PO(X)
olur. f fonksiyonu 8-6nagik oldugundan, (gof) '(H) € 8-PO(X) i¢in

f[(gof) "'(H)] € 3-PO(Y)
olur. Boylece
FL(f"og )(H)] = [(fof "og "I(H) = g "' (H) € 3-PO(Y)

elde ederiz. He o icin g '(H)e 8-PO(Y) oldugundan g fonksiyonu 8-hemen hemen

surekli olur.

(2) gof fonksiyonu 6-hemen hemen siirekli oldugundan, He o i¢in (gof) -

'(H) € 8-PO(X) olur.

f fonksiyonu d-6nkapali oldugundan, F -6nkapali bir kiime ise f(F) 6-6nkapali

olur.

Feo® alalim. (gof) 1E)=f 'l(g 1(F)) 0-Onkapal1 bir kiime olacaktir. Buradan
f(f (g™ (F)) = g™ (F)

d-Onkapalt olur.

Teorem 4.6. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. f fonksiyonu o-hemen hemen siirekli ve A da X’e gore o-

onkompakt bir kiime ise f(A) Y’ye gore kompakttir.
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Ispat : {A;: icl} ailesi f(A)’nin acik bir ortiisii olsun. Bu durumda f(A)
U A, olacaktir. Buradan

iel

A c Uf'A)

iel

elde ederiz. A da X’e gore 8-6nkompakt bir kiime oldugundan A < U f™'(A;) olacak
i=l

bigimde sonlu alt 6rtii vardir. Bu durumda
fA) « (U '(A)) « URE'(A)) « UA;
i=1 i=1 i=1

elde ederiz. Bu ise f(A)’nin Y’ye gore kompaktligini verecektir.

Sonu¢ : (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, t) — (Y, v) Orten bir
fonksiyon olsun. Eger f fonksiyonu 6-hemen hemen stirekli ve X uzay1 6-6nkompakt

ise Y kompakttir.

Teorem 4.7. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) 1-1, Orten,
d-hemen hemen siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Y uzayr Ty-uzay ise X

uzay1 d-pre-Ty uzaydir.

Ispat : Y uzay1 Tp-uzay olsun. x # y olacak bicimde x, y € X noktalarmi alalim.

Bu durumda f(x) # f(y) olur. Y uzay1 Ty-uzay oldugundan,
f(x)eU, f(y)gU veya f(x)¢ V, f(y)e V
olacak bigimde 3 U, V ev vardir. Buradan,
xef'(U), yef'(U) veyaxe ' (V), yef ' (V)

elde ederiz. f fonksiyonu 8-hemen hemen siirekli oldugundan f (U), f '(V)es-

PO(X) olacaktir. Bu ise bize X uzayiin d-pre-Ty uzay oldugunu verir.

36



Teorem 4.8. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) 1-1, orten,
O-hemen hemen siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Y uzayi T;-uzay ise X

uzay1 o-pre-T; uzaydir.

Ispat : Y uzay1 T;-uzay olsun. x # y olacak bicimde x, y € X noktalarin1 alalim.

Bu durumda f(x) # f(y) olacaktir. Y uzay1 T;-uzay oldugundan,
fx)eU, f(y)eUve f(x)eV, f(ly)eV
olacak bigcimde 3 U, V ev vardir. Buradan,
xef(U), yg f'(U) ve xeg £(V), ye f (V)

elde ederiz. f fonksiyonu &-hemen hemen siirekli oldugundan, f 1), £(V)es-
PO(X) olur. Béylece X uzayinin d-pre-T; uzay oldugunu elde ederiz.

Teorem 4.9. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) 1-1, Orten,
d-hemen hemen siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Y uzay1 Tr-uzay ise X

uzay1 o-pre-T, uzaydir.

Ispat : Y uzay1 T,-uzay olsun. x # y olacak bicimde x, y € X noktalarmi alalim.

Buradan f(x) # f(y) olacag1 aciktir. Y uzay1 T,-uzay oldugundan,
f(x)eU, f(y)eVve UNV=0
olan 3 U, V ev vardir. Buradan,
xef(U), yef' (V) ve £/ ONE'(V)=0

elde ederiz. f fonksiyonu &-hemen hemen siirekli oldugundan, f 1), £(V)es-
PO(X) olur. Boylece X uzayi bir 8-pre-T, uzaydir.

Teorem 4.10. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) 1-1,
orten, kapali, 8-hemen hemen siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Y uzayi

regiiler uzay ise X uzay1 o6-p-regiiler uzaydir.
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Ispat : Y uzay1 regiiler uzay olsun. K kapali kiime ve x¢K olsun. Buradan

f(x) ¢ f(K) olur. Y uzayi regiiler uzay oldugundan,
fix)eU, f(K) c Vve UNV =0
olan 3 U, V ev vardir. Buradan,
xef(U),K < (V) ve £/ ONf (V) =0

elde ederiz. f fonksiyonu &-hemen hemen siirekli oldugundan, f 'I(U), f 'I(V)ES—

PO(X) olur ki bu bize X uzayiin d-p-regiiler uzay oldugunu verir.

Teorem 4.11. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, 1)— (Y, v) 1-1, Orten,
kapali, 6-hemen hemen siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda Y uzayr normal

uzay ise X uzay1 o-p-normal uzaydir.

Ispat : Y, normal uzay olsun. X uzayinda ANB = @ olan A ve B kapal
kiimelerini alalim. Bu durumda f(A)Nf(B) = @ olur. Y uzayr normal uzay

oldugundan,
f(A) c U, f(B) c Vve UNV =0
olan U, V ev vardir. Buradan,
A c f'(U),B c f'(V)ve f'(ONE'(V)=0

bulunur. f fonksiyonu 8-hemen hemen siirekli oldugundan, £ '(U), £ (V) e 8-PO(X)

olur. Boylece X uzay1 bir 6-p-normal uzaydir.

Teorem 4.12. (X, 1), (Y, v) ve (Z, o) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v), g
: (Y, v) — (Z, o) iki fonksiyon olsun. gof : (X, t) — (Z, o) zayif 8-6nkapal1 ve f: (X,

t) — (Y, v) siirekli, orten ise g fonksiyonu zayif 6-6nkapalidir.

ispat: F — Y kapali olsun. f fonksiyonu siirekli oldugundan f "'(F) kapaldr.
Hipotezden (gof)(f L(F)) d-Oonkapalidir. Boylece g fonksiyonu zayif d-Onkapali
oldugu elde edilir.
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Teorem 4.13. (X, 1), (Y, v) ve (Z, o) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v), g
: (Y, v) — (Z, o) iki fonksiyon olsun. f: (X, 1) — (Y, v) zayif 6-6nkapali ve g : (Y,
v) — (Z, o) d-Onkapali ise gof : (X, 1) — (Z, o) fonksiyonu zayif 3-onkapalidir.

Ispat: F — X kapali olsun. f fonksiyonu zayif §-6nkapali oldugundan f(F) 8-
onkapalidir. Hipotezden (gof)(F) d-onkapalidir. Dolayistyla gof fonksiyonu zayif d-

Onkapalidir.

Teorem 4.14. (X, 1), (Y, v) ve (Z, o) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v), g
: (Y, v) — (Z, o) iki fonksiyon olsun. f: (X, 1) — (Y, v) kapali ve g : (Y, v) — (Z, o)
zay1f 5-onkapali ise gof : (X, t) — (Z, o) fonksiyonu zayif §-onkapalidir.

Ispat: F < X kapali olsun. f fonksiyonu kapali oldugundan f(F) kapalidir. g
zayif 9-Onkapali oldugundan g(f(F)) d-6nkapalidir. Dolayisiyla gof fonksiyonu zayif
d-Onkapalidir.

Teorem 4.15. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) zay1f 5-
onkapal1 bir fonksiyon ve H — X kapali bir kiime olsun. Bu durumda f|y: (H, ty) —

(Y, v) fonksiyonu zayif 8-onkapalidir.

Ispat: Fe 1* olsun. Bu durumda (f ln)(F) = f(F) — Y d-0nkapal1 olacagindan f

|n fonksiyonu zayif -6nkapalidir.

Teorem 4.16. (X, 1), (Y, v) ve (Z, o) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v), g
: (Y, v) — (Z, o) iki fonksiyon olsun. Asagidaki ifadeler gegerlidir.

1. f zay1f 6-0nagik ve g 6-0nagik ise gof fonksiyonu zayif 8-Onagiktir.

2. gof stirekli ve f oOrten, zayif d-Onagik ise g fonksiyonu d-hemen hemen

sureklidir.

3. gof stirekli ve f orten, zayif d-Onkapali ise g fonksiyonu 6-hemen hemen

sureklidir.

Ispat:
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1. f fonksiyonu zayif §-6nacik oldugundan Get igin f(G)€d-PO(Y) dir. g
fonksiyonu 8-6nagik oldugundan f(G) € 5-PO(Y) icin

g(f(G)) = (gof)(G) € 5-PO(Z) olur.
Sonug olarak gof fonksiyonu zayif 6-6nagik olur.

2. gof siirekli oldugundan Heo icin (gof)'(H)et dir. f fonksiyonu orten ve
zay1f 8-6nagik oldugundan ve (gof)'(H) agik bir kiime oldugundan

f((gof) (H)) = (fof og ")(H) = g "'(H) € 5-PO(Y)
olur. Yani g 6-hemen hemen stireklidir.

3. gof siirekli oldugundan Heo" icin (gof) '(H)e1" dir. f orten ve zayif &-

onkapal1 ve

(goH)'(H) = (g ' (H)) et

oldugundan f(f (g '(H))) = g "' (H) 5-6nkapali olacaktir. Yani g fonksiyonu 8-hemen

hemen sureklidir.

Teorem 4.17. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X, 1) — (Y, v) 1-1,
orten, zayif d-Onacik bir fonksiyon olsun. Bu durumda X Haussdorff uzayi ise Y

uzay1 o-pre-T, uzaydir.

ispat: X Haussdorff uzay1 olsun. Bu durumda x; # x; olan Vx;, x2€X

noktalari i¢in x; € U, x,€ V ve UNV =@ olan 3 U, V et vardir.

y1 # y2 olmak iizere y;, y>€Y alalim. Bu durumda f(x;) = y;, f(x2) = y» olacak

bigimde xi, X, € X vardir. Buradan
x1€U,x,eVveUNV=0

olacak bi¢cimde 3U, Vet vardir. f fonksiyonu zayif 06-6nagik oldugundan f(U),
f(V) e 8-PO(Y) dir. Ustelik
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f(x)) € f(U), f(x2) € f(V) ve f(U)NF(V) = O
ve f(U), f(V) € 3-PO(Y) olacaktir ki bu bize Y uzayinin d-pre-T, uzay oldugunu verir.

Teorem 4.18. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) 1-1,
orten, zayif 0-Onagik bir fonksiyon olsun. Bu durumda X T,-uzay ise Y o-pre-T;

uzaydir.

ispat: X, Ti-uzay olsun. Bu durumda x; # x; olan Vx;, x,eX i¢in x;€U,

x,¢ U ve x,¢V, Xx,eV olacak bigimde 3 U, V et vardir.

y1 # y2 olmak iizere y;, y>€ Y alalim. Buradan f(x;) = yj, f(X2) = y» olacak bi¢cimde
X1, Xo€ X vardir. Bu durumda x;eU, x,¢U ve x,¢V, x,€V olacak bi¢cimde 3 U,

Vet vardir. f, zayif §-6nagik oldugundan f(U), f(V) e 8-PO(Y) dir. Ustelik
f(x1) e f(U), f(x2) ¢ f(U) ve f(x1) ¢ f(V), f(x2) e (V)
ve f(U), f(V) e 6-PO(Y) olacaktir. Boylece Y uzay1 6-pre-T; uzaydir.

Uyan 4.2. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir

fonksiyon olmak iizere asagidaki gerektirmeler gegerlidir.

O0-Onkararsiz

0-hemen hemen siirekli

Onsiirekli

Uyan 4.3. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir

fonksiyon olmak tizere asagidaki gerektirmeler gecerlidir.
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0-Onagik

Zayif 0-0nagik

Onacik < M-0nacik

Acik

Uyan 4.4. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir

fonksiyon olmak iizere asagidaki gerektirmeler gegerlidir.

d-Onkapali

Zay1f 5-onkapali

Onkapali <  M-onkapal

Kapali
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Uyan 4.2, Uyar1 4.3 ve Uyar1 4.4’de verilen gerektirmelerin tersleri genel olarak

dogru degildir.

Ornek 4.1.X=Y ={a, b, c},1=v = {@, X, {a}, {c}, {a, c}, {b, c}} olmak

lizere
f:(X,1)— (Y,v), f(a)=b, f(b)=c, f(c)=b

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda f fonksiyonu zayif d-6nagiktir ancak 6nagik

degildir.
Ornek4.2. X=Y ={a,b,c,d},t=v= {0, X, {b}, {d}, {b, d}} olmak iizere
f:(X,1)— (Y,v), f(a)=a, f(b)=b, f(c)=a, f(d) =b

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda f fonksiyonu zayif 8-Onaciktir ancak o-

onacik degildir.
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5. 6p -HOMEOMORFiK TOPOLOJIK YAPILAR

Bu boliimde, 8-hemen hemen siirekli fonksiyonlar, zayif 6-6nagik fonksiyonlar
ve zayif &-onkapali fonksiyonlar ile sunulan ve karakterize edilen &p -
homeomorfizmalar sunulmustur. Béylece olusturulan 8p -homeomorfik topolojik

yapilarla diger yapilar karsilagtirilmis ve 6zellikleri incelenmistir.

Tanmm 5.1. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. f fonksiyonu asagidaki kosullari sagliyor ise fe dp -

homeomorfizma denir:
(1) 1-1 ve oOrten,
(2) zayif 6-6nagik,
(3) 0-hemen hemen siirekli.

Teorem 5.1. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir

fonksiyon olsun. Eger f bir dp-homeomorfizma ise Sp*-homeomorﬁzmadlr.

Ispat : Her §-6nacik fonksiyon zayif 8-6nagik ve her 8-onkararsiz fonksiyon 8-

hemen hemen siirekli oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 5.2. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir

fonksiyon olsun. Eger f bir homeomorfizma ise Sp*-homeomorﬁzmadlr.

Ispat : Her acik fonksiyon zayif 8-6nagik ve her siirekli fonksiyon 8-hemen

hemen siirekli oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 5.3. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir

: - . . . B3
fonksiyon olsun. Eger f bir 6nhomeomorfizma ise dp -homeomorfizmadir.

44



Ispat : Her M-6nacik fonksiyon zayif 8-onaciktir ve her M-onsiirekli

fonksiyon 6-hemen hemen siirekli oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 5.4. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Eger f bir homeomorfizma ise 6nhomeomorfizmadir (Kupka, 1989,

1990).

Uyan 5.1. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir

fonksiyon olsun. Asagidaki gerektirmeler f i¢in gecerlidir:

Homeomorfizma

Onhomeomorfizma

*
dp -homeomorfizma

Op-homeomorfizma

Uyan 5.2. Yukaridaki diagramdaki gerektirmelerin tersleri genel olarak dogru

degildir.

Ornek 5.1. X =Y = {a, b, ¢}, t=v = {0, X, {a}, {c}, {a, c}, {b, c}} olmak

uzere
f: (X, 1) — (Y,v), f(a)=b, f(b) =a, f(c) =c

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda f fonksiyonu Sp*-homeomorﬁzmadlr ancak

6nhomeomorfizma degildir.
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Ornek 5.2. X =Y ={a,b,c,d}, 1=v= {0, X, {b}, {d}, {b, d}} olmak iizere
f: (X, 1) — (Y,v), fla)=a, f(b)=b, f(c)=a, f(d)=Db

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda f fonksiyonu Sp*-homeomorﬁzmadlr ancak

Op-homeomorfizma degildir.

Teorem 5.5. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) 1-1, Orten,

0-hemen hemen siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda asagidakiler denktir.
(1) f fonksiyonu zay1f d-6nagiktir,
(2) f fonksiyonu Sp*-homeomorﬁzmadlr,
(3) f fonksiyonu zayif -6nkapalidir.
Ispat :
(1) & (2) aciktur.
(1) & (3) aciktur.

Tamm 5.2. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Eger X’in her ac¢ik alt kiimesi

kapali ise X’e yerel olarak ayrik olmayan uzay denir.
Teorem 5.6. Bir (X, 1) topolojik uzay icin agsagidaki ifadeler denktir.
1. (X, 1) yerel olarak ayrik olmayandir,
2. X’in her tek nokta kiimesi Onagiktir,
3. X’in her alt kiimesi 6nagiktir (Dontchev, 1998).

Teorem 5.7. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. (X, t) yerel olarak ayrik olmayan

uzay ise her d-Onagik kiime 6nagiktir.

Ispat: Her 6nagik kiime 8-6nagiktir. Yukaridaki teoremden her 8-6nacik kiime

Onagiktir.
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Teorem 5.8. (X, 1) ve (Y, v) yerel olarak ayrik olmayan topolojik uzaylar

olsun. Asagidaki ifadeler bir f': (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu i¢in denktir:
1. f, dp-homeomorfizmadir,
2. f, Gnhomeomorfizmadir.
Ispat:
(1) < (2): Her 8-6nagik kiime 6nacik oldugundan ispat agiktir.

Teorem 5.9. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. (Y, v) yerel olarak ayrik olmayan topolojik uzay ise asagidaki

ifadeler denktir:
1. £, zay1f d-Onacgiktir,
2. f, dnagiktir.
Ispat:

(1) = (2): f fonksiyonu zayif 8-6nagik olsun. Y yerel olarak ayrik olmayan
topolojik uzay oldugundan agik kiimenin goriintiisii 6nacgik olur. Sonug¢ olarak f

fonksiyonu onagiktir.
(2) = (1): Uyar1 4.3. den agiktir.

Teorem 5.10. (X, 1), (Y, v) topolojik uzaylar ve f : (X, 1) — (Y, v) bir
fonksiyon olsun. (Y, v) yerel olarak ayrik olmayan topolojik uzay ise asagidaki

ifadeler denktir:
1. f, zayif 5-O6nkapalidir,
2. f, onkapalidir.

Ispat:
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(1) = (2): f fonksiyonu zayif 8-6nkapali olsun. Ge 1 igin Y yerel olarak ayrik
olmayan topolojik uzay oldugundan f(G) oOnkapali olur. O halde f fonksiyonu

Onkapalidir.

(2) = (1): Uyar1 4.4. den agiktir.
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