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Bu galigma II. mertebeden diferansiyel operatorlerin spektral teorisine ait-
tir. Sundugumuz caligmada II. mertebeden singiiler diferansiyel operattrlerin
spektral karakteristikleri aragtirilmigtir. Ayrica verilen dizilere gore singiiler
Sturm-Liouville operatoérlerin belirlenmesi ile ilgili teoremler ispatlanmigtir.

Kuantum mekaniginde, singiiler potansiyelli ala.hda pargaciklarin hareke-
tinin incelenmesi, Singtiler Sturm-Liouville operatérlerin belirlenmesi problem-
lerinde 6nemli bir yer tutmaktadir.
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GIRIS

Spektral analizin bir dah olan ters problemler, yani spektral karakteristik-
lerine gore operatérlerin kurulmas: problemi fizigin birgok alaninda kullanilmak-
tadir. Ornegin, mekanikte, verilen dalga boylarma gére homojen olmayan bir
yayda yogunluk dagihminin incelenmesinde, kuantum mekaniginde, verilen enerji
seviyelerine veya sagilma verilerine gtre pargaciklar arasinda etkilesmenin ince-
lenmesinde, yeralt1 madenlerinin aranmasi, v.b.

Bu ylizden verilen sistemin enerji seviyelerinin ve dalga fonksiyonlarinin bu-
lunmasi en énemli problemlerden biridir. Séz konusu problemler, verilen sistemin
yerlestigi potansiyel alana baghdir. Farkl potansiyelli Schrédinger denklemleri
i¢in sir-deger problemlerinin ¢oziimlerinin bulunmasi, 6rnegin, Coulomb potan-
siyelli Schrédinger denklemleri gibi, problemlerinin ¢oziimii, singlileriteye sahip
Sturm-Liouville operatorleri i¢in 6zdeger problemlerine indirgenmektedir.

Ayrica, sistemin enerji seviyeleri belli iken sistemin bulundugu potansiyel alam
bulmak bir diger 6nemli problemlerdir. Bu tip problemler, singiileriteye sahip
Sturm-Liouville operatorleri igin inverse problemler yardimiyla ¢oziilmektedir.

Bu nedenle stz konusu operatorlerin spektral karakteristiklerine gore belirlen-
mesi ¢ok biiylik 6nem tagimaktadir.

Bu kisumda, II. mertebeden diferansiyel operatorlerin Spektral teorisinin ta-
rihsel gelisimi verilecek ve daha sonra tezde alinan sonuglardan bahsedilecektir.

Tanmim 0.1: £(y) = —y” + ¢(z)y diferansiyel ifadesi verilsin. Eger, a ve b
sonlu olmak tizere = € [a, b] ve g(z) fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilirse
{(y) ifadesine Regiiler diferansiyel ifade denir. Eger, a ve b sayilarindan
herhangi biri ya da her ikisi de sonsuz ise veya g(z) fonksiyonu [a,b] araliginda
integrallenemezse ve ya da her iki durum birlikte s6z konusu ise £(y) ifadesine
Singiiler diferansiyel ifade denir.

Tanim 0.2: L bir lineer operatér olmak izere Ly = Ay esitligini saglayan
y # 0 fonksiyonuna L operatoriiniin 6zfonksiyonu denir. A ya ise L operatorii-
niin y(z) e kargilik gelen 6zdegeri denir.



Tanim 0.3: (L — I)\)™! smurh tersinin olmadig1 noktalar kiimesine L opera-
toriiniin spektrumu denir ve o (L) ile gosterilir. o(L) = {A | Ly = Ay, y € D(L)}
Tamim 0.4: {A.},5, dizisi L operatoriiniin zdegerleri ve {y(z, A,)} ler bu

ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun.
b

Qi =/y2(x,)\n)da:

a

sayilarina L operatoriiniin normallegtirici sayilar: denir.

Tanim 0.5: {An},5q Ve {@n},, dizilerine L operatériiniin spektral karak-
teristikleri denir.

Tanim 0.6: L diferansiyel operatorii verildiginde spektral karakteristiklerinin
bulunmas: problemine diiz problem, spektral karakteristikleri verildiginde bu
hangi Sturm-Liouville tipinde L diferansiyel operatdriiniin spektral karakteristik-
leri oldugu problemine ise ters problem denir.

Ters problemler teorisi, lineer diferansiyel operatorlerin Spektral analizinde
onemli bir yere sahiptir ve de fonksiyonel analizin bir sira problemleri ile siki
baglantihdir. Diferansiyel denklemler igin ters problemler teorisinin baglangic:
sayilan ilk caligma V.A. Ambartsumyan’ a [1] aittir. 1929 yilinda V.A. Ambart-
sumyan Sturm-Liouville operatorleri igin ters problemlerle ilgili agagidaki teoremi
ispatlamigtir:

Teorem 0.7: ¢(z), [0,n] arab@mnda gercel degerli siirekli fonksiyon olmak

iizere Mg, A1, -, Ap, -+ ler

Y +{dA—q@)}y=0, O0O<z<m), (0.1)

y'(0) =y'(m) =0, (0.2)

probleminin &zdegerleri olsun. Eger A, =n? (n=0,1,...) ise q(z) = 0 dur.

V.A. Ambartsumyan’ in bu ¢galigmasindan sonra ters problemler teorisinde bu
tip problemlerin ¢oziimti igin farkh yontemler ve farkh problemler ortaya ¢ikmmgtir.
Bu problemlerle ilgili en ¢énemli sonuglardan birisi G.Borg’ a aittir ve elde ettigi
sonug, agagidaki teoremle ifade edilebilir:
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Teorem 0.8: Ao, A, -+, Ag, - ler (0.1) diferansiyel denklemi ve

y'(0) — hy(0) =0, (0.3)
y'(m) + Hy(m) =0, (0.4)
sinir kogullar: ile verilen problemin, fig, fty, -+ , fhy, - -+ ler ise (0.1) denklemi ve
y(0) —hiy(0) =0,  (h#M) (0.5)
y' () + Hy(m) =0, (0.6)

sinir kogullartyla verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde {An}n>0 ve {, }n>0
dizileri ¢(z) fonksiyonunu ve h, hy ve H sayllarim tek olarak belirtir. (h,h; ve H
sonlu gercel sayilardir.)

Borg’ un 1945 yiindaki gahsmasinda [2], {\;}n>0 ve {#, }n>0 dizileri verilen
operatoriin farkli spektrumlar: oldugu farz edilir ve operatdrii bu dizilerin yardimiyla
belirtmektedir. Yani, bu tip operatoriin varlig énceden belli oldugu kabul edilir.
Borg, aym ¢aligmada, bu tip diferansiyel operatoriin tek olarak belirtilmesi icin
bir tek {An}n>0 spektrumunun yeterli olmadigim gostermigtir. O ytizden de, V.A.
Ambartsumyan’in sonucu istisna bir durum olarak diigiiniilmektedir.

II. mertebeden lineer diferansiyel operatorler icin ters problemler teorisinde bir
sonraki en 6nemli agamalardan birisi V.A. Marchenko [3] tarafindan kaydedilmistir.
1950 yihnda V.A. Marchenko [3] ters problemlerin ¢oziimiinde Sturm-Liouville
operatoriiniin spektra.l fonksiyonundan yararlanmigtur.

©(z, \) fonksiyonu (0.1) diferansiyel denkleminin

©(0,A) =1, ‘Pl(oa A) = h, (0.7)

baglangig kogullarimi saglayan ¢oziimi, ¢(z, \,) fonksiyonlan ise bu operatériin

ozfonksiyonlar: olsun. Bu durumda

™

an=/goz(m,)\n)dz (0.8)
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sayilarina verilen operatdriin normallestirici sayilari,
PN = ain
An<A

fonksiyonuna ise bu operatériin spektral fonksiyonu denir. V.A. Marchenko,
Borg’ un ispatladif1 teoremin benzerini p()\) spektral fonksiyonu yardimryla ver-
mistir. Ayrica, bu ¢alismada, p(A) fonksiyonun Sturm-Liouville tipinde bir dife-
ransiyel operatoriin spektral fonksiyonu olmasi igin gerek ve yeter kogulu veril-
migtir. Marchenko’ nun ¢aligmalar: ile hemen hemen aym zamanda M.G. Krein
[4], [5] calismalarimda Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel operatorii {A,}nso
ve {u, }n>o dizilerine gére belirtmek icin etkili yontem vermigtir. Fakat, bu ¢alig-
malarda verilen gerekli ve yeterli kogul, {An}n>0 ve {it, }nxo dizileri yardimiyla
degil, bu dizilerin yardimryla kurulan yardimci fonksiyon kullanilarak verilmigtir.

1949 yilinda V.A. Marchenko’ nun ¢aligmasi yayinlanmadan énce A.N. Tikhonov
[6] tarafindan V. A. Marchenko’ nun ispatladig teklik teoremine denk olan bir
teorem ispatlanmigtir. A.N. Tikhonov ¢aligmasinda ispatlanan teoremin ifadesi
agagidaki gekildedir:

Teorem 0.9: ) < 0 oldugunda

U'+20%z)U =0, 2>0, Uloo)=0

probleminin ¢tztimii U(z,A) olsun. Burada p(z) parcali analitik fonksiyon ve
p(z) > py > 0 dwr. R(A) = % olsun. O halde A < 0 oldugunda R(})
fonksiyonuna gore p(z) fonksiyonu tek olarak belirtilir.

1951 yihnda .M. Gelfand ve B.M. Levitan ¢ahgmasinda [7], p(\) monoton
fonksiyonun Sturm-Liouville operatériiniin spektral fonksiyonu olmasi icin gerekli
ve yeterli sartlan verdiler. Ayrica, bu ¢ahgmada Sturm-Liouville operatériiniin
belirtilmesi icin etkili bir yéntem verilmigtir.

Diger taraftan bu caligmada verilen yontem klasik Sturm-Liouville operat¢riiniin
{An}n>0 ve {an }n>0 (o > 0) dizilerine gore belirlenmesi igin yani, verilen dizilerin

sirastyla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normallestirici sayilar



olmas: icin gerekli ve yeterli kogul agagida verilen klasik asimptotik esitliklerin

saglanmasidir: .
O B | 3 9
Vin=nt 4ot 5] S
b
T b 5|
an=5+ 3+ +n2ﬁ%" +1+n2[%ﬂﬂ,

™

burada ay = % h+ H+ %fq(t)dt dir. Eger m cift say1 ise .72 < oo ve
0
> (2)2 < o0, eger m tek ise Y, (%)2 < oo ve Y, T2 < oo dir.

F:kat, bu galigmalarda ters problemin iki spektrumuna gore tam c¢oziimii
verilmemistir. Regiiler Sturm-Liouville operatorleri i¢in bu problemin yani, iki
spektruma gore regiiler Sturm-Liouville operatoriintin belirlenmesi problemi B.M.
Levitan ve M.G. Gasimov’ un ¢aligmasinda [8] verilmigtir. Bu ¢aligmada, veri-
len problemin {an},>, normallestirici sayilarmm iki spektruma bagh oldufunu
gosteren en Smemli formiil,

_ =k A
b = An oo HE T An

(0.9)

Qn

seklinde elde edilmistir. Burada [] sembolii, sonsuz ¢arpimda k = n. ¢arpanmn
bulunmadigim gosterir. (0.9) formiilii iki spektruma gore ters problemin ¢dziimiinti
vermektedir. Gercekten de, eger {An}n>0 ve {it, fnzo dizileri verilmig ise (0.9)
formiilinden yararlanarak {an},5, sayilarmn asimptotik ifadesi bulunur ve (8]
caligmasinin sonuclarindan yararlanarak {An}n>0 ve {an}n>o dizilerine gore ters
problemin ¢oziimii verilir. Bu ise iki spektruma gore ters problemin ¢oztimii i¢in
gerekli ve yeterli kogullar1 verecektir ve o kogullar agagidaki gekilde siralanabilir:
1) {Xn}nzo ve {fin}n>o dizileri ortak olarak siralidir, yani Ag < gy < A1 <

py < Ag < plg < -+ oOlsun.
2) A, ve w,'ler

ag a1 1
‘/’\_”:”+Z+55+0(}74

ay @y 1
Vin=nt 2 +n3+0(n4>
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asimptotik formiillerine sahiptir.
3) ap # ay
Simdi ise, singiiler Sturm-Liouville operatorleriyle ilgili baz1 sonuclardan kisaca

bahsedilecektir.
1965 yilinda M. G. Gasimov’ un makalesinde [13],

v +{ " @y (0.10)

diferansiyel denklemi ve

y(0) =0, (0.11)
y'(m) — Hiy(m) =0, (0.12)
(y' () — Hay(m) = 0), (0.12)

siir kogullar: ile verilen diferansiyel operatorii incelenmis ve bu diferansiyel ope-
rator igin iki spektruma gére ters problemin ¢oziimii verilmigtir.

Teorem 0.10: £ pozitif tamsay1, g(z) € L»[0, 7] olmak tizere Ao, A1,--+ ve
[, 41, - - dizileri sirasiyla (0.10), (0.11), (0.12) ve (0.10), (0.11), (0.12") tipindeki
diferansiyel operatérlerin ézdegerleri olmasi icin :

1) {An}nse ve {u, }n>o dizileri ortak olarak siralidir,

7\ 2
2) Ap = (n-l——z-) +a + an,

2\ 2
oy, = (n-l-'z‘) +b + by,
asimptotik formiilleri saglansin, burada a # b ve {a,}, {b,} dizileri 6yle ki

S lanl?, 3 |ba]? serileri yakinsaktir,
3) 3 |ca|? serisi yakmsak olmak tizere p, — Ap = b — a + %—

kosullarinin saglanmas: gerekli ve yeterli sarttir.
1985 yilinda M.G. Gasimov ve R.Kh Amirov ¢aligmasinda [14] ,

—y" + {f + q(m)} y=Xy (0.13)

6



diferansiyel denklemi ve

y(0) =0, (0.14)

y'(7) — hyy(m) =0, (0.15)

(/ () — hay(m) = 0), (0.15")

smir kogullar: ile verilen diferansiyel operatér igin iki spektruma gore ters prob-
lemin ¢oziimi ile ilgili agagidaki teorem ispatlanmisgtir:

Teorem 0.11:{)\,},>0 ve {i, }n>o dizileri agagidaki kogullar saglasin:

1) {An}nzo ve {in}n>o dizileri ortak olarak siralidir,

2
2) Ap = (n -+ l) +é In (n + 1) + 2¢co+ay,
2 e 2

1\* A 1 '
L = (n + 5) +;111 (n + ‘2'> + 2¢y+ay,,
asimptotik formiilleri saglansm, burada cy # cy ve {a,}, {b,} dizileri oyle ki

Slaa?, 3 |an) ? serileri yakinsaktir.
O halde bir ¢(z) stirekli fonksiyonu ve hy, hy gercel sayilar vardir ki, {\,}n>0

(0.13), (0.14), (0.15) operatoriiniin, {u, }>o ise (0.13), (0.14), (0.15") operatoriiniin
spektrumlaridir ve

hi — hg = W(c;, — ¢p)

egitligi saglanir.
1992 yilinda H.Hiiseynov ve Z.M. Gasimov makalesinde [15],

-y’ + (f; + qo(ﬁﬂ)) y =Xy (0.16)
y(0) =y(m) =0 (0.17)
y(0) =y (m) =0 (0.18)



qo(z) € L]0, 7], p € (1,5/4), 6—gercel say1 olmak tizere diferansiyel operatorii
incelenmis ve bu tip diferansiyel operatorler igin ters problemin ¢oziimii ile ilgili
teorem ispatlanmigtir:

Teorem 0.12: {}e>0 ve {74 x>0 gercel say dizileri sirasiyla (0.16), (0.17)
ve (0.16), (0.18) problemlerin spekturmlar: olmasi i¢in agagidaki kogullarin saglan-
masi gerekli ve yeterlidir:

1) —00 < ¥y < fiy <Yy < fig < ... siralt olmahdir,

26
2) = k% + —%k”‘l — 24+ a

2 -1
'yk:(k—%) +gi—cp( —%)p —~2A 4 b
asimptotik formiilleri saglanmalidir, burada
% sin? ¢ de — P31
0 S (p— DT (p~ 1)sin7(25)

syle ki 3 |ael®, 32 |bg|? serileri yakisaktir.

Cp = , A gercgel say1, {ar}, {bx} dizileri

Literatiirde Bessel potansiyelli singtlilar diferansiyel operatorlerle ilgili bir sira
caligmalar mevcuttur. Bunlara ¢rnek olarak V.A. Yurko’ nun galigmas: [16] gos-
terilebilir. V.A. Yurko caligmasinda, 6zellikle potansiyelin singiilerite noktasi ara-
ligin herhangi bir i¢ noktasinda oldugunda bu tip operatorler icin ters problem-
lerin ¢oziimleri verilmigtir.

'+ (E ra@) )y = (=) 0Sasn (019
(z —7)?
diferansiyel denklemi verﬂmis olsun. Burada z = -y noktas:1 (0, 7) araligimin her-

hangi bir i¢ noktasidir. (0.19) diferansiyel denklemi ve

y'(0) — hoy(0) =0 (0.20)

y'(r) — hay(m) =0 (0.21)

sir kosullarimin {irettigi operatér L olsun. V.A. Yurko baz galigmalarinda L

operatorii igin ters problemin ne sekilde konulacagim incelemis ve bu tip ters
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problemlerin ¢oztimiinde, Weyl fonksiyonu kavramindan ve Z.L. Leibenzon yon- -
teminden yararlanarak ilgili teoremleri ispatlanmistir. Burada en Snemli teorem
agagidaki sekilde ifade edilir:

Teorem 0.13: {Ax, Qe}lysg, @k 7 0 ve A # A (k % n) dizilerinin L opera-
toriiniin spektral karakteristikleri olmasi icin agagidaki kogullarin saglanmasi gerekli
ve yeterlidir.

1) Oyle bir L operatorii meveuttur ki, ¢ =@, Z lppck| & < o0,

k=0
2) Her bir z # v igin E + H(z) : m — m operatorii sinirh terse sahiptir,
3) X (@) o =9 € L(0,m),

o

burada x(z) := Z (aroPro (@) Pro (%) — 11 (%) i1 () -
k=0

Bu kogullar saglandiginda L operatori,

p(z) = plz) — 2X/(x)

ho = ho + x(0), By =T+ x(m)

vi—-1/4
(z —7)?

Sonlu aralikta integrallenemeyen potansiyele sahip Sturm-Liouville operatér-

formiilleri yardimiyla kurulur. Burada, p(z) = + q(z), q(z) € L2(0, 7).

leri igin diiz ve ters spektral problemlerin aragtinidigi bu tezde agagidaki yol
izlenmigtir.

Birinci boliimde, sonlu aralikta integrallenemeyen potansiyele sahip Sturm-
Liouville operatorleri igin diiz problem arastirildu.

1.1. alt boliminde L; operatériiniin ¢éziimiinin varlig) ve tekligi gosterildi.

Ly) = —y"+ {% -+ % + q(m)} Y (0.22)

diferansiyel ifadesi ve

y(0)=0, ¢(m)—Hy(m) =0 (0.23)



y(0) =0, ¢(m)— Hy(m)=0 (0.23)

D(L1) = {y(=z) : y(z) € W3[0, 7], £(y) € Lx[0,7], q(z) € WE[0, 7], y(0) =0,

o (r) — Hyy(mw) = 0} olmak tizere smir kogullarinin iirettigi diferansiyel operator

L, (Ly) olsun. Burada A, Hi, Hy ve § gergel sayilar ve p € (1,2) dir.
Tanim 0.14: W2(a,b] = {f(z) | f®(z) € AC[a,b], k=0, n—1, f™ € Lya,b]}.
o(z, p) fonksiyonu,

Llp(z, p)] = pPp(z,p), A= p’ (0.24)

diferansiyel denkleminin

©(0,p) =0, ¢'(0,p)=0p (0.25)

kogullarini saglayan ¢oz{imi olsun.
(0.24), (0.25) probleminin bir tek ¢éziimiiniin oldugu ispatlandi.
1.2 alt boliimiinde, L, operatdriiniin dzdegerlerinin, dzfonksiyonlarinin ve nor-

mallestirici sayilarinin asimptotik formiilleri verildi.

A(p) := ¢/ (m, p) — Hyp(m, p)

olmak iizere, L, operatoriiniin p,, 6zdegerleri A(p) = 0 denkleminden bulundu.

™

an=/g02($,pn)da:, n=0,1,-~
0

sayilarina Ly operatoriiniin normallegtirici sayilar: denir.
Dolayistyla, n’nin yeteri kadar biiytik degerleri igin L, operatdriiniin p,, 6zdeger-
leri, ¢(z, p,) Ozfonksiyonlar1 ve o, normallestirici sayilan icin agsagidaki asimp-

totik formiiller elde edildi:

1 Aln(n+1/2 Ca 7
pn=(n+1/2) + (n+1/22> " 2 (EL+1/2)) (n+1/2) * (n+1/2)4%
. In(n + 1/2) cs P Cs1 . In(n+1/2)
(n+1/232 " (n+1/2)%7 " (n+1/2) " (n+1/2)5-% " (n+1/2)>%
Cso In%(n + 1/2) In(n +1/2) C34

T2 My 2hr B 12 | (nt 1/2)4r
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A3 In®(n+1/2) In*(n +1/2) In(n + 1/2) C1o 1
Tr 1128 T mr 120 Bt 128 " (n+1/2)° +0 <n8~4p)

6Mysin(n +1/2)z  bc, cos(n + 1/2)x

o(z, p,) =sin(n +1/2)z + 2 12 n (z —m) (7 1/2)
Amsin(n+1/2)z A In(n+1/2)
T————(n T1/2) %(:1: — ) cos(n + 1/2):1:—————(n 12

cos(n+1/2)z 02(2) sin(n +1/2)z 05(2) cos(n +1/2)x
(n+1/2) B o+ 1/2)-2 T Y (o 1/2)4%
In(n +1/2) sin(n + 1/2)z

+ a1 (z)

+ aale)sin(n + 1200 ol + 0a() 1

+ ag(c) cos(n + 1 /2)3:————————(12(_:_1 ;21)/32; ar(2) -—————C(‘:(j: ;L/;)/f_)f

L ?—:(m b O 1/2):3% Y 1/2)m%

+ ag(m)W I /2);1;%

o 4 75r+5]\/§7r (n+ 11/2)2—19+A;r : (n +11/2) Tt 16/12)4—211 FocpAm (l::(: ?/21)/32—)12
+(n_+%2)—3—p 3112;(1J1r/12/)§) 4123: /12/)22) (n +bi Jag " <n61"3?’>

Ikinci boliimde, {p,},5, zdegerleri dizisi ve {a},5, normallegtirici sayilarn
dizisine gore ters problemin ¢oziimii verildi.

2.1 alt boltimiinde, {p,},>o Ve {@n},>, spektral karakteristiklerinden yarar-
lanarak

—[1 1
Flort) = 3 | 2@t n) = ogn(e. R)volt )

n=1 n

gecici fonksiyonu olusturuldu ve onun o6zellikleri aragtirildi. Burada {ag}nzo lar
ile L, operatoriiniin g(z) = 0 durumuna karsihik gelen operatoriin normallestirici
sayilar: gosterildi. F'(z,t) fonksiyonunun z ve t degiskenlerine gore siirekli tiirevle-

nebilir oldugu ispatlandi. Ayrica, bu alt bolimde F (z,t) fonksiyonunun yardimiyla,

11



I

F(z,t) + K(z,t) + / K(z,£)F(£,t)d€E =0 (0.26)
0

integral denklemi kuruldu.

2.2 alt boltimiinde, (0.26) integral denklemin ¢éziimiintin varlig1 ve tekligi ispat
edildi. Ayrica, bu bélimde K(z,t) fonksiyonunun z degiskenine gore tiirevlenebilir-
lik mertebesinin F(z,t) fonksiyonunun z degiskenine gore tiirevlenebilirlik mer-
tebesine esit oldugu gosterildi.

2.3 alt boliminde, {p,},,5¢ ve {@n},5, dizilerine gére ters problemin ¢éztimiinii
veren agagidaki teorem ispatlandi.

Teorem 2.3.3: Eger her n € N icin o, > 0, n # m oldugunda X, # A,

{An}tnso’ ler gercel ve

N C1 Ahl(n + 1/2) C2 Cr
bo= YD s T nr13) Tt D) T 12
c 111(77, + 1/2) Cg C10 €31 c ln(n + 1/2)
17237 (n+1/237 " (n+1/2)2 " (n+1/2)6-% @ (1 1/2)5-2
. Cap . In®(n +1/2) o D0+ 1/2) Caa
(n+1/2)5% " H(n+ 1242 T F(n+1/2)07 T (a1 1/2)47
A InP(n+1/2) . In®*(n +1/2) In(n +1/2) U R 1
2r (n+1/28 T (n+1/2P8 B (nr1/28 " (n+1/2)7 (n,8—4p)
_m 6Mym 1 Ar? 1 b In(n+1/2)
w2 A2 4 (a3 (nr1j2em e i
by In®(n +1/2) In(n +1/2) bs 1
Tt 125 bs (nt+1/2)2 b (n+1/22 " (nt1/22 T <n6—3p)

asimptotik formilleri saglanirsa, spektral karakteristikleri {Pntaso ve {an}nso
olan L, tipinde operatdr vardir. Burada ¢;, b;’ ler bilinen sabitlerdir.
Ayrica,

_ JAK(z,x)
q(x)—2———dx )

Tezin ticlincii boliimtinde, L; ve Ly operatérlerinin spektrumuna gore ters
problem aragtirildi. pg < py < ... ler Ly operatoriiniin 6zdegerlerini gostermek-

tedir.

12



3.1 alt boliimtinde, oy, normallestirici sayilarim {An},,50 ve {fi,},>0 Spektrum-

lan ile ifade eden

0P Do —%HA —/\kH/\ —/\kH ukHA —
n)\gl_‘ﬂgl)\(r)t__Ag)\Sb—ﬂokl kls:l k:kl /‘['k;/g_ /\n—lu’k

(0.27)

esitligi ispatlandi. Burada {u)},, lar ile L, operatoriiniin ¢(z) = 0 durumuna
kargilik gelen operatoriin dzdegerleri dizisidir.
3.2 alt boluminde, A, ve p,’ nin asimptotik formiillerinden yararlanarak

(0.27) esgitliginin yardimiyla ¢, normallegtirici sayilarn asimptotik formiili bu-

lundu:
. Z+6M17r 1 +A7r2 1
o T2 (mt1/227 4 (n+ 1/2)
b+ @ — cO\? ﬂ'C5-0505 2y 1
' A—cp 2ecg—chd— 0| (n+1/2)4%
ln(n +1/2) o ar(m®—6) 0
+A50p7r—(n+ 1/2)5 + [62 L 4 " ((ca —cB) + (ch — )
o Rk SR Tk L o(n+1/2)
4(ca—cp) 4(B-cP)] (n+1/232 7 (n+1/2)?
A(372 — 4) In(n + 1/2)
0 _ A0 /00
+. |:b4 + 192 ((C2 c2) + (02 Co )):l (n + 1/2)2
3 Aln(3/2
- [g(MH-MHbO ( ;+%—)) (2 — 8) + (ch — )
0y L T (/)0 0 ° 0y2 ;o 0N2
+2m(ce — ) + 3 (A0 = Xo) + (1 — o)) — 5 ({2 — ) + (ch — c5)?)
3P-lg , 7r )
+5 (s = 8) + (5 — &) + Zpmigemsy (1 —70) + (V1 =)
mIn(3/2 . T P
AT (o, — ) + (0~ 00) + s (7 = 29) + (4 = 45))
TY%—Y TR 1 1
il —ag) 18- c'2°>} CESYIERE (n)
burada,
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. o 2(cs— ) (v =)
M= 2 (e 2000 - FETRL - Gl

In(k+1/2)  (y3—73)
_(’72 —’Y(Q)) (k + 1/2)3—1) - (k—:l/.?)i’—p} )

oo 2(0/ _ C/O) (,Yl . ,7/0)
— — 40 _9(el — 0 5 5 . 1 1 .
> {“’“ S N V) A SV

in(k+1/2) (=) 3

~ = e T k12

3.3 alt boltimiinde, iki spektruma gore ters problemin ¢oziimil verildi.

/\07)‘17"' a)\nv"'

Koy Myt g Myt

gercel say1 dizileri verilmig olsun ve n’in yeteri kadar biiyiik degerleri icin A, ve

Wy, ler

ve

Do = (n+1/2)% + 201 (n + 1/2P1 + éln(n +1/2) + 2,

N 2¢3 In(n + 12/2) 2cs 2¢10
(n+1/23-2%  “(n+1/2)%7 " (n+1/2%7  (n+1/2)
2cs In(n +1/2) 71
i/ T s e
A%e,lnP(n+1/2)  In(n+1/2) s (0.28)
o (n+1/23 ' (a4 1/2)3 ' (n+ 1/2)5
A% In(n+1/2) In*(n +1/2) In(n +1/2)
21 (n+1/22 4 (n+1/22 P (nt 1/2)2
04 1
a0 ()
= (n+1/2)% + 2¢c1(n + 1/2)P71 + éln(n +1/2) + 2,
2¢3 In(n +12/2) 2¢ 2ck,
Tnr12p e T ierr T mr /2 (nt1/2) (0.29)
n 2cq 192 hl(n + 1/2) ’)’Il

(n+1/2)5-3% T (n+1/2)4%  (n+1/2)4%
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A%c,In*(n+1/2) , In(n+1/2) ¥4
T Tor (n+ 17232 (n+1/237 T (n+1/2)37
A ln*(n+1/2) I’ (n+1/2)  ,In(n+1/2)
T2 (n+1/22 M+ 1/22 P (n+1/2)2

Y6 1
HCEST, R (n) ‘

asimptotik formiillere sahiptir, burada

1 Alnn 0 17
=—=| - AMs + ———— + =
e =~ ( Hy+ ——+ AMs + 20— et +5 qu(t)dt>
1 Alnm o 17
/ — - —
ch =~ ( Hy + —— 3 + AMs + 2= pyrrt +3 qu(t)dt)

Bu alt bsliimiinde agagidaki teorem ispatlandi.

Teorem 3.3.1: Asagidaki kogullar1 saglayan { A }n>0 ve {, }n>o dizileri ver-
ilmis olsun:

1) {An}lno ve {g, tn>o dizileri ortak olarak sirahdr,

2) A, ve p, ler icin (0.28) ve (0.29) asimptotik formiilleri ve ¢y # ¢ dogrudur.
O halde stirekli g(z) fonksiyonu ve 8yle A, Hy, Hy gergel sayilari vardir ki, { A, }n>0,

L, operatoriintin spektrumu, {u, }n>o ise Ly operatoriintin spektrumudur. Ayrica,

Hy — Hy = m(cy — ¢3)

seklindedir.
3.4 alt boltimiinde, L, operatoriiniin regtilerize izi hesaplandi. {u,},>, dizileri
ile L operatoriiniin ¢(z) = 0 oldugu duruma kargilik gelen 6zdegerleri gosterilsin.

O halde,

g(r) — g(0) § H / Ho
My = S == —
A 4 + T2 t)de 2(1 — p)me~t
0
AHlnm AHoa; cin? A (0.30)
+AHo-EE2T 2o 2 —-(2 5 ) ©

_é (g(l + 111(3/2))—1112) +cy— (24-21’ - %%%;—:TJ cr
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- -_2;’—:2 (111(3/2) + (p——l].)2> - 23_171112] Cq4 — [4 - 2111(3/2)] C10

— 23—p_i—1_ Cr — 26—3p__§3L
27-2(p—1)| 2%-5(3p—4)| ¥

[32p=3 <21n(3/2) 1
2274\ 8-p)  (3~-p)
AB 32p—3
_93—-p _ 130 4—2p -z
2 Y3 37‘(‘ 1I1 2 {2 + 22;0—3 (3 — 2p)j! Y1
21n%(3/2) +41In(3/2) + 4
3

2) — 25=%]p 2] 1 + 237PIn 2,

- {41n22+

N A /21n%(3/2)
127 3

:l Ya + 23—-p 1Il2 2014

+61n(3/2) + 4) - [% (1+1n(3/2)) — 41112] e

formiili alnir.
Teorem 3.4.1: p € (1,5/4) olmak iizere L, operatériiniin regiilerize izi icin
(0.30) formiilii dogrudur.
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L. BOLUM

SPEKTRAL KARAKTERISTIKLERIN HESAPLANMASI
— (DUZ PROBLEM)

1.1. Singiiler Sturm-Liouville Problemin Céziimlerinin Davramg:

- L operatorii

- - —y”+{§+%+q(m)}y=/\y, A=p?0<z<m (1.1.1)
L y(o) =0 (112)
y'(m) — Hy(m) =0 (1.1.3)

olsun. Burada q(z) € W2[0,n], A, H,§ gercel sayilar ve p € (1,2) dir.
o(z, p) ile (1.1.1) denkleminin ¢(0, p) = 0 ve ¢/ (0, p) = p baslangi¢ kogullarini

saglayan ¢oziimii gosterilsin. Bu durumda ¢(z, p) fonksiyonu

, Tsinplz—t) (A §
ola,p) =sinpo+ [ EEZDIR 4 Sy )} ot e
p t P

0
integral denklemini saglamaktadir. Ardigik yaklagimlar metoduyla bu integral
denklemin varhg ve tekligi gosterilebilir. Bunun igin ;

po(z, p) = sin pz ve pi(z,p) = / ;

I 0

A 6
seklinde alimirsa, Q(t) := 7 + = +q(t), z>0,Imp > 0 igin
l ez'p:z: _ e~z’p:1:

T
= ‘g_fz etPtdt

l@o(, p)| = |sin pz| = 2 U dt = |p|z
Ya'niv (100(171:0) < lplz dir.

z

k=1 igin, ¢, (z,p) = /

0

L= thont, e
oldugundan,

T

lp1(z, p)| (z — 1) Q)| |pl tdt < |plz [ t]Q(t)] dt
] ]

0

17



T

olur. Burada o(z) := / t|Q(t)| dt isaretlenirse,
0

o1 (2, p)| < lplzo(Z)

elde edilir.

A

b= 2igin, gy(z.0) = / =D 0w o

oldugundan,

pa(z, p)| < /(fv—t) [Q(E)] ol to(t)dt < Ipliv/a(t)tlQ(t)ldt = Iplx/d(t)dv(t)
0 0 0

olur. Buradan, |p,(z, p)| < Iplmaz(m) olur.

2!

Benzer gekilde devam edilirse, k = n icin |¢,(z, p)| < |p| xaﬂ&z ) esitsizligi dogru
olsun. k¥ =n + 1 i¢in dogru mu?
sinp(z — 1t
Pny1(2;p) = / %Q(t)%(t,p)dt
oldugundan
y o™(t plz y
om0 < [@=0100 e < U2 [oniiaote
0 "%
seklindedir. Buradan,
O'n+1(.’17)
[ena(@ Al < lelz e =5
elde edilir. Boylece her n =1,2,... igin,
o™z
(onle: )] < Il 2
egitsizligi dogrudur. 0 < z < 7 oldugundan
o™(z) o™()
#ala,0)] < ol 2= < ol n T
alimir. Dolayisiyla,
oo o o0 O'n T
0(z.0) = 3 0nlw:0) < Y lenla o)l < Il m 3 T
n=0 n=0 n=0 )

18



serisi elde edilir. Bu seri Weierstrass testinin kogullarim sagladigindan [0, 7] ara-

liginda diizgiin yakinsaktir. O halde varhk-teklik teoremine gore (0, p) = 0 ve

(0, p) = p basglangi¢ kosullarim saglayan ¢(z, p) fonksiyonu var ve tektir.

z > 0 i¢in p’ nun yeterince bilyiik degerlerinde ¢(z, p) fonksiyonunun davramns:

icin

M sin pz cos pxr = Amsinpx
(p({E P) =sinpz + —— 2 pz_p — 0Cp pg__p + —4— P - 51 (.’L’)
A cos pzx 82 M sin px cos p:v sin p:c
_5 hlp + 4 p —2p §2 4—2p 5 p - 64( )
sin pz cos pr Ar cos pz ASM; sin px
+§5($)p—2 +&5(2) o N i T8z i
82 M sin pz cos p 1
- 2 2 O
Sap pir cos 2px + €4(z) —— pre cos 2px + (p )

elde edilir. Burada,

1 5
== [ qlt A __ A
6(0) = / a0+ AMy — 7,
0
A6My | 8Mic, 6 Ms 3A6My7
& = + - , o b=,
4(p—1) 2 2 8
£,4(z) = A (My + 2M My — 2N, My — M) _ 82M;,
R 4 4(p — 1)zp~V’
_a@te0) A5 e,
§5(a) = T o o e — AL — ASL — Al
A*NyT A2M27T AbI Abr
e@)=—"———3 +t5 8(p — 1)zp—1’
_Ab 1 Cp 62(;[]
la) = 2 ( T M) -2
— P __sin2
M = 2T (p) S ve My = 5 + N
seklindedir.
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T

1.2. Singiiler Sturm-Liouville Operatdriiniin Ozdegerlerinin Davranisi

o(z,p) : ©(0,0) =0, ¢'(0,p)=0p
¢($7p) : %/)(77;9) =1 ’ wl(ﬂ-: P) =H

fonksiyonlar1 (1.1.1) diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢tziimleri olsun.
Yukaridaki kosullann saglayan v (z, p) ¢oziimiiniin varhigh ve ¢(z, p) ¢oziimii ile
lineer bagimsiz oldugu, ayrica ¢(z, p) ve ¥(z, p) fonksiyonlarinin p parametresine
gore tam analitik fonksiyonlar oldugu R.Carlson’ un caligmasinda [19] gosteril-
mistir.

Tanmim 1.2.1: A(p) := 9/ (z, p)e(z, p)—¥(z, p)¢'(z, p) fonksiyonuna L opera-
toriiniin karakteristik fonksiyonu denir.

(1.1.4) ifadesinin z ’e gére tiirevi alinirsa;

, _ 6 M cos px sinpz  Am
&' (z, p) —pcosp:v+——2——plj; Cp = + = cospz

) A 6% M cos pz sin pz
+¢,(z) sin pz + o sinpz In pz + 1 + &, e
COS pT sinpz  [g(z) 6 A COS pT
+€3 = +&4() P [ o Tom 95 &s(z) P

sin pz N A?r sin px I pz — M, ASMy] cos px
4zP 8z

poP
82 M cos pz 62 M; sin pz

827 7 cos 2pz + —;;;F sin 2pz (1.2.1)

sin pz COS pT .
—57(26)@— cos 2pz — 267(37)F sin 2pz

[A&r A27r] COS pT {q’ (z)y A 8p ] sin pz
- + + - P
8z = 8z p?

4 4z?  4gptl

ASM;y sinpz  6>Mipsin px
8z ptp | 8gptl ph-p

Abc, Abp 6°pe, | cos pz 1
[43:2 T Sp—)er T agel| i cos2pz + O 3

ifadesi bulunur. Tanim 1.2.1 geregi L operatoriiniin karakteristik fonksiyonu igin,
Alp) = ¢'(m,p) — Ho(m, p) =

0S 20T
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SM- A
= pcos pT + Tlpp‘l cos pm + §eppP L sin prr + Tﬂ cos pm + &, (7) sin pm

8% M, cos pr sin p7r Ccos pm £, )sin pT
4

A . 1
+—2—smp7r npm+ 4 + &, 52 +¢&s 2P p2P

q(m ) A . ] cos pm sinpr  A%msinpr
- [%‘5‘2—7&;”‘——55 77)] — &s(m) + 3 In pm
2 2
B 6° M, B Ab6M, | cos p B 6° M, cosp7r cos 2 + 82 M, sin pr sin 2
47p 8T p3~P 8P p3-P 4op p3-P
sin p7 cos p | Abm Am] cospm
— &(m) = o €08 2pm — 26,() e sin 2pm — [SWP + - 2
q'(m) A Sp |sinpr ASM;sinpm  §*Mipsinpr
+ [ 4 4w anrtl| 2 T g php | guetl php O 2pm
Abe, Abp 52pcp Ccos pr HéM, sin pr
- {4%2 - 8(p— Vel | ametl| pip cos 2pm — H sin pmr — 2 2
cospr  HAmsin pr cospm  AH cos pr 82H M sin pr
+ Hée, Jo R + HE () P + 5, In prr — 1
cos pT sin pm cos pﬂ' sin p7r cos pr
+ Hé—— P _Hgsp_ HE,(m) - HEs(m)—5— — Héq(m) o
A*Hr cos pr ASHM, sinpr  6°HM; sin pr
3 2 In pm — 87 ph + Py cos 2pm
oS p 1
— H cos 2pm + O ( )
§r(m)—- = 7
ifadesi elde edilir.

Tamm 1.2.2: A(p) = 0 denklemine L operatdriiniin karakteristik denk-
lemi denir.

Buradan Tamm 1.2.2 geregi verilen operatoriin karakteristik denklemi,
A(p) = pcos pm + %pp‘l cos pm + bc,pPt sin p + % cos pm + (B4 () sin pr

+§sinp7rh1p7r+ 622410/)(28_1{2): 5281?€:+ﬁ2( )%4-53(7?)%
_Bu(r) COZ T 5 () sinpp7r N A827r smppvr I prt §2£I_ COZ P 1 o 62_[1% S;f_g:
+ Hfg% — Bs( )%'_%75 — HE3 S;I;_p: - 5;151 c;):_;:r cos 2pm

6;151 SII;P:' sin 2pm — 57(7r) T cos 2pm — 2&,(m )% sin 2pm
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I

cos pm sinpmr  A?Hw cos pr sin
— Br(m) g+ By(m) £ 1 e — () 2T
P 8 pt?
sinp'rr cos pm 1
= ) T cos2m + () S con2pm+ 0 () =
seklinde elde edilir. p # 0 i¢in
oM i A i
cos p + T ! CZ: ppvr + 6cps;lgf): + —ECOZPW + B, () smpp?r
Asin pm 62 M, cos pr sin pm cos pm sin pm
5 In pm -+ 4 p4_2p 62 4—2[.1 + 162( )_F + :83 (77) p3_p
Cos pmw sin pr  A?msin pm AH cos pm 82 H M; sin pr
—/84( )T—ﬁS( ) ,02 ] ,02 ]‘npﬂ—,—T /02 hlpﬂ"— 4 p5_2p
- HE cospw_ﬂ ( )cosp7r o sinpr %M cos pr 5
2 p5__2p s\ p4_—p - 53 p4__p - 8P ,04_p COS 2pT
82 M, sin pr sin cos pm
4714’1 p"fp sin 2pm — &() p4_p7r cos 2pm — 2&,(m) p4‘€’ sin 2pm
. 2 .
= Br{m) T 4 Balr) T + S b - ()T
sin pmw Cos pT 1
Do) S cos 2+ B () T ccnzpm 40 () =
seklinde bulunur, burada
Hé6M:
By(m) =&y (m) — H , By(m) = &3+ Hécy Ba(m) = &4(m) - 5 :
_gm & A _ HAm
By(m) = 9 + omP  9r §5(m) — HE () , Bs(m) := Eo(m) + 4
§2M1 A(SMl A(STF A2
166(71-) T 47Tp - 87T - H£4(7T') ? 167(7T) = 8 D + ? +H£6( )
_q(m) A op _AéMy | A6HM,
168(71-) - 4 - 4772 - 47Tp+1 _H§5(ﬂ-> b Bg(ﬂ') = 871'2 + 87T
82Myp 6 HM, Aécp Abp 62pcp
:810(77) T {pt+l + 8P :611(’”) A2 8(p _ ]_)7rp+1 4P+l _H£7(7r)

seklindedir.

Teorem 1.2.3: A(p) = ¢/(m, p) — Hp(m, p) = 0 karakteristik denkleminin
{p,} sifirlar1 L siir deger probleminin 6zdegerleriyle gakigir. ¢(z, p,) ve ¥(z, p,,)
ozfonksiyonlardir ve

V(z, p,) = Bno(T, pn), B, #0,

22



olacak sekilde {8,},, dizisi vardir.

Ispat: p = py, A(p)’ m sifirt olsun, yani A(py) = 0 dir. O halde, ¥(z, pp) =
Boplz, pg) ve ¥(z, py) , w(x, py) fonksiyonlar: (1.1.2) ve (1.1.3) siur kogullarin
saglamaktadir. Dolaysiyla, py-ozdeger, ¥(x, py) ve @(z, py) ise uygun czfonksi-
yonlardir.

Tersine olarak; pg, L operatoriiniin dzdegeri, yo(z) ise py’a karsilik gelen 6z-
fonksiyon olsun. O halde U(yo) = V(yo) = 0 dur. Diger taraftan
yo(z) # 0. Genelligi bozmadan yo(0) = 0 ve y5(0) = p almursa yo(z) = ¢(=, po)
olur. Buradan V (¢(z, py)) = V (yo(z)) = 0 oldugundan A(py) = 0 elde edilir.

Boylece her bir 6zdegere sabit say1 carpim farkiyla bir tek 6zfonksiyon kargilik
gelmektedir. Her p, icin A(p,) = 0 oldugundan en az bir 3, # 0 vardir ki

V(z, p,) = Bao(z, pr)

olur.
Lemma 1.2.4: 8, a, = —A(/\n) esitligi dogrudur.
Ispat:
—Qoll(xa )\n) + Q(x)W(a:, )‘n) = )\n(p(a:, )\n)
~9"(z, A) + q(z)y(z, A) = Mp(z, A)
oldugundan

_'40”(171 )\)(p(iﬁ, )‘n) + 90”(‘775 /\n)w(xa )\) = (’\ - ’\n)go(m: /\n)iﬁ(ﬂfa ’\)
esitligi elde edilir. Son esitlik (0, ) araliginda integrallenilirse,
[ =400 + (@ A, N do =
0
= =/ (r, N, M) (1, M, V) + T o, A (2, 2) =0, 2} (0,)
= (=) [ plz An)le Nz
0

elde edilir. 1994 yilinda R. Carlson galigmasinda [19], p € (1,3/2) i¢in 9(z, A) her
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A i¢in siirh fonksiyon ve 9'(z,\) = O(z'~P) dir. Yani, hI(I,l+90($, M (z,A) =0
oldugunu gostermistir. Buna gére,

(70, M) — Hep(m, M) — Mo(0, ) = (A — A) / (3, A) b, \)dz
0

olur. A(\)’ min tanmmindan,

;H] "‘H

A(A))\ - i(w _ / (2, M) (z, N dz

0
esitligi elde edilir. Bu esitlikte A — A, igin limit alinirsa;

e AN -AN)
~A) = lim ~ == N am [ (@ A)(z, A)de

0
olur, burada ¥(z, A,) = 8,0(z, A\,) esitliginden yararlanilirsa,

AR = / 8.6%(, An)da
0}
veya

_A(’\n) = /Bnan
esitligi elde edilir.

Lemma 1.2.5: (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) siur deger probleminin 6zdegerleri
basittir.

Ispat: ¢(z,p,) ve ¥(z,p,) fonksiyonlart (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) suur deger
probleminin 6zfonksiyonlar: oldugundan g,, # 0, a, # 0 dir. Buradan

—A(pn) # 0 elde edilir. Dolayisiyla (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) simir deger probleminin
Py, Ozdegerleri basittirler.

(1.1.1) diferansiyel denkleminin y(0, p) = 0, ¥/(0, p) = p basglangic kogullarim

saglayan c¢oziimii S(z,p) olsun. O halde agiktir ki, (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) smur
deger probleminin tzdegerleri

®(p) = S'(m,p) — HS(m,p) =0
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fonksiyonunun sifirlan ile gakigmaktadir. ®(p) denklemine (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3)
sinir deger probleminin karakteristik denklemi denir. (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) smir
deger probleminin 6zdegerlerinin varlig1 ve onlarin asimptotik ifadelerinin bulun-
mas1 problemi ®(p) karakteristik fonksiyonun sifirlarimin belirlenmesi problemine
indirgenmektedir.

Eger (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) probleminin siniis tipli ¢dziimleri i¢in integral
denklemi yazilirsa, bu integral denklemi yardimiyla ®(p) denklemi i¢in p’ nun
yeterince biiyiik degerlerinde

®(p) = pcos pr + eATO (ﬁ + R(p)) =0 (1.2.2)

asimptotik formiilii elde edilir.
Tanim 1.2.6: M > 0 herhangi bir say1 olmak iizere

|cos prr| > Mell™ei

esitsizligini saglayan ve smursiz olarak geniglenen yoriingesine (1.1.1), (1.1.2),

(1.1.3) smur deger problemi igin gecerli yoriinge denir ve K, ile gosterilir.
Yukarida verilen tanimdan yararlanarak ®(p) fonksiyonunun davranigindan

agiktir ki, n’ nin herhangi bir degerinden sonra bu fonksiyon K, yoriingesi tize-

rinde
B(6)| > Melmai

esitsizligini saglamaktadir.
Not: K, yoriingesi olarak cos pr fonksiyonunun sifirlar

1 1 1
S HlFS A2F = .
5 F o, 2¢2,

noktalarini icine alan Z, yoriingeleri secilebilir.
Teorem 1.2.6: (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) probleminin 6zdegerleri sayilabilir

sayidadir ve

1
pu=nt5+0(rm)
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davranigina sahiptir. Burada,

! 1/(n+1/2) . T
e / te@d+ o [ lew)d

1/(n+1/2)
Ispat: ®(p) fonksiyonunun (1.2.2) davranigindan goriildiigii gibi bu fonksiyon p

Tn

degiskenine gore ¢ift fonksiyondur. Ayrica, p degiskenine gére tam fonksiyondur.
Bundan dolay1 bu fonksiyonun sifirlar

TPy —Pr-10

'y TP Py 5 Pt

seklinde yazilabilir. Burada her 7 icin |p;| < l P; +1| ve her 7 > 0 icin Rep; > 0 dir
Lo f [Rep| <n+1
" Il <01
kapali yoriingeleri iginde kalan ®(p) fonksiyonun sifirlarimin sayisi bulunabilir.
Bunun igin 6nce ®(p) fonksiyonu I, yériingesi iizerinde degerlendirilir.
p=(n+1)+iy icin,

YT | o—yT
|cos pmr| = |cos ((n + 1) + 4y) 7| = |cosiyn| = EE

p=z+1%(n+1) igin,

5 > —ellmplﬂ'
. 1,
|cos prr| == |cos (z + i (n + 1)) | > =elmelr
p=1z—1i(n+1) igin,
1
|cos prr| = |cos (z — i (n + 1)) 7| > =elmelm
elde edilir. (1.2.2) egitliginden
eIImp[ﬂ‘ 1
F(o) = cos pr, ale) = ===0 (1 + R(p))
p ol
olarak segilirse, I',, yoriingesinde
L Im p|m
|f()0)|1"n 2 Ze 3

ellm pi
9(p)lp, < C ( L

— + R(p )
p lpl (v)
esitsizlikleri korunur. Son egitsizlikten yararlanilirsa,

FP)le, 2 4777 l9()lr, (1.2.3)
7 (5 m0)
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iR

esitsizligi elde edilir. R(p) ifadesinden goriildiigii gibi n’ nin biiyiik degerlerinde

1

¥ )

> 1 (1.2.4)

kosulu saglanir. (1.2.3) esitsizliginden f(p), g(p) fonksiyonlar: T, yoriingelerinin
i¢ bolgelerinde Rouché teoreminin kosullarmin saglandigy goriiliir. Dolayisiyla
', yoriingelerinin i¢ bolgelerinde ®(p) fonksiyonu ile cos pmr fonksiyonunun sifir-
larinin sayisi egittir ve 2n sayidadir. Boylece ®(p) fonksiyonunun sifirlar sayisinin
sayilabilir oldugu gosterilmig olur.

Ayrica her bir n igin ®(p) fonksiyonu p,,;’ nun n. sifir1 ise

1 1
- o)

bolgelerinde yerlesmektedir. Diger taraftan o < % olmak iizere

e eeet

cemberlerinin i¢ noktalarinda da

|cos prr| > Mioel™eim

esitsizlikleri saglanmaktadir. Burada M) sayist p’ ya bagh degildir.
O halde |p — (n 4+ 1/2)| < 1/2 ¢emberlerin diginda fakat
Rep— (n+1/2)] < 1/2
Imp—(n+1/2)] < 1/2

diktortgenin iginde kalan kisimlarinda
[f(p)| = Myoel™ i

esitsizligl saglanacaktir. Dolayisiyla bu p’ lar icin

IO ( = ) 19(6)
+

2 \Idl

(1.2.5)
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esitsizligi dogrudur. (1.2.5) esitsizliginden o sayis:
MIO' —9

© (& +80)

ol

seklinde gecilirse,
2C 1
oc:=—|—+4+R )
Mp (IPI (®)
. 1
olur. p’ nun biylik degerlerinde o < 2 kosulu her zaman saglanacaktir. O halde
bu p’ lar igin

|£(0)] = l9(p)]

egitsizligi saglanacaktir. Boylece Rouché teoreminden ®(p) fonksiyonun n. sifiri

()

¢emberi icinde yerlegir. Dolayisiyla

Py =(n+1/2)+0 (l?l—l + R(pn))

<0

asimptotik formiilii elde edilir, burada

1/1p.] .
_ 1
R(p,) = / Q) di+ o J IIQ(t)ldt (1.256)

seklindedir.
Eger g(z) fonksiyonu [0, 7] araliginda integrallenebilir ise R(p,,) icin agagrdaki

ifade elde edilir.

1/(n+1/2) 5 w A 5
1
R(p,) = HE+ 2 )| dt+ ——— 4,2
(o) P e [ S dan|a
0 1/(n+1/2)
_ Wi ln(n + 1/2) Wy 1
T 2 T mr1/9) Ttz O\
Dolayisiyla g(z) fonksiyonu [0, 7] arahfinda integrallenebilir ise p,.’ ler icin
a1 Aln(n+1/2) 2 .o 1
) n?

pn =t ) o s Y e mr 1/9) T T 12
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asimptotik formiilii elde edilir. Burada ,g(z) € WZ[0,n] olmak {izere Rouché

teoremi tekrar uygulanmirsa, n’ nin yeterince biiyiik deéerlerinde P, ler icin,

b, =0 (—}Z) alinirsa,
n

c1 Aln(n+1/2) 2
(n+1/2)27 27 (n+1/2) (n+1/2)

po=(n+1/2) + +0n

olur. Burada gerekli iglemler yapildiginda 6,,’ lerin

 5My&y(m) 1
o (n+ 1/2)6-3

(B ole) O den))
47r 4 4 (n+1/2)5-%

2

(Aclﬂ' 6M1A2 AclH) 1 L dr®  bepddm &My In(n+1/2)
( ) (

6, =

+

2 J(n+1/22°\ 6 2 4 ) (n+1/2)>
(5 e

™ 2 n+ 1/2)4-p
A3 Acir Acy\ In(n+1/2 c 1
o (_ 32 42 4 27:) ('rE ++1/2/)3) Vi +119/2) g ( ~4:v)
asimptotik formiilli elde edilir. Dolayisiyla p,,’ nin asimptotik formiilii,
c1 Aln('n +1/2) Co
(n+1/2)2? 27 (n+1/2) (n+1/2)
+ cr te In(n +1/2) Cs €10
(n+1/2)4%  “(n+1/2%7  (n+1/2p>7  (n+1/2)2
C31 lll(n + 1/2) C32
(n+1/2)% " n1/2)5% T (n+ 1725
In®*(n +1/2) In(n +1/2) Ca4
Tl 12 T St 12 T (o 1/2)h7
A% In®(n+1/2) In®(n +1/2) In(n +1/2)
T2ur (n+1/28 VT mr1/2p8 T Pt 1/23

C19 1
ez O ()
seklinde bulunur, burada,

c1 :=% , Cy = gl—(—@—élnw , c3 = —%El- , Cy = —A(SMI
T T 27 2 4

Arc 6MH A?
Cs = — L ! y Cgi= ——— C7=63+M
4 27 8 T
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AR

a(m)  6Micy

cg 1= C5 + 5 cg =10
Amey  Bs(r)  A?lnnw dr?  §Mics Sc,im 8 My
O T T, Ty 0 mETg Ty T T, Ty
. OMicy  bcpAc 82 M, A . _fg 3 Sc, A
@2 =7 2 g Ty &7
2, .2 2
13 1= 010227r — 5]‘?05 — bcpeicom — bcpey (2 — p) — Azc;g _8 (7;)c17r
Ac’winw 8% My 82MH
Ty T g Ama——p
bMicg  OcpeaA O A(2—p)  Amey  Bi(m)Ac;  A’cilnmw
e
AClcgﬂ' ACl ,82 (7T)A AClH
2 o o 2
2., .2 2
h 020217r _ 5cp2c:27r B 5CpCQST2 p) AZCS _ By(m)escym — ,61(77:)01 L z;.;:rl
_AC10227T1H7T B Ac;lrnw — By(m)es + By(m)ey — AHC21 Inm 53(:)1;[ L §7§r7r)
A%, By(mA  Alr A2 A2H
TS T T 8 lom 4n? 4n
e _GAm  Amcg  (i(m)Ac, _Bi(mA | A Aghnr _ Alnw
BTy 4 2 or2 | 4x2 4 4
Bum)A  A*Hlnm AcH
+ or Aar 2
tro = _gr?  Amcw  Bi(m)cr _Bi(mes  Acglnm  Acylnw _Ac
6 4 2 T 4 2T 27
+ By(m)es + ézi_”)
. SMi&,(m) L 8*MH _OMiy(m) 6> M?cy A&y (m)
mm T T eiEasT T or 4 4
. _Acl7r_6M1A2_AHcl . O0Micig Ay(m)  AbMicyrm
€33 = C15 2 16 5 C34 := C1 9 4 + 3

Ar = p2 oldugundan dolay1 dzdegerlerin asimptotik formiilii,

A =p2=(n+1/2)2+2c(n+1/2)P" + éln(n—f— 1/2) + 2¢;

2cr In(n +1/2) 2cs
+(n ¥ 1/2)2 +2¢4 (n+1/2)27 " (n+1/2)2 (1.2.8)
2c10 2¢31 In(n +1/2)

T2 T mr 2w R e
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Y In’(n +1/2) In(n +1/2)
—_— 2014 (n + 1/2)3—17 - Y2 (TL + 1/2)3—1)

T2
A% In*(n +1/2) In*(n +1/2)

+ 5 e — 2 1 T4 2
% (nl+(l/2) /p) 127 (n+ 1/2) (Tl+ 1/2)
= n{n+1/2 Vs 1
122 T mriaE O <n_7—15>

geklinde elde edilir, burada,

E Ac
— = Y1 = 2032 +.C% ) Yo = 2c33 + —-1 V3 1= 2¢34 + 2c1C9
L A? Ac
T Vs —-2035+—~ , ¥g := 219 + C2

Y4 = 2617-{-@ 3

- seklindedir.
(2, A) fonksiyonunun (1.1.4) asimptotik formiiliinde p nun yerine p,, yazilirsa

L operatoriiniin ¢(z, p,,) 6zfonksiyonlarimin asimptotik formiilleri icin

6Mi sinp,z cosp,z Armsinp,x COS P, T
sinp,z+ ——————"— —0cp—5—— + — = — & (z .
n 2 ,02 D C p% D 4 P 1( ) o

(2

o(z, p,) =
CoS 0, T

Acosp,z 62My sinp,x COS P, sin p,,
9 o np, 4 p;lt 2p 52 p;];__2p + §3 ,0737,—p 64(‘7") pz—p
cos p,z  Almcosp,x
34 Inp,z+——
[ 8

Ab6M- £0.4viy sin pn
8z pf;_p

+65(2) 2280 | g ()

n

§2M1 smpn COS P,
2 2 )
= con2p,3 +61(2) LT con2p, 40

- veya

ofe,p0) =sinln-+1/2)s-+ L e
+6_cp(x_7r)cos(n+1/2)a: Arsin(n +1/2)z
s (n+1/2)%-p 4 (n+1/2)
A In(n +1/2)
+-—(z — ) cos(n+ 1/2)z—-—"=
27 (n+1/2) (1.29)

cos(n + 1/2)z sin(n + 1/2)z
+a1(117) (n + 1/2) 02(113) (n + 1/2)4_2p
In(n +1/2)

+a3(x)%%—f§ + aq4(x) sin(n + 1/2):3W
In(n + 1/2)

—l—adm)% + ag(z) cos(n + 1/2)3:W
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3

}

R

g !

cos T 2 2
Far(o) <n(f f/;)/z) ~ L2 —mysin(n+ 1/%%2
(n+1/2)2 * () (n+1/2)2
(n +1/2)2
coln + 12z (1)

(n +1/2)2 n6—3p

+ag(z)sin(n + 1/2)z

+aio(z) cos(n + 1/2)z

+&11 (ZE)

elde edilir, burada

Alnz aalz) = _@E N 62 M,
2 2T T 4
. Aciz?  Aciz Abcyx

ax(z) = ez — £() + +bcycrz

(5M16127
2

az(z) := crz +

Acizln
A0TE | o)+ b

Arciz Moz
1 + 9 —&4(2)
Acoz®  A’zlnz  Acyx  Azéy(z)
"2 T @ T2 T Ton
_gz? AcyzInz

a9(z) = ===+ &(@)ew + —— +&(2),  aw(r) =

as(z) = —cic9z? + &, (T)erz +

oM A
06(1’) = Gy + 2;_ o 9 a7(x) = CgT +

ag(z) =
A2
g e-m

Amesrz A’rlnzx
a11(x) 1= c1oz + 42 +&g(z) — 3

Simdi (0.8) egitliginden «,,’ in asimptotik formiili,
T SMyw 1 Ar? 1
Qp = —

5 T2 mt12r T 4 (nt12)

by In(n+1/2) by
NS bepAm (n+1/2)32 ' (n+1/2)57

In®(n+1/2)  In(n+1/2) bs 1
122 "t Tmryee (n)

olarak elde edilir, burada,

(1.2.10)

+bs

by = _C%7r3 bcperm? N 82 My + (2¢7 + 6Mycy) ™ — 4, N 82 M?r . 62012)7'['
b 6 2 4 2 8 6 )

1) 3 2(1_ 2 9
b2 = _7% N chﬂ - e (18 =5 + &3 + 6%? + Ac; Mom + Aéﬂgﬂ

Scym3P 1 ¥ y bcy [com®  Am? com3
_ a dp 22 127 AT . _am
2(19—1)(3—17)+ 2 / (gB/Q(t)dt) 73 g (1= 2Mm)—=,

0 0
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+AM27r2 o3P
2 20— 1)(3—p)

= T i ) i Alnz dx
' 2/ 2(p — 1)zp1 2 ’
0

2

48

3] (e o) s 3 ] (oot ) o

0 0

[\'JIP—‘

by := —(4+m),

™

2 Ar(1-2
é_g_ A01227r _ A T lom) +2/§5(a:)sin2(n+1/2)mdm+

\
il
i

il

b4I:—

0

é |:027r3 Ar? 0271'3 AM27T2 o3P
Vig

{ {

_6__?(1—21n7r) 3 4  4p-1)B-p)

_i Z (a; 7 q(t)dt) dz + % Z (Z q(t)dt) dz

0

_37 6, Ahz\,
o) Co—nwt T 2 )%
0

y 2.3 2(1_
com — &(m) +A1n7r_ AM; cgm®  Acyr®(1—2Inm) v AcyMyr

bs = 2 4 2 6 8
A28 56271’3_p Ca b y
_ &2 t
> 2(p—1)(3—29)+2/ m/ )it | da
0 0

+2 / ¢5(z) sin®(n + 1/2)zdz + %

2
(czm - & (z) + Al2nm) dz,

O\-’l A

geklinde sabitlerdir.
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II. BOLUM

SPEKTRAL KARAKTERISTIKLERE GORE SINGULER
STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN BELIRLENMESI
(TERS PROBLEM)

2.1. F(z,t) Fonksiyonun Aragtirilmasi

6 A
" — — 2
-y +{xp+x+q(m)}y-—/\y, A=p (2.1.1)
difarensiyel denklemi ve
y(0)=0 , (x)— Hy(r)=0, (2.1.2)

sinir kosullar: verilmis olsun. Burada g(z) € W2[0,#], § , A ve H gergel sayilar,ve
p € (1,5/4) dir.

0(0,A) =0, ¢(0,\)=p (2.1.3)

baglangi¢ sartlarimi saglayan (2.1.1) denkleminin ¢6ziimii ¢(z, A) olsun. Ag, Ag, ...
ler (2.1.1),(2.1.2) siur deger probleminin dzdegerleri, ¢(z, A,), n > 0 6zfonksi-
yonlari, ¢(z) = 0 olmasi durumunda ise (2.1.1), (2.1.2) siur deger probleminin

szdegerleri X3, X2, ... ve 6zfonksiyonlart ¢,(z, A2), n > 0 olsun.
0 1 0 n

T

Qp = /ch(:r,)\n)d:c, n>0 (2.1.4)
0
sayilarma (2.1.1), (2.1.3) smir deger probleminin normallestirici sayilar: denir.
a2 , n > 0 saylar ise (2.1.1), (2.1.3) smir deger probleminin ¢(z) = 0 duru-
muna karsilik gelen normallegtirici sayilaridir.
1985 yilinda M.G. Gasimov ve R.Kh. Amirov yapmig olduklar: bir ¢caligmada

[14] singiiler diferansiyel operatorler i¢in de f(z), g(z)eLs[0, 7] olmak iizere

JICTCEEDS {;}- [ st Az g(t)so(t,wt}

_ n
n=0 0
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Parseval esitliginin dogru oldugunu gostermislerdir.

Buradaki { A, }r>0 ve {an }n>o dizilerine (2.1.1), (2.1.2) sinir deger probleminin
spektral karakteristikleri denir.

{An}n>0 ve {an}tn>o dizilerinin yardimu ile F'(z,t) fonksiyonu

oo

Fa) =Y | Sonle Mlenlt ) — ol o6 | (219)

n=1 n

olarak olugturulsun. Olusturulan bu fonksiyon yardim ile, K (z,t) bilinmeyen bir

fonksiyon olmak tizere
Flz,t) + K(z,8) + / K(z,&)F(£,8)dé = 0 (2.1.6)
0

Volterra tipi integral denklem kurulabilir. Bu integral denklemin c¢tziimiiniin

varhig ilk kez 1985 yiinda M.G. Gasimov ve R.Kh. Amirov tarafindan [14]
A

potansiyeli (-:; + q(x)) olan diferansiyel operatér igin gosterilmigtir. Bu calg-

mada ise bu integral denklemin ¢z{imiiniin varhig ve tekligi (-3 + % + q(m))
potansiyeline sahip bir operatdr igin aragtirilacaktir. Bunu yapmak icin F(z,t)
fonksiyonunun tzelliklerinin bilinmesi gerekmektedir. Bunun i¢in de ¢y(z, Ap) ve
oz, /\2) fonksiyonlarimin asimptotik formiillerinden yararlamilacaktir. Bu asimp-
totik formitller z > 0 ve n’ nin yeterince biiyiik degerleri igin gecerlidir.

Birinci boltimde verilen operatériin p,, tzdegerleri, ¢(z,p,) Ozfonksiyonlar:
ve o, normallegtirici sayilarin asimptotik ifadelerinden yararlanarak g(z) = 0

durumuna kargihik gelen operatoriin pl zdegerleri, ,(z, p8) 6zfonksiyonlar: ve
0

o, normallegtirici sayilar: igin,
Aln(n+1/2) o
0 = (n+1/2 o = 2
=+ Y+ O e 2 1)) T (nt 1))
N cr e In(n +1/2) 3 %
R e e TR T
N C31 . In(n +1/2) 35 o
(/2% T nt 1/2% T (12
In*(n+1/2) , , In(n+1/2) cy

T 12 S 12 (n 1/2)57
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A 1In’(n+1/2) o In’(n+1/2) , In(n+1/2)
24r (n+1/28 VU (nt1/2)3 35( +1/2)3

(n+1/2)3 n8~4p |’

buradaki ¢} sabitleri, bilinen ¢; sabitlerindeki ¢(z) = 0 durumudur.

0y _ g1(x) In(n+1/2)
#ole An) =il 1/2)et e e + 90T 1)
93(z) 94(z) In(n + 1/2)

\ (2.1.8)
92(x) In®(n +1/2) 0(ﬂc)ln(n—i— 1/2)
(n+1/2)3P (n+1/2 " B T 1j2)e

burada,

+ + g7 ()

A(z) = % sin(n + 1/2)z + A)(z) cos(n + 1/2)z,
ge(z) == A3(z) sin(n + 1/2)z + AY(z) cos(n + 1/2)z,
g8(z) == Ag(z) sin(n + 1/2)z + Ajg(z) cos(n + 1/2)z,

g3(z) := Aj(z) sin(n + 1/2)z + A%, () cos(n + 1/2)z

ve
A(o) =z - £(a) + 222,
o) = —ade? + @ers + Z920E L () 4 feyel,
AYa) = o+ 212 MGT_
A(z) = _A;%Tx2 N Azzinx N A;Qx N 52(2:1:7)1:4:1:
() = BV oo AAERE oy
Arddz A27rln:v

A (z) = 4 + c1o7 + &g(x) — 3
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0_£+(5M17T 1 +A7r2 1
T2 T2 (nr1/222 " 4 (n+1/2)

&

by In{n -+ 1/2) 5
T 12 O AT T ey (n+1/2)3» (2.1.9)
In*(n 4+ 1/2) In(n +1/2) b2 ( 1 )
b9 3 O .
st T mriee Ty O e
Burada,
0.3 201 _9 0.2
Y ﬂ%p _ clc§7r A (18 In ) + gt 6cp;27r © Ae,Myr
3—p 2 0.3 0.3
__ bam ASMim N bey [cpm® Aﬂ' (1-2ln7) — g
20— 1)(3—p) 8 x| 3 8 4

(AMpr?  ente 37 6, Alz\
2 20-1)B-p) 2J \2(p—1z2r! 2
0

A Adr? A’z (1-2Inn) j Al  An?
T 5~ 16 +/§5(a:)d:v+ 5 " 1o (1—-2Inm)

b9 = —

| AMprt  ertr 37 6, Alz)
8 4 4p—1)3—p) 2 2(p — 1)zr-! 2
0

0 M 0y2. 3 0.2(1 _
Com 251(7r)+A1n7r A22 (02) T  Acgm (18 21n77)+Ac8M27r

3P 2773 1 Ahlx 2
—2(_13 ) /55 Ydz + +§/(cx 5 )dac

seklinde sabitlerdir.
Ayrica (2.1.5) ifadesindeki ¢y (2, A,) fonksiyonunun asimptotik davransi,
L 91(z) In(n +1/2)
©o(Z, An) =sin(n + 1/2)z+ (nt 1727 (z) m+1/2)
93(m) 94(37) gs(z) ln(n + 1/2)
n+1/2 n+1/2)4-% n+ 1/2)3-p
(n+1/2)  (n+1/2) (n+1/2) (2.1.10)

g6(z) In*(n + 1/2) In(n +1/2)
(n+61/2)3—1’ +91(2) (n+1/2)? 5(2) (n +1/2)2

i 0 ()

b =
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seklinde elde edilir. Burada,

gi(z) == % sin(n 4+ 1/2)z + 6—;_2(3: — ) cos(n + 1/2)z,

go(z) := Zi(x —m)cos(n +1/2)z,

il

gs(z) = %—— sin(n + 1/2)z + A;(z) cos(n + 1/2)z,
ga(z) = As(z)sin(n + 1/2)z + As(z) cos(n + 1/2)z,

gs(x) = Aq(z)sin(n + 1/2)z + Ag(z) cos(n + 1/2)z,

iy ‘
‘ ‘[||.|‘“”‘,A‘.‘LIA‘.I‘

gs(z) = As(z) sin(n + 1/2)z + Az(z) cos(n + 1/2)z,
- g7(z) == — ?ﬁ (x — m)sin(n + 1/2)z,
gs(z) == Ag(z)sin(n + 1/2)z + Aig(z) cos(n + 1/2)z,

9o(z) = Ag(z)sin(n + 1/2)z + A1 (z) cos(n + 1/2)z

ve

Al 2,2 82 M.
Al(ifi) = CoZX — 5?(2) + 2113) 5 Ag(l’) = — 012 + (56;,,61(17 + 4
. 5M4cla: - Aciz?  Acz dcpAz
A3(.’17) = Cy& + 52( ) s A4(ZL') = or + 9 -+ or
Acizin
A5(z) := —c1038® + £ (z)crz + M + &5(z) + Sepeat,
oM Az Arciz  SMycox
Ag(z) =+ o Arle) =+ T+ T~ £y(a),
Acoz®  A’zlnz  Acx  £(z)Az
Ag(z) == 27 + 4 + 2 + 2
22 A 1n
Asla) = == + Q(@)ea + =2 + €1(a),
2 A A’mln
Ap(z) = ?(m -7, Agp(z) = ﬂ-:ﬁ + croz + &) — 7; o
seklindedir. Diger taraftan,
12 26M, 1 A + dy
o, w™ 7w (n+1/2)2P (n+1/2) (n+1/2)42
_4Abc, In(n+1/2) dy In®(n +1/2)

T (n+1/2)37 " (n+1/23» " 7 (n41/2)2 (2.1.11)

ln(n + 1/2) d5 1
iy e O ()
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ve

12 26M, 1 ! N dy
a T w om (n+1/2)2P (n+1/2) (n+1/2)%
4Abc, | 1/2 d9 In*(n +1/2
_ 448, Infn + 1/2) 2 g (0t 1/2) (2.1.12)
7 (n+1/2)%P (n+1/2)3-P (n+1/2)?
doln(n +1/2) d2 N 1
Y (n+1/2)2  (n+1/2)2 né=3%
seklinde elde edilir, burada
2 2
g = O Mi _ % , dy = 28M A~ 2 462 dg 1= —% , dy = —4—%
e T T s
A’r dbs 0. 460 453 A*r 4B
d52=7—-§, d —2(5M4A—'-—, d2:=—?, dg=7-?

Eger F(z,t) fonksiyonunun (2.1.5) ifadesinde (2.1.8), (2.1.10), (2.1.11) ve (2.1.12)
esitlikleri yerlerine yazilirsa,

F(z,t) = Fi(z,1) Z sin ((n(;ll-—ll—/f/)é;f o) + Fy(z,1) Z = ((n(:—il-/]?/)g =

2. cos((n+1/2)(t+z 2. cos((n+1/2)(t — =z
+F3(z,) (((n+1§2))§-1’ ))+F4(x,t)z (((nj-1§2))‘(3“1’ )

n=1 n=1

Rty sin ({n+1/2)(t+2)) o) sin ((n + 1/2)(t — 7))

o (n+1/2)P 2 (nr 1/2)3
+Fr(a, gj nln 218 eonlln L1/ 4 o)
CFy(zt) g In(n + 1/2) (css+((1n/;)21/2) (t —z))
. sl Mt o

elde edilir, burada,

F(z,t):= %zi)/q(t)dt , Fyz,t) = (tz;;:) /q(t)dt

0

FS(x7t)

.o

z(t—7 -7 T — ¢y (z? + 12 j 2 — dy
(ol te=n) solott a4 1) o, Gomd)
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Ll

Fy(z,t) =

Seu(t — ) +t(z —7) | Sep(z+1) — er(@® +2)\ | (dp — d9)
278 + o2 / at)dtr——"
0

[t Mz t8)
F5($,t) - (2772 - 472 )/Q(t)dt’
0
[t oMam—=20)\ |
R ) = (g + ) [atoet
0
_(Az(t—7) + Atz — )  Az(m —z) + At(r / B d4—d0)
F7(33,t) = ( 47'('3 277'3 C] dt y
0]
_(Az(t-m)+ Atz —7m)  Az(r—2z)+ At(r ¥ 4)
Fy(z,1) _( = + = / dt+ :
0
_ [(2AMs+Alm—2H & . AMs(z +1)
5§ (ar iyt A t] (ds — d9)
T ( — ) (@+0) + 2 (m-—t)lnm} [awae- 2%
0

= = 1)7rp+2) (z —t)? 2
i (”p_l“tj_l) (m—t)+4—ig(x+t)h1£] ]Q(t)d“f@%@’
0

Flo(a: t) v {(_2AM5 + Alnm —2H + ) + AME,(CL’ ——t)

Alp— 12\ (zt)P-

™

Fii(z,t) == —%—t—tl /q(t)dt , Fio(z,t) == %ﬁ—t—) /q(t)dt,
0 0

elde edilir.

e o] .
sinnz w—=zx
Z =3 , 0 <z < 2m,

COS NT 3ac — 67z + 272
Z ,0<z < 27,

n? 12

n=1

o9 .
1
Zsmnmlen(%m _—/zcot?zdm, 0<z<27 ve 0<z<1igin
2 2/ 2

n=1

oldugundan dolayi, F(z,t)fonksiyonu 0 < z < 7w ve 0 < ¢ < 7 i¢in = ve ¢

degiskenlerine gore siirekli tiirevlenebilirdir.
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2.2. K(z,t) Fonksiyonuna gore Integral Denkleminin Céziimiiniin

Varligi

Bu béliimde (2.1.6) integral denklemin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi ispat-

lanacaktir. Bunun icin

z

g(t) + /F(s,t)g(s)ds =0 (2.2.1)
0

homojen integral denklemin z < 7 igin bir tek g = 0 ¢dzlimi var oldugu gos-
terilmelidir. (2.2.1) denkleminin g(¢) # 0 bir ¢6ziimii var oldugu kabul edilirse,
bu durumda (2.2.1) denkleminin her iki tarafi g(¢) fonksiyonu ile garpilip [0, z]
araliginda ¢ degiskenine gore integrallenirse,

Zgz(t)dt+ZZF(s,t)g(s)g(t)dsdtz .

elde edilir. Bu son egitlikte F'(z,t) fonksiyonu yerine yazilirsa,

Zain ( / 9()eo(t, An)dt> =0

n=0 0

bulunur. Burada her n igin «,, pozitif oldugundan

T

/ 9()po(t, An)dt =0 (2.2.2)
0

olur.
Eger @,(t, An) fonksiyonlar sisteminin Lo[0, 7] uzayinda tam oldugu goste-
rilebilirse, g(t) = 0 celigkisi elde edilir. Bunu géstermek i¢in L,[0, 7] uzayimndan

aliman keyfi bir f(¢) fonksiyonu / F(t)oo(t, An)dt = 0 egitliginin saglanmas: icin

0
gerekli ve yeterli kogulun f(¢) = 0 oldugu gésterilmelidir. M.G. Gasimov ve R.Kh.
Amirov yapmug olduklar: bu ¢ahgmada [14]

t

in Apt in A,
ot ) = 5 1 [ Kol 25220

0
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esitligini ispat etmislerdir. Buradaki (¢, A,) ifadesi son egitlikte yerine yazilirsa,

/f [sm)\ ot /Ko sn:?sd :l it
/ F(0) Slm tdt+ / f(t / Sm)::”sdsdt

E / {f(tH [t 9)s5)as | 2
0 t

} fonksiyonlar sistemi Ly[0, 7] uzaymda lineer bagimsiz ve

dt =0

T

sin A,t

elde edilir. {

T

tam oldugundan sup / K&(t,s)ds < oo ve f(t) € La[0, 7] olmak tizere

o<t
+ / Kolt, s)f(s)ds = 0

bulunur. Bu son denklem f(¢) fonksiyonu igin Volterra tipinden integral denklemi
oldugundan, Volterra tipindeki integral denklemler teorisinden yararlanilarak
f(t) = 0 elde edilir ki, bu da {py(¢, M,)} fonksiyonlar sisteminin Lo[0, 7] uzayinda
tam oldugunu verir. (2.2.2) egitliginden ¢(¢) = 0 oldugu bulunur. Bu ise ispat:
bitirir.

(2.1.6) integral denkleminden goriildiigi gibi K(z,t) fonksiyonunun ¢’ ye gore
tiirevlenebilirlik mertebesi, F'(z,t) fonksiyonunun tiirevlenebilirlik mertebesi ile
aymdir. K(z,t) fonksiyonunun z degigkenine gore aragtirilmasi B.M. Levitan
ve M.G. Gasimov [8] tarafindan yapilan benzeri sonuca uygun olarak agagidaki
Lemma ile ifade edilir.

Lemma 2.2.1: H(t,s,a) ve g(t,a) fonksiyonlan ¢ degigkenine ve a paramet-
resine gore siirekli olmak {izere,

g(t,a) = h(t,a) + /H(t,s,a)h(s,a)ds

0
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integral denklemi verilmis olsun. Burada H(¢,s,a) verilen integral denklemin
cekirdegi, g(t,a) ise serbest terimdir. Eger verilen integral denkleme karsilik
gelen homojen integral denklemin a = qg i¢in bir tek trivial ¢éziimil var ise verilen
integral denklemin a = a¢’ 1n herhangi yakin komgulugunda h(t, o) ¢dziimii ¢ ve
a’ ya gore stireklidir. Eger H (¢, s, a) ve g(t,a) fonksiyonlar a parametresine gore
m. mertebeden tiirevlere sahip ise h(t, a) fonksiyonu da a parametresine gére m.
mertebeden tiireve sahiptir.

Lemma’nin sonucu olarak; F'(z,t) fonksiyonu z ve t degigkenlerine gore stirekli
oldugu zaman K(z,t) fonksiyonu da z ve ¢t degigskenlerine gore siireklidir. Ayrica
K(z,t) fonksiyonunun z degigkenine gore tiirevlenebilirlik mertebesi ile F(z,t)
fonksiyonunun z degiskenine gore tiirevlenebilirlik mertebesi aymdir.
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2.3. Diferansiyel Denklemin ve Simir Kogullarinin Belirlenmesi

Bu boltimde F(z,t) fonksiyonunun ozelliklerinden yaralanarak {¢(z, Ar) bnso
fonksiyonlar dizisinin sagladig: diferansiyel denklem ve sinir kogullar: belilenecek-
tir. F'(z,t) fonksiyonu z ve ¢ degiskenlerine gére ikinci mertebeden stirekli tiireviere
sahip olsun. Bu durumda Lemma (2.2.1) e gore K(z,t) fonksiyonu da z ve ¢
degiskenlerine gore ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir.

Lemma 2.3.1: (2.1.5) formiiliiyle verilen F(z,t) fonksiyonu,

—Fpr(z,t) + E + gp} F(z,t) = —Fu(z,t) + [? + tﬁpJ F(z,t) (2.3.1)

diferansiyel denklemini saglar.
Lemma’nin ispatt M.G. Gasimov ve R.Kh. Amirov [14] tarafindan verilen
Lemma’ min ispatina benzer olarak yapilir.

Teorem 2.3.2: (2.1.6) integral denkleminin ¢oziimii olan K (z,t) fonksiyonu

Kol 1) — E + f};} K(a,t) 222 (g, ) =
4 & (2.3.2)
= Ky(z,t) — [? + EZ—’J K(z,t)
kismi tiirevli diferansiyel denklemini saglar.
ispat:
F(z,t) + /K(m,§)F(§, t)dé + K (z,t) =0 (2.3.3)
0
denklemi z degiskenine gore iki kez diferansiyellenirse,
Faz(z,t) +Kgo(z,t) + ii—}%F(m, t) + K(z,z)Fy(z,1)
e (2.3.4)

+ Ko, Doma Flo,8) + [ Kual, F(€,2)06 = 0

0

ve yine (2.3.3) denklemi bu kez ¢ degiskenine gore iki kez diferansiyellenirse,

Falz,£) + Kulz, t) + / K (2, €) Fy(€, £)dE = 0
0
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elde edilir. Ayrica (2.3.1) denkleminden yararlanihirsa,

TTA 5§ A 6
Fy(z, 1) +/[7+t—p~z—§—p K(z,§)F(&,t)dE
0

+ [ K(@,€)Fel, 06 + Kl 1) =0
0
bulunur. Bu son egitlikte kismi integrasyon kullanilarak

Faet) + [ [5+5-%- 5| K@orEoa
0

+ K(2,)Fe(t,€) - Ke(w, )F (€, )| (2.3.5)
+ [ Keelo, O F(E,0)d6 + Ko, t) =0
0

elde edilir. F(z,t) fonksiyonu ikinci mertebeden tiirevleri simirli oldugundan
(2.3.5) esitliginde ¢ — O iken limit alinirsa,

F(z,0) =0 (2.3.6)

olur. Bu ise (2.3.3) ve (2.3.6) dan K(z,0) = 0 oldugunu verir. Boylece,

TTA 0§ A S
Fu(e,t) + / [7+E.—Z—§—p K(z,€)F (¢, t)de

0

+ K(ac, f)Fs(f, t) - Kg(m, §)F(az, t)|£=z (237)

+ [ Keela, )F (6,00 + Kulo, 1) =0
0

seklinde yazilabilir. (2.3.3) esitligini [% + £ _4_°_ 2d_K(_m,_m)J ifadesiyle

P 2P dz
carpmakla elde edilen yeni egitlige (2.3.4) esitligi eklenir ve bu son ifadeden (2.3.5)

esitligi gikarilirsa, (2.3.1) esitligi kullanilarak

Koo(z,t) — E + %] K(z,t) — Ku(z,t) + [é n té};} K(z,4)
_ZQK_&_@K (z,) + [ {Km(m, £) - E - %} K(z,&) (23%)
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6 dK(z,z)

—Kee(x,6) + [? + g—p] K(z,&) — 2TK($,§)} F(&,t)ds =0

elde edilir. (2.3.8) esitligi homojen Volterra tipinde bir integral denklemi oldugu

icin
A 6 A 6
Koo(z,t) — [; + EJ K(z,t) — Ky(z,t) — {? + ZI;J K(z,t)
“2MK($,2§) =0
z
veya
A 6§ _dK(z,z) B A8
Kaeit) - | 2+ 5+ 252D K(0)] Ko,0) = Kulo) - | § 4 5| Kot
olur. Simdi ise K (z,t) fonksiyonunun yardimiyla,
P(0, ) = ol ) + [ K, t)ult, M) (2.3.9)
0

seklinde {¢(z, M)}, fonksiyonlar sistemi olusturulsun. Burada {¢y(, Ax)},50
fonksiyonlar sistemi, ¢(z) = 0 durumunda (2.1.1) denkleminin (2.1.3) kogullarim
saglayan c¢oztimiidiir.

Teorem 2.3.3: (2.3.9) egitligi ile verilen ¢(z, \,) fonksiyonu (2.1.1) diferan-

siyel denklemin ¢oziimiidiir ve

_ 4K (z,z)
g(z) =2 i
ispat :
A 6
1" it o \2 _
0o (T, An) — {m + o= /\n} wolz,An) =0 (2.3.10)

oldugundan, (2.3.9)’ daki ¢(z, A,)’ nin ifadesi (2.1.1) diferansiyel denkleminin sol

tarafinda yerine yazilirsa,
A 6 dK (z,z)
" W) = = AR St St A A 2 n) =
0" (2, An) Lﬂrmp%— o ]so(m)\)+/\n90(x,k)

dK (z,x)

A 67
ey G E ERu ) PR PACPNT
0
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z z

———-/K(x,t)goo(t, /\n)dt+A§/K(x,t)goo(t,)\n)dt

0 0
z

. / Koo, )0 (£, A )t
t=x
0

d
+K(z, 93)%900(@ An) + Ko(@, t)pg(, An)

elde edilir. (2.3.2) esitligi kullamlarak son esitlikteki Kz (z,t) , Ku(z,t) ile ifade

- edilirse,
o) - L 7 I etania) et -
- _d_l%%’__@ / z,t)pg(t, An)dt
) 0 (2.3.11)
+K(m )d—wo(w An) + Kx(x:t)sf’o(x A=z

bulunur. Ayrica,

[ ale et it = Kttt M)l — K22 50l )

T

d2
- 4 / Kz 1) ot M)
0

oldugundan, bu ifade (2.3.11) ’de yerine yazilir ve (2.3.10) kullamulirsa, ¢(z, A,)
fonksiyonu igin

dK (z,z)

A 6
(2, \n) + L + 2

}so(x,A ) = (2, A)

diferansiyel denklemi elde edilir.

M.G. Gasimov ve R.Kh. Amirov [14] tarafindan yapilan ¢aligmanmn sonuglar:
kullanilarak, (2.3.9) denklemi ile verilen {¢(z,As)},5, fonksiyonlar sisteminin
L,[0, 7] uzaymda bir tam sistem olusturdugu agiktir.

Simdi ise, z = 7 noktasinda ¢(z, A,) fonksiyonunun sagladig simr kogullarin
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belirtmek igin,

1 A 4
©"(z, An) + {/\n —q(z) - P ;{;] o(z, n) =0
ve
" A 6 N
0m) + [ = a(e) = 5 = 5| (o) =0

denklemlerinin birincisi ¢(z, Ay,), ikincisi ¢(z, A,) fonksiyonlar: ile garpilir ve

taraf tarafa gikarilirsa,

!

[‘Pl (2, An) (2, Am) — ‘PI (z, Am)ep(z, )‘n)} = (Am — An)o(z, An)(z, Am)

esitligi elde edilir. Son esitlik [0,7] aralifinda integrallenir ve {p(z, M)}, 50
fonksiyonlar sisteminin Ls[0, 7] uzayindaki ortogonalligi kullanilirsa,

(:0,(71.: An)go(ﬂ-a )‘m) r (;0/(71', )\m)(,O(?T, /\n) =0

veya
(10,(71-$ )\n) — gol(ﬂ'a )\m) .
o) o, o) (n,m=0,1,...)
!
An
esitligi bulunur. Buradan, sabit bir S;((%X_)) sayisi veya

(Pl(ﬂ'a )‘n) - HQO(ﬂ', /\n) =0

siur kogulu elde edilir.

Boylece, agagidaki teorem ispatlanmig olur.

Teorem 2.3.4: ¢(z) € W3[0,7] ve p € (1,5/4) olmak fizere {An},5o Ve
{an} >0 dizilerinin (2.1.1), (2.1.2) tipindeki bir problemin spektral karakteristik-
leri olmasi icin &k # n, p, # p, ve her n i¢in o, > 0 ve ¢; , b; sayilan bilinen

sabitler olmak tizere,

_ cy Aln(n+1/2) c cr
Pn = (n + 1/2) + (n + 1/2)2_p I (n + 1/2) (n +21/2) + ('I’L + 1/2)4—2;0
h'l(’n -+ 1/2) Cg C10 C31 ln(n + 1/2)

+

“An+1/237 " (n+1/25 P (n+1/2)2 " (n+1/2)6-3% ' (4 1/2)5-%
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ALY

)
!

a1/ T M 1/2)r

Tr (4128 T (n+1/2)?

In*(n +1/2) In(n +1/2)

C34

C32

ln+ 172

A% 1nd(n 4 1/2) In*(n +1/2)

In(n +1/2)

(n+1/2)%

5 1 1/2)3

+@v:um +O< 1@)

ve
My 1 +A7r2 1 N b In(n+1/2)
O = ot T et 1/2F 4 (n+1/2) (n+1/2)4 w0 AT 1 gy
b In®*(n +1/2) In(n +1/2)
2 +1/2)2 b (n+1/2)2 - (n—{— 1/2 O (n6 37’)

ta 2 T
asimptotik formiillerinin saglanmas: yeterlidir.
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III. BOLUM

iKi SPEKTRUMA GORE STURM-LIOUVILLE
OPERATORUNUN BELIRLENMESI

3.1. Normallestirici Sayilarin Iki Spektrumu Tiiriindenden Ifadesi
A 6
1 - . . . 2
—y +{x+xp-|—q(:c)}y—)\y , A=:ip (3.1.1)
diferansiyel denklemi ve

y(0)=0 , y'(m) - Hiy(m) =0 (3.1.2)

y(0)=0 , ¢'(m)— Hay(m) =0 (3.1.3)

smir kogullar: verilsin.
Burada g(z) € W$[0,n] , p € (1,5/4), 6, A, H; ve H;, gercel sayilan ve
Hy# Hy Ao <A1 <...vepy<p <...ileswrasiyla (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.1),

(3.1.3) smur deger problemlerinin 6zdegerleri olsun.
@(0,A)=0 , ¢'(0,A) =p (3.1.4)

baglangi¢ kogullarim saglayan (3.1.1) denkleminin ¢oziimii ¢(z, \) ile gosterilsin.
Ayrica, (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.1), (3.1.3) smnir deger problemlerinin sirasiyla

AQy ALy ... V€ lg,y by, ... Ozdegerleri
®1(A) := ¢ (m,A) — Hiop(m, A) (3.1.5)
Po(A) := ¢/ (7, A) — Hap(mr, M) (3.1.6)

fonksiyonlarinin sifirlar: ile gakigmaktadir.
{¢(z, An)} 5o fonksiyonlar (3.1.1), (3.1.2) smir-deger probleminin 6zfonksi-
yonlaridir.

Kis

o = / (2, o)z (3.1.7)
0
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olsun.

ag, ai, ... saylarma (3.1.1), (3.1.2) smur deger probleminin normallestirici
sayilar: denir. Bukisimda Ag, A1, ... ve ug, £q, - - . .spektrumlar cinsinden ap, a4, . . .
sayilarin hesaplanmast icin bir formiil verilecektir.

Lemma 3.1.1: ¢(z,A) fonksiyonu (3.1.1) denkleminin (3.1.4) kogullarini
saglayan ¢Oziimii ise

™

[e@nda = gm0 e ) - olr Nl my) (LY

esitligi saglanir.
ispat:

—¢"(z,A) + Q(z)p(z, A) = Ap(z, A)
—¢"(z, p) + Q(z)p(z, 1) = wp(z, 1)

egitlikleri saglanir. Bu egitliklerin birincisi ¢(z, u) ile ikincisi ¢(z, ) ile carpilir
ve taraf tarafa cikarilirsa

—"(z, N o(z, 1) + " (z, w)o(z, A) = (X — p)o(z, N e(z, 1)

elde edilir. Bu egitlik [0, 7] araliginda z degigkenine gore integrallenirse

(=) [ eleNg@wis = [ (o mea ) - (o (e, ) do
0 - 0
~ [ @wpteNiz - [N pds
0 0

bulunur. Esitligin sag tarafindaki integrallerde bir kez kismi integralleme yapilirsa,

™

(A= ) / (@, ol w)dz = p(m, N (m, 1) — (0, N (0, 1)
0

—p(m, p)' (7, A) + (0, 1) (0, A)
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) 77,)\ I’/l", — I’IT;/\ — IW,)\ T, — W,A
/w(x7)\)<p(m7ﬂ)dm _e(m N[ (m,p) = ¢ (m, N)] = ¢ (m, A) [o(mr, 1) — o[, A

o (A—p)

esitligi elde edilir. Son esitlikte © — A iken limite gecilirse (3.1.8) formiilit

bulunur.

Ayrica, o(z, A) fonksiyonu her z igin A parametresine gore tam fonksiyondur.
Tam fonksiyonlar teorisinden [46] bilindigi gibi ®;()\) ve ®2(A) fonksiyonlar: 1/2

biiyiime mertebeli tam fonksiyonlar oldugundan Weierstrass teoreminden

-~ A
IW,/\ —Hl ’/T,)\ =01 1— = =<I)1A 3.1.9
¢/(m3) = HiptmX) = G ] (1-5) ~ 0 (319)
ve
(7 - ™ = ] — —>-\— = Py
@' (7, A) — Hayp(m,A) = Cy k|=|0 (1 Mk) ®y(N) (3.1.10)

seklinde yazilabilecegi agiktir. Burada C; ve Cy sabitlerdir. (3.1.9) ve (3.1.10)

egitliklerinden,
0 0
s = -
NP (m,A\) — Hy a/\go(w, A) =: D1(N)
bs, .
A = -
o/ (1, X) =~ Hys=o(m, ) = $300)
oldugu agiktir. Buradan,
0 , 1 . .
N =5 (Hg(I)l()\) - chpz(x))
ve

0 1 . .
e = g (B0 - &:0)
elde edilir. Bu esitlikler (3.1.8) ifadesinde yerlerine yazilirsa,

[ 0 0
2 _ / . !
of ©*(z, Ndz = ¢'(, /\)—a/\so(m A) — o(m, A)—8)\90 (m,A)

@ (m,2) [8100) = &2 (0] = o, ) [Habs(3) — Hida()]
Hy — H;
[(#/(m, %) = Hagp(m, 1) 100) = (#/(m, ) = Hup(m, 2)) &a(3)]

m

1
© Hy - H

[ 2ds = = [B:008103) - 21083

o
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olur. A = A, icin ®;(\,) = 0 oldugundan

T

/(pz(x,)\n)dmz i L - 810):0)

esitligi elde edilir.
q(z) = 0 oldugu durumda (3.1.1) denkleminin (3.1.4) kosulunu saglayan
cozimil @z, A) olsun. g(z) = 0 oldugunda M), A}, ... ve ud, ud, ... * ler sirasiyla

(3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.1), (3.1.3) surur deger problemlerinin 6zdegerlerini gostersin.

Bu durumda X5, A}, ... ve ud, 19, ... 6zdegerleri sirasiyla,
oh(m, \) — Hygg(m, A) = C’OH (1 - —-) = o1 () (3.1.11)
ve
wy(m, A) = Hapy(m, A) = OSH ( ) Bga(N) (3.1.12)
k=0

fonksiyonlarinin sifirlan ile cakigrr.
{oo(z, )\2)}7»0 ile (8.1.1), (3.1.2) swmur deger probleminin 6zfonksiyonlar: gos-

0

terilirse, bu problemin «, normallegtirici sayilari,

™

a?l:/gogn(m)dm (3.1.13)
0
formiilii ile verilecektir. (3.1.11) ve (3.1.12) egitliklerinin yardimiyla

T

1 .
/ 05z, Ap)da = T, o1 (A7) @oz(A5)
0

oldugu elde edilir. Dolaysiyla, o, ve ol ’ lar iéin,

1 .
on = g D10 ®2(A) (3.1.14)
ve
1 .
oy = m@m()\g)@oz(/\g) (3.1.15)
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egitlikleri elde edilir. Ayrica,

oS (-3)

Doy ( /\0)*—)‘0 H (1-—)

7 k=0
oldugundan ( burada HI sembolii, sonsuz ¢arpimda & = n. c¢arpamn bulun-

madigini gosterir) bu formiiller, (3.1.14), (3.1.15) esitliklerinden,

Il (-5 (- 2)
an:-— 1—— 1—-— 3.1.16
T kr:[o " (3.1.16)

ve
CcOC? 1 &, A0\ 2 by
o) = ——122 — (1 ~ —’i) (1 — —ﬂ) 3.1.17
H, — Hy X g A9 ;!;([) pg ( )

sekline doniisiir.
o, sayilarim of ’larla ifade etmek igin ®5(),) ve @1 (An) fonksiyonlar: ®ge(),)
ve <i>01(>\n) fonksiyonlari

S & o N H(l__)
(An) =02H(1———) =02H(1——0) N
k=0 k k=0 e H(l_—g)
k=0 Ky
00 An o /.LO oo Ap — L
= Cy (1 - -—) e e
k=0 H kI=](:) k ch:o An =
= ByCs (1 — —> k
1Lt -5 ) 5=
oo An
hnd AO H 1—_0) s >\'n, -
_BZOQ]__I(l——%) e |
k= H Hl__% ko 7 T HE
k=0 Ky
l AN B dn — 20 S A —
= By,Cy (1 - —'—‘) . m Lk

seklinde ifade edilir. Benzer gekilde
3101 o An — Mg T An — Ak
2() Y H(l——)HAO—/\OHA—AO
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oldugu goriiliir. Bu formiiller ve (3.1.14) kullanilarak

1 1 BiCi o, AN A — A2
. = An)®a(An) = — _Zln
O T H, - qu’( n) %) =~ 0 11 ( A°>H A0 — )0

k=0 E/ k=0 “'n
Ap —
k=0 7 B2CZJE)<1~_>;H0 A sz]:[))‘ _’ig
S () D) M= Ty
A —
iy
- Gogpma e T I e I s I s

esitligi elde edilir. Burada

C1Cy
—C{’CS BBy =1 (3.1.18)
dir. Bunun igin
. B(N)
lim =1
Am—oo By (A)

oldugunu gostermek yeterlidir.

AEIPOO'&GH ( ) ( - /\12) H /\kk;_wﬂ N i =1 (3.1.19)

oldugudan,

_ M—XA 0 Ak — N
lim = i L4222k ) g 3.1.20
Aq_ngO—A — k:O( HSVIESY (3.1:20)

esitliginin dogrulugu gosterilmelidir.
Asimptotik formiillerden

e = (k +1/2)% + 26, ( + 1/2)7! + —‘:—m (k+1/2)+0(1)

ve
No= (k4 1/2)% + 21 (k+1/2)7 + %ln (k+1/2)+0(1)
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oldugundan Az — A2 = O(1) dir. Buradan,

A — XY
2N

2

oC
k==

0
serisi —oo < A < —1 igin X'ya gore diizgiin yakinsaktir. Boylece (3.1.20) sonsuz
cgarpimi —oo < A < —1 i¢in N'ya gore diizgiin yakinsaktir. Bu durumda bu
carpimda A — —oo limiti alinirsa,
lim ﬁ 1—{-—~—/\k_/\2 =1
A——00 =0 )\2 -\ -

elde edilir. Boylece,

CoLiN — C?
bulunur. Bu ise,
C1Cq
e B1By; =1

oldugunu verir. Dolayisiyla o, ’ler igin

0 A =t An = 20 A — fp 1 Am — A2

Gy = &
CTA AL S, — et A - A 8121
Xﬁ ,A@—-Akﬁ)\n—pgﬁ,)\n——uk -
e A= Mgt A -l A —p]

formiilii elde edilmig olur.
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3.2. o, Sayilar1 igin Asimptotik Formiil

AQs ALy - .. V€ g, by, .. SBYL dizileri verilsin. Bu say1 dizileri sirasiyla (3.1.1),
(3.1.2) ve (3.1.1), (3.1.3) smir deger problemlerinin Szdegerleri olsun. Bu du-
rumda agagidaki asimptotik formiiller saglanmaktadir.

c1 Aln(n+1/2 Ca
oo =+ 12+ oy o (fz T 1/2)) n+1/2)
L C3 c In(n +1/2) Cs C10
(n+1/2)42 " (n+1/2)37 ' (n+1/2)37 (n+1/2)?
Co In(n +1/2) cs
T 125 T T 12)5% T (et 1/2)5% (3.2.1)
A%6c, In*(n + 1/2) In(n +1/2) C1a -
T am 12 M 12 (ot 1/2)7
A3 1n®(n +1/2) In®(n + 1/2) In(n +1/2)
Tor (n+1/28  BT(n+1/28 T M(a+1/2)3
Cis 1
TSV (n) ’
c1 Aln(n+1/2 c
= (o Pl (n+1/2)27 " 2r (7(1 + 1/é)) (n+1/2)
N cs o In(n + 1/2) ck L o
(n+1/2)+=%  “(n+1/2)3*  (n+1/2)*F (n+1/2)
Cs . In(n +1/2) A
T 5 T T 12 (nr 125
_ A%c, In®(n +1/2) In(n + 1/2) C12 (32.2)

ar (n+ 17207 M+ 1/2)8r " (n+1/2)
A In®(n+1/2) In®*(n +1/2) In(n+1/2)
Tour (n+1/2° B+ 128  Mint1/2)3

Cis 1
ot 1/2)3+O<n8-4p) !

burada,

-

S
I
=

Alnm 6 1 i
—-H AMy + ————— - =
1+ Ty A AM g /q(t)dt
| 0

1 Alnn 1
== |—H =
0
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sin 2 sin® ¢
= dt
vy =22 / t

seklindedir. Ayrica,
H1 - H2 = T('(CIQ - Cg) (323)

(3.2.1) ve (3.2.2) egitliklerinden,

A
An = (n+1/2)*+2¢c;(n+ 1/2)P7 + —~ In(n +1/2) + 2c,

2¢3 49 In(n 4+ 12/2) 2cs 2¢10
T2 TR 12 T (127 T (nr 1/2)
n 2ce o In(n +1/2) Y1
(n+1/2)5% " (n+1/2)%% " (n+1/2)¢%
A6, +1/2) | In(n+1/2) ve (3:24)
TT2r (n+1/23 7 X(n+1/287 " (n+1/2)3P
A3 In®(n 4 1/2 In*(n + 1/2) In(n +1/2)
2 4o, m+ 127 P nti/2)?

127 (n+1/2)2

__ I 1
HCESTE (n)

b = (04 1/2)7 + 2630+ 1/27 + S n(n +1/2) + 26,

2c3 In(n 4 1/2) 2¢ 2¢o
T2 T 12 T 1/ T (n1/2)

205 In(n + 1/2) 7
sy T 12w Ty 1j2

A%6c,n¥(n+1/2)  , In(n+1/2) ", (3:25)
“Tor (nt 127 nt128r T (nri/2)r
A ’n+1/2)  Wi(n+1/2)  In(n+1/2)

B 127 T iy 12

12 (n+1/2)2

00 1
TariE O (n“‘*?)

elde edilir.
An V€ p, sayllari (3.1.1) denkleminin farkli spektrumlan ise (3.1.1), (3.1.2)

sir deger probleminin normallegtirici sayilar: (3.1.21) formiilii ile verilir.
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Bu kisimda A, ve u,, sayilar icin bilinen asimptotik formiiller tirtinden o,

sayilart icin asimptotik formiiller verilecektir. Bu iglem bir ka¢ adimda gercek-

lestirilecektir. Ilk olarak,

sonsuz carpimi alinirsa,

oldugundan yeterince biiytik n ve k % n igin

A — A2 - C
M| Tn+1/2
esitsizligi dogrudan (C bir sabite kargilik gelecek) elde edilir. Boylece
0 Ap — A ) ]
Z : = (3.2.6)
olur.
Lemma 3.2.1: | M\ — M) [<a , k=1,2,... olsun. Bu durumda
In(n +1/2)
= Ak-AO" (n+1/2) "’ r=1
Z A (3.2.7)
Mo~ C r>1

k=1 —_—
(n+1/2)"

k=1,2,... oldugundan
> RS = Y

olur. Kolayca goriiliir ki, egitsizligin sag tarafindaki toplam

n—1/2 e
dz . dx
/ —_———‘(An 2y + / —‘———(/\n G (3.2.8)

1 n+3/2

Ispat: [ Ag— A |<a

)\k~>\°
AO-A

integrallerin toplamu ile yakinsaklik mertebesi aymdir. Bu integralleri hesaplanirsa

T da 17 e c
| o < ary | Gy ez 7D

n+3/2

n+3/2
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o7 dzx 1 z— /M |7 Inn
< In =0— =1
/ /\n —z? = 2\/ )\n T+ V 1 | lg=n+3/2 ( n ) ’ (,r )
n+3/2
- 712 n—1/2 O(l_n_n) , (r=1)
- / dx < C / dz B n
)\n oy = +1/2 T -;__ r =
G- EEE L T (1), ey

oldugu goriiliir. In W(A,) ifadesi incelenirse, (3.2.7) degerlendlrmesmden
Ap— A 1o [ A — AR
536 ; ) =y

k=1 r=3 r=3 M = A
Ca a 1
2; n+1/2 n+1/2)3;(n+1/2)r20<$>

(3.2.9)

oldugundan, (3.2.6) formiiliinden yararlanilarak

= el A — A 1
SR () vo(7)  eaw

In¥(\,) = 5
= M A 20T
oldugu elde edilir.
Simdi n'nin yeterince bityiik degerleri icin bu formiilde olan toplamlarin davra-
nig1 aragtirilacaktir. (3.2.4) ve (3.2.5) asimptotik formiillerin yardimi ile (3.2.10)

esitliginin sag tarafindaki birinci toplamin
= 2(cs — c2)

N R R
Z —Z {/\k,—)\k"2( 2) (k+1/2)2_p

1 A = An k=1
(ri=7) o n(k+1/2) (v —73)
~ R G g T et L /2)3—p}

C(k+1/2)+2
1 1 } > 1
X + —1 + 2(62 - CO)
[/\g")‘n )‘n 2 :L_;l )\2—-/\,,
) (3.2.11)
— M) (k+1/2)%P

+2(cs =) )
Cs — C 1 T
NS 1
+ri =) kz; (A0 = A (k + 1/2)4%
+(7 72) ’ (/\O /\( )(

In(k +1/2)
— 0 Z
k=1

oo
k=
0

fors]

)k + 1/2)87
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|

T

=y 1
+(vs = 18) ; (A2 =) (k+ 1/2)3-»

1 2(cs — c?)
o kz:; {/\,C — A —=2(cp — ) — &+ 122
 n- oy L) (=) }
(k+1/2)42% 7% (k1 1/2)3p  (k+1/2)3P

= 81 +2(ca — 9)S2 +2(c5 — &) S5 + (v, —¥2)Ss + (72 — 71355

B

i1,

+(v3 —78)Ss — S7

I -

}

esitligini sagladig goriiliir.
Simdi S; toplami icin,

1
=1

, 2(cs — ) (=)
e Yo R Vo

oy n(k+1/2)  (y3-75) | _
2 =) iy (k+1 /2)?5—p } a

1 0 0 2(es — Cg) (v1— ’)’(1))
= -;:n- Z {)\k - >\k; 3 2(C2 - 02) i (k} + 1/2)2—;0 —(k + 1/2)4_2p
oy In(k+1/2) (v3 —3)
~ )G T T et /2)3—:0}
1 oy _2(es—¢cp) (11 —79)
—:\; {)\n - )\91, - 2(62 —C ) - (n + 1/2)2—;; - (n +11/2)4—2p
In(n+1/2)  (y3—"3) }
(n+ 17257 (n+ 17207

o0
k=1

(%2 —73)
A, sayilar i¢in asimptotik formiilden

1 1 1
x—mﬁ-O(m) 1>a>3/4

oldugu elde edilir. A, ve A2 sayilar: icin asimptotik formiillerden,

0 0 2(cs — ) (1 — ) oy in(n +1/2)
An — )\n - 2(02 - 02) - (n + 1/2)2_p - (TL + 1/2)4_2p_(72 - 2) (’I’L + 1/2)3_p

(=1 _O(lnzn)

(n+1/2)3»  ~\ nz
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3

| \H
18 1

!
!

|

il
i

oldugu aciktir. Boylece,
-5 2(cs — c3) (7. =)
M, = Z {)\k ~ X —2(ca— ) — (k4 1/2)27 — Gt oy

k=1
In(k+1/2) _(y3=75)
A PERY T + 1/2)33—1)}

olmak tizere

M, In®n
= — _ 2.1
57 (n+1/2)2 +O( n4 ) (3-2.12)

bulunur.

Simdi Sy toplarm igin,

e o]

, 2(cs — cB) (1 —7)
Sy = ; {)\k — X —2(ca— ) — (k+1/2)22  (k+1/2)%2»
In(k +1/2) (73 —"3) 1 1
D s G T )

11207 (k1257 [N — x|

—(7e —

= o 2(cs— ) (11 =%
= Z ) {)\k — A —2(c—c) - (k+1/2)%7  (k+1/2)42

k=1
gy =y REH L) (=) } 1
Ya 2 (k + 1/2)3-7  (k+1/2)3-7] A, ()\2 — )\n)

_N 00 ol oy 2As=&) (-
__k\é {A‘,@{Ak M —2(c2 — ) 127 (ot L2)t

—(12 =) (lz(f ;21)/32._),, 1 k( " 1_/;)3;)__,,} ~ (a =)’ (k+1/ 2)}

1 74) In®(k +1/2)
/\n(/\g—/\) Z Ap = An

+('ys;72) i,ln(k +1/2) (%/\-78) f: 1

0 0
7 k=1 ’\k: - /\n n k=1 )‘k: - /\n

—(s =18 In(k +1/2) — (76 — 78)}

yazilabilir. Burada ), ve A2 sayilan icin asimptotik formiillerden yararlanilirsa,

2(cs — c5) (y1 =) In(k +1/2)
)\2 {/\k - )\2 - 2(02 - Cg) - (k—i— 1/2)2—;0 - (k—i— 1/2)4—2p - ( 2~ (2)) (k + 1/2)3_p

) ufi*f 17;))} — (1a =19 10’k + 1/2) = (35 — 1) In(k + 1/2) = (75— %)

1
=)
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1
{1

oldugu alimr. Buna gore,

=Y 2(cs — <) (1 =)
> {)\2 {Ak—Ak—z( R Yo =l Ty

k=1

o Ik +1/2)  (y5 = %)
—(v2 —72) (k +1/2)37 - (k+1/2)3-r

} (s — ) Ik 1/2)

~(vs — ) In(k + 1/2) — (v6 —78)}

C ) 1 C
ST & R S 2P

olur, Burada 1 > a =5 — 4p > 0 geklindedir.Dolayisiyla S; toplami igin,

(=) (B4 1/2) | (15— 78) o In(k +1/2)
S-S N 2 2

k=1

5 - (74—72)ir1n2(k+1/2 (5 i 1/2

An Ay = An An
Ny k (3.2.13)
(76 — 76) 1
+ " Sa+0|—
oldugu anlamina gelir.
S; ve Sy igin asimptotik formiiller ve (3.2.11) formiiltinden
e N (va— 1) < I0’(k+1/2)
Y T T mryaE T 2
—1 'k (] n k=1 k 7
(15 = 78) -~ /In(k +1/2) { (%6 — 78)}
+ +42(ce—)+ 15
An ; A0 — A, 2= ) An (3.2.14)

+2(cs — cf) Ss + (v1 = 1) Sa+ (72— 13)S5
1
+(13 —78)Ss + O (;)

oldugu bulunur.
Simdi de S , S3 , Sa4 , S5 ve S toplamlarim hesaplamak i¢in A, ve )\2 icin

asimptotik formiillerden yararlanilirsa,
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1
52=Z . =
k=1>‘k_’\

> 72 cl — 6¢9 A(:?m'2 —4)In(n +1/2)
n+1/2 7 " 24n (n+1/2)2
N 3 N ey N Aln(3/2) n2cd 1 N 1
—— 4 6 6T 4 | (n+1/2)? nd-2

o S_i, 1 ot +0(1)
T = A)(k+1/22 2 (n+1/2)? n4-p

: 1 1 1L of L
0 )k +1/2)4% 22233 (n 1 1/2)2 \nS%

>
= S UM . V) NN ) RS S (nip)
"2

O = M)k +1/2) 27718777 (n+ 1/2)

w )b+ 128 213 (- 1/2)2 \ndP

JAn?(k +1/2 = 2 1
Z A(0+A1/) o(%) | me«erlA/):O(ﬁ)
k=1 =1 kE— n
esitlikleri elde edilir. Sy, S3,S4, S5 ve Sg asimptotik formiillerinden,
> ;)\k—kg_ 7T201~6C? 0 1
Z /\0 — )\ - l: 3 (62 — (32) (n + 1/2)3_p
In(n 4 1/2)
i St A 0 ) Sioh ShL It a2
T i ey

(ca — ) 7?(c; — ) | 2AIn(3/2) 3.2.15
2 (3 * 6 * 37 ) ( )

3rt (vp =21 | In(3/2)
+ooles —c3) + 9%p—233-2p + 2p—132—p( —72)

-1
(vya—73) 1 1
Torigr | mr2p T\

elde edilir. Simdi (3.2.10) formiiliindeki ikinci toplami hesaplamak igin (3.2.4) ve

(3.2.5) asimptotik formiillerinden

“Z <Ak—AO> —2(c2—cg)i’[(k+1/21)2_)%]2 +O<—7;1§>.

Simdi




toplamlarlarimin davramgina bakilirsa,

i 7rtan7r\/_):+ 2
_ £ k+1/2 2vA 4r -1
)\):i, 1 :wtanwx/x_{_ 2 _ 1
— (k+1/2)2 -\ 2v/\ A-1 (n+1/2)2~

egitligi kullanmlarak,

1

= k}; i 1/2 e — Xt-D(3,) — T o =12 (3.2.17)
oldugu bulunur. r.= 1 durumu incelenirse,
- 1 Aln(n+1/2) C2 cs
" T2 o (et 1/2)  (n+1/2) (n+ 1/2)5
. In(n 4+ 1/2) Cs . C1o Ce
“n+1/232 " (n+1/23P (n+1/2)2 (n+ 1/2)6-%
In(n +1/2) cs A%c, In*(n +1/2)
nt1/25%  (nrlj25 % dr (ne /2 (3.2.18)
N In(n +1/2) Cia A ’(n+1/2)
Wln+1/2)047 (n+1/2)%7 247 (n+1/2)°
In?(n +1/2) In(n +1/2) C15 1
*(n+1/2)3 o (n+41/2)3 (n+1/2)3+ <n8*41’)
B olmak tizere \/—_ (n + 1/2) + &, yerine konursa,
g—; k+1 /2 -
_ 1 77tan7r[(n+1/2)+€] n 1
2n+1/22 " 2[(n+1/2) +€] (n+1/2)2 — [(n+1/2) + ¢’
_ 1 _ wcot e 1 0 1
Tt 12F 2mriD)re il e’ (n)
i e Arln(n +1/2)
n 3-p n
£ l(gk n 1/2) A 6(n+1/2) 12 (n+1/2)? 82.19)
+ 7m2cy ey 1
12(n+1/2)2  6(n+1/2)5-% +0 (n4—:v)
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Il

A (P

1

!
n

[

i
1

esitligi elde edilir. r = 2 durumu incelenirse,

= 1
= X'(\n) — 3.2.20
Zl k+1/2) ]2 () [(n+1/2)2—/\n]2 ( )
esitliginden, benzer islemler yapilarak,
2 1 1
= o= 3.2.21
; k+1/2 TP s (nr12e (m) (3:2.21)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

1 Z (Ak - ,\°> 7r2(C24— )’ . +11/2)2 o (_;_4) (3.2.22)

oldugu kolayca goriilmektedir. (3.2.10), (3.2.15) ve (3.2.22) formiillerinden

N N -V WEP A 1
mw(xn)=; X 52 (—Ag_A) +0(;§>

k=0
_ [rPc — 6] 1 A(3n? — 4) onln(n +1/2)
- [ T3 } R ey, = TR R VOE

(cg —9) 7m2(cy —c3)  2AIn(3/2) n2(cg — c3)? ! 0
+[M*+ > T 6 T a4 T

(1= |, In(3/2) (73 =13) 1 1
92p—233—2p 2;0—132—;0( 27 ) 2p—-132-p ] (n L 1/2)2 +0 (n5~2p>

+

elde edilir. Bu ylizden,
nec; — 6cY 0 1
\I’(An) =1+ |: 3 } (CZ - 02) (,n + 1/2)3—-p
ABrR=4),  ,In(n+1/2)
LT G Yy 1/2)?
(co — c3) (3 N 72(cy — c3) N 2A1n(3/2))
6 3T

m(cy — ) | 3 (v =)
22p—233-2p

_ A0 (73 —5) 1 1
Fopmigep (1272 F 2,,_132_,,} (n+1/2)2+0(n5‘21"

(3.2.23)

olur. Buradan

A, — e w2y — 69 1
=1 _— - 3.2.24
g o [ 3 (2 =) (n—+1/2)3-7 (3:2.24)
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|
|

i

w!.‘

e

LN

4
‘1‘

A(3r? -4
a2

s @D

In(n +1/2)

) (n+1/2)

2

3+ 5

Plo=dg? I

— +

4 2p—1 (

In(3/2)

bulunur. Benzer iglemlerle,

p(A,) =

T An — g -
ke1 )\n—#g

CS _‘05) +

72(cy — c§) N 2Aln(3/2)>

3

(11 =)
22p—233—2p

+ Ip—132-p

| e o(ws)

oC 0
H/ Hg — Py
. #>

( K= An

k=0

_{_&3;[22_7.7_—_4_)@’2 - CQ)W
__7r2(c’24— 0)2 N i:i(cg — )+ 2%13_3_37_.:12%
51;1__(_1313{_22_)_20% —75) + (gpg_l_gzéﬂ (n +11 /2)?

1
o)

oo 2(01 '—CI 0) (7/ -—’YI O)
M, =Z{#k—#2—2(cz_c2)_( 2 s

10 ln(k+1/

k+1/227  (k+1/2)%

BRI PRy =l

olur. Benzer sekilde;

oA — A Ap — A2
o) =TI =11 (1+575%)

n E p=1

k=1

67
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2 (=7 }

k

(3.2.25)



sonsuz garpimi igin,

vod) =TT =3 =11 (1+33751) -

S R Tree

(c2 — cg)% (3.2.26)
N [(_Cg__;c_g) <3 N 7r2(026— ) N 2Ah§7(r3/2))

ve

(e}

’ ' 0
H//\n—/l'gzl_l_{ﬁzcl‘fscl}(c;_ 10 1

Pl /\1(')1, - p’}?: 3

+A(37r2 —4) . e o)ln(n +1/2)
2r 7 7 (n+1/2) (3.2.27)
7 ' 0 97 4 10 L
A (¢ey —202 ) (3+ T (026— Cy ) N 2A1;17(r3/2))

7 /0
ey — ey ) 1 +0 1
4 (n+1/2)2 ns—2p

(3.1.21) esitligindeki diger ifadelerin asimptotik davramglar: da hesaplanacak olursa,

2
A —cP s — g e —
G-/ a-6ga-dq
! 0 70
Y3 — Vs Y3 — 3 ] 1

- [2 (ca—¢h) 2(8—cP)| (n+1/2)3-7

Yo=Y V878 1 1
" [2 G- 2@ mrijer O\

)\n_ﬂn 1
oo R

(n+1/2)%2%

— _ A0 0 __
Y

(n+1/2)2 ns—2p

An =g o 2(c2 — ) + (18 — o) 1
Now T s O\
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|

elde edilir. O halde,

A — fh An — Ao Am = Ho 1

=1+

(0] /.0

(0} 0N 2 7 .0 /0
(05—05) c5—c5c5—c5
02”“02 Cy — 0202“02

A= B A = A0 A — 3

X Vs — Vs _ 73— % } 1
2(ca—cy)  2(c5 - )] (n+1/2)

(n+ 1/2)"2

Y6 — V6 . 78— _ 0 0 _ 0 _ 1
|t e D+ 0820+ 68| i
1
o)
Diger taraftan,
ﬁ,/\ -\ OO,AT,—A;C:1+2{W201—66(1) (cz — c3)
Ao ““/\klc 1 An — A 3 (n+1/2)%"
A(37r — 4)(cg ~ c9) In(n + 1/2) 72(cy — c3)?
+ A, Tl — )"
6 (n+1/2)2 2
m(ca —¢j) | 2AIn(3/2) 3 (7 =)
+(3+ 5 t s )( —-cz)+%(5—cg)+m
In(3/2) oy . (13 =73) 1 1
+2p—132—p (o =)+ g | 2 PO\
— 1
H ~ K g An = /"k
=149 mc; —6cP] (= f) AQBr? —4)(cy — ¢f) In(n +1/2)
3 (n+1/2)3-r 67 (n+1/2)2
m2(ch — ) 2AIn(3/2) 72(ch — cP)?
+{Ml,¢.+<3+ (26 2)+ 37(1./ )(012_6120)__ (22 2)
¥ oy, (A=7) | In(3/2) oy, (05— 75) 1
o1 (% %) T magens T gigrs (2T ) T pips | (12
1
()
Dolayisiyla,
An — 1} Hi
H H’\")‘k;!—[le_p'kklA_.uk

2 2 J0
_ oy [TPer— 6 oy | T — 6 1
— 1+ {2(C2 02) |: 3 :l +2(cl2 02) |: 3 :{} (n+ 1/2)3—;0

A(3n? — 4) ) _ oy B(n+1/2)
+ {T [(c2 — cg) + (ch — c5 )]} (n+1/2)?
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RN

I

b}

\

[

R s ) LCRC MCEE ) BEA CRE S

3
p—1 1

3 /
+(ch = ) + oy lles = &) + (e5 = BN + gy [ = 79) + (V1 = 7))
1

DO/ 90 =) + (s =190 + g (s =) + (s =9} e 7

1
1o(=5).

Buna gore,

An = flg An = A An — g ’ ' An = B3 An e
A 020 — A3 — pHA°~,\°HA-,\°H — H/\—uk
n Ha M 0 0 k=1 'u'klcl

1
(n+ 1/2)%%

=1+ s—¢ " G-
& —cf co — ey — ¥

Co — Cy) +(Cy —

+[2i_(_7r2—_6)(( 0 + (c — &) + Y3~ Vs 78— % ]( 1

3 2(ca—ch)  2(§— )| (n+1/2)3-p
# [ 2078 (o= ) + (¢ - oy B

+ {M,\ + M, + <3 + ~—A/37;—/2)> ((cz — 5) + (ch — ) + 4(ca — ¢3)

2
K
+(Ag = Xo) + (8§ — o) — 5 (2 =) + (e — &7)")
31 1

ot ((es = B) + (= ) + sy (=) + (1 =)

4228 (=) + (= ) + oy (=2 + (e = 79))

Yo=Y V876 1 1
T2 —d) 2 - mr 12\

elde edilir. Diger taraftan ol ’lar icin,

0 _z+6M17r 1 +A7r2 1 L b
T2 2 (n+1/2)2P 4 (n+1/2) (n+1/2)+%
0 2
+ Abeyr In(n+1/2) b3 In*(n +1/2)

(n+1/2%7" (n+1/27 " (n+1/2)’

ln(n+1/2) B 1
12 s yap O (W)

asimptotik formiiliinden yararlanilirsa «, sayilar: i¢in agagidaki asimptotik for-

miilii elde edilir:
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oM 1 +A7r2 1
2 (n+1/2)2—1" 4 (n+1/2)

bt X -\ me—ced—cf 1
Yo 0 B —cf 2co—ched—cp | (n+1/2)42%

Sl ;21)/2) + [+ = (o )+ (- o)

TYs—Ys z 73 —7'30} 1 In*(n +1/2)
(

i) 4@ 12 (et 1/2)2

T
Ozn=§+

+Abc,m

, In(n+1/2)
—02) (ch CO))} (n+1/2)2

T

[MA+M (54 220 (@ - )+ - )

{bo A(37r ABr =)

(3.2.28)
2

+b3+2m(ce — ) + = i ((A = o) + (1 — o))

3 3p-1

T
—5 (e — ) + (e = )") + —5— (s — c3) + 5 — )
i
92p—133—2p
,wln(3/2)
21’32“1’

+ v - =

4(f —cf)

/
0) -t (~] — /0 +E’>’6_’Ys
(o =72+ (2 —72)) L= cy)

(=) + (-

+2T;r2_—p ((vs —v8) + (v5 - 7/30))] 0 +11 Ty O <n71_4,,>

Uyar: 3.2.2: o, igin (3.2.28) asimptotik formiilii yeterince biiyitk n’ ler icin
saglanir. Kiigiik n’ ler icin a, sayilar, Hy — H; fark (3.2.3) denklemi ile verilmisg
olmak tizere, (3.1.21) formiiliinden direkt olarak elde edilir.
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3.3. Sturm-Liouville Operatdrii igin Ters Problemin Céziimii

Teorem 3.3.1: {\,}n>0 ve {i, }n>0, say1 dizileri asagidaki kogullan saglasin:

]

1) {An}nso ve {i, tnso sayilan ortak olarak sirahdir,

2 caFE yve Y i, ¢, serileri yakimsak ve p € (1,5/4) olmak iizere,
2 1 in

. A= (n4+1/2)° 4+ 2¢:(n+1/2)P"'+=1n(n + 1/2) + 2(32—{—-—————( D +¢
{1 +1/2 2¢:(n 1/2 203
— 2 p—1 A ,

asimptotik formiilleri gecerli olsun.
Bu durumda {A}nso (3.1.1), (3.1.2) probleminin {y, }n>o ise (3.1.1), (3.1.3)

probleminin spektrumudur ve
H 1 Hz = T{C ( - Cg)

olacak bigimde q(z) € W3[0, 7] ve H; , Hy gercel sayilar1 vardir.

Ispat: Yukandaki 6zelliklere sahip {An}nz0 ve {tin}n>o say1 dizileri verilmis
olsun. (3.1.21) formiltintn yardimiyla {c},,, dizisi olugturulursa, o, * ler igin
(3.2.28) asimptotik formiilii saglanir. Simdi her n icin o, > 0 oldugu gosterilme-
lidir. Teoremin ilk koguluna gore {A,}n>0 ve {4, fnxo dizileri siralidir. Buradan
n=0,1,..1i¢cin u, > A, veya pu, < A, dir. o’ ler (3.1.21) egitligi ile verilmekte
olup

I P e —MOH An —)\kH,)\ iy

A NN - N
seklindedir. Buradan

oolAn—Ak oo/An—,U,
H/\O_)\g>0’ HA0_§>O
k=1 "7 =

vazilabilir.

a® > 0, An, phy, ve XD | 0 ’ler sirali oldugundan, o, formiliindenn = 0,1, ...,
i¢in a, > 0 oldugu agiktir. Bu ise, Sturm-Liouville operatorlerinin {A,}n>0 ve
{an}nzo dizilerine gére olugturulabiliyor olmasmndan M.G. Gasimov ve R.Kh.
Amirov [14], verilen {An}n>0 ve {, tn>o dizilerine gére de Sturm-Liouville op-

eratorlerinin olugturulabildigini gosterir.
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3.4. L Operatdriiniin Regiilerize Izinin Hesaplanmasi

Bu alt boliimde, 3.3 alt boltimiinde elde edilen o,’lerin ifadesinde M), ve M,
ifadeleri bulunmaktadir. «,’lerin davramginin tam olarak incelenmesi icin My ve
M, ifadelerinin hesaplanmas: gerekmektedir. M)y ve M, ifadeleri bakilan prob-
lemin regiilerize izini ifade etmektedir. Bunun igin ilk 6nce gerekli snbilgiler
verilecektir.

Sonlu boyutlu durumda A, n x n tipinde bir matris olsun. Teorem geregi eger

|A] # 0 ise A matrisi kosegenlestirilebilir.

A 0 o --- 0

0 X g ... 0
A=

0 0 0 --- A\,

kogegen matrisi olmak tizere, bu bir d(‘jnirilgﬁmdﬁr ve her matris doniigtimiine bir
lineer operator gibi bakilabilir. Burada Z A toplamina A matrisinin izi (trace)
denir. =

Sonsuz boyutlu durum ic¢in, A : H — H bir lineer operatér olsun. H bir
Hilbert uzayidir. Hilbert uzay: ayrilabilir uzay oldugundan ortonormal sistemler

alnabilir. {e,} € H ortonormal sistem ve ||e,||; = 1 dir. {e,} sistemi A mn

ozfonksiyonlar geklinde alimirsa Ae, = A,e, olur. Buna gore,

i <Aem en> = i <)\nem en) = i /\n <em 6n> = i A'n
n=1 n=1 n=1 n=1

o0 [o,¢]
dir. Z An < 400 ise bu seriye A operatoriiniin izi (trace) denir ve tr(A) = Z An
n=1 n=1

ile gosterilir.
L : Lo[0,7] — L0, 7], Lo[0,n] Hilbert uzayi oldugu igin {y,} ortonormal

sistem segilebilir. Ly[0,7] den {yn},>, sistemi L operatériintin szfonksiyonlar:
olacak seklinde alimirsa

Ly, = Anyn olur. Buna gore,
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Z (LYn, Yn) = Z (AnYn, Yn) = Z Ar (Yns Yn) = Z An

n=1 n=1 n=1 n=1
seklindedir. Ancak bu seri yakinsak degildir. Dolayisiyla, regiilerize edilmis ize

bakilacaktir. ., ile g(z) = 0 oldugu duruma kargilk gelen (3.1.1), (3.1.2) prob-
leminin 6zdegerlerini gostersin. Z [An — ,) ifadesine (3.1.1), (3.1.2) problemi-

n=1

nin regiilerize edilmis izi denir.

A 6
-y + (;4—5 +q(:z:)> y=Xy, \=p?

Lit g y(0)=0
y(m) — Hyy(m) =0

operatoriiniin dzdegerlerinin asimptotik ifadesi,
267

A
— 2 =il —4 Sl S—
An = (n+1/2)* 4+ 2c1(n+1/2)P7 + _ In(n +1/2) + 2c; + (n+1/2)%%

+2¢ ln(n + 1/2) 2cg 26]_0 2¢c31
127" (n+1/227 7 (n+1/2) " (n+1/2)>%
In(n + 1/2) o In®*(n + 1/2)
Pt en et/ e 125
In(n + 1/2) Y3 A In*(n+1/2)
T2 (n+1/2)%7  (n+1/2)%7 12r (n+1/2)?
In®(n +1/2) In(n +1/2) y 1
T mr122 T P 12?2 T (n+ 172 O (n7~4p>
seklinde bulunmugtu.
My = i [An —(n+1/2)? —2¢(n+1/2)P71 — éln(n +1/2)
n=0
—9c, — 2C7A — 92 hl('ﬂ, + 1/2) _ 268
2T n+1/23® T+ 1/2)%P (n+1/2)%F
_ 2c1p _ 2c¢31 _ 9 In(n +1/2) ~ v
(n+1/2) (n+1/25% “Pn+1/2)4%  (n+1/2)+7% (34.1)
_20141n2(n +1/2) y In(n+1/2) ¥s

(n+1/232 (n+1/2P7 (n+1/2)7
A% In®(n +1/2) In*(n + 1/2) In(n +1/2)

127 (n+1/22  Am+1/2?2 S (n+1/2)2
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toplamnin degeri L, operatoriiniin regiilerize izini vermektedir.

Bunun i¢in, ¢ parametresinin yeterince biiyiik degerlerinde
= ' (m,—p) — Ho(m, ~p) = C®(—p) (34.2)

esitliginin sag ve sol tarafindaki fonksiyonlarin davramgim égrenmek gerekmek-

tedir.
=n Itk 6nce (3.4.2) egitliginin sag tarafindaki ®(—u) niin asimptotik ifadesi bulu-

= nacak olursa,

S e i 8) T ] e

n=0 n=0

= c¥(p) cosh N

S

—0 /\n
_T Mtp ] (n+1/2)° =~ A
\p(ﬂ)_g[,u—{-(n—!-l/mJ —J;J(; [1"’ u+(n+l/2)2J

seklindedir ve ¥(y) sonludur. Dolayisiyla,

Zm{ ] -

e R

olur, burada,

m( 1/4— AO) 1/4- X _(1/4—/\0)2_

p+1/4 p+1/4 2\ p+1/4
_1/4—,\0+ _1_)_)\0—1/4 1
p+1/4 pr) T u 14 1/4u

Ao —1/4 1)? -
_do—1/4 1__1_+<_) _ 2&_1_/‘1+0(}5)
M 4p - \4p M JZ

oldugundan
In T () 1/4“+i1 [ (n+1/2)° - : J +0 (ﬁ;) (3.4.3)

p+(n+1/2
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olur.

o0

In .

Z 71—2@ serisi yakinsak oldugundan (3.4.3) esitligindeki seri de yakinsaktir.
n=1

Bu durumda (3.4.3) esitliginin sag tarafindaki toplam

InW(y) = AO"M i;%<:jl7z/il/2 >k+o</%>
= %lﬁ*kzlég((Zi(Z?1;2);> +O<ﬁ%)

(n+1/2)2 —
p+(n+1/2

k
seklinde yazilabilir. Ayrica ( ;\2” ) ifadesi,

(n+1/2) + 2ci{n + 1/2)P~1 + é In(n + 1/2) — Ap — 23 (n +1/2)7"! — é In(n +1/2)

g+ (n+1/2)2

(n+1/2)%+2c1(n 4+ 1/2)P~1 + éln(n +1/2) = An (n+1/2)P1
p (n+1/2)2 “u¥(nt1/2)

A In(n+1/2) r
T p+(n+1/2)?

(0 +1/2)% + 21 (n +1/2)P-1 + éln(n +1/2) —
( ) pt(n+1/2)2

—Z

(n+1/2P1 A In(n+1/2)
* ("2%+ (n+1/22 wu+(n+ 1/2>2>

seklinde yazilirsa,
In¥(p) =
A k=
© 4 i © N | (n+ 1/2)2+2c1(n+1/2)p‘1+;1n(n+1/2) -
222 () G

. (n+1/27t A In(n+1/2) 7 A —1/4 1
"( L (127 w+(n+1/2>2) T +O(u2>
© 4 (n+1/2)2+2cl(n+1/2)”‘1+%11n(n+1/2)— ‘

1
Z_ZEZ L+ (n+1/2)2

k=1 n=1
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A
o o 4 (n+1/2)2+2cl(n+1/2)”“1+;h1(n+1/2)—
22 %k it (nt 1))

— (_2C (n+1/27" A Infn+1/2) )
fut(n+1/2)2 mu+(n+1/2)°

k—j

J p+(n+1/2)

= (n+1/2P0 A Intn+1/2) \ Ag—1/4 1

= 2 -Z T o=
= X( it mprmaree) T U\
olur, burada,

oo .(‘n—l-1/2)2+2cl(n—|—1/2)”“1+—;%ln(n—l—l/Q)—
) = L+ (n+1/2)?

n=1

<—2c (n+1/2)P71 A In(n+1/2) )
"uH(n+1/2?2 Tt (n+1/2)

ifadesi icin, 6zdeger denkleminden a sabit bir say1 olmak {izere ,

An — (n+1/2)% — 2¢; (n+1/2)P7" — —;%ln (n+1/2)‘ < a dir. Buradan

i ot (_2 (n+1/2P7 A In(n+1/2) )
w+ n+1/2)] u+(n+1/2) 7T+ (n+1/2)2

n=1

. gk (e 1/27 A In(n + 1/2)
? Z/H— (n +1/2)2)" Zu—i— (n+1/2)2F

2c10F ! (n+1/2t éa’“‘l = In(n + 1/2)

- e s

T ] T [1+<":;/2>T

olur. Dolayisiyla,

IS (2Pt 1 (@12
u;H(nH/z)z Su/ngxT/%/z)?

VH
™ 1 31 1
< _Z = —
= 2sin 5 u@-P/2 2Ppp o <u2>

7




[
RN

1o In(n+1/2) _mlnym 3 1
#;1 n+1/2)2 2 Vi 2u(1+m(3/2))+0<u2)
+
JE

B\ | (A 1/2)2 4+ 2e(n 4+ 1/2)P71 + —;%ln(n +1/2) — A, T
( ) pt (n+1/2)2

(n+1/2P A In(n+1/2) ' /1
g <—chu+ (n+1/2)> wu+(n+ 1/2)2) —¢ (/ﬂ)

egitliklerinden,

oo [ Moo= (n+1/2)2 — 2ei(n+1/2)1 — é A0/2)
i) =D L+ (n+1/2)2

n=1

o 1 Aln\/_ 3Pcy 111 1
+sinp7r/2 u(2—P)/2+ 2 JE {2 (1+1n(3/2)) — — ’ + Ao ] ,u+0 ( )

elde edilir. Bu ifadede gerekli iglemler yapilirsa,

InW(p) =
S 2 —1 A 207
=;(An—(’n+l/2) —201(n+1/2)p —;111(’77,'{—1/2)—202—(”—_*_1/'2—)3_—2:0
3 In(n +1/2) 3 2cg 20 231 3 In(n +1/2)
“Ant1/2)2r  (n+1/22P  (n+1/2) (n+1/2)5-%  Z(ny1/2)t

3 71 . W'n+1/2) In(n+1/2) Vs
(n+1/2)4 2% “Unr1/2> P+ 1/237  (n+1/2)37
A3 In(n +1/2) In®(n +1/2) In(n +1 /2)) 1

gt (

127 (n+1/2) T 122 T Mt 1/2)2 n+1/2)?
1
+202Z n+1/2 2 72 (n+1/2)%7(u+ (n+1/2)%)
In(n + 1/2) = 1
+ZC4Z (n+1/2)27(u+ (n+1/2)?) +2CSZ n+1/2)27 (p+ (n+1/2)%)

1 = 1
2
+cwz n+1/2) (p+ (n+1/2)2) +C3Z n+ 1/2)5-% (u+ (n + 1/2)2
1

In(n + 1/2) 1
+2012Z 12 (ot (nt 1/27) 2 (n+1/2)*% (u+ (0 +1/2)%)
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| J. .
i

1

gL t‘

o

i In®(n +1/2) In(n +1/2)
+2014Z nE 120 (i + (n+ 1/2)%) +’Y2z n+1/2)3P (u+ (n+1/2)?)

n= 1

= 1 A& In(n +1/2)
e Z (n+1/2)37 (u+ (n+1/2)%) 12r Z (n+1/2)? (u+ (n+1/2)?)
+74Z In?(n +1/2) +752 In(n +1/2)

(n+1/2)* (u+ (n+1/2)?) (n+1/2)2 (u+ (n + 1/2)2)

o 1 Aln\/_ 3Pc, 1711 1
1+1In(3/2 — 2= =
+Sin(p7r/2)u2‘1°/2+2 Vi [ (1+ In(3/2)) - 2”“1P+/\° 4 u+0 2

bulunur. Yukaridaki toplamlar hesaplamr ve asimptotik ifadeleri In ¥(y) niin

ifadesinde yerlerine yazildiginda
1 1 A
lIl‘II( ) = ;M)‘ - ; ()\0 e Z - 6122_10 + In2 — 202 24—22)07 —+ 23_p641112

—23-Pcg — 4eyg — 267%Pcyy + 25" %PeppIn2 — 24-21971 + 1423 PIn?2 + 237Py, In2

3
—23 Py, — ;;4_7r In32 — 4,122 + 4,4 ln2)

Bl =l )

49 T 1 gr-t
712 sin(p — D)r p?P  2%-1(p—
s In/u 2m
2 +
P e Py e

3P~

= (m(:a/z) o 1)2> J+0 (%{2)}

P T S
® | 2sin (5 ) T uB-r2 2w-1(p—1)p ©2
[n In(3/2 1
g [2E B/ o (1)
L y Iy
PV | T L o(L
31 23p—4(3p — 4) L 2 sin (_%2) T u(6—3p)/2 M2
"320-8 /91n(3/2) 1\ 1 373 Iny 1
2 2 o=
e | 2%3 <(3—2p) " (83— p)2) n P Eoop) p (u2)}

P31 (1
n [22”'3 G_2wn " (;ﬁﬂ
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42 T In? VH nzcos( )7r In/p LT 31+cos(”—é—1) 1
4| Join (B) 7 pEP2 2 sin? (B1) wp@a2 T 8 sind () m ulel
-1 In*/p N 1 In(3/2)\ 3} In./u
w-lp—1) pd? (p—17% (p—1)) 2p2 p¥2

= +21n<3/2>_1n2<3/2>>3p-1 1 +o(1n2\/ﬁ)}
(p

—1° (p-1)®  (p—1) ) 1572

T 1 31 In./u
+72 9 sin (93_1) Y TE: " 4 sin2 (]ﬂ) m p4-n)/2 - 2p—1(p — 1) u3/2

1 In(3/2)\ 3771 1 In? JE
* ((p - 1)2 (p— 1)) 20—1 143/2 +0 L
- " 1 ¥l (L
* 2sm( )7r,u,(4—p)/2 2p—1(p —1) 1312 5/2

A [(2mz(3/2)+61n(3/2)+4); i VE g ln\/—+0(1n3\/_)}

1271' 3 2 'u,3/ 2 #3/ 2 p,

s In,/& w2 cos (”;—1)

s {(21n2(3/2)+41n(3/2)+4) 1wk’ yE o (hﬁ ﬁﬂ

3

e [2 Gata2 402 - 322 0 (P4

+sirfl(7;§) ,L@}p)/ﬁgm\/[ [ (1+1n(3/2)) - 3”011)} /lﬁo(i?)

elde edilir. Dolayisiyla,

In () = am 1 Aln\/ﬁ r o 1
= sin (Z) #(2—17)/2 2 i \/— sin(p — 1) p?-?

In In
faml \/ﬁ—l‘ o + ag \/ﬁ-l-g?i

sin (2——2—1) T “(3"“10)/2 u(3—~p)/2 L 4
e, 1 cur  In? N In /i (3.4.4)
 sin (322) ¢ p(6-30)/ 27 gin (251) 7 pte-m)/2 4 a2 e

as ABnd /. W*p, In/p
+ 4-p)/2 + 24 132 T ag 312 + ar 3/2 +

40 (ln‘°' W)
I

olur, burada,

#3/2
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ﬁ :

; :““E.. W\

2047{' CgT

= + ,
“ (1-p)sin ()7  sin (58
32p—-3
5 =2 _
021720 i -0

2— 3
as = M, + <2 p——zp_lp

+ (24—210 _ 27?_%1—_—5) o + BZ_: (m(3/2) o E 1)2) _93pln 2}

[321’—3 (2 In(3/2) 1

22p—4

) & +§ (—2—(1-}—111(3/2))—1112) — o

23-p _
| 2-5(3p — 4)

2p—3

21n?(3/2) +41n(3/2) + 4} .

—23-P1n 2y, + 25 Pyy + [4 In%2 + 3

+ E (1+1n(3/2)) - 41n2] vs + £ In®2 — iy (2]112;3/2) +61n(3/2)

Cq

3p—
] cs + [4 — 2In(3/2)] c1o + {26“37’ N - ] €31

o

+ ~25"%1n2| c1g + [24‘21’ +
B-p (- p)2> ] * 2%-3 (3~ 2p

— 28-p 1112 2C14

r4),

3 127
cram?cos (B2) Yo
~ sin? (7"2'—1) T 2sin ("’;—1) 7
o Moa(ltcos(BF)m)  gpnteos (Bf)mw | ggm
TTT () 4 () 2em () w
. 143771 V4T
ag ‘= - s
2r—1(p — 1) 2
- 3p_1614 1 _ 111(3/2) 3p-—1,),2 éi ﬂéhlﬁ
T \(p-1)® -1/ -1 2 2 @2
. 14377} ( 2__ 21n(3/2) 1n2(3/2)) 3p~1y, ( 1 In(3/2)
g == - -
72 \(p-1°" (-1° @®@-1)/) 2 \(p-1° @-1)
31y,
= T
»ifp-1)
seklinde sabitlerdir. (3.4.4) esitliginden,
am 1 Aln\/ﬁ Com crm 1
O(p) = 4
=0 { 525yt + 5 T
CaT In\/p L Inyp a3 Cy1T 1
Sin (252) 7 g2 T pBpE TPy T oin (52w pP 2
cm In? VH . In /i as A_3 In® VH In? Vi
oin (B w s TG e g e T
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f
1

!
[

wd L

InE
.

!
)

In \/— In® N/
TOT 5 e 'ua/z +0 (—;2—

bulunur. Buradan,

_ cT 1 Aln \/ﬁ CoT In\/u b3
Y =1 o ) #(2~p)/2 T e e T T e
A?In® 1n b In b In?
ATV \/_ D G LN/ S _‘/ﬁ
8 o u-3p)/2 pG=2p)/2 ~ (5-2p)/2 ud-p)/2

+b1o

ln\/ﬁ bll A31n \/— bl2ln2\/ﬁ+blshl\/ﬁ+_bi+0< 1 )

pléd-p)/2 + pd-p)/2 - 16 ud/? u3/2 32 3/ A=

elde edilir, burada,

crm . cn? ca Acym
by == — -+ -2 /pmy ! by := . 1 .
sin(p— 1)r ~ 2sin® (%) sin (32) 7 2sin (5
’ A 2.2
by 1= 4y + 2, by =0y + —, bs = a5 + 2,
in (‘?-275) 2 2
b Ca1T crerm? N S
7 sin (32 sin (F)sin(p - )7 6sin® (FF)’
b crcam? Acyr Acir?
" sin (Z) sin(Z2)r sin(p — 1)r  4sin® ()
be o= a1 620771”2 0%6271'3
® 7 sin (Z) Tsin(p — 1w 2sin® (&)’
b C14T Acym A%cim
7 sin(B) 7w 2sin(Z)m 8sin (F)’
ciaem  Aay CoCaTr? In /i
bio = | as+ + + )
? ( *Tsin(Z) T 2 sin(p;—l)ﬂ-> La=D)/2
cind Aay AZc
by = 05+ e ea T+ b, bip = ag o o
sin (%) 2sin (7) 2
as Ac§7r2 3 3
biz := ary + ——+ceaom + ; bia 1= ag+coasm + ——
2 4 6
seklinde sabitlerdir. -
1/2)?
Dolayisiyla ¢ = H <(n_+)\__/__)_> olmak tizere ®(—u) = c¢¥(u)cosh /um
n=0 ™
ifadest,
T 1 Aln CoT b In b
O(—p) =c{1+— - L ARVE on =+ by _‘/ﬁ+ -
sin () 4@ T2 n R LR T B2
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Aln® Ju bmw: bs be LRV bg
) th— T 6sm2 T O G e

In® \/p In /& by A’ In® \/p

oo e T At T e T s pr T e

In \//_J, bl4 1
+b13 #3/2 + m + 0 #4_2:0 cosh \//_L’ZT
seklinde yazilir. Ote yandan

/T —/BT VBT
cosh \/ﬁ'rr = € —1-26 = € 5 (]_ + 6_2\/;77) —

eVE™

+0 (6“2\/‘7") .

oldugundan dolayi,

Gl Aln b 1
CI>(—,u,) = e———c - ar _1 + _'_\/ﬁ_i_@_ﬂ- 1_ 1 by n_\/ﬁ
2 sin () uC2/2 "2 Jp o p prr CpR2

].Il\/,l—l bs be b hl\/ﬁ bg
o e T G

b A’ln® . /p
(3;)/2 Ty — +b (6—3p)/2
% 8 p B Lo

In* /i In/p bu | Am . I’ g

In /i 1
e o ( )

olur.

..l_.

Diger taraftan ¢/(m, —u) — Hep(m, —p) fonksiyonunun asimptotik ifadesi igin,

A 6

y(0) =0
y'(m) — Hy(m) =0

probleminin (0, —u) = 0 ve ¢’ (0, —u) = 1 kogullarni saglayan ¢oztimii (z, —u)
olsun. Bu durumda,

T

. zsinh\/ﬁx sinh/u(z—1t) [A & B
(z,—n) T +/ i {t +tp+q(t)}(p(t, p)dt

elde edilir. Birinci boliimde yapilan islemlere benzer olarak

sinh /uz oy sinh /uz cosh,/uz  Acosh./uz
go(x, _/‘L) - \/—’Lz 2 ‘U/(3'~p)/2 — 00y u(3_p)/2 + 2#, In \/[7.'13
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<Al

i

fo

y h inh 1
+ (—AOAS + —‘—‘—‘6 + L /Q(t)dt) cos \/ﬁx — Aoy st \/ﬁx +0 (m)

p 24
0

bag cosh (/uz Sy sinh VHz  Asinh/uz
’ _ — _
#(@,—p) = cosh e+ — T e R Wr oz

+ (l /Q(t)dt — Aoz + 5 i ) sinh /@ + Aoy cosh

2 1-pzrt | /& 2./f

0

(A0 A 0 Yo (LY

4 dr = 4zP L /2
asimptotik formiilleri elde edilir, burada,

oy 1= —cosh1 + M, Qg = 2P"1 (M3 — cosh 1),

sinh 2 1 sinh 2
= — M 5 = M -
o3 + Mo Oy 4t 2p— 1) )

4
O halde,

daycosh /um  daysinh \/um
7 _ . _ 4 —
¢ (m, —p) — Ho(m, —p) = cosh /im + — D)2 =P/

1] 5 sinh /gr  Asinh /T
+ (2/q(t)dt Aoz + 2(1-—p)7rp—1> /i + 2/ In \/pm
0

Aa; cosh /i q(m)—q(0) A & \ cosh,/um 1
* 2./ + ( 4 +47r+47rp L +0 us/?

sinh \/um oy sinh |/ cosh,/um  Acosh,/urw o
i 2 G-z YN G 2% VT

6 1 i cosh/um  Aaysinh/ur 1
+ (*2(—1:_——_T — Aaz + 5 /q(t)dt) - +0 <;37§)}

_H[

p)n? A 7 2

olur. Ote yandan

N/ —pr Jur Vi
cosh /fim = = Ze = (1 ety = 2 S+ 0 (e7VF)
. eﬁﬂ. — e~ VT evhT —2 /ur eVHT -2,/
Slnh\/ﬁﬂ'= 5 = 5 (1—32\/»‘—‘): 5 +O(6 2\/;7)
oldugundan dolay:

6\2777 {1+6(a2—2a4) 1 +i1h’1\//._L+

! _— — —_ =
@' (m, —p) — Ho(m, —p) ) pe-nz o p
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1

I PI it
N i

N

i 5 Alnm Aoy 1
+{ /q(t)dt—Aa3+2(1_p)7rp_l+ >+ —H}

0

2
0

- 2 uBniz =~ gy 4 4 | 4P
Hé AHlnm AHa;] 1 1
2(1—p)mr? At - T }u}+0 (Wz)
asimptotik formiilii elde edilir. Sonug olarak ¢ (w, —u) — Heo(r, —pu) = CO(—pu)
esitliginden,
_am-q0) A 5 H HS
M = 4 T ar T g ) dBd 2(1 — p)mp-1
0
AHlnm AHoy c2r? 9p
+AH&3— 9 - D) - 9 — 12 _QP—lp (5]
A/3 gr-1
ey 2))—In2 O . S—
- (2(1-{—111(3/ ))—1n ) + Co (2 221’—2(}7—1)) Cr
_3:0_—i In(3/2 L 23PIn2 4 —2In(3/2
- op—2 (/)+(p_1)2 - 64_[ - (/)]010

gp-1 33p—4

32p—3 /9 ln(3/2) 1 5-2p 3-p
— {222]_4 ( (3——p) + (3—p)2) -2 an} Cci2 + 2 1112")'2

—93-p —14—31n32— 94—2p
297 Py, 3 +

(3.4.5)

32p—3
23 (3 = 2p)} i

2(3/2) +41In(3/2) + 4
21n*(3/ )+3 (3/2) + J,Y4+23—P1n22c14

— {411122+

+1‘§; (21112;3/2) +61n(3/2) +4) - E (1+1n(3/2)) —41112] Vs

bulunur. Boylece agagidaki teorem ispatlanmis olur:

Teorem 3.4.1: L, operatdriiniin regiilerize izi i¢in (3.4.5) formiilii dogrudur.

85



KAYNAKLAR

[1]. V.A. Ambartsumyan, Uber eine Frage der Eigenwerttheorie, Z. Physik 53
(1929), 690-695.

[2]. G.Borg, Eine Umkehrung der Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe.
Bestimnung der Differentialgleichung durch die Eigenwerte, Acta Math. 78 (1945),
1-96.

[3]. V.A. Marchenko, Some Problems in the Theory of Second-order Differen-
tial Operators, Dokl. Akad., Nauk SSSR. 72 (1950), 457-560.

[4]. M.G. Krein, Solution of the Inverse Sturm-Liouville Problem, Dokl.
Akad., Nauk SSSR, 76 (1951), 21-24.

[5]. M.G. Krein, On a Method of the Effective Solution of an Inverse Boundary
Value Problem, Dokl. Akad., Nauk SSSR, 95 (1954), 767-770.

[6] A.N. Tikhonov, Uniqueness Theorems for Jeophysics Problems, Dokl.
Akad. Nauk. SSSR, Vol 69, No 4, 1949, 797-800.

[7]. LM. Gelfand and B. M. Levitan, On the Determination of a Differential
Equation by its Spectral Function, Izv. Akad. Nauk. SSSR, Ser. Math. 15
(1951), 309-360.

[8]. M.G. Gasimov and B. M. Levitan, About Sturm-Liouville Differential.
Operators., Math. Sborn., 63 (105), No. 3, (1964).

[9] B.Y. Wolk, Transform Operator for Differential Equations Singularity in
Point z = 0., Survey Math. Sci., Vol 8, No 4(56), (1953), 141-151.

[10] V.V. Stasevskaya, Inverse Problems of Spectral Analysis for a Class Dif-
ferential Equations., Dokl. Akad. Nauk. SSSR, vol. 93, No 3, (1953), 409-412.

[11] V.V. Stasevskaya, Inverse Problems for Spectral Analysis of Differential
Operators Singularity in Point z = 0., Kharkiv Univ. Bilimsel Yaymlar Dergisi,
Vol 25, No 4, (1957), 49-86.

[12] M.M. Cramm, Associated Sturm-Liouville Systems, Quart. J. Math.,
Oxford (2), Vol 6, No 2, (1955), 121-128.

86



[13]. M.G. Gasimov, Determination of Singular Sturm-Liouville Operators
According to two Spectrums., Dokl. Akad., Nauk SSSR, vol. 161. No.2, (1965),
274-276. .

[14]. M.G. Gasimov and R. Kh. Amirov, Direct and Inverse Spectral Problems
for Second Order Differential Operators which has Coulumb Singularity., Dokl
Akad., Nauk Az.SSR, vol. 41. No.8, (1985), 1-5.

[15]. H. Hiseynov and Z. M. Gasimov, Young Scientists, The Catalog of
Abstract of Among University Conference, Sankt-Petersburg, (1992), 73.

[16] V.A. Yurko, On Recovering Sturm-Liouville Differential Operators with
Singularities Inmside the Interval, Math. Notes, No 1, 64 (1998), 121-132.

[17] M.G. G%iﬁov, About an Inverse Problem for Sturm-Liouville Equation,
Dokl. Akad. Nauk. SSSR, vol. 154, No. 2, (1964).

[18] V.A. Marchenko, Reconstruction of the Potential Energy from the Phases
of the Scattered Waves, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 104 (1955), 590-622.

[19] R. Carlson, Inverse Sturm-Liouville Problems with a Singularity at zero.,
Inverse Problems 10 (1994), 851-864.

[20] Z.S. Agranovich and V.A. Marchenko, The Inverse Problem in the Theory
of Scattering, Kharkov Univ., (1960).

[21] L.D. Faddeev, The Inverse Problem in the Quatum Theory of Scattering,
Uspekhi Math. Nauk. 14 (1959), No.4, 57-119.

[22] V.A. Marchenko, Theorems of Tauberian Typein the Spectral Theory of
Differential Operators, Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Math. 19 (1955), 381-422.

[23] B.M. Levitan, On the Asymptotic Behavior of the Spectral Function
and on the Eigenfunctiori Expansion for a Self-Adjoint Second-Order Differential
Operator, I, Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Math. 17 (1953), 331-364.

[24] B.M. Levitan, On the Asymptotic Behavior of the Spectral Function
and on the Eigenfunction Expansion for a Self-Adjoint Second-Order Differential
Operator, II, Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser. Math. 19 (1955), 33-58.

[25] V.B. Uvarov, Dissertation, Moscow (1962).

87



Dm 1
o

Ll

IS

[26] V.A. Marchenko, Some Problems in the Theory of One-Dimensional Lin-
ear Second-Order Differential Operator, I, Trudy Moskov. Math. Obshch. (1952),
327-420.

[27] E.C. Titchmarsh, Eigenfunctions Expansions Associated with Second-
Order Differential Equations, Oxford Univ. Press., 2nd edition, (1962).

[28] N. Levinson, Gap and Density Theorems, Amer. Math. Soc. Colloquium
Publications, No.26, Providence, R.I., (1940).

[29] B.Ya. Levin, Distribution of Zeros of Entire Functions. Moscow,(1956).

[30] N.I. Akhiezer and I.M. Glazman, Theory of Linear Operators in Hilbert
Space, Moskow, (1950).

[31] V.A. Marchenko, Eigenfunction Expansions for Nonself-Adjoint Singular
Second-Order Differential Operators, Math. Sb. 52 (94), (1960), 739-788.

[32] M.G. Gasimov, Determination of a Sturm-Liouville Differential Equation
by two of its Spectra, Dissertation, Moscow, (1950).

[33] A.Ya. Povsner, On Differential Equations of the Sturm-Liouville Type on
a Semi-Axis, Mat. Sb. 23 (65) (1948), 3-52.

[34] B.M. Levitan, Generalized Translation Operators and Some of their Ap-
plications, Moscow, (1962).

[35] N.Levinson, The Inverse Sturm-Liouville Problem., Math.Tidsskrift B
(1949), 25-30.

[36] M. G. Krein, On the Transfer Function of a One-Dimensional Second-
Order Boundary Value Problem, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 88, (1953), 405-408.

[37] B.M. Levitan, On the Determination of a Sturm-Liouville Differential
Equation by two of its Spectra, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 150, (1963), 474-476.

[38] B.M. Levitan, On the Determination of a Differential Equation by two of
its Spectra, Izv. Akad. Nauk SSSR 28 (1964), 63-78.

[39] M.G. Gasimov and B. M. Levitan, On the Sum of the Differences of the
Eigenvalues of two Singular Sturm-Liouville Operators, Dokl. Akad. Nauk SSSR,
151, (1963), 1014-1017.

83



[40] M.G. Gasimov and B. M. Levitan, On Sturm-Liouville Differential Oper-
ators, Math. Sb. 63 (105) (1964), 445-458.

[41] M.G. Gasimov, On the Inverse Problem for the Sturm-Liouville Equation,
Dokl. Akad. Nauk SSSR 154 (1964), 254-257.

[42] B.M. Levitan, Letter to the Editor, Survey Math. Nauk. 18 (1963), No.
4, 239-241.

[43] B.M. Levitan and L.S. Sargsyan, Some Problems in the Theory of Sturm-
Liouville Equations, Uspekhi Math. Nauk. 15 (1960), No. 1, 3-98.

[44] R.Courant and D.Hilbert, Methods of Mathematical Physics, vol. 1,
Moscow, (1951).

[45] E.A. Coddington, N. Levinson, Thedry of Ordinary Differential Equa-

tions, Mcgraw-Hill Book Company, Inc. Newyork-Tronto-London, 1955.

[46] L.V. Ahlfors, Complex Analysis, McGraw-Hill Book Company, Inc., Newyork-

Tronto-London, 1953.
[47] R.Kh. Amirov and Y. Cakmak, Trace Formula for the Sturm-Liouville

Operator with Singularity., Proceeding of the Eigth Int. Colloqulum on Differ-
ential Equations Plovdiv ,Bulgéria, 18-23 August,1998, 9-16.

(48] R.Kh. Amirov, Y.Cakmak, Inverse Spectral Problem for the Differential
Equation of the Second Order with Singularity, Proceeding of the Ninth Int.
Colloqulum on Differential Equations Plovdiv ,Bulgaria, 18-23 August,1999, 7-

14.

89



OZGECMIS

Yasar CAKMAK 1970 yilinda Sivas’ da dogdu. Ilk, orta ve lise ogreni-
mini Sivas’ da tamamladi. 1988 yilinda Cumhuriyet Universitesi Fen-Edebiyat
Fakiiltesi Matematik bolimiinti kazand: ve 1992 yihinda mezun oldu. 1994
yilinda Cumhuriyet Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik bliimiinde
aragtirma gorevlisi olarak ise bagladi. 1995 yilinda Cumhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiistiniin agmig oldugu Yiiksek Lisans smavini kazanarak,
Yiiksek Lisans égrenimine baglad: ve buradan 1997 yilinda mezun oldu. Halen
Cumhuriyet Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik boliimiinde arastirma
gorevlisi olarak galigmaktadir.



