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Bu c¢aligsma II. mertebeden diferansiyel operatorlerin spektral teorisine ait-
tir. Sundugumuz ¢alismada II. mertebeden singtiler diferansiyel operatorlerin
spektral karakteristikleri aragtirilmigtir. Ayrica verilen dizilere gore singtiler
Sturm-Liouville operatorlerin belirlenmesi ile ilgili teoremler ispatlanmigtir.

Kuantum mekaniginde singiiler potansiyelli alanda pargaciklarin hareke-
tinin incelenmesi, Singiiler Sturm-Liouville operatérlerin belirlenmesi problem-

lerinde 6nemli bir yer tutmaktadir.
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This study belongs to spectral theory of second order differential operators.

Spectral characteristic of second order singular differential operators have been
investigated. Moreover, according to given sequences, theorems which are

related to determine of singular Sturm-Liouville operators have been proved.

In Quantum mecanics, investigation of movement of particals in potential

field is so important to determinate of singular Sturm-Liouville operators.
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GIRIS

Matematiksel fizigin bir sira problemlerinde ¢zellikle de Kuantum mekaniginde
singiileriteye sahip diferansiyel operatorlerin incelenmesi ¢nem kazanmaktadir.
Kuantum mekaniginin énemli problemlerinden birisi singiiler potansiyelli alanda
parcaciklarin hareketinin belirlenmesidir. Bu tip problemlerin ¢oziimii sadece
Hidrojen atomunun spektrumunun degil Sodyum (Na) gibi bir valentli atomlarin
spektrumlarimin belirlenmesinde de nemlidir.

Tezde elde edilen 6nemli sonuglar: vermeden ¢nce II. mertebeden diferansiyel
operatorler igin spektral teorinin tarihsel gelisimi verilecek ve daha sonra tezde
elde edilen sonuglardan bahsedilecektir.

Tanim 0.1: {(y) = —y” +q(z)y diferansiyel ifadesi verilsin. Eger, a ve b sonlu
olmak lizere z € [a,b] ve g(z) fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilirse I(y)
ifadesine Regililer diferansiyel ifade denir. Eger, a ve b sayilarindan herhangi
biri ya da her ikisi de sonsuz ise veya g(z) fonksiyonu [a,b] araliginda integral-
lenemezse ve ya da her iki durum birlikte s6z konusu ise I(y) ifadesine Singtiler
diferansiyel ifade denir.

Tanim 0.2: L bir lineer operatér olmak tizere Ly = Ay egitligini saglayan
y # 0 fonksiyonuna L operatériiniin 6zfonksiyonu denir. X ya ise L operatorii-
niin y(z) e karsilik gelen 6zdegeri denir.

Tamum 0.3: (L — IA)™! siurl tersinin olmadig noktalar kiimesine L opera-
tériintin spektrumu denir ve o(L) ile gésterilir. o(L) = {\ | Ly = Ay, y € D(L)}

Tanim 0.4: {\,},, dizisi L operatoriintin 6zdegerleri ve {y(z, \,)} ler bu
ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun.

b

an, =/y2(m, An)dz

a
sayllarina L operatoriiniin normallegtirici sayilari denir.
Tamim 0.5: {A\,},50 ve {an},o dizilerine L operatoriiniin spektral karak-

teristikleri denir.
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Tanim 0.6: L diferansiyel operatorii verildiginde spektral karakteristiklerinin
bulunmas: problemine diiz problem, spektral karakteristikleri verildiginde bu
hangi Sturm-Liouville tipinde L diferansiyel operatoriiniin spektral karakteristik-
leri oldugu problemine ise ters problem denir.

Diferansiyel operatorler igin spektral analizin ters problemler teorisi, lineer
diferansiyel operatorler teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Ayrica, fonksiyonel
analizin bir sira problemleri ile siki baglantilidir. Diferansiyel denklemler icin
ters problemler teorisinin baglangici sayilan bu alandaki ilk caligma V.A. Ambart-
sumyana [1] aittir. 1929 yilinda V.A. Ambartsumyan Sturm-Liouville operatorleri
icin ters problemlerle ilgili agagidaki teoremi ispatlamigtir:

Teorem 0.7: g(z), [0,7] aralinda gercel degerli siirekli fonksiyon olmak

lizere Ag, A1, - -, Ap, -+ ler

Y+ {X—qlz)}y=0, O<z<mn), (0.1)

probleminin dzdegerleri olsun. Eger A, =n? (n=0,1,...) ise g(z) = 0 dur.

V.A. Ambartsumyan’in bu ¢aligmasindan sonra ters problemler teorisinde bu
tip problemlerin ¢oziimii i¢in farkl yontemler ve farkli problemler ortaya cikmigtir.
Bu problemlerle ilgili en tnemli sonuclardan birisi G.Borg’a aittir ve esas sonucu
agagidaki teoremle ifade edilmigtir:

Teorem 0.8: Mg, A1, -« , Ap, - (0.1) diferansiyel denklemi ve

y'(0) — hy(0) =0, (0.3)
y'(m) + Hy(n) = 0, (0.4)
siur kogullar ile verilen problemin, pg, f1,+ - , fiy,, - - - 'ler ise (0.1) denklemi ve
y(0) —hy(0) =0,  (h#h) (0.5)
y' () + Hy(n) = 0, (0.4)
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siur kogullariyla verilen problemin szdegerleri olsun, O halde { A }n>0 ve {tn trxo
dizileri g(z) fonksiyonunu ve h, h; ve H sayilarmi tek olarak belirtir. (h, hy ve
H sonlu gergel sayilardir.)

Borg’un 1945 yilindaki ¢ahgmasinda 2] {A,}nso ve {#y, }rn>o dizilerinin veri-
len operattriin farkli spektrumlar: oldugu kabul edilmis ve operator bu dizilerin
yardimuyla belirlenmistir. Yani, bu tip operatdriin varlifinin énceden belli oldugu
kabul edilmigtir. Ayrica, Borg aynt ¢aligmasinda bu tip diferansiyel operatériin
tek olarak belirtilmesi i¢in bir tek { Ay, }n>o spektrumunun yeterli olmadigin goster-
migtir. Bu yiizden, V.A. Ambartsumyan’in sonucu istisna bir durum olarak
diisiiniilmektedir.

II. mertebeden lineer diferansiyel operatorler igin ters problemler teorisinde bir
sonraki en 6nemli agamalardan birisi V.A. Marchenko [3] tarafindan kaydedilmigtir.

1950 yilinda V.A. Marchenko yapmis oldugu galigmasimda [3] bu tip problem-
lerin ¢oziimiinde Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonundan yarar-
lanmuigtir.

o(z, A) fonksiyonu (0.1) diferansiyel denkleminin
00, =1, ¢ (0,A) =h, (0.6)

baslangic kogullarini saglayan ¢oziimi, ¢(z, \,) fonksiyonlar: ise bu operatérin
ozfonksiyonlar: olsun. Bu durumda

™

%=!¢@MW: (0.7)

sayllarina verilen operattriin normallegtirici sayilari,

PN =" ai

An<h T
fonksiyonuna ise bu operatoriin spektral fonksiyonu denir. V.A. Marchenko
yukarida bahsedilen ¢alismada Borg'un ispatladig1 teoremin benzerini p(\) spek-
tral fonksiyonu yardimyla vermistir. Ayrica, bu galigmada p(A) fonksiyonun,

Sturm-Lioville tipinde bir diferansiyel operatoriin spektral fonksiyonu olmas: igin

3
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gerekli ve yeterli kogul verilmigtir. Marchenko’nun caligmalar: ile hemen hemen
ayni anda M.G. Krein [4], [5] ¢alismalarinda, Sturm-Liouville tipindeki bir. dife-
ransiyel operatorii {A,}nso ve {4, }n>o dizilerine gére belirtmek icin etkili yon-
tem vermigtir. Fakat, bu ¢alismalarda verilen gerekli ve yeterli kosul {A,}n>o
ve {ntn>o dizileri yardmmyla degil, bu dizilerin yardimyla kurulan yardimci
fonksiyon kullanilarak verilmigtir.

1949 yilinda V.A. Marchenko’nun ¢aligmas: yayimnlanmadan énce A.N. Tikhonov
[6] tarafindan V. A. Marchenko'nun ispatladig: teklik teoremine denk olan bir
teorem ispatlanmigtir. A.N. Tikhonov ¢ahsmasinda ispatlanan teoremin ifadesi
agagidaki gekildedir:

Teorem 0.9: A < 0 oldugunda

U+ X% (z)U =0, z>0, Ulc)=0

probleminin ¢dziimii U(z, ) olsun. Burada p(z) parcali analitik fonksiyondur
ve p(z) > po > 0. R(\) = Z((g i\)) olsun. O halde A < 0 oldugunda R(\)
fonksiyonuna gore p(z) fonksiyonu tek olarak belirtir.

1951 yiinda ILM. Gelfand ve B.M. Levitan [7], p()\) monoton fonksiyonun
Sturm-Liouville operatdriiniin spektral fonksiyonu olmas: icin gerekli ve yeterli
kogullar1 vermigler. Ayrica, bu ¢aligmada Sturm-Liouville operatériiniin belir-
tilmesi igin etkili bir yontem verilmigtir.

Diger taraftan bu ¢alismada verilen yéntem klasik Sturm-Liouville operatoriiniin
{An}tnz0 ve {om} 5o (an > 0) dizilerine gore belirlenmesi i¢in yani, verilen dizilerin
sirastyla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normallegtirici sayilan
olmas: icin gerekli ve yeterli kogul agagida verilen klasik asimptotik formiillerin

saglanmasidir;

a
Qg [[%-ﬂ Tn
Vi =n+ =t + ,
n 2[—"—‘]] +1 nZD:’—,_?—H-}-l

— .7£ ﬂ bﬂ'm]] + Tn
- 2 2 2[m]]+1 2=’
burada ag = h+ H + (t)dt dir. Eger m cift say1 ise Y 72 < oo ve



e

Tn

3 (—;)2 < 00, eger m tek ise Y (%)2 < oo ve Y. 72 < oo dir.

Fakat, bu caligmalarda ters problemin iki spektruma goére tam ¢oziimii veril-
memistir. Regiiler Sturm-Liouville operatérleri igin bu problemin yani, iki spek-
truma gore regiler Sturm-Liouville operatoriiniin belirlenmesi problemi B.M.
Levitan ve M.G. Gasimov [8] tarafindan yapilan bir calismada verilmigtir. Bu
calismada iki spektruma gére ters problemin ¢oziimiinde kullanilan en 6nemli

formiil

h Sk —
Qp = 1_)\ H (0.8)

k=0 Mk )‘

seklinde elde edilmistir. Burada [] sembolii, sonsuz ¢arpinda k = n. garpanin
bulunmadigim gosterir. (0.9) formiili iki spekfruma gore ters problemin ¢tziimiinti
vermektedir. Gergekten de, eger {An}nzo ve {u, tnxo dizileri verilmis ise (0.9)
formtiliinden yararlanarak {an},., sayilarmn asimptotik ifadesi bulunur ve [8]
caligmasinin sonuglarindan yararlanarak {A,},>0 ve {an }n>o dizilerine gore ters
problemin ¢oziimii verilir. Bu ise iki spektruma gore ters problemin ¢oz{imii icin
gerekli ve yeterli kogullar verilecektir ve bu kogullar agagidaki gekilde siralanabilir:

1) {Antnrzo ve {pytn>o dizileri ortak olarak sirahdir, yani Ao < pg < A <
ty < Ag < gy < -+ olsun,

2) A, ve ,un’ler

\/)\_—n-f- + +O(n4)
St '+ %o(2)

asimptotik formiillere sahiptir,

3) ap # ay

Simdi ise, singiiler Sturm-Liouville operatérleriyle ilgili baz1 sonuclardan kisaca
bahsedilecektir.

Ug boyutlu

- Au+q(z,y,2)u= u (0.9)

Schrédinger denklemi verilsin. Eger q(z,y, z) potansiyel fonksiyonu
r = (2 +y® + 2%)!/2 degiskenine bagli ise yani, ¢(z,y, z) = g(r) ise (0.9) denkle-

5
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minde
u = Wy(0, p)y(r)

dontigiimii yapilirsa, y(r) fonksiyonu igin

2
% - {q(r) + —W; L } y=2Xy (0.10)

diferansiyel denklemi elde edilir. Burada /—pozitif tam sayidir.
B.Y. Wolk [9] ve V.V. Stasevska’ya [10] farkli yontemlerle (0.10) denkleminin

y(r, ) 1

e YD) (0.11)
kogulunu saglayan herbir ¢dziimiiniin
_ER(VA) VR ()
y(r,A) = (\/X)V +0/K(r, s) (\/X),, ds (0.12)

geklinde bir gosterime sahip oldugunu ispatlamiglardir. Burada J, (r, \/X) bi-
rinci tip Bessel fonksiyondur. V.V. Stasevskaya’min [10], [11] caligmalarinda IL.M.
Gelfand ve B.M. Levitan’in caligmasindaki yonteme benzer gekilde, verilen (0.10)
diferansiyel denklemin spektral fonksiyonuna gére belirlenmesi ile ilgili baz: prob-
lemler incelenmistir. Ayrica, bu caligmalarda (0.10) tipinde diferansiyel denkle-
min spektral fonksiyonuna gore tek olarak belirtilmesi icin bazi sonuclar elde
edilmigtir. Bu ¢aligmalarin en dnemli sonucu agsagidaki teoremle ifade edilmekte-
dir:

Teorem 0.10: Azalmayan p()) fonksiyonu agsagidaki kogullar: saglanyan bir
fonksiyon olsun.

1) Her r > 0 igin

2) o()) = " 2(¢+3/2) Tl T ise
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Flru) = / { / Vi, (t, \/X) dt} { / Vid, (t, \/X) dt} A~V do(z),

—0o0

(v=1£+1/2) fonksiyonu 0 < r < oo, 0 < u < oo degiskenlerine gore dordiincii

mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir,
3) N(r) ile p()) fonksiyonunun (0, r) arahgindaki artma gostergeleri noktalar

sayis1 gosterilsin ve

mN(j?:oo

Eger p(A) fonksiyonu yukaridaki tzelliklere sahip ise spektral fonksiyonu p(A) olan

(0.10), (0.11) diferansiyel operatorii tektir. Ayrica, ¢(r) fonksiyonu stireklidir ve

dK(r,r)
=2
a(r) dr
egitligi ile verilmektedir.
O0*F(r,u)
flryu) Ordu

olmak tizere K(r,u) fonksiyonu
Flru) + / Flu, ) K(rt)dt+ K(ruw) =0, (0<u<7)
0

integral denkleminin ¢éztimiidir.
Araligin her iki ucunda yukarida sozi edilen tipte singtileriteye sahip diferan-
siyel operatorler igin ters problem M.M. Cramm’in ¢aligmasinda [12] aragtirilmgtir.
1965 yihinda M.G. Gasimov’un yaprus oldugu bir ¢aligmada [13]

~y" + {WT_!;Q + q(m)} Y=y (0.13)

diferansiyel denklemi ve

y(0) =0, (0.14)
y' () — Hyy(m) =0, (0.15)
(¥ (w) — Hay(m) = 0), (0.15")

siur kogullar: ile verilen diferansiyel operatér incelenmis ve bu diferansiyel ope-

rator icin iki spektruma gore ters problemin ¢oziimii verilmigtir.

7



Teorem 0.11: £ pozitif tamsayi, g(z) € Lo[0, 7] olmak iizere Ag, Ay,--- ve

Lo, fi1, - - - dizilerinin srasiyla (0.13), (0.14), (0.15) ve (0.13), (0.14), (0.15") tipin-
deki diferansiyel operatorlerin 6zdegerleri olmasi icin :

1) {Xn}nso ve {y, tn>o dizileri ortak olarak siralidir,

/ 2
2) A = <n+§) +a + ap,

e 2
Mo = <n+§> +b + by,

asimptotik formiilleri saglansin, burada a # b ve {a,}, {b,} dizileri dyle ki
S |an)?, 3 |bn|? serileri yakimsaktir,

Lu |1

!

g
1

L

[

[N
L

t

3) 3 |ea|? serisi yakinsak olmak tizere p, — Ay = b — a + o
n
kogullarinin saglanmas: gerekli ve yeterli garttir.
1985 yilinda M.G. Gasimov ve R.Kh Amirov ¢alismasinda[14],

1 A
-y + {;+Q(w)}y=/\y

diferansiyel denklemi ve

(0.16)
y(0) =0, (0.17)
y'(m) — hyy(m) = 0, (0.18)
) ¥/ (%) — hay(m) = 0),

(0.18")

sinur kogullar: ile verilen diferansiyel operattr igin iki spektruma gére ters prob-
lemin ¢oziimii ile ilgili teoremi ispatlarmuglardir:

Teorem 0.12: {A,}r>0 ve {i, }n>o dizileri agagidaki kogullar saglasin
1) {An}n>0 ve {, bn>o dizileri ortak olarak siralidir,

1\> A 1
2) dp={n+z | +=—In{n+ < |+ 2c+an,
2 T 2
—(n+t 2+éln =) +20)+d
Hn = 2) T g ) T 0T

asimptotik formiilleri saglansin, burada cy # ¢, ve {a,}, {b,} dizileri 6yle ki
S an)?, 3O [a'nl2 serileri yakinsaktir.
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O halde bir q(z) siirekli fonksiyonu ve Ay, hy gergel sayilart vardir ki, {\s}rn>0

(0.14), (0.15), (0.16) operatoriiniin, {4, }»>o ise (0.14), (0.15), (0.16) operatdriiniin
spektrumlaridir ve

hl —hg :71'(02)—00)
egitligi saglamr.

1992 yilinda H. Hiiseynov ve Z.M. Gasimov ¢ahgmasinda [15],

6
" il 12
—y + (m,, +qO(m)> y=X\y

y(0) =y(r) =0,

(0.19)

(0.20)
(0.21)
go(z) € Lo[0,x], p € (1,5/4), 6—gergel say1 olmak tizere diferansiyel operatorii

incelenmis ve bu tip diferansiyel operattrler igin ters problemin ¢oziimi ile ilgili
teorem ispatlanmigtir.

Teorem 0.13: {u:}eso ve {7k eso gercel say1 dizileri sirasiyla (0.19), (0.20)
ve (0.19), (0.21) problemlerin spekturmlar: olmasi i¢in agagidaki kogullarm saglan-
masi gerekli ve yeterlidir:

1) —00 < 7v; < fy < ¥y < g < ... sirall olmahdir,
26
2) w, = k*+ —W—cpkp"l —2A+a;

1\?  26c, 1\*!
’)/k—(k—z) +—7r ( —5) —2A+ b
asimptotik formiilleri saglanmalidir, burada
% gin? ¢ 2r=3
= dg' == X — ,
7= T o DT - Dsmn ()

A gergel say1, {ax}, {bx} dizileri oyle ki 3" |ax|*, S |bx|* serileri yakimsaktur.

Literatiirde Bessel potansiyelli singiilar diferansiyel operatorlerle ilgili bir sira
calismalar vardir. Bunlara érnek olarak V.A. Yurko'nun galigmasi [16] gosterile-
bilir. V.A. Yurko ¢aligmasinda, 6zellikle potansiyelin singtilerite noktas1 araligin

herhangi bir i¢ noktasinda oldugunda bu tip operatérler igin ters problemlerin



e

1
|

RN

WL

¢Oztimleri verilmistir.

2 _
-y + (%;Ti*/)—j + Q(x)> y=Xy, A=p%), 0<z<r  (022)

diferansiyel denklemi verilmis olsun. Burada z = « noktas1 (0, 7) araliginin her-

hangi bir i¢ noktasidir. (0.22) diferansiyel denklemi icin
y'(0) — hoy(0) =0, (0.23)

y'(m) — hay(m) =0, (0.24)

sinir kogullarimin trettigi operatér L olsun. V.A. Yurko bazi calismalarinda L
operatdril icin ters problemin ne gekilde konulacagim incelemis ve bu tip ters
problemlerin ¢éztimiinde, Weyl fonksiyonu kavramindan ve Z.L. Leibenzon yon-
teminden yararlanarak ilgili teoremleri ispatlanmistir. Burada en tnemli teorem
asagidaki gekilde ifade edilir:

Teorem 0.14: {A¢, ak}lysg, k7 0 ve A # A, (k # n) dizilerinin L opera-
toriintin spektral karakteristikleri olmas: igin agagidaki kogullarin saglanmas: ge-
rekli ve yeterlidir.

1) Oyle bir L operatorii meveuttur ki, o = 3, i lprae| € < o0,

=0

2) Her bir z 5 «y i¢in E+ H (z) : m — m operatdrii sirh terse sahiptir,

3) x'(z) |z — """ € L, (0, 7),

oo

burada x(z) := Z (0k0Bio () ro () — k1 By () pp1 () -
k=0

Bu kogullar saglandiginda L operatori,
p(z) = (=) — 2x/(z)

ho = ho + x(0), hy =hy + x(m)

2 _
formiilleri yardimiyla kurulur. Burada, p(z) = sz_—}y/);l + q(z), q(z) € Ly(0, 7).

Singiiler Sturm-Liouville operatdrleri igin sonlu aralikta diiz ve ters spektral

problemlerin arastirildig1 bu tezde agagidaki yol izlenmigtir.

10



Birinci boliimde, singiiler ikinci mertebeden diferansiyel operatorler icin diiz
problem incelendi.

1.1 alt bolumiinde, L; operatoriiniin ¢dziimiiniin varhg: ve tekligi gosterildi.

I(y) =~y + {WTZQ + % + Q(m)} y (0.25)

- diferasiyel ifadesi ve
= JO)=0 . y(m) — Hy(r) = (026
WO) =0 ,  y(r) — Hyy(m) =0) 0.26)

D(Ly) = {y(z) : y(z) € W3[0,x], £(y) € La[0,7], q(z) € W0, 7], y(0) = O,
Y (m) — Hyy(m) = 0} olmak iizere smir kogullarmin trettigi diferansiyel operator
Ly (Ls) olsun. Burada £ > 1 tamsay: ve A, Hy, Hy gergel sayilardir.

Tanim 0.15: W[a,b] = {f(z) | f®(z) € AC[a,b], k=0, n—1, f™ € Lya,b]}.
o(z, p) fonksiyonu

Le(z,p)] = pPp(z,p), A= p? (0.27)
diferansiyel denkleminin
©(0,p) =0 (0.28)
kogulunu saglayan ¢oziimii olsun.
(0.27)-(0.28) probleminin bir tek ¢tziimiintin var oldugu ispatlandi.

1.2 alt boliimiinde L, operatoriiniin 6zdegerlerinin, 6zfonksiyonlarinin ve nor-

mallegtirici sayilariin asimptotik formiilleri verildi.

A(p) := ¢'(m, p) — Hip(m, p)

olmak fizere, L; operatériiniin p,, 6zdegerleri A(p) = 0 denkleminden bulundu.

™

anz/goz(x;pn)dx’ TL=0,1,'--
0

sayilarma L, operatériintin normallegtirici sayilar: denir.

11
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Dolayisiyla, n’nin yeteri kadar biiytik degerleri igin Ly operatériinin p,, 6zdeger-
leri, (z, p,,) 6zfonksiyonlari ve o, normallestirici sayilar: i¢cin agagidaki asimp-
totik formiiller elde edildi:
B = 2 g) i éij—rlna(j:e%m n j2/2_§1n£n++£%2)+ ’
A In’(n+4/2) ta In®*(n +£/2)
241 (n+£/2)3

(n+£/2)2

In(n +¢/2) 1
Tt ej2)8 (n +£/2)3 +0 (ﬁ)
B %) +A0(x)1n(n+€/2)

p
v ‘”U :H

o(z, p,) = cos ((n+ L)z

N 1CO
n+2/2 n+4/2
In®*(n +£/2) In(n + £/2) Ay(z) In’ n
AT e TG e T e +O< <)
e T Am? 1 +A27rh12(n+€/2)+b In(n 4 £/2)
"7 20 4 n+4/2 8 (n+£/2)2 ' (n+4£/2)?
by
+

(n+£/2)2 G0y
Ikinci boltimiinde, {p,}, 5, 6zdegerler dizisi ve {a},,5 normallestirici sayilar
dizisine gore ters problemin ¢dziimi verildi.
narak

2.1 alt boliimtinde {p,},5¢ ve {@n}, 5, spektral karakteristiklerinden yararla-

o0
1
F(Iat) = Z {—O—[_@O(x7pn)(p0(t?pn) - J‘Po(xapg)%(ta p?z)
n=1 n n
gecici fonksiyonu olugturuldu ve bu fonksiyonun 6zellikleri aragtirildi. Burada
{9} o lar ile Ly operatoriiniin ¢(z) = 0 durumuna karsihk gelen operatoriin

normallegtirici sayilar1 gosterildi. F(z,t) fonksiyonunun z ve ¢ degigskenlerine

gore stirekli tiirevlenebilir oldugu ispatlandi. Ayrica, bu alt béliimde F(z,?)
fonksiyonunun yardimiyla,

Flz,t) + K(z,1) + / K(z,€)F (€, t)dé = 0
0
integral denklemi kuruldu.

(0.29)
2.2 alt boliimiinde (0.29) integral denklemin ¢oziimiiniin varhg ve tekligi ispat-
landi. Ayrica, bu béliimde K (z,t) fonksiyonunun z degiskenine gore tiirevlenebilir-

lik mertebesinin F(z,t) fonksiyonunun = degiskenine gore tiirevlenebilirlik mer-
tebesine egit oldugu ispatlandi.

12
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2.3 alt boltimiinde {p, },>q Ve {@n},,>¢ dizilerine gore ters problemin ¢oziimiint
veren agagidaki teorem ispatlandi.

Teorem 2.3.3: Eger her n € NU{0} igin o, > 0, n % m oldugunda A, # A,
Arn'ler gergel ve

Y

_ £, Aln(n+¢£/2) ap  A’ln(n+4£/2) a
= ) T g2 Thnt 3 8 nib2 iy
= A In*(n+£/2) In*(n+£/2) In(n-+£/2) 1
= Toar (28 Pt 428 T (et g2 0 ($>

i B ZT_+A7T2 1

Cp = 9

+A27r1n2(n +£/2)
4 n+f/2 8

In(n +¢/2)
e+ g22 g2
by Inn
Tt ae O ( 3 )

asimptotik formiilleri saglanirsa, spektral karakteristikleri {p,},5o ve {@n},s0
olan L, tipinde operatér vardir. Burada ag, a1, as, a3, aq, b1, by sabitlerdir.
Ayrica,

_ SdK(z,z)
q(m)—2——d$ .

Tezin ficlinci bolimiinde, Ly ve Ly operatorlerinin spektrumuna gore ters
tedir.

problem aragtirildi. gy < p; < ... ler Ly operatoriiniin dzdegerlerini gostermek-

3.1 alt boliimiinde, oy, normallestirici saytlarim {A,}, 54 ve {tin },>o Spektrum-
lar ile ifade eden

Oy =

o An = fha An = 20 A — foTr Am— A2 Ay — Ay
AL = AN = A0, — s A — A

2;‘,___0 /\n_’\[k):
An-»‘ﬂg OOIAn_/"Ic
XH )\0 OH
k=0

(0.30)
- ruk: k=0 )‘n - #2

esitligi ispatlandi. Burada {ug}nzo lar ile Ly operatériiniin ¢(z) = 0 durumuna
kargilik gelen operatoriin dzdegerleri dizisidir.

3.2 alt boliimiinde A, ve u,, nin asimptotik formiillerinden yararlanarak (0.30)

13
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Bl

. (R

esitliginin yardimiyla c,, normallestirici sayilarinin asimptotik formiilleri bulundu

__7[+A7r2 1 +A27r1n2(n+£/2)+

DT vt 027 8 (n+)2)
{A(37r2—4)

+ - 7

—— [(00— o) + (g — o

2 In(n + £/2)
10 + __.bo} ._._.—+
0 )] T 1 (n_{_g/z)?
s 2AIn(1+4/2) 0 ;0
+2{MA+M#+{3 T 2/2) ][(ao ad) + (ap — af)] +
2
1
+ % ao — o) + (ah — af?)?] + 5 [(ao + ap) + (o + af)] +
o 0o 0 _al—a’la‘f—a’lo
2 1 Inn
+—bO} L 0 (—)
™ f (n+¢/2)" n’
burada,

M, = Z{Ak — A2 —2(ag — ag)},
k=1
My = {m— 1 —2(ah—ap)} -
k=1
3.3 alt boliimiinde iki spektruma gore ters problemin ¢éziimi verildi.

)‘07/\17)‘27"' 7)‘na"'

Ly gy gy * v 0y gy

Wy, ler

An

gergel say1 dizileri verilmig olsun. n’nin yeteri kadar biiylik degerleri icin A, ve
0N® A A2ln(n+4/2) 20
= e = 2 - = —
(n+2) +7r1n(n+€/)+2a0 4 n+4/2 n+4/2
A% In®(n +£/2) A%\ In*(n +¢£/2)

- 2 0.31

27 (n+ 22 ( e 47r2) n+ 22 (0.31)
2 2
+ (2a3 + A;‘)) Infn +4/2) %

In’n
ms/2? T mrejaE T (F)

14
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i

1

I

b

ve

? ,  A’ln(n+£/2) 2a}

2
A

= = — 1 2 -

i (n+2) +771n(n—|— /2)+ 20 4 n+1£/2 n+£/2

A3 ln3(n+€/2) , A_Q M
o i (o i) W (0:32)

. Ay In(n +£/2) a In’n
*(2“” " ) (n+i2p e O\

asimptotik formiillere sahiptir, burada

1 AM Alnr 1 [
w=_\|7 ~Ht+t— 5/“”“)
0
,_1(AM . A« _1_/”
0

Bu alt boltimiinde asagidaki teorem ispatlanda.

Teorem 3.3.1: Asagdaki kosullan saglayan {A,}n>0 ve {, fnzo dizileri ve-
rilmis olsun:

1) {An}tnso ve {in >0 dizileri ortak olarak siralidir,

2) A, ve p,, ler icin (0.30) ve (0.32) asimptotik formtlleri ve ap # a, dogrudur.
O halde stirekli g(z) fonksiyonu ve 8yle A, Hy, Hy gercel sayilart vardir ki, {\, }n>0,

L, operatoriniin spektrumu, {u, }n>o ise Ly operatériiniin spektrumudur. Ayrica,

Hl—H2=7r(a6—a0)

seklindedir. Buradaki A sayisit A,’nin asimptotik formiiliinden bulunur.
3.4 alt bolimiinde, L, operatoriiniin regiilerize izi hesaplandi. {y,},,, dizileri
ile L, operatoriiniin ¢(z) = 0 oldugu duruma kargilik gelen 6zdegerleri gosterildi-

ginde agagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3.4.1: Eger / q(t)dt = 0 ise

I

¢ ;q(m) — q(0)
> P =] = (1) 0

formiilii dogrudur.

15
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I. BOLUM

SPEKTRAL KARAKTERISTIKLERIN HESAPLANMASI
(DUZ PROBLEM)

1.1. Singiiler Sturm-Liouville Problemin Céziimlerinin Davranis:

L operatorii

—y"+{€££z—;—l)+Q(m)}y=)\y, A=p0<z<m (1.1.1)

L:d ) =0 (1.1.2)
y'(m) — Hy(m) =0 (1.1.3)

olsun. Burada Q(z) = % + g(z), q(z) € WZ[0, 7] gergel degerli fonksiyon, A, H

gergel sayilar ve £ > 1 tamsayidir. (1.1.1) diferansiyel denkleminin ¢oz{imiinii
bulmak igin ilk olarak homojen

yu+{,\_~ﬂ“_1)}y=o, (11.1)

72
denkleminin ¢oziimint bulalim. (1.1.1") denklemi z = 0 noktas: diizgiin tekil
(regiiler singiiler) nokta olan II. mertebeden bir denklemdir. Bu yiizden seri

¢Ozlimil
y(z) = Z Cnz™" geklinde aranir.
n=0
y'(z) = Z(n +7)Cpz™ ™1 o (z) = Z(n +7)(n+7r—1)Cpa™tr2
n=0 n=0

ifadeleri homojen diferansiyel denklemde yerine yazilirsa
2y +{z®A - L -1}y =0,
[r(r—1) = 2(£ - 1)]Coz” + [r(r+ 1) — £(¢ — 1)]Crz™ 1+
+ i {{n+r)n+r—-1) =2 —-1)]Cr+ ACp s}z =0
n=2

olur. Indis denkleminden dolay: Cy # 0 oldugu icin 7, = £ ve 7o = —f + 1 olarak
bulunur.

16
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ry = £ igin
[r(r+1) —£(£~1)]Cy = 0 dir. Buradan £C; = 0 olur. £ > 1 tamsay: oldugundan

Cl =0 bll].unur,
(ntr)n+r—1) =Ll —1)Co=~ACros, n3>2

= 0 olur. O halde r;y = £ oldugu

rekurans formilinden C) = C3 = C5 = -+ =
durumda Cs, ’ler icin
(=1)"\"Cy
Con, = ,n>1
T el -y )((-1+42).. . (l—L+n) "
egitlikleri elde edilir. Bu esitlikler y; (z) ¢dzlimiinde yerine yazilir ve
2
P 5
Co = eklinde almirsa (p% = ),
ST i — 3+ (=)
ey —1)» 0z anzﬂe
yl(m)zz (3_3( )1
o 2%mnl12 2F(€ ~5+n+1)
)n Eff"_ 2n+€—é
Ve Zn'l‘ —i4+n+1) (2)

( ]_)k z n+2k .
olur. Burada J,( z FT(nt k+ 1) ( ) oldugundan,
yi(z) = \/bEJ(e_%)(px) elde edilir.

=—{+1i¢in

Benzer gekilde ro
(=1)"A"Cy

C?n =
Pl (1= (- D) (2~ (- 2)) ..
egitlikleri elde edilir. Bu egitlikler ys(z) ¢oziimiinde yerine yazlir ve

ot
Co = seklinde alinirsa,
2= (3 (—(0— 1)+

(n=(¢=3))

Nz

IR =S e )"
(%) nzo?ﬁnnvz ( (L—3)+n+1)
e (—=1)" P an—(¢-3)
—\/_Zn'I‘ = %)—}-n—}—l) (?)

n=0
olur. Buradan yo(z \/p_mJ (-1) (pz) elde edilir. £ — % =: v olarak alinirsa,
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(1.1.1") denkleminin genel ¢dziimii

yn = Civ/pzJ, (pz) + Car/pzJ_,(pz)

geklinde bulunur.

o(z,p) (1.1.1) denkleminin ¢(0, p) = 0 baglangi¢ kosulunu saglayan ¢ozimu
olsun. (1.1.1) denkleminin genel ¢tztimii ve L operatériintin tamm kitmesi goz
¢niinde bulundurulursa, ¢(z, p) fonksiyonu
e(z,p) = \/@sz(pm) -+

CU L

(0 [ VAU {2) = (o) o) (é ; q(t>) olt, p)it

- integral denklemi saglayaca@: agiktir. Ardigik yaklagimlar metoduyla bu integral
denklemin varhig ve tekligi gosterilebilir. Bunun igin ;

eo(,p) = /75 Julpa)

ool )] < @B

ox(o,0) = ()G [ VIt T-ulp0) — Jo(pt) T(p2)] QOO 1 )
0

ardigik yaklagimlar: kurulsun;
k=1 icgin

pi(z,p) = (—1)‘% / Vat [, (pt) o (pz) = T (pt) T (p2)] Q(t)po(t, p)dt
0

_ (-1)42\@ / VB 1 (08 al02) — J-ot) o (02)] Q) (o)

v=1{—3ign

IJu(px)l < B, 0<z<m

|J_(pz)| < B, 0<z<m

l\/ﬁJ_y(pw)l < B, 0<z<rm )
|P1(pz)| < B, lpz| < 1,

18
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|P2(pz)| < B, lpz| <1,

burada P;(pz) ve Py(pz) fonksiyonlar: J,(z) = 2V P (z) ve J_,(z) = 27" P(x)

Simdi |pz| > 1 oldugu durumda incelenirse

k=1 icin
o1(2,p) = / V08T (05) — Tt T ()] QUE)polt, p)dt
o) <7280 [ elatoa
k=2 igin .
02(08) = (-5 [ VIR (p0)-oAp3) — J-olp0) 5] QDI 1, )

0

(=, p)| < 7r2\/§35% (/tIQ(t)ldt)

0

k = 3 icin
0s(@.9) = (=15 [ VR0 p2) — T (pt) o) @)l )

0

_
© 3
sl )| < 7 f B ( / tIQ(f)ldt)

0

k = n icin . ) .
foule.p) <y [3rEd ( [ e >|dt> - /35 (sz / tlQ(t)ldt)

0

Zsok:r p) = @o(z,p) + @ (2,0) + -+ (z,0) + -

serisinin yakmsak oldugu gosterilmelidir.

Her n igin
lon (2, 0)| < an

19



ey

A 9

Ay = 9

T B r i
— [ 7B* [ t|Q(¢t)| dt
[ feae

dir

@ZB% (WBQ/t[Q(t)[dt)
n=1 0

oldugundan Zan yakinsaktir. Weierstrass testinden dolay: > [, (z, p)| serisi

_ \/gg exp (wgz / HQ) dt)

n=1
diizgiin yakinsaktir. O halde Y ¢, (2, p) fonksiyonel serisi [0, 7] araliginda diizgiin
yakinsaktir. O halde varlik-teklik teoremine gére (0, p) = 0 baglangig kogulunu

saglayan o(z, p) fonksiyonu var ve tektir.
z > 0 igin p’ nun yeterince biiytik degerlerinde ¢(z, p) fonksiyonunun davrans:

aragtirilir. Bunun igin ¢(z, p) fonksiyonunun,
T
p(z,p) = \g\/pva(pw)Jr

+(—1)eg£/ \/E[Jy(pt)J_,,(p:L’) ~ Ju(pt)Ju(pz)] (? + Q(t)) VptJ,(pt)dt +

ifadesinden ve

t> } (1.1.4)

asimptotik formillerinden yararlanilir [47].
(o)t = [ o8) - pt)as

[ 3oL stptat = [ 000
0 0 z

seklinde yazilirsa ve
20
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F(U) ( )U—P F(O’ —p, o — p) b<a

7 I'(o —p)plb
[ osatat) It = CLF o
0 2a ’

0 , b>a

esitliginden yararlanilirsa,

Zz

(=D 1 cos2pz 1 sin2pz 1

/ Tt o)l = = = = T T O\ a) >0
0
elde edilir.

z ¢

dt 1d
2 2 @ _ 14 9

/J (pt)d /tJ( =[5 (/wy(pa)g-‘)

0 0
oldugundan
/sz(a )da:-—-x—2(,]’(a, ))2_{_3:_2 ]__n_2 (]( ))2
esitliinden yararlanmlirsa,

ZJZ(pt) o(J(pz))? +z (1_ py2 >J2(pa:) O/Z(J,(pt))2dt";0/ J2t(2 9

elde edilir. Ayrica, J,(pt) ve J,(pt) fonksiyonlarin davramglarmmdan yarar-

lanilirsa,
T

/ (T (ot))dt =

0

ve | pZT
dt:%g px| 2

pz 1 oz
1

(€))2de = 1(£))2 1 102
; / (y(€)de = 0/ eyt + - / L6

oldugundan
fou

—1)¢sin 2pz —
[y = Linpg - G202

1

. (—1)* cos 2pz
pT or o 2+ 4 pPx?

(_1)£ cos?2 +
dm p3a3 dr 4r

T
1 ’ _1}¢ _1\¢ .
sin2pz  (—1) 09 — 3(-1) sm2£d§
54
1

bulunur.

21



ARt N AR

2
Iy (pt) 40 _
12
pt=§, | 1
ve |pz| >
gt =% g
p
px
J? J2 ¢ J2
RO, [ 2@ T2O,
3 £ £
0 0 1
oldugundan
oo = 2
-1 -
ROy L 1 1 (s (1,
¢ 2 27 p?x? 2w pixd 2
pz
3(=1)cos2pz 3(—1)¢ 6(—1)% [ cos2¢
C 4m piat + 47 & 47 £ 9
1
elde edilir. Dolayisiyla z > 0 i¢in bu integralin
1lnp9: (-1)¢. . 7 :
2( ot mpzr  \—1) y LA S RETY:
/J (pt)dt = 4@ [2sin2 — cos 2] 2m7 [1~(=1)*sin2] +
1 1 (1)sin2 )
1 (€))2dE — 2/ sin 2pz v
v [/ (L@ = 'S df 2t p*m  wpda?
0 0
(=1)%? (=1)fcos2pz 1 1 1
* 7 p3x2 c0s 20z + dr  pix2 27 p3m2+o ot
davramsga sahip oldugu goriliir
1 1
_1)¢
1) [2sin2 — cos 2],

Vo= [ - [ e, w= S

8
Ny := 12 [1 — (—1)*sin2] ile gosterilirse,
(=1)*sin2pz

1ln pa: 1
Ji(pt)dt = 4+ 27Ny + Ny — N3] —
/ 2p[+7r1+2 3 2r Pz
~1)%2  (=1)*] cos2 21 1
(=07 | (U] cos2pr 12 1 (1
T2 4mrz? 03 2m p3x? ot
olur. Benzer sekilde, z > 0 icin p’ nun yeterince biiyiik degerlerinde
r 1 cos 2pz 1
_u(pt)q(t)dt = ——
[ #et) ottt = ~ 50 5 + a0+

0
22




1 , .sin2pz 1
R O<P4)
z z . n%0n e o
0 0
_1\¢
Cameo(?)

oldugu elde edilir.
Elde edilen ifadeler o(z, p) fonksiyonun ifadesinde yerine yazilirsa, z > 0 ve

i

p’ nun yeterince biiyiik degerleri i¢in davranig

T
o(z,p) = \/;/pmJu(pw)—
Ar [m (—=1)¢ 1 cos2pz 1 sin2pz 1
—1)==, /= — r — Sl
) \/7\/'_'%‘]”('0 z) { 2z pA 4wz PP +0 p* *
1ln 1 —1)*sin 2
gy & [4+ 27Ny + No — N3] — (——)Slnz Pz,
2r  px

A7r
\[‘/p—xj (e { 2mp
(—=1%?%  (=1)*] cos2pz _2 1 1
+{ T’ Amrz? Ji& y 27 p3z2 p ot
2 0
cos2pz  g(0)

\/_\/ﬁj 2 { = & 2m p?

(-1)* () sin 2pz N

_1)fg\/§\/ﬁin(pz) {;rl—p 0/ a(B)dt+ 5 a0 =3

40-0(3)

T 4 03
olarak bulunur. M := 4 4+ 27 N; + Ny — Nj ile gosterilir ve (1.1.4) asimptotik

¢'(z) sin 2pz 1
Do (5) )+

(=1)* , \cos2pz

formiillerinden yararlanilirsa,
(Acos(pz+(£—1)7) In part

oz, p) = sin(pz = (£=1)F) + (-1)*5 ,
Arsin(pz — (£ —1)7)
4 P i (1.1.5)
+(=1)* % +% / g(t)dt cos(pz + p(ﬁ“ D),

0
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A q(z)] sin(pz — (£ —1)%)
q(0) sin(pz — (£~ 1))
—(—1) . p 2/,
}cos(pa;—{—(é’ n3)

sin 2pz—

g(z) A
Az
(=1

ZAVT Cos p:L‘-l— - 1)—’25)_1_

_q(z)

sin{pz — ( E—l z
} G )2)sin2px+
"(z

0L
x
l
OO
&I\J
0¢]

[

} cos(pz +p§£— 1DI) c032p1 + O <%>

1o
1h
e
[ V]
o
»Q

elde edilir.
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1.2. Singiiler Sturm-Liouville Operatdriiniin Ozdegerlerinin Davranigi

o(@,p):  @0.p)=0, ¢(0,p)=1

b(@,0):  dlmp)=1, ¢(mp)=H
fonksiyonlar: (1.1.1) diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢dzlimleri olsun.
Yukaridaki kogullar: saglayan ¢ (z, p) ¢oziimiiniin varligy, ¢(z, p) ¢oztimii ile lineer
bagimsiz oldugu, ayrica ¢(z, p) ve ¥(z, p) fonksiyonlarmin p parametresine gore
tam analitik fonksiyonlar oldugu R. Carlson’ un ¢ahgmasinda [19] gosterilmistir.

Tanim 1.2.1: A(p) := ¥/ (z, p)p(z, p) —(z, p)¢'(z, p) fonksiyonuna L opera-

toriiniin karakteristik fonksiyonu denir.

(1.1.5) ifadesinin z ’e gore tiirevi alnirsa;
A
¢/(z,p) = peos(pz — (£~ 1)5) — (~1)*5 sin(pz + (£~ 1)3) In pz+
Zécos(pa: +(-1)%)

HEDE y + 2 sin(pm — (¢~ 1)5)-
(-1 [Af = q(t)dt} sinfpar+(¢-1)5)+(-1) L DL EZ R
0 eosen . (ST ) (S T
—(~1)* {% + q(;:)} sin{pz —p(e “I%) Gn 900t
[ ) B )
NECHPIEEEL e
. q_(;_) ) %] cospa +p(e_ DD s
_ :q’ém (~ 2):;4%’} sin(pz +pg£— %)
(Y et +p§e-1)g)+
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A ¢(x)] cos(pz — (£ —-1)%)

—1)¢ — i
+(—-1) 522 S ] 2 sin 2pz+
(A d(z)] sinpz — (£— 1)F)
—1)¢ — 2
+(—1) e 4 } 2 cos 2pz+
TA ¢"(z)] sin(pzr— (£ - 1)) |
¢ 2
—(-1) = + g e sin 2pz+

-AI/2 A q'(g;)J Slll(p.’li' -+ (2 — 1)%) cos 2,0(3—-

L p2
f A2 A N q'(a:)] cos(pz + (£ —1)%)

— _702— + o A 7 sin 2pz-+
[ A A ¢'(z)] cos(pz + (£—1)7) 1
+ —-;;3——1:”3—}— 3 e COSQ,D:E-{—O(:

ifadesi bulunur. Tamm 1.2.1 geregi L operatériiniin karakteristik fonksiyonu igin,
A(p) = ¢/(m, p) — He(m, p)
A
= pcos(pr — (£~ 1)%) — (—1)55 cos(pm + (£ — 1)%) In pmr+

+(_1)e2f717 cos(pm + (£ —1)%)

+ 2T dn(or — (£~ 1))~

p
~ (=1} {—— + é—/ t)dt| sin(pm + (£ — 1))+

+( 5 B - (-1 4 p +
[ ] O
[ 0] o )
+(=1)* :—41:2 qliﬂ—)} sin(pr —pgz— 3 cos 2pm—
- @ — ﬁ} sin(pm +p(£ — 13 sin 2pm+-
N ~@ B %} cos(pm +p(£ -1)%) cos2pmt
+ pqliﬂ) + 4‘::2} coslpr +p££— D3) sin 2pm—
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A2 2
( 1)¢Av? cos(pm + (£ — 1)%)_{_
A3 p3
(A g (m)] coslpm — (£ 1)F)
+(—1)¢ Frciar } 2 2% sin 2pm+
A q(m)] sin(pr — (£—-1)%)
—1)¢ - 2
+(—1) = 4 } 2 cos 2pm+
A o sin(pmr — (£ - 1)%
_(_1)2 = + q é’lT)J (,0 pg )2) sin 2,077_{_

cos 2pm—
02

A2 A g(m)] cos(pm + (£ —1)%)
02
[ A A ¢'(m)] cos(pm + (£ —1)F) 1
+ = = ——47r3+ 3 J 3 c032p7r+0(p4) —
(Acos(pr + (£ —1)7)
2 P

A¢ A d(vr)} sin(pr + (¢~ 1)%)
} sin 2pm+

—-H {sin(mr —({-1)%)+(-1) In prr+

+ﬂsin(ﬂ7f —-(£-1)%) +(=1)" {Ai\/l %/q(t)dt} cos(pm + (£ — 1)%)_{_

— +
4 p / P

A g(m)] sin(pr — (£ —-1)%) q(0) sin(pm — (£ —1)%)
+(—1)¢ [E + } 2 cos 2pm—(~—-1)* , 2 +
dm) A7 cos(om+(E—1)F)
+ {T — 47} | 2 sin 2pm—
£(0)  (“1)%4?] cos(pr+ (€= 1))
- { 8 4n? } P "

A q'(w)} sin(pr — (£ - 1)%)
8

N {Aﬂ N A N '(71')1 cos(pm -I—pgﬁ - 1)%) cos 20 + 0 (é)}

sin 2pz+

ifadesi elde edilir.
Tamm 1.2.2: A(p) = 0 denklemine L operatoriiniin karakteristik denk-

lemi denir.
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Buradan, p # 0 ve Tamm 1.2.2 geregi verilen operatoriin karakteristik denklemi

i £—1)Z
cos(pm — (£ - 1)%) — (“1)Z§SIH('OW +p( )%) In prr—
- _(_qypgSmler — (= 1)) | Amsin(or — (- DF)
p 4 p
gAH cos(pm+ (£~ 1
2 p?

P
,q(0) cos(pm — (£ —1)%) N (—I)KMQCOS(MT +(-1)%)
2

_ AHmsin(pr — (£ - 1)7) cos(pm — (£~ 1)3) cos 2pm—
4 p* a
sin(pr — (£~ 1)3) sin 2pm—
2
| (1.2.1)
(-1)3
sin(pm + ( )3) sin2pm — 2M,

"
o 12
p

In pr—

_pSnler =08

+

L

(—1)Ms

—(—1)*M;
(-1t

) p2 cos(pm -l;)g )2) cos 27+

in(pm — (£~ 1)E i f- 1)
O R s+ E D)

p p
— (0 —1)=

+(—1)ZMGCOS(MT p§€ )3) sin 2pm—

i —(£-1Z
——(-—1)8H]\/13S1n(pﬂ- p;.(; )2)(}082,077'—}—

i {—1)%
sin(pm +p:(3 )3) cos 2pm+

{-1)EL
+M7coS(,0ﬂ' +p§ )3) sin 207 + Mg

- 1
+0(55) =0

seklinde elde edilir, burada

AM 1] A g A qm)
/q(t)dt, M2 = 2ﬂ_+ 9 —HMl, M3 = 47T+_4 3

M= s
0
_gm A _d(0)  (=1)*A2 A _dn)
Me="" "4 Ms = Ar? Ms:=gm~ g
Av®  q(n)H AH At A q(m)
M7_—7r2_ 4 +47r’ Ms = 27r2+87r2+ 8

Teorem 1.2.3: A(p) = ¢'(m,p) — Ho(r, p) = 0 karakteristik denkleminin
{p,} sifirlar1 L siir deger probleminin 6zdegerleriyle ¢akisir. ¢(z, p,,) ve ¥(z, p,,)
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¥
Ih

esitligi elde edilir. Son egitlik (0, 7) araliginda integrallenilirse,

[ 9@ 2000 0m) + 9 Az N do =
0
= =, o, M) 0/ (7, M)t (1, )+ lim o (, An)t (2, 0) =/ (0, Aa)85(0, )

= (A=) / (@, M)ib(z, N)da

elde edilir. 1994 yilinda R. Carlson caligmasinda [19] 4(z, A)her X igin simirh
fonksiyon ve 9'(z,A) = O(z~!) dir. Yani, 111(1)1+go(a:, M (z, A) = 0 oldugu goste-
rilmigtir. Buna gore,

™

(0, M) — Ho(m, An) = (0, A) = (A = ) /w(m,kn)iﬁ(w, A)dz
0
olur. A(A) nmn tanimindan yararlanilirsa,

AN = AQw) _ / o, M) (, ) dz

A=A
0
egitligi elde edilir.
: AN = A\, r
—A(Ag) == lim — ) () = lim [ o(z, A\)¥(z, A)dz

A=, A=, A=A
0

burada ¥(z, An) = B,¢(z, A,) esitliginden yararlanilirsa,
~30w) = [ B @ )iz
0

veya —A(A,) = B0, esitligi elde edilir.

Lemma 1.2.5: (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) suur deger probleminin 6zdegerleri
basittir.

Ispat: o(z,p,) ve ¥(z,p,) fonksiyonlar (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) smir deger
probleminin 6zfonksiyonlar: oldugundan 8, # 0, o, % 0 dir. Buradan
—Zl(pn) # 0 elde edilir. Dolayisiyla (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) sirur deger probleminin

P, 6zdegerleri basittirler.

S(z, p) fonksiyonu (1.1.1) diferansiyel denkleminin
y(0,p) =0
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ozfonksiyonlardir ve

V(2 0,) = Bnp(Z, pn)s B #0,

olacak sekilde {f3,},, dizisi vardir.

Ispat: p = p;, A(p)'m sifirt olsun, yani A(py) = 0 dir. O halde,
¥(z, py) = Boelz, py) ve ¥(z,py) , ¢z, py) fonksiyonlan (1.1.2) ve (1.1.3) smur
kogullarim saglamaktadir. Dolayisiyla, po—6zdeger, ¥(z, py) ve w(z, pg) ise uygun
ozfonksiyonlardar.

Tersine, kabul edelimki, p, L operatoriiniin 6zdegeri, yo(z) ise py’a karsilik
gelen dzfonksiyon olsun. O halde U(yo) = V(yo) = 0 dir. Diger taraftan
yo(z) # 0. Genelligi bozmadan y(0) = 0 aliursa yo(z) = ¢(z, py) olur. Buradan
V (o(z, py)) =V (yo(z)) = 0 oldugundan A(p,) = 0 elde edilir.

Boylece her bir 6zdegere sabit say1 garpimi farkiyla bir tek 6zfonksiyon kargilik
gelmektedir. Her p,, icin A(p,,) = 0 oldugundan en az bir 3, # 0 vardrr ki

V(z, p,) = Bu(z, p,)

olur.
p,, Ozdegerine karsiik gelen L(q, H) smur deger probleminin 6zfonksiyonu
o(z, p,) olarak gosterilsin.

™

Qp = /goQ(x,pn)da: (1.2.2)
0
seklinde tanimlanan {a },, dizisine verilen sinir deger probleminin normallestirici
sayilar dizisi denir.
Lemma 1.2.4: a5, = —A(\,) esitligi dogrudur.
ispat:
—¢"(z, An) + q(2)0(2, An) = Mo (, M)
—9"(z,A) + a(2)¢(z, X) = Mp(z, A)

oldugundan

—9" (@, Np(z, An) + " (2, An)ib(2, X) = (A = Ma)eo(z, Aa)p(z, A)
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baglangic kosulunu saglayan ¢oziimi olsun. O halde agiktir ki, (1.1.1), (1.1.2),

(1.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri
®(p) = 5'(m,p) — HS(m, p) =0

fonksiyonunun sifirlar ile cakigmaktadir. ®(p) denklemine (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3)
siur deger probleminin karakteristik denklemi denir. (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) suur
deger probleminin 6zdegerlerinin varlig1 ve onlarin asimptotik ifadelerinin bulun-
mas1 problemi ®(p) karakteristik fonksiyonun sifirlarinin belirlenmesi problemine
indirgenmektedir.

Eger (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) probleminin siniis tipli gozlimleri igin integral
denklemi yazilirsa, bu integral denk-
lemi yardimiyla ®(p) denklemi igin p’nun yeterince biiyiik degerlerinde

®(p) = pcos(pm — (£ — 1)%) + elmelr (ﬁ + R(p)) =0 (1.2.3)

asimptotik formiilii elde edilir.

Tanim 1.2.6: M > 0 herhangi bir say1 olmak iizere

cos(pm — (£ — l)g)l > Melmelr

egitsizligini saglayan ve simrsiz olarak geniglenen yoriingesine (1.1.1), (1.1.2),
(1.1.3) smr deger problemi igin gecerli yoriinge denir ve K, ile gosterilir.
Yukarida verilen tanimdan yararlanarak ®(p) fonksiyonunun davramgmdan

agiktir ki, n’nin herhangi bir degerinden sonra bu fonksiyon K, ydriingesi tizerinde
2(p)] 2 Memo"

esitsizligini saglamaktadir.
Not: K, yoriingesi olarak cos(pr — (£ — 1)T) fonksiyonunun sifirlar:

Z L I4
ZH1xFZ = ...
2,ﬂ: IFQ,:EQZFQ,

noktalarimi igine alan Z, yoriingeleri alnabilir.
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Teorem 1.2.7: (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) probleminin dzdegerleri sayilabilir

sayidadir ve

4
pn=1+5+0(ra)

davramsgina sahiptir. Burada

1/(n+2/2) . T
1
= £1Q(t)| dt
=Tt Qold+ 7 [ 1wl
0 1/(n+2/2)

Ispat: ®(p) karakteristik denkleminin (1.2.3) davramgmdan gériildigi gibi
bu fonksiyon p degigkenine gore tam fonksiyondur. Bundan dolay: bu fonksiyonun

sifirlar
R ’—pn’—pn_17-o- ’——p17p17... ’pn,..¢

dizileri geklinde yazilabilir. Burada her 7 igin

los] < |Pi+1]

ve her 1 > 0 i¢in Re p; > 0 dir.
. 4
Rep| <n+£+1
i
Imp| <n+4 5+ %
kapali yoriingeleri iginde kalan ®(p) fonksiyonun sifirlarinin sayisi bulunabilir.
Bunun igin 6nce ®(p) fonksiyonu I',, yoriingesi iizerinde degerlendirilir.

£ 1 L
p=|nt+-+7 )+ g

2 2
¢ 1 2 1
|cos(pm — (£ — 1)Z)| = |cos (n+§+§+iy—§+§)7r = |cos iym|
— M > _1_e]ImPlﬂ'
2 -2

=zr+1 +£+l icin
p= i\ntgt+g)ic

1
> - elIm plw
4

cos (x4 n—i—{—}—l —€+l
272) 272) =

, +€+1 icin
=rx—11ln - - ] 1
P 99 ¢

|cos(pmr — (£ = 1)E)| =
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il

ar ]
[

. , ¢ 1\ £ 1 o
|cos(pm — (£ — 1)%)| = |cos (a:—z (n+§+§> - 5-1—5) 7| > —elml
elde edilir. (1.2.3) esitliginden

T e]ImpIﬂ' ( 1 )
= cos(pm — (£ —1)=), = — + R
fp) (pr ~ (£~ 1)3) 9(p) >\l (k)
olarak alinirsa, I',, yoriingesinde
1 eltmelm /1

f > —ellmolm g <C (— +R >

[fP)lr, 2 5 9(o)Ir., >\ (P)
esitsizlikleri korunur. Son egitsizlikten yararlanilirsa,

1
F O, 2 577 9(P)lr, (1.2.4)
— (- + R(p'))
p \lpl

egitsizligi elde edilir. R(p) ifadesinden goriildiigii gibi n’nin biiylik degerlerinde

1

10 7 1 >1 (1.2.5)
7 (7o)

kogulu saglamir. (1.2.4) esitsizliginden f(p), g(p) fonksiyonlan I', yoriingelerinin
ic bolgelerinde Rouché teoreminin kogullarinin saglandig goriiliir. Dolayisiyla I',

yoriingelerinin i¢ bolgelerinde ®(p) fonksiyonu ile cos(pm—(£—1)%) fonksiyonunun
sifirlarinin says1 egittir ve 2n sayidadir. Boylece ®(p) fonksiyonunun sifirlar
sayisimn sayilabilir oldugu gosterilmig olur.

Ayrica, her bir n igin ®(p) fonksiyonu p,’nun n. sifir1 ise

14 1
Rep — (n+-2-)‘ <§

bolgelerinde yerlesmektedir. Diger taraftan o < % olmak tizere

—n+£<<l
p 2/ =773

cemberlerinin i¢ noktalarinda da

icos(pw —(£- l)g)l > Myoelmelr
esitsizlikleri saglanmaktadir. Burada M; say1si p’ya bagh degildir.
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O halde [p — (n + £/2)| < 1/2 ¢emberlerin diginda fakat

Rep— (n+£/2)] < 1/2,
Imp — (n+£/2)] < 1/2

diktortgenin iginde kalan kisimlarinda,
£ (p)] = Mioel™A

esitsizligi saglanacaktir. Dolayisiyla bu p’lar igin

seklinde gecilirse,

= b (1 * )

(1.2.6)

1
olur. p’nun biiyiik degerlerinde o < 5 kogulu her zaman saglanacaktir. O halde

bu p’lar igin

|£(0)] = 19(p)]

egitsizligi saglanacaktir. Boylece Rouché teoreminden ®(p) fonksiyonun n. sifirn

cemberi iginde yerlegir. Dolayisiyla
¢ 1
=+ 5)+0 (5 + Rlow)
asimptotik formiilii elde edilir. Burada

1/1pal

R = [ tlat e+ I/IQ(tldt

1/lpnl
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seklindedir.
Eger g(z) fonksiyonu [0, 7] arahfinda integrallenebilir ise R(p,) i¢in asagidaki

ifade elde edilir.

o ‘ 1/(n+€/2) . N
= — t)dt — t)|d
Rpg= [ ofean|ar =t [ |5 aw]e
0
In(n +£/2) c 1
=14 n+£/2 +n+€/2+0<n2)
dir.Dolayisiyla g(z) fonksiyonu [0, 7] araliginda integrallenebilir ise p,,’ler icin

£, Alnn+4/2) & +0<i)

P=nt ot on n+4/2 n+£/2

1/(n+8/2)

UK

asimptotik formiilii elde edilir. Burada , ag := Py Inm + A—:l — g dir.

q(z) € W20, 7] olmak lizere Rouché teoremi tekrar uygulamrsa, n’'nin yete-

. ss__ss : b S —_— 1 J— —_—
rince biiyiik degerlerinde p,,’ ler i¢in, 6, = O (——(n T e/2) 3) =0 <n3) alinirsa,
B ¢ Aln(n+¢/2) ao
=t T o g2 T nt gz o
olur. (1.2.1) denkleminde yerine yazilirsa;
cos (( £ Alntt2) do__ bn)m — (£ — 1)%) -

"2 a2 T nre2
i £, Aln(n+1£/2) ao x
- _(_1)12_48m((n+2'|‘27r nt£)2 n+e/2+5n)7r+(£-—1)2)
2 COAMnTYY)  w
2 21 n+£/2  ntl/2 "

£, Aln(n+4/2)  a
ln(n+2+2ﬂ_ n+£/2 +n+£/2+6“>”—
. ¢ Al(@n+£/2) | a E
¢ s1n<(n+2—|—27r n+4¢/2 n+£/2+6n)ﬂ-_(€_1)2
—(-1)*M, ;

: £ Aln(n+£/2) ag T
A7rsm<(n+2+27r n+ /2 +n+£/2+6”)”"(£_1)2)_
¢
2

n -+

Aln(n+£/2) ao
o n+£/2 n+£/2+6n

4
n -+
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' 2 or Bl (A s
81n<(n—{—2-|—27r T +n+£/2+(5)7r (£ )2
¢, Aln(n+¢/2) ap

"T2 T nr2 T nti

¢ Al(@n+e2) a W)
2" o —1)%
_(—1)ZAHCOS((?’1+2+2W ntt2 n+g/2+6")7r+( )2
? n+£ _éhl(""'g/*?)_’_ % g 2
2 2r n+4/2 n+e2 "

£/2
ln(n+£+_41n("+ /)+ ag +5n)7r

-H

2 21 n+t/2  n+{)2
27 o —(-1)
Eq(o)cos<(n+2+2ﬂ_ nt 2 +n+£/2+5n)7r ( )2

~(-1) 2
4 ¢, Aln(n+4/2) a )
<n+2+27r n+6/2 n+£/2+6

+

L4 T
+(~—1)ZMCOS((H+2+2" ntf2 +€/2+‘5"‘)”+( 2)
2 ¢ ﬁln(n+£/2)+ ag 4 2

2 2r n+f/2  n+l/2
In(n + £/2) ag W)
—_ _1_
wrs targst i€

Aln(n—i—ﬁ/fz) ag iy 2
2r n+¢€/2  n+{/2

Apy S ((n+ 5 + —

&4
n+_

£ Aln(n+¢4/2) ao ~ E)
cos<(n-!-2-1-27r nt /2 +n+€/2+6n)'zr (¢ 1)2

n4 =
¢ A
2
4
2

~1)¢ M.
+(—1)"Ms L A2 e, 2
T2 nrg2 T nt g2
¢ Aln(n+1¢/2) ag
(:032(71—}—2-5—27r n+ )2 +n+£/2+6n>
. £ Aln(n+4£/2) ao i
sm<(n+_ o +5n)7f—(f—1)5)
—(—1)*M; T n+4/2  n+4/2

A In(n +£/2) ao s 2
n+4/2  n+{/2

2 2
2 2
/2
sin2<n+£+2’4ln(n+/)+ ag +5n)1r
{
2

2 +4/2  n+4/2
sin ((n—{-—
._M4

(n+3

Aln(n+£/2) ao E
21 n+4/2 +e/2+6“)”+(5—1)2)
14
2

A (n+£/2) ag ) 2
or n+4/2 a2 "
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, (. Aln(n+8/2) a
Sm2("+2+27r nte/2 Tnygz )T

£ Aln(n+4/2) ag T
o0 <(”’ o o g2 Tnagp TTHE-D )
—2M,

2
£ Aln(n+¢/2) ao 2
<n+2+27r ntf2 T nigp o

(:032(71-!-2-1—27r n+ /2 +n+€/2+5" T+ 0 3 =0
olur. Buradan,

5 __fljln(n+€/2) 1 _Aagm  AH
T8 (n+4£/2)2  (n+4£/2)2 2 4
A% 1In®(n +£/2) _ A In’(n+£/2)
487 (n+£/2)3 16w (n+£/2)3
In*(n+£/2) [ A3 A?aq A2My A%ay  A’H A%
(n+£/2)8 [_167r1n7r~ 4 T 8t 8 3 8  4n?
In(n+¢/2) [A2 AM, AMay AH _AHay A?H
(n+2/2)3 {471’ 272 > om - 2 T an I+
_ gq(O)A_ AMz A2H_ AM3 A2HCL0?T_A2CL0 _1_
T e "o P Yo T 1 BT O
T
=Ty 4
A3 A?ayg A My, A%g A*H A%
=T T T BT e T Ty P e T
a ._A_2_AM1 _AM1GO+AH+3AHGQ+A2H1 +
T T o 2 o 2 T ap T
_ EQ(O)A_AMQ AQH_ AM3 AzHaoﬂ'_ A2a0
(1) 8w 2m + 4m g 2m + 4 4 Inm
veya .
5 — _A_21n(n+£/2) a 3 A% In®(n +£/2) ‘g ln2(n+€/2)_
T8 (n4£/2)2 T (n4+4£/2)2 247w (n+£/2)8 7 (n+£/2)°
In(n 4 £/2) 1
s ()

asimptotik formiilii elde edilir. Dolayisiyla p,’ nin,
£, Aln(n+¢/2) 6 Alln(n+4/2) o
2 27 n+44/2 n+£/2 8 (n+4£/2)2  (n+4£/2)?
A% In*(n +£/2) In®(n + £/2) In(n + £/2) 1
“oar (ntrg2P (g2 % ez Y (53')

pr=n+
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asimptotik formiilii bulunur. A, = p2 oldugundan dolay: tzdegerlerin asimptotik

formiili,

A A2ln(n+¢€/2)  2a
- hd ke 9 2 _
An (n+2) +7r1n(n+€/)+2a0 I ntd)2 ot o)

A% 1nd(n +£/2) A2\ In®(n+£/2) Aag\ In(n +£/2)
TTor (nt 22 (2"2 * 47r2> (/22 (2“3 * 0) (n+ £/2)

2 2
ag In“n
+<n+£/2>2+0( 3 )

seklinde elde edilir.

o(z, M) fonksiyonunun (1.1.5) asimptotik formiiliinde p’ nun yerine p,, yazilirsa
L operatériiniin ¢(z, p,,) dzfonksiyonlarimm asimptotik formtlleri igin,

oz, p,) =sin(p,z — (L —-1)%) + (_1)e§C°S(Pn-’B -; €-1%)

N Arsin(p,z — (£ —1)%) (~1)° [A_____M A %/q(t)dt] cos(pp,z + (£ —1)%) N

Inp,z +

4 Pr, 4 J Pr

4(0)sinlpaz = (€= 1F) |

A q(ﬂﬁ)} sin(p,z — (£ = 1)3)

1|4 _(_1)¢
+(—-1) [433—]— 1 cos 2p,z—(—1)

I 4 P
N {q_(f)_ y 4%] cos(p, —;%(E -1)%) sin2p, o [q'éO) 3 (—z);;hﬂ} cos(p,z —;i(ﬁ - 1)§)+
A A e 08 (1)

olur, burada p,, 6zdegerinin asimptotik formild yazildiginda

In®(n + £/2) In(n + £/2) Ay(z) In®n
mrg2e T e T mrgae TO ( )

.+_

+A,(z)

elde edilir, burada

Aofe) =~ sin (n + f)o— §) + (D sin (n+ o+ ),

A
Ay (z) == —apzsin ((n+ £z - &) + (—1)25 Inzsin ((n+ £z + &) +
A
+orcos ((n+ §o— &) + (-1 Misin (n+ Dz + §),
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A’z? , A’z
Ag(z) = — g2 08 ((n+ %)m — %) + (—1)2—47r cos ((n + é)m + %r) ,
Aagz? AMz
As(z) = — 2‘; cos ((n+ &)z — &) + (-1)* 27: cos (n+ &)z + &) +
Az A
HE  mwcos ((nt Do+ )+ (1S cos ((n+ o+ ).
adz? . ,
Ay(z) == — 5 C08 ((n + )27 — 3”) — a1z sin ((n + —g—)x — —21) +
A
D i cos ((n+ e+ ) — 2T sin (0 + £~ ) +

HUMrazos ((n-+ §)a-+ ) — (-4, [Teos (o )= ) +

+(~1)¢ [_4_ + @} g-cos ((n+ &)z — &) cos(2n + L)z—+

+ {%a:) - ] gsm( n+ £z + &) sin(2n + £)z
dir. Simdi
-
0
egitliginden yararlanarak o,,’lerin asimptotik formiilii aragtirilirsa:

0 (x, p,) = cos? (n + £)z — &) + 24y(z) cos ((n + £)z — &) %
+2cos ((n+ )z - §) nA;(Z)g +24(z) cos (n + §)o — F) —(;(ZZ—/‘;/)?JF
+24(a) s ((n-+ §)o ) T 4 2008 (n+ o - ) 5
+Asle) l?i(i;/é/)z) * 2‘40(“’)‘41(‘”)1?751:;2/)22) (nf;jé)z 0 (%)

oldugundan, ©?(z, p,,) fonksiyonun [0, 7] arahiginda integrali hesaplanirsa ve he-

saplanan integraller yerine yazilirsa

T An? 1 A?rin*(n 4+ £/2) In(n +£/2)
% = Y TR T8 nrer T mtg2e T

bs Inn
+m+ww+0<w>

asimptotik formil
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i

AM?*r  Ax

4 [

(-1 =1) +

8 8

9AMHr

3A?
+_.

8

A2

0

+

vl

+—'——(31n7r ) —

12

2 ~<I;+3—A;l—)0/ (x)dx+(§+

(wln® 7 — 2rInw 4 27) ——2A/(:clnx - x)q(a:)dx—}-A A ag(w)zr—_[_

M(m? —7r+7r1n7r)+%+

0

40

2

rslnm—7m— —

3

)+

=1

2

—>jQ(t)dt— (é AZM)/:BQ Ydz+
z)dz + = /ﬂ[/mq(t)dtrdx,

H?r N 5A2M?x
2 32

)e>j {]q(ﬂdt]zdaﬂr

2.3 3
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A*M

8
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II. BOLUM

SPEKTRAL KARAKTERISTIKLERE GORE SINGULER
STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN BELIRLENMEST
(TERS PROBLEM)

2.1. F(z,t) Fonksiyonun Aragtirilmasi

(-1 A
—y”+{~—(—x2--—~—)+-a;+q(x)}y=/\y, A=p 0<z<m (2.1.1)
diferansiyel denklemi ve
y(0)=0, y'(m) — Hy(m) =0, (2.1.2)

simir kogullar: verilmig olsun. Burada g¢(z) € WZ[0,7], £ > 1 tamsayi, A ve H

gercel sayilardir.
©0(0,A) =0 (2.1.3)

baglangig kogulunu saglayan (2.1.1) denkleminin ¢oziimii (z, A) olsun. Ag, A, ...
ler (2.1.1), (2.1.2) siur deger probleminin dzdegerleri, p(z, A,), n > 0 zfonksi-
yonlar1, ¢(z) = 0 olmast durumunda ise (2.1.1), (2.1.2) siir deger probleminin

ozdegerleri A3, \Y,... ve dzfonksiyonlar: py(z,A2), n > 0 olsun.

™

Oy = /goz(x, An)dz, n>0 (2.1.4)
0
sayilarma (2.1.1), (2.1.3) sinwr deger probleminin normallegtirici sayilar1 denir.
ol , n > 0 saylan ise (2.1.1), (2.1.3) siur deger probleminin g(z) = 0 du-
rumuna kargilik gelen normallegtirici saylaridir.1985 yiinda M.G. Gasimov ve
R.Kh. Amirov (14| yapms olduklar: bir ¢aligmada f(z), g(z) € Ls[0, #] olmak

{izere

[ f@@e =Y {;j— [ @)t s [ gt M)dt}

— n
n=0 0

41



L

Parseval egitliginin dogru oldugunu gtstermiglerdir.

Buradaki {Ar}rn>0 ve {@n}n>o dizilerine (2.1.1), (2.1.2) sinur deger probleminin
spektral karakteristikleri denir.

{An}n>0 ve {an}nso dizilerinin yardim ile F(z,t) fonksiyonu

. I1 1
F(z,t) = Z [a—%(w, An)@o(t, An) — -075300(56, An)eolt, An) (2.1.5)
n=1 b

n

olarak olusturulsun. Olugturulan bu fonksiyon yardimi ile, K(z,¢) bilinmeyen bir
fonksiyon olmak tizere

z

F(a,t) + K(z, ) + / K(2,6)F(£,£)de = 0 (2.1.6)

Volterra tipi integral denklem kurulabilir. Bu integral denklemin ¢oziimiiniin var-

gy ilk kez 1985 yilinda M.G. Gasimov ve R.Kh. Amirov tarafindan [14] potan-
A

siyeli (; + q(m)) olan diferansiyel operator icin gdsterilmistir. Bu calismada

s L)

ise bu integral denklemin c¢oziimiiniin varligi ve tekligi ;2
potansiyeline sahip bir operatér igin aragtirilacaktir. Bunu yapmak icin F(z, )
fonksiyonunun &zelliklerinin bilinmesi gerekmektedir. Bunun igin de @y(z, A,) ve
0o (2, \2) fonksiyonlarmin asimptotik formiillerinden yararlamlacaktir. Bu asimp-
totik formiller z > 0 ve n’ nin yeterince biiyiik degerleri i¢in gecerlidir.

Birinci boliimde verilen operatériin p, 6zdegerleri, ¢(z,p,,) Szfonksiyonlar:
ve a, normallegtirici sayillarin asimptotik formiillerinden yararlanarak g(z) = 0
durumuna kargilik gelen operatoriin pl 6zdegerleri, ¢, (z, 0°) tzfonksiyonlar1 ve

ol normallegtirici sayilar igin,

300(3"7:077,) =COS((TL+£/2):I;_ %)‘i‘Ao(IE)%
0 (z)— In*(n +¢/2)
+A1(m)n+€/2 + Aa(z) (n+ £/2)? (2.1.7)
0 M 0 o 1 11'131'7,
+43(z) (n 1 0/2)? + AY( )(n+€/2)2+o( = )

elde edilir, burada
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A
AY(x) := —apxsin((n + &)z — &) + (~1)e§1nxsin((n+§)x + &)+

A AM |
+ 2 cos((n+4)s — ) + (<1 Ssin((n+-E)a + ),

4 4
— A 2 A
A(z) = — c;(:c cos((n—i—%)x — 2_271) + (1) C;Ozcos((nJr%)x + %r)-!—
2 2

+(—1)Zé—§1n:ccos((n+§)a: +’e—2~”) + (—1)€A chos((n—}—g)x + %),
. 4qr 8
= 0 agz? ) I . ¢ tr
= A(z) = — 5 cos((n+3)z — ) — ayzsin((n+3)z — Y-
- AagzT . ¢ ¢n ¢ Aa0z 2 or
. - sin((n+2)z — ) + (—1) Inz cos((n+3)z + )+

AM
+(—1)Z—i@£cos((n+§)a} + &)+

+(—1)3£ \/gcos((n-i—ﬁ)m — &) cos 2(n + £/2)z—

A [z Lyg o oy

i 2sm((n—l—2)m+ o) sin2(n + £/2)z
geklindedir.

0. Aln+£/2) o  AIn(n+4/2)

0 _ - e 0 = =\t

o= (M) T2 Thr i 8 (ntf2?

2

o A W(n+¢/2)  ’(n+£/2)
(n+£/22  24m (n+ /28 % (n+£/2)8
oln(n +£/2) al L0 ( 1 )

+

(2.1.8)

B2 (nt1/28 0 \nd
burada,
A AM H
0.~ it Su—
a0.~27rln7r+ ar 7’
A3 A3May, AH AH
0. _ 2y _
o =gl
9= —A—31n7r——a0 A—zlnﬂ'—A—2 +A3M+3A2H _A
2= 776 0l 8 ) " 8or " 8r  4r’
o o 3AH_A2M+A2H7T_A_21 +A_2_A2M+£-I_+
%=\ Ty 8 4 4 0T T T e o2
A2H LA TA?  AMH  A’H
+ 4qr 1117r—|-(—1) 8 _87r2+ 87 + 47
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wo(z, p8) fonksiyonunun asimptotik formiilii
In(n + £/2)
n+4£/2
1 In®(n + £/2)
T AR Ol (2.1.9)

In(n +£/2) 1 In®n
+B2(37)‘(n—"“‘—+ PR + B3(93)'(n—“‘—“+ 772y 1+0 ( 3 >

o(z,pp) = cos((n +£/2)z — ) + Ao(z)

+B(z)

seklinde elde edilir, burada

A
Bi(z) 1= ~adwsin((n + $)z — &) + (-1 Fzsin((n + §z + F)+

A AM
+5eos((n + §)a — ) = (-1 sin((n + o + ),

0,2 0

Ba(e) =~ con((n + §)a )+ (-1 con((n + o + )+
2 2

—l—(—l)e% Inzcos((n+ £)z + &) + (—l)eA 1z

- cos((n + f)a: + %"),

02,2

_~a0 z m

cos((n + £)z — &) — alzsin((n + £)z — &)+

B4(ZZ?) =

Ama} AMdS
osin((n+ Dz — )+ (-1

Inz cos((n+%)z + &)+

0
+(~1)‘3A]ia°xcos((n+§)x +&)+ % gsin((n-i—%)x + &) sin2(n + £/2)z+

+(—1)Z§ \/gcos((n—l—%)m — &) cos2(n + £/2)z

Ayrica,

7r+A’/T2 1 +A27r1n2(n+f/2) In(n+£/2)

T 7 +h 2

274 n+e/27 8 (n+4/2) (n+£/2) (2.1.10)

CEaTo (12? )

- E+A7r2 1 +A27r1n2(n-}—€/2) oln(n +£/2)
T 9TTL ntg27 8 (nt£/2)2 Y (n+4/2)

b3 Inn
oo ()

)_A2M7r + A3M27r+i{f(
2 16 32 4

Ay, =

+

ve

(2.1.11)

wlnw — 7)),
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A AH 2 H?m
0. = £ _ —1)= L 2 - S
by = (( 1) 1) + (—1) 5 + 2 (71'11171‘ T 3) + 5

2 2.3
—QAMHW + 3? (7r1n2 m—2rlnmT+ 27r) +A4;r

3 Am 5 H
—aQ* (7 )7; +E(31n7r—7r) ]VI(W“—?T—F?TIH?T)-{-TW—{-

2 3 2Rs52
+A8M (rinm — ) — (~1)q(0)y) = + 22T

32 32
ifadeleri elde edilir. Diger taraftan
1 2 A AW’(n+¢/2) 4bln(n+4/2)

v~ 7 Zz:eﬁ o (n1+e/2) wliz(n+ﬁ/2) (2.1.12)
+( 2 W22>.@M—/2)+0( n? )

i= _2_ A A21n2(n+£/2) ﬁgln(n—l-f/z)

oS w442 2r (n+0/2° @ (n+4/2)? (2.1.13)

. A_27r @E 1 Lo In’n
2 ) nr i) s

seklinde bulunur. Eger F'(z,t) fonksiyonu (2.1.5) ifadesinde (2.1.7), (2.1.9), (2.1.12)

A e

ve (2.1.13) yerine yazilirsa

Fla,t) = Fi(z1) 2 sin((n : i/j}ém 1)) S nio sin((n : i/zQ/)éx —1),
;_ +Fa(x,t) ; nfn + ¢/ 2)((:8!5(;/;) 2@ + t)):r
FEy(zt) 2 In(n + E/z)((:i(g/;) 5/2)(:5 —1)
R z

3
L0 (1n3n>
n

ifadesi elde edilir, burada

Il

Fy(z,t) : (:)e(mw) / q(t)dt
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1
Fy(z,t) = = (z—t) [ q(t)dt,
3 0/
Azt A Al T
R e e provs
{ 74 2t 71'}0/

Azlnt

273

r 2
2 | 42
. Y oz +1 45 / Atlnt Azlnz
F5(x,t) .—( 1) {( e +6772) I: q(t)dt + o3 + +
0

3AMt AMz Atlnz x2+t2(
+ + +

H_AM Aln
473 23 273 2 w2 Ar? 212
Ar P AMr p 13Hr H
+8 (In7 — 1) ((—=1)*2+5) + 1 (-1)3+1)— " -

Hmr AM =« i Arlnw T
—(—1) - - t)dt
D T+ e - T [ et

™

—?((—l)e +2) /(mlna: —z)q(z)dz — (——1)3@—1—
0

+g(1rass) [ [ / q(t)dt} dat

0 0

R e s

. 2
2% + 2 1 2?2+t (H AM Alan
wiin (i ) [ Foou] <[22 (2
0

T2

+Atlnt n Azlnz . AzInt B AMt n AMz + Atlnz
273 273 273 4773 23 273
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2 (mr— 1) (12 4 5) + AT (-1 4y - 20T A

ey AM T, m_ Arhw / (t)dt—
2 T8 T4 4ar 12 1

12 2

f Vamg(0)

21 +2) [elne - ade - (-2,

+é((—1)e4+3) / { / q(t)dt} da+

0 0

elde edilir.

o0 o o0

sinnz T—x cosnz 3z% — 6wz + 272
E T ,E 7 12 , 0 <z < 2m,
n=1 n=1
> sinnz T 1 T
) = zIn(2sin =) — = t=d <z<
2. z (sm2) 2/xco2x, 0<z<2r

oldugundan F'(z,t) fonksiyonu 0 < z < 7 ve 0 < t < 7 igin = ve ¢ degiskenlerine
gore stirekli tiirevlenebilirdir.
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2.2. K(z,t) Fonksiyonuna gére Integral Denkleminin C8ziimiiniin

Varlig:

Bu boliimde (2.1.6) integral denklemin ¢ziimiiniin varligi ve tekligi ispat-

lanacaktir. Bunun i¢in
z

g(t) + /F(s,t)g(s)ds =0 (2.2.1)
0
homojen integral denklemin z < 7 icin bir tek g(t) = 0 ¢oziimiiniin var oldugu

gosterilmelidir. (2.2.1) denklemin g(¢) # 0 bir ¢dziimii var oldugu kabul edilirse
bu durumda, (2.2.1) denkleminin her iki tarafi g(¢) fonksiyonu ile carpilip [0, z]

araliginda ¢ degiskenine gore integrallenirse,

0/ o2 (t)dt + 0/ 0/ F(s,8)9(s)g(t)dsdt= 0

elde edilir. Bu son egitlikte F'(z,t) fonksiyonu yerine yazilirsa,

z

Zain (/g(t)wo(t, pn)dt) =0

n=0 0

bulunur. Burada her n i¢in «,, pozitif oldugundan

z

/ g(@)o(t, py)dt =0 (2.2.2)

olur.
Eger ¢y(t, A,) fonksiyonlar sisteminin L,[0, 7] uzayinda tam oldugu gosterile-
bilirse, g(t) = 0 geligkisi elde edilir. Bunu gostermek igin Ls[0, 7] uzayindan ali-

nan keyfi bir f(¢) fonksiyonu / F(t)oo(t, An)dt =0
0

egitliginin saglanmasi igin gerekli ve yeterli kogulun f(¢) = 0 oldugu gosterilme-
lidir. M.G. Gasimov ve R.Kh. Amirov yapmig olduklar1 bu galigmada [14]

t
©olts Pn) = v/ Prtdu(pnt) + / Ko(t, 8)/PnsJu(pns)ds
0
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esitligini ispat etmislerdir. Buradaki ¢y(¢, p,,) ifadesini son esitlikte yerine yazilirsa,
T t b
/ () [\/pntJu(pnt) + / Kolt, S)\/pnsJu(an)dS} dt = / FOV Pt (pat)dt
0 0 0
T t
+ [ 1) [ Kalt, )5 los)asds
0 0

- f [f(t) +f Ko(t,S)f(S)dS} Vot put)dt =0

t

elde edilir.

{J,(p,t)} fonksiyonlar sistemi Lo [0, 7] uzayinda lineer bagimsiz ve tam oldugun-
i

dan sup /Kg(t, s)ds < oo ve f(t) € Ls[0, n] olmak {izere
0

0Lt

&) + / Kolt, s) f(s)ds = 0.

bulunur. Bu son denklem f(¢) fonksiyonu i¢in Volterra tipinden integral denklemi
oldugundan, Volterra tipindeki integral denklemler teorisinden yararlanilarak
f(t) = 0 elde edilir ki, bu da {¢y(¢, A)} fonksiyonlar sisteminin L[0, 7] uzaymda
tam oldugunu verir. (2.2.2) egitliginden g(¢) = 0 oldugu bulunur. Bu ise ispati
bitirir.

(2.1.6) integral denkleminden goriildiigi gibi K (z,t) fonksiyonunun ¢’ye gére
tiirevlenebilirlik mertebesi, F(z,t) fonksiyonunun tiirevlenebilirlik mertebesi ile
aymdir. K(z,t) fonksiyonunun z degigkenine gore aragtirilmasi B.M. Levitan
ve M.G. Gasimov [8] tarafindan ya,plla,n benzeri sonuca uygun olarak agagidaki

lemma ile ifade edilir.

Lemma 2.2.1: H(t,s,a) ve g(t, a) fonksiyonlar ¢ degigkenine ve a paramet-

resine gore slirekli olmak {izere,

t

g(t,a) = h(t,a) + /H(t, s,a)h(s,a)ds
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integral denklemi verilmis olsun. Burada H(Z,s,a) verilen integral denklemin
cekirdegi, g(t,a) ise serbest terimdir. Eger verilen integral denkleme karsilik
gelen homojen integral denklemin a = ag icin bir tek trivial ¢oziimii var ise verilen
integral denklemin a = g’ herhangi yakin komsulugunda h(t, a) ¢ziimii ¢ ve
a’ya gore sureklidir. Eger H(¢,s,a) ve g(f,a) fonksiyonlar a parametresine gore
m. mertebeden tiirevlere sahip ise h(t, a) fonksiyonu da a parametresine gore m.
mertebeden tlireve sahiptir.

Lemmanin sonucu olarak; F(z,t) fonksiyonu z ve t degiskenlerine gére siirekli
oldugu zaman K(z,t) fonksiyonu da = ve ¢ degiskenlerine gore stireklidir. Ayrica
K(z,t) fonksiyonunun z degiskenine gre tiirevlenebilirlik mertebesi ile F(z,t)

fonksiyonunun z degiskenine gore tiirevlenebilirlik mertebesi aymdir.
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2.3. Diferansiyel Denklemin ve Sinir Kogullarinin Belirlenmesi

Bu bsliimde F(z,t) fonksiyonunun ozelliklerinden yaralanarak {¢(z, An)}n>0
fonksiyonlar dizisinin sagladig1 diferansiyel denklem ve simur kogullar: belilenecek-
tir. F(x,t) fonksiyonu z ve ¢ degiskenlerine gore ikinci mertebeden siirekli tiirevlere
sahip olsun. Bu durumda Lemma (2.2.1)’e gore K(z,t) fonksiyonu da z ve ¢
degiskenlerine gore ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir.

Lemma 2.3.1: (2.1.5) formiiltiyle verilen F'(z,t) fonksiyonu

~Fulort) + | 2485 Flo) = - Rutorn) + [$+852

1 F(z,t) (2.3.1)

diferansiyel denklemini saglar.
Lemmanin ispat1 M.G. Gasimov ve R.Kh. Amirov [14] tarafindan verilen
lemmamn ispatina benzer olarak yapilir.

Teorem 2.3.2: (2.1.6) integral denkleminin ¢6ziimii olan K (z,t) fonksiyonu

A 42—
Kyo(z,t)— [;—i—%:' K(z,t) — ZWK@BJ) =
4 fe-1) (2.3.2)
— Ktt(:c,t) - I:?‘[' 2 :} K(.’L’,t)
kismi tiirevli diferansiyel denklemini saglar.
ispat:
Fo,t)+ [ K(@,)F(E,0d€ + K(s,) =0 (2.3.3)
0
denklemi z degigkenine gore iki kez diferansiyellenirse
dK
Foa(2,8)+ Kgo(z,t) + #F(m,t) + K(z,z) Fy(z, t)+
(2.3.4)

+memmF@w+/k@m@F@w@=o
0

ve yine (2.3.3) denklemi bu kez ¢ degigkenine gore iki kez diferansiyellenirse

mmw+mmw+/Kma&@wa=o
0

o1



elde edilir. Ayrica (2.3.1) denkleminden yararlanilirsa

z

Fula, t)+ /[§+l%%9~4§~ﬁ%;9_K@@ﬂ%aw&+

+ [ K@, Feele, )i + Kulw,t) =0
0

bulunur. Bu son esitlikte kismi integrasyon kullanilarak

T

+[[5+85 7 - 7 K ore i

Ftt (117, t) ; 2 5 52

RN

+ K (2,6) Fe(t,€)limo — Ke(z, E)F (&, t)le—o + (2.3.5)

+ [ Keelo, F (€006 + Kulo6) =0
0

elde edilir. (2.3.5) esitliginde ¢ — 0 iken limit aliursa, F'(z,t) fonksiyonu ikinci

mertebeden tiirevleri simurl oldugundan

olur. Bu ise (2.3.3) ve (2.3.6) dan K (z,0) = 0 oldugunu verir. Boylece
[TA (-1 A fe-1
Fyu(z,t)+ / [;Jr_(tz—) - E_(—Ez——) K(z,&)F (&, t)de+
0
(2.3.7)

+ K (2, ) Fe(6,1) gy — Ke(2, O F (2, )l +

+/K§£(£L‘, é)F(ga t)d§+ Ktt(x7t) =0
0

: . s [A =1 A f(£—1) K(z,z)
seklinde yazilabilir. (2.3.3) egitligini [t e T T T T a 2 T

ifadesiyle carpmakla elde edilen yeni esitlige (2.3.4) esitligi eklenir ve bu son
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ifadeden (2.3.5) esitligi ¢ikarilirsa, (2.3.1) esitligi kullanilarak

Konla,) - [—f—ﬂi—‘”] K(o,1) = Ko, )+
+ [%f(i;“ 1)} Kl(z,t) — QQ—K—C%ﬁ')K(x,t)Jr

+/m{KM($’ - L’céJrg(gx—_?l)J K(z,8) — Kee(z, &)+ (258

A Ue=1] o LdE(@) )
+L¢i~ 52 }K( ,€) —2 iz K( 75)}F(§,t)d§ 0

elde edilir. (2.3.8) egitligi homojen Volterra tipinde bir integral denklemi oldugu

3

icin

Koalz, 8)— [_‘;1 " %_12} K(z,t) — Ku(z, )+

+ [%_}_é(ﬁt—;l) K(z,t) —2—@52(;’—@K(x,t) =0

veya

Koo(, 1)~ E + Z(ga; b sz((iz’ 2| K(s,1) = Ki(z,t)— {—‘:1— 0 g(—e;—l—)} K(z,t)

olur. Simdi ise K(z,t) fonksiyonunun yardimiyla,

QO(.’E,,On) = Wo(tapn) + /K(wvt)%(t: pn)dt (2'3'9)
0

seklinde {¢(z, An)},»o fonksiyonlar sistemi olusturulsun. Burada {i(z, An)},50
fonksiyonlar sistemi, g(z) = 0 durumunda (2.1.1) denkleminin (2.1.3) kogullarim

saglayan ¢oziimiidiir.

Teorem 2.3.3: (2.3.9) egitligi ile verilen (z, p,,) fonksiyonu (2.1.1) diferan-
siyel denklemin ¢oziimiidiir ve

dK
olz) =225 22)
1spat:
A (-1
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oldugundan, (2.3.9)’daki ¢(z, p,)’'nin ifadesi (2.1.1) diferansiyel denkleminin sol

tarafinda yerine yazilirsa,

A -1 dK (z,x
—¢"(z, p,,) _[;+ (mz )+2 c(im )}so(w,pn)+piso(m,pn)=
dK (z,z) A 4L —

— - e - |5+ 10 K@t -
0

dK (z,x r ; [
-2—533—) / K (z,8)¢o(t: pa)dt + p7, / K (z,t)po(t, pn)dt+
0

d
+K($, 'T) %@O(xa p'n,) + Km(x’t)QOO(ma pn)

3

+ [ Kealathpolt, o)t
0

+

t=x

edilirse, (2.3.2) esitligi kullanilarak son egitlikteki K. (z,t) 'yi Ku(z,t) ile ifade

edersek,

dK(z,z
o'z, pp) — [;+ 2 T2 éx )} o(z, p,) + P2o(, An) =

T

dK(z,x
S .00 + 22 [ K 0p0lt )i 2.3.11)

0

+

t=x

/Ktt Z,1)o(t, P dt—/ [ } Polt, py)dt
0

bulunur. Ayrica,

d
+K(z,z) gwo(m, Pn) + Koz, t)00(z, o)

/Ktt(xvt)ﬁoo(tﬂ Pr)dt = Kt(m,t)(po(t,pn)

t=z

d 2
~K(o,2) o0l oa) + [ Ko )3zt )i
0

oldugundan, bu ifade (2.3.11) de yerine yazilir ve (2.3.10) kullamibrsa, o(z, p,)
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fonksiyonu i¢in

A -1
_(p//(x’pn)_{_ ;_{_ ( )

S B8 o) = ppte )
diferansiyel denklemi elde edilir.

M.G. Gasimov ve R.Kh. Amirov [14] tarafindan yapilan ¢aligmanin sonuclar:
kullanilarak, (2.3.9) denklemi ile verilen {¢(z,p,)},s, fonksiyonlar sisteminin
Ls[0, 7] uzayinda bir tam sistem olugturdugu agiktir.

Simdi ise,  noktasinda ¢(z, p,,) fonksiyonun sagladigl sinir kogullarin belirt-

mek igin

¢@MJ+[&—q@%—f—E%;D}M%mJ=O
ve

o @om) + = a) = 5 = L (a0 =0

denklemlerinin birincisi ¢(z, p,, ), ikincisi ¢(z, p,,) fonksiyonlari ile carpilir ve taraf
tarafa gikarilirsa,

[0 (@, pn) (&, prm) — (2, P ) (2, )] = (02, — P2) (T, £r) (2, o)

egitligi elde edilir. Son egitlik [0, 7] araliginda integrallenir ve {¢(z, p,)} fonksi-
yonlar sisteminin L»[0, 7] uzayindaki ortogonalligi kullanilirsa,

QOI(W’ pn)g0(7r, pm) - 90,(777 Pm)SD(Wa p'n,) =0

veya
o pn) _ &, pr)
o(m,p,) o, pr)
@' (7, pn)
o(T, py)

30,(71'1 pn) - H(p(ﬂ-:pn) =0

) (numzoala"')

esitligi bulunur. Buradan, sabit bir say1s1 veya

sinir kosulu elde edilir.
Boylece, agagidaki teorem ispatlanmig olur.
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Teorem 2.3.4: ¢(z) € W3[0, 7] olmak tizere {p,},,~q Ve {@n},s, dizilerinin
(2.1.1), (2.1.2) tipindeki bir problemin spektral karakteristikleri olmasi i¢in k # n,

Ak # An ve her n icin o, > 0 olmak tlizere

_ Lo Aln(n+4/2) ag A*In(n +£/2) ar
o = )R T2 Tha i 8 ntls T (nt o)
A% In’(n +£/2) In*(n+£4/2) In(n+£/2) 1
T4 (ngj2p (n+ /28 " Bn1e/2) +O (nS)

A2rin®(n+£/2) , In(n+£/2) N

ve
Ar? 1
Y n+0/2)?

w
O St T nt g2 4 (ntep2)p
bg Inn
torgm o ()
asimptotik formiillerinin saglanmasi yeterlidir.

IR N
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L. BOLUM

IKi SPEKTRUMA GORE STURM-LIOUVILLE
OPERATORUNUN BELIRLENMESI

3.1. Normallestirici Sayilarm Iki Spektrumu Tiiriindenden Ifadesi

2 —1 A
._y” + {(_x?_) + ; + q(x)} Y= Ay, A= p2 (3.1.1)

diferansiyel denklemi ve
. y(0)=0 ,  y(r)~ Hy(m) =0, (3.1.2)

y(0) =0 ,  o(m)— Hay(m) =0, (3.1.3)

simir kogullar1 verilsin.
Burada q(z) € W£[0, 7], £ > 1 tamsay1, A, H; ve H, gercel sayilar ve H; # H,
dir. g < A1 < ... ve g < py < ... ile sirastyla (3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.1), (3.1.3)

sinir deger problemlerinin 6zdegerleri olsun.
©(0,\) =0 (3.1.4)

baglangi¢ kosulunu saglayan (3.1.1) in ¢dziimiind ¢(z, \) ile gosterilsin. Ayrica,
(3.1.1), (3.1.2) ve (3.1.1), (3.1.3) swur deger problemlerinin sirasiyla Ag, Ay, ... ve

Lo Hq, - - - Ozdegerleri
81(N) = ¢'(m, \) — Hyp(m, A), (3.15)

By(N) := ¢/ (7, \) — Hyo(m, A), (3.1.6)

fonksiyonlarinin sifirlar ile cakigmaktadir.
{@(z, An) } 5o fonksiyonlar (3.1.1), (3.1.2) siur-deger probleminin dzfonksiy-

onlaridir.

™

Qn = / O (z, \p)dz (3.1.7)

0

o7



olsun.

ap, @, . .- sayllarma (3.1.1), (3.1.2) suur deger probleminin normallegtirici

sayilar: denir. Bukisimda Ag, A1, ... ve pg, 4y, - . ..spektrumlarn cinsinden ag, o, . . .

sayilarin hesaplanmasi igin bir formiil verilecektir.
Lemma 3.1.1: ¢(z, ) fonksiyonu (3.1.1) denkleminin (3.1.4) kogullarin
saflayan ¢oz{imi ise

¥

[ Ndo = N TN - pm Ny (319

RN

esitligi saglanir.
ispat:

~oe )+ {52+ 2 ato) ol ) = dele )

—" (2, ) + { Mx—z ) + ? + q(ﬂ?)} oz, p) = po(z, p)

esitlikleri saglanir. Bu egitliklerin birincisi ¢(z, 1) ile ikinicisi ¢(z, A) ile carpilir
ve taraf tarafa gikarilirsa

_90”(337 ’\)(p(xv /"') + (:0”(2’ /1')90('777 )‘) = ()‘ - /J,)(p(l’, /1')(:0(371 )‘)

bulunur. Bu egitlik [0, 7] arahinda z degiskenine gore integrallenilirse

Kig

(A — ) / o(z, p)p(z, A)dr = / " (z, p)e(z, A) — " (z, Np(z, p)] dz
veya

™

/90("17’ /J:)(,O(.'E, )\)dl‘ = (,0(71', )\) (p/(ﬂ-’ ,LL) — SOI(TF’ /\) — 80/(7.[.’ )‘) (10(777 /‘L) - 90(71', )‘)

A—p A—L
0
esitligi alimir. Son esitlikte y — A iken limite gecilirse
/Wz(w Ndz = ¢ ( A)iw(ﬂ A) = o(m /\)290'(7r A)
1 7 aA ? b aA 3
0

elde edilir.
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Ayrica, ¢(z, A) fonksiyonu her z igin A parametresine gore tam fonksiyondur.
Tam fonksiyonlar teorisinden [46] bilindigi gibi ®;(\) ve ®,()\) fonksiyonlar1 1/2

biiyiime mertebeli tam fonksiyonlar oldugundan Weierstrass teoreminden

B v \
(7, A) — mA) =Cy —— | =&, 1.
¢ - e =al[ (1-5) a0 @1
ve
(7, A) — T,A) = 200 i 2 L
@' (m, \) — Hap(m, \) 0}1(1 Mk) Py(N) (3.1.10)

seklinde yazilabilecegi agiktir. Burada C) ve C, sabitlerdir. (3.1.9) ve (3.1.10)

L

esitliklerinden
O m ) = B2 olr, 3) = &,(0
8A90 3 18)\(70 T, =0 1( )
O N = By Do, 3) = &5
6)\90 3 28AQ0 , i 2( )
oldugu agiktir. Buradan
9 oma) = —1— &, = B, (0)
PN = g | B - ®al

%e&'(ﬂv\) = H; 7 [HZél(,\) - H1<i2>2(,\)}
elde edilir. Bu esitlikler (3.1.8) ifadesinde yerine yazilirsa
- Oﬁoz(x, Ndz = o i 7 {90'(71‘, ) [{ﬁl(}\) - éz(x)] — o(m,\) {Hﬁil(/\) -~ Hléz(x)] }
- L i {(30' (m,X) — Hap(m, 3)) @1(A) — (¢ (, ) — Hagp(, \)) i»zw}
/ oz, \)dz = 2 i 7 {i)l()\)@z(/\) - q'>2(A)<I>1(A)}

0

olur. ®;(\,,) =0 oldugundan

1
2 Ap)dz =
/so(x, o = G

0

B, (M) B2\

esitligi bulunur.
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0 oldugu durumda (3.1.1) denkleminin (3.1.4) kogullarim saglayan
ove pd, u8, ... ler sirasiyla

g(z) =
¢ozlim oz, A) olsun. g¢(z) = 0 oldugunda A3, AJ,.
(3.1.1)~(3.1.2) ve (3.1.1)-(3.1.3) suur deger problemlerinin tzdegerlerini gostersin

ozdegerleri sirasiyla,

Bu durumda A3, X0,... ve ud, u?,
A) = Hipg(m, A) = H< ) =: $g1(A)

k=0

(3.1.11)

ol

ve
(3.1.12)

1 (1 - —’\5) — Bey(N)

‘10:)(71-) /\) - HZ(PO(ﬂ'v/\) = CSH
k=0 Fe

fonksiyonlarmmn sifirlar: ile cakigir
{oo(z )\O)}n>0 ile (3.1.1), (3.1.2) suur deger probleminin dzfonksiyonlar: gos-

L R N

0 normallegtirici sayilari,

terilirse, bu problemin o,
ks
(3.1.13)

ol = / Az, \0)da

0

formiilii ile verilecektir. (3.1.11) ve (3.1.12) egitliklerinin yardimuyla

K3 1 ,
[ e Nds = G O BN

0

oldugu bulunur.

Dolayisiyla o, ve o ’ler icin
(3.1.14)

oz 1 .
Uy = H2 — Hl q’l(>‘n)¢2()‘n)

ve
1 -
ap = m‘im()\g)q’oz()\g) (3.1.15)

egitlikleri elde edilir. Ayrica,

h C ad ' )\
@1 (M) = - (1 - ;’f)
™ k=0 k
COy A0
P /\g — _1” ( ___ﬁ)
01( ) Agk 1 /\2



oldugundan ( burada [] sembolii & = n inci ¢arpanin sonsuz carpiminda bulun-

madigin gosterir) bu formiiller ve (3.1.9), (3.1.10) esitlikleri (3.1.14) ve (3.1.15)

yazaldiginda
”””” CiCy 1 < /\n) > ( )\n>
Qy, = — — 1—— 1—-— 3.1.16
HQ — Hl /\ ];‘[ )‘k Ic];[(] M ( )
* 0 co%Cy 1 AN 5 20
al = — 1- 2 - 3.1.17
H, - HlAﬁ,I[O ( Ai)&( ui) (3-L17)

sekline dontigiir.

RN

oy, sayllarini o “larla ifade etmek igin ®4(),) ve <i>1(/\n) fonksiyonlar: ®ge(A,)
ve 4?01 (An) fonksiyonlar:

o0 =6fl(--2)-ofL(-DRC-DAC-E)

k=0 k=0 Pk

-a (-3 =

k=0 k=0 k—o’\ —'uk

0 )\n e S] /\n_,uk
— ByCy <1 - —) An =
H /J'g; P An = ,U'g
oo )\0 o0 0 o\ —1 oo _
eefi(-HRC-D0-H) T
k=0 :LLk k=0 “k k=0 l‘l’k k=0 )\n - luk
}\0 00 n g o _
= B;Cy (1— —g—) e dn = i
k=0 i/ g An = Hi g An i
h oo A0 ) ,LLO o Y —u
®y()\,) = ByC,y (1— —”) An — no Tk (3.1.18)
H(-08) = 15—
oo 0
seklinde ifade edilir. Burada By = H e dir. Benzer sekilde
H
k=0
oo ) )\n
00 oo 1-
hd _ 01 ' An . C'1 A’n g < /\k)
&0 =-211 (1— Ak) _~An1‘[(1 AO) e
k= k=0 e (12 H' -5
/\n k=0 Ak
c XN £ A\ X A - A
21 n 1-22 2 Zn — 2k
,\nAn—Agg< ,\g)AH /\kHA -
B i An = t Ny, —
-5 S (-5 =5
n M g=0 k/ k=0 " 7k
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_ 3101ﬁ (1__>( %)ﬁ - ) o= e

) o 0 0
AO
k=0 k
3 Blc1 ( /\0) An = AT An — M
= 0 0
n/co IcO/\ AkkoA"_Ak
. B.C " )\ Y — A
&1 (\) =——5-11 ( _—0> /\k A )\’g (3.1.19)
n k=0 k -

o0

Y
oldugu goriiliir, burada By = H X’-“— dir. (3.1.18) ve (3.1.19) ifadeleri (3.1.14)
o Ak
esitliginde yazilirsa,

A WE - _ 3202 BiCi T An A — AL
o= g OB =~ S 1T (1_ ),Q LY,
o An — Ak = Al WO, —uk
11 ByCo[ | (1— ) k
0
im0 An Ak k=0 H /”kg)‘ — M
31320102 ( ) > ( AO) A — A
1—2n =

= 1 An = A /f'k An —Mk
g An —-)\k!](; —/‘Ic;!:l(;/\ - w2
C1Cs

/ n ' A -
= Gs CgBlegkI:IO o H = —/\kH :U'kH Mk

kko k=0 '“kko/\ = 1

egitligi elde edilir, burada

CiC:
Og Cf) BBy =1 (3.1.20)

oldugu gosterilmelidir. Bunu géstermek igin

2.())
—7
,\—>I—noo @01 ()\)
oldugunu gostermek yeterlidir.
. ‘I’l(/\ lim A\
lim ——=% _Z
A=ms0 D01 (A g COH ( ) g (1 )‘2)

o0}

Ak — A
]‘_‘[)\k/\—)——ool_-[ Ic —,\ =1
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oldugundan,

lim H’\’“ — = EI_I’lOOH (1 - AA’“O _AA ) 1 (3.1.22)

0
A——00
k=0 A

- esitliginin dogrulugu gosterilmelidir.
Asimptotik formiillerden

A ¢
/\k—<k+§> +~7‘r“1n<k+'2‘)+0(1)

ve

i b

\® A 14
0 _ hd = -
| A —(k+2> +7rln<k+2>+0(1)
oldugundan Az — AY = O(1) dir. Buradan,

5 s
0
k=0 )\k F— )\

serisi —oo < A < —1 igin N'ya gore diizgiin yakinsaktir. Boylece (3.1.22) sonsuz
carpimi —oo < A £ —1 icin N'ya gore diizgiin yakinsaktir. Bu durumda bu

carpimda A — —oo limiti alinirsa,

elde edilir. Boylece

]:[/\2 H(l‘FM):l, Blzﬁi_%

)‘k A—»—oo s ot
oldugundan
&
=B, =
co? 1
bulunur. Bu ise
C1Cs
OOCO Bl B2

oldugunu verir. Dolayisiyla a,,’ler i¢in

A — A1 /\—;L,c uk
I I It | ey

k=0 kk o
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SRR

buradan da

An—,u'n/\n_AO/\ — U ,An_/\
o = 0 wl 0 0 0 OH 0 g
D — s
X
H )\O_ukkl An“ug

formiilii elde edilmig olur.
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3.2. o, Sayilar icin Asimptotik Formiil

Aoy ALy - -+ V€ Ug, fh, - - - Say1 dizileri verilsin. Bu say1 dizileri sirasiyla (3.1.1),
(3.1.2) ve (3.1.1), (3.1.3) sinwr deger problemlerinin dzdegerleri olsun. Bu du-

rumda asagidaki asimptotik formiiller saglanmaktadir.

_ £ Aln(n+£/2) ag A?In(n +£/2)
VA =rty T s n+4/2 n+20/2 8 (n+1£/2)?
a A nP(n+£/2)  In*(n+4/2)

(3.2.1)

Tt €27 24n (n+4/2)7
Jnn+£/2) ( 1)

2t )2)3

*(n+£/2)3 n3
N ‘é éln(n—l—E/Z) al A_21n(n+£/2)
\/M_n —n+2+27r n+£/2 n—|—0£/2‘ 8 (n+g/2)2
N g, A In’(n+4/2) In’(n+¢/2)
(n+4£/2)2 241 (n+£/2)% "% (n+£/2)3

% (n+£/2)3
burada,

AM

)
o
Il

3=

4

AM

]
.
I
N |

4

ayrica,

H1 - H2 = 71'(&0 — a;))

(3.2.1) ve (3.2.2) den

14

——H1+51n7r+—

: / q(t)dt

——H2+‘2"1117T+—

~0(35)

A
2

A
2

2 2
A = (n+§) +§In(n+£/2)+2a0—A—ln

4

2a; A% Ind(n+2/2) A?
- + 20,2
n+£2 127 (n+£/2)?

0

0

™

K3

: / q(t)dt—

(n+14/2)

n+4/2

In®(n + £/2)

Aag\ In(n + £/2)
(204 20) T
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NI RRN

ve
;L A?lIn(n +¢/2)

AN
Lo, =(n+~2—) +;1n(n+€/2)+2a0 Ry
2 2
A )ln (n—{—f/2)+ (3.2.5)

dn? | (n+£/2)?

/ 3 3 9
2a} A° In°(n +¢/2) N <2a§+

Tnte2 127 (nt )27

af In n)

,  Acg In(n+£/2)
+<2a3+ 7r°> (n+0/22 " (n+e/2) O( n?

elde edilir, burada

A2 A(ZO
71=2a2+4?, ’72=2a3+77 Vs = af,
2 Ad’

Yo=2m+ " y=af

7'1=20/2+2§,

igsaret edilsin.
An Ve p, sayilar (3.1.1) denkleminin farkli spektrumlan ise (3.1.1), (3.1.2)

sinir deger probleminin normallestirici sayilar: (3.1.23) formiilii ile verilir.
Bu kisimda A, ve p, sayilar: igin bilinen asimptotik formiiller tiiriinden o,

sayilar1 i¢in asimptotik formiiller verilecektir. Bu iglem bir ka¢ adinda gercek-

lestirilecektir. Ilk olarak,

T Ak — A
U(A,) = H (1 + O*k)
k=1 )\k - )‘n
sonsuz ¢arpimi alinirsa,
o 0
In¥(\,) =Y 'In (1 + A—’gﬁ>
P A — An

oldugundan yeterince biiylik n ve k s n igin

A — A9 ._C
A=Al nm4£/2
esitsizligi dogrudan (C bir sabite kargihk gelecek) elde edilir. Boylece
InU(\,)=— 3.2.6
=3 |3 (=2 326

olur.
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Lemma 3.2.1: | A\, — A} |[<a, k=1,2,...olsun. Bu durumda

,

In{n + £/2)
5, p=1
o0 Y _)\0 P n+€/2
- Z k <4 (3.2.7)
T k=1 . aP .
Ty P>
[ (n+4/2)p

Ispat: | Az = A |<a (k=1,

i ;

k=1

2,...) oldugundan

<o Tnp

bulunur. Kolayca goriiliir ki, egitsizligin sag tarafindaki toplam

KOk

Ao — A2
X

0]

(n+£/2)—1

[

1 (n+£/2)+1

integrallerin toplamu ile yakinsaklik mertebesi aynidir. Bu integraller hesaplanirsa

]o dz > C ]o dz - C (p>1)
(@ =2F = (n+ 27 @=—Vh) ri2P PT
(n+£/2)+1 (n+8/2)+1
2d.l‘ < 1 mx—\/A_n :O(@)’ (p=1),
T2 — Ag 2@ T+ \/Xr: z=(n+£/2)+1 n
(n+£/2)+1 :
( Inn
' (n+e/2)-1 (n+£/2)—1 o (T) , p=1
dzx < C / dx .y
Ou=aY Strtir | a-aF |,
! ' 0 (—) , p>1
. L\ e
oldugu gortiliir.

In ¥(\,) ifadesi incelenirse, (3.2.7) degerlendirmesinden

Z z -
0

s Pt /\ — An

S - (3.2.8)
oS -o(3)

2 (n+ /27 n+€/23pZ; n+e/2

P

n3

oldugundan, (3.2.6) formiiliinden yararlamlarak
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k=1 p=1 p
= 0 D) 0 - Z 0
. kz::l A= An 2 — AL — An P 1;3 p Ar — An
A VRS VI -0 VIS A 1
In¥(A,) = ;:1 Xg—:—)\—n—-a ; <_)\2 — )\n) +0 (E) (3.2.9)

oldugu elde edilir.

AR R

Simdi n’nin yeterince biiylik degerleri i¢in bu formiilde olan toplamlarin davranis

aragtirilacaktir. (3.2.4) ve (3.2.5) asimptotik formiilleri yardimu ile (3.2.9) esitliginin

sag tarafindaki birinci toplamn

A=A 1 1
> el {Ak—Az—mao—aa)}[o o]+
k n

k‘:l Ak = An An

l 3.2.10
0 _S_ i E 0 0

= 51 + 2(0,0 i ag)Sg - 53

esitligini sagladigy goriiliir. Jimdi S3 toplami igin,

1 X,
S3 = 3\;; {M =2 —2(ao — )}
1 & 1 0 0
=}\—Z{/\k—)‘k’"2( ag)} — :\_{/\n“)‘n—'2(a0—a0)}
n k=1 13

dir. A, saydar: icin asimptotik formiilden

_ 1 __f_lln(n—l—é/2)+o(_1_)

1
e (L2227 (n+/2) nt
oldugu elde edilir. A, ve A2 sayilar1 icin asimptotik formiillerden

In’n
An —)\ —2(0—(10) 0(7)
oldugu agiktir. Boylece,
My=3 {A— X —2(a — af)}

k=1
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|

R RRR

olmak {izere

1 o 1
—/\—Z{/\km)\k~2 ag—ag)} )\—{)\n—/\g—2(ao—a8)}
nyq n

My In’n
= <n+e/2>2+o< i )

Simdi 5; toplamu icin,

bulunur.

Z - X —20 )}[Aklx A_ﬂ
fresal
) g; A — A —2(ag — aii }(ig = Zl) —79) In?(k + £/2)— (32.11)
w(v;—’y%))l\lj((/f)\g f/ii)— {(vs — = kz ,In? k+€/2)
N (72/\—1178); /(\’26+i/2 i

An k=

yazilabilir. Burada ), ve AJ sayilar icin asimptotik formiillerden yararlambirsa.
M {2k = Ak = 2(a0 — ad) } — (v; — 7)) In*(k + £/2)—

~(7, = 13) In(k +£/2) — (7, ~13) = O (El,;ﬁ)

00 9

oldugu alinir. s ka serisi yakinsak oldugundan

k=1
i DM =X —2(a0—ad)} — (11 =) In*(k+1/2)
k=1 An()‘g - )‘n)
_(ra— ) In(k +£/2) — (v —13)
An(A2 —20)
= In®(k + £/2) C

~(n+ €/2 )2 Z

(k+£/2) X} — M| — (n+£/2)3
olur. Dolaylslyla S, toplami igin

=70 = In®(k +£/2
Slz(vAnv)Z (k+£/2)

LSS S CETN

0 0
k=1 >\k “" An ‘{3 k=1 Ak - An
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(3=~ 1
LD ZAQ—,\n

" k=1

olur. Bu ise

,In?( k—i—ﬁ/" ( — ) o= /In(k +£/2)
Z An ; A — A, -

n k= k

IGE n73)3 +o(n1)

oldugu anlarmna gelir. S; ve Ss i¢in asimptotik formiiller ve (3.1.10) formiilinden

O AN

i,)\k—Az _ M, ’ylz 1112k+€/2)
£ Ag—/\'n (n+£/2

+ {2(a0 I %} 540 (%)

oldugu bulunur. Burada, ] _il_ _ 1—z+z*— ... ifadesinden yararlamlarak ve
i , In*(k + £/2) . _C

 (+£4/2) [(k+£/2)2 = Ma]* T (n+£/2)°

oldugundan

i,an(kJrﬁﬂ) _i, 1n2(k+£/2 Ai, In3( k+£/2) _

el Rt VA (R Y 7P T ((k+£/2)% — Ao

. _In¥( k+€/2) Inn
28 gy 12+O(n3>

In(k+£/2) o In(k+¢/2) A, In*(k+4/2)
Z A= An _; [(k+£/2)% — M\ wz [(k +2/2)2 — A

In(k +£/2) In’n
OZ [(k+£/2)? n]2+0(n3>

esitlikleri bulunur. Simdi de S toplami hesaplamak i¢in A, ve )\g icin asimptotik

k=1 k=1

formiillerden yararlanilirsa,
- 1

=, 1 :
52:2 - =Z >
Ae=An ] (k+£/2)2+§1n(k+€/2)+2a8—%—%2—)
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1
Jn?(k+2/2) Ik +£/2)
k1022 (k1 4)2)?

208 A3 In®(k +£/2)
% +4/2 121 (k+£/2)?

— 7 in® &
*m ro (%) >
ey A k+€/2) 90N 1
= N Z‘;l (k+ﬁ/2 An W; [(k+£/2)2 — )] ? 8;::1 [(k+£/2)2..)\n]2+
= ®, 1 In(k +£/2)
_ +k§ [(k-+2/2)2 — \J° < k+14/2 >+
= =) ) 1
?; (k+2/2)% —
A In(k+¢/2) 2al In(k + £/2) ?
Lr (k+£/2)? — g (k+12/2§2 o y ((k+£/2) [(k+£/2)% — ])}
A In(k+1£/2) 2ad In(k+¢/2)
Ry 3 B W S s oy Wl ((k+€/2) [k + £/2)% - n])
elde edilir.
L In{k + £/2) C
I; (k + £/2) [(k + £/2)% — M) = (n+£/2)3
oldugundan
=, 1 =, 1
Sz:; ,\g—xnzg (E+£/2)2 =D
>, In(k+4/2) > 1 1y 8
— 2 Z [(k+£/2)? — An]2+0 (7_13)

B A,
‘}’; [(k+2/22 - N\

esitligi bulunur.
Simdi (3.1.9) formiilindeki ikinci toplamu hesaplamak icin (3.1.4) ve (3.1.5)

asimptotik formiillerinden

1%, /A =A%\
g (o)
(3.2.14)

2% 1
—2(ag — al) Z; TR ]2-{—0(5

I
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oL

oldugu kolayca goriilmektedir. (3.1.9) ifadesinde (3.1.12)-(3.1.13) ve (3.1.14) for-

miilleri yazilirsa

M/\ 0 Yo — - ! 1
/22 " {2(“0 —%) T +e/2 } > (h+2/27 —n]

=1

In¥(A,) =

i.Z_A_a @ X, In(k+£/2) B
- (ao 0); (F+ £/2)2 — ]

~2 [20(a0 — a)+(ao — o) Y [(k+ e/21>2 W (ni)
p n

(3.2.15)
egitligi elde edilir.
Simdi ’

’

S 1
Z [(k+£/2)2 — A\ P (r=1,2)

k=1

toplamlarin davranigina bakilirsa,

> _ mtan VA 2
XN =2, = +
1 (k+¢ / 2)2 2/ 4)—1
esitligi kullanilarak,
mtan wy/ Ay, 2 1

; k+£/2 —An 24 +4,\n—1“(n+e/2)2—

1

— x(-1) _ =
oldugu bulunur. p = 1 durumu incelenirse,
_ Aln(n+1¢/2) ap  A’ln(n+1/2) @
2t n+4/2 T n+0/2 8 (n+£/2)?°  (n+1£/2)?
_ A P(n+1/2) In*(n +1/2) In(n +1/2)

24m (n +£/2)3 az (n +£/2)3 as (n+ 5/2)3 + (3.2.18)

a4 In® n)
+—2 10
(n+ /27 ( A

olmak tizere \/_n =n+£/2 + ¢ ifadesi (3.1.16) de yerine yazilirsa,

Z _ 1 mtanm (n+£/2 +¢€)
- k+g/2)2 A 2(n+£/2)° 2(n+4£/2+¢)
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AR

L]

1
(n+2/2)2 — (n+1£/2 +¢)*
1 4 msinm (n+£/2 4 ¢)
2nt /22 2((n+8/2) fe)cosm(nt 42 +2)

1 In®n
o (n+t/9)+52+0( n3 )
AmIn(n + £/2) 3 m2ag Inn
8 (ntl/2)  Ant2)?  a(n+4/2) ( )

+

n3

= 1 _Arln(n+£/2) 3+ mag) Inn
Z:: b+ ¢/2) — i +0

k=1 8 (n+2/2)°  4(n+1£/2)? F) (3.2.18)

egitligi elde edilir.,p = 2 durumu incelenirse,

= ; 1
2 (k + 5/2 Sl ol gt o)~ [(n+£/2)% — A (3.2.19)

egitliginden, benzer iglemler yapilarak,
) 2 m2tan® VA t
X()\n)=7_r_+71’ an\/_vr_ﬂan;/?w_ 8 '
4 4X 4 (4X—1)

ve

gy 72 w2tan? /A wtan/Aem 8
z; k+£/2)2 WE T o, T i w1
1
[(n+£/2)? — A

4\, 4 (n+1£/2)2 n3

Vin=(n+ 2/2) + ¢ ifadesi kullamilirsa

s 1 n?tan® [(n+£/2) +€]m

DD iy W A Y PR

_mtan[(n+£/2) +elm 1 N <1nn>
[(n+£/2)+€]3 [(n+£/2)2 — [(n+ £/2) + €]

i, w2 1 m2sin® [£/2 + €] 7

po k+€/2)2 M 4 (n+4/2) - 4[(n+£/2) +¢€)* cos? [£/2 + €] T

n3
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wsin[€/2 +¢|w 3 1 | Inn
Al(n+£/2) + €’ cos[l/2 +elm  [2e(n +£/2) + €] o ( n )

2 2 1 Inn
= —— 3.2.20
> G T seror 0 () (3:2:20
elde edilir.
Simdi

k+1
= In( k+€/2 s In(k +¢/2) In(z +£/2)
Z [(k+£/2)% — A ; { [(k+£/2)2 — ]Q*k/[(a:+2/2)2—xn]2dx}+

k=1

" In(z+£/2) T ln(z+£/2)
' / o+ €27 - Anfd“,lfl G+ /27— 2P

toplamimn davrams: incelenecek olunursa,

= In(k + £/2) _kH mz+£/2) | _,(L
2 { (k1 £/2) - M ,[[(mw/z) M }“O<n3)

k=1

O AN

saglanir. Integraller hesaplanursa,

n—1+£/2
n— n—1+£/2 Van
/ In(z + £/2) r A / Int P In v A€ .
2/2)2 = N2 2= A2 N2 —£2)°
[z +¢/2) ] 14+£/2 ! An 14+2/2 (1 ¢ )
Van
— n—jﬂf 2 n—\}-{_—_ﬂ 2
An An
1 In¢ In v, L,
N g, (- R TRk 5
144/2 142/2
Vn VAn
9:\}%@ n—1+£/2
[ = v in e
(1—:52)2 2(1"52) 41— €| irgr
140/2 o
Van

(n+£/2 -1V LYV tm+2-1 (1+¢/2)vVAn
2= +£2-17 4 VA —(+42-1) 2 —(1+£/2)]

1 VAt (144/2)

4 V= (1+4/2)

iy
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1n¢7n7_” L % (g2
20 M= (n+g/2-1)7

3/2 _e\2
An 1+£/2 (1 ¢ )
. Van
o Vi, Vit m+¢2-1) InVX,  (1+£/2)
DT V=0 2-1) 2a A — (L +£/2)"]
In VA, Vs +(1+4/2)
— - In
= AN T — (14 £/2)
== A\, ifadesini son esitlikte yerine yazilir ve gerekli iglemler yapilirsa
— n—\}iﬁ_f!2
= An
In v, / 1 dé___l_ln(n-l—ﬁ/2)+o Inn
A3/ (1 _'52)2 4 (n+1/2)?2 ns
1+4/2
VAa
= n—14£/2 n_—jf—fg
1 Iné .l 1In¢ 1 Van 1—-In¢ 1 d
)\3/2 (1 é_2 P g /\3/2 2 £ 1— 2/2 - 52 1_§ §
™ 1yee \/—n 1+6/2
Van VA
: o e
1 |1l 1 1 1l Ing 1 L+E&| Vo
= L EToE Aot Ty
" Van
n—14+4/2 n—1+£/2
v Ve 1.1
1 +
—d€ — —Ih——d
] - gh1—¢®
14£/2 140/2
VAn o
1 [1n¢ 1 1.1+ Ing 1 14+¢
A2 {25 1-¢2 41n1~§ 2 +4ln€1n1—§_
n—1+£/2
1 g & Vn
EEACRETR 1+¢/2
VAn
1 F Vs L nte/2) -1 An B
X2 2(n+¢/2) -1 VA da—[(n+£/2) 1)
_lln\/)\n+[(n+e/2)—1]_ Vn ln(n+z/2)—1+
47 Ap—[(n+2/2) =1 2[(n+£/2) —1] VAn
PRNGE 270 —11n\/A_n+ (n+2/2)—1]
4 VvV Van—[(n+2/2)—1]
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w L

(n+4/2)—1 1 ((n+£/2)=1\> 1 [((n+£/2)-1)°
“5(' (e )*52( Vi )
1 Vo I 1+2/2 + \/E+[1+£/2]+
2142/2° Ay dn—[L+ /2 N -t

- o n1+£/2 lm1+€/21 \/—+[1+£/2]+
2(1+4/2) V. VA =1+ £/2]

G () s () )

+...>_

An

Vn
1 1 (n+¢/2)—-1 1
2(n+1£/2) -1 Vn

Ao — [(n+£/2) — 1>

1 \/—_+[(n+€/2)—1]_ 1 (n+£/2)—1
4NY? \/_ [(n+£/2)—1]  2Aa[(n+¢/2) —1] Vn
n 1 (n+£/2) —

LVt +8/2) -1
a3y’ VAn Van = [(n+2£/2) - 1]

_2;?/2 ((n+§£—?_l+§((n+e/2)_l) +_1_((n+z/2)—1)5+m)

Vn

5° Vin
11 1+4/2 1 Lt Vit [1+8/2]
214+2/27 VD M —[1+€/27 32 A, —[1+£/2]
1 1+4/2 1

B 11+€/21n\/——+[1+£/2]+
220, (1+4€/2) 7 Vw AT VA VA —[1+4/2]

(3 () (52 )

Vn
~11m<n+€/2) n(1+4/2) 1 Inn
6 (n+4/2°  41+4/2) (n+2/2)" 0 < n3)
/_1 “’”/2 _Shn(n+¢/2) In(1+4/2) 1
4 (z + £/2)? 2

12 (n + £/2)?

4(144/2) (n+¢/2)° ( )
In

1 / n(z+4/2) 1 /°° LU Vak
A2 ) [z +2/2)2 — M) A3/2 2 — \,)? A3/2
n+1 n+14+£4/2

(52 1)2d£

3
+
9‘%\8

: / In¢ d§+1n\/x

T 1
3 2 2 3/2 / 2 2
An n+1+£/2 (E 1) An nt1+£/2 (§ 1)
Van Van
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7 1 3 1, €41
d€ = =1
= &wﬂﬁ4%42ﬁ%
n+\})—t~_@2 VAn

1 (n+€/2+1)+\/)\n

(n+¢2+)VA 1
(n+£/2+1) -2,

2[(n+e/2+1)"=x,] 4
nyvy, [ 1 oo BV (n+g2+1)
T 2 [(n+g/241)7 - A

. 2372 ( 2 _ 1)2
— n+1+£/2
— Vaa
_1n vV An In (n +4/2+ 1)+ VA,
AN T (n+ 224+ 1) — V)

]

1M(n+€/2)+0<%>

InvA, T 1 1
/ €= (n +£/2)°

|

)\?"/2 n+1+£/2 (52 B 1)2
vn
1 _mg o1 [ 1mE 1 1 146 InE
W | (52_1)2%33/2{251- Tt w
nt+l€/2+1
VAn
r Ly Ll Ny LT ”
r 15 —¢ 4(5 32§3+5255+ )M;%H
1 1 (n+£/2)+1 1
2(n+1£/2)+1 Vi A= [(n+£/2) +1]
U Vu+(n+2/2)+1] 1 (n+4£/2)+1
BTy B Y e

_4)\?/21n\/_ [(n+£/2) + 1]
Vi +(n+€/2)+1]

1 (n+4/2)+1
+8>‘731/21n T Ny ]

1 \/:\_,; 1 \//\—n 3 1 \/5\; 5
._4/\2/2 ((n+£/2)+1 ?(W) +‘5‘2‘(m) +)
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i

oo

Inn
n3
n—l—l—l—f

, ln(k+£/2 = In(k + £/2) i In(z + £/2) .
[(k-+£/2)% — )\, Z { [(k+¢/2)2 — }2_k/[(:v+f/2)2—/\n]2d }+

gk

k=1

>
Il

1

T (e +£/2) T In(z+£/2)
' / o+ £/2) - Anfd”,l @+ /27~ AP

elde edilir. Bulunan ifadeler yerine yazilirsa

n(E+£/2)  1ln(n+4/2)
‘ [(k+2/2)2—\.]> 6 (n+£/2)?

In(1+£/2) 1 In?n
T A(1+2/2) (n+£/2)? i (7{3—)

olur. Béylece (3.2.15) ifadesinde (3.2.18), (3.2.20) ve (3.2.21) serileri yazilirsa,
M, Yo — 73 ArmlIn(n + £/2)
+292ag —a®) + —2 "2 ot VAN S S
R (Rt R e R e

3 m2ag Inn 24, 1ln(n+£¢/2)
+4(n+€/2)2+4(n+€/2)2+0( )}"w(“o a8){6(n+£/2)2

In(1+4/2) 1 In®*n
THI4/2) (nre2r 0 (7) } -

™8

B
il

(3.2.21)

InT(),) =

2
0 0 02 J T 1 Inn
-2t )+teo i {5 e +0 ()
elde edilir. Burada gerekli iglemler yapildiginda,

InT(\) = Alap — al) (ZE _ i) 1?(n +42),

4 3m) (n+1£/2)7°
+ {M,\ + % [3 + 72(ag — af) + 21:1(1;(_];_:/2/)2)J (ap — af)—

e o (%)
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CNT AR

bulunur. Bu yiizden

T(A;) =1+ Aag—a) (W L ) M

4 31) (n+12/2)°
1 Y 2AIn(1+£/2) 0
f{M,\%—2 [3+7T(a0 ag) + <11 5/2) (ag — ag
20, _ 0)2 2
_ m(ag — ag) 1 +0 In“n
4 (n+£/2)? n3
olur. Dolayisiyla
= A — A 7w 1\ In(n+£/2)
— 14+-Alao - df (-*_)__—_
L5, o= A9 (§ 75 ar gy
A 2 oy, 2AIn(1+£/2) ooy
-}-{M,\—I-2 {3—!—71’ (@o — ag) + T+ 0/2) (ap — ag)
2 p _ 0)2 2
_m*(ag — a3) 1 40 In“n
4 (n+£/2)2 ns
bulunur. Simdi benzer iglemler yapilarak
1A = g ] B — P £
o) =TT == 1] 1+ 5=
k=1 )‘"_'uk k=1 He — An
T A — 7w 1\ In(n+£/2)
— 144 (— _ —> Inn +¢/2)
kI:Il A — 12 (a6 = ag) 4 3r) (n+14/2)>*
2AIn(1+£/2)
/0 r _ 0
+{Mu {3"'7"( — ag) (1 +£/2) }(0 oy )—
7r

%;%)}W+Zmﬁ0(i?)

sonsuz carpimlarin durumunu incelenir. Burada

My = {m — 1§ — 2ag — ag)},
k=1

Sonsuz garpimi icin

olur.

)__

(3.2.22)

(3.2.23)

(3.2.24)



|

[

URRIERH

oldugundan yeterince biiyiik n. ve k # n igin

Ap — 22
A0\

Z( 1) (AO —izﬂ

p=1

< C
n+£4/2

dir. Benzer sekilde,

In ¥(\)) = f’Z {

k=1

InW(N9) = Z'io_Ao‘“Z (’\ _AO) O(-T%) (3.2.25)

k=1

w,An—Ag >, 1 =, 1 Inn
> T = e ) X g = e ) AQ—A2+O(n4)

k=1 7k n k=1 Tk n k=1

i _é“, In(k+4/2)
Z xa_Ao Z (k+£/2 W; [(ke+/2)2 = X5

1
Oé k+£/2 ]2+O (n3)

olur. Benzer ig;lemler yapilirsa,

ﬁln(n +4/2) 3 n2ad Inn
; k+£/2,92 8 (n+£/2)° - An+£/2)?  4(n+1/2)° ( n )
- In(k +£/2) _1ln(rn+£/2) IWn(1+£4/2) 1 0 (mZn)
p k+g/2 ]2 6 (n+£€/2)2  4(1+£/2) (n+£/2)? n3
> i 1 Inn
,; k;+ﬁ/2 — X 8 (n+£/2)? +O(n )

1 An — A 1\ In(n +£/2
Y e = Al —a)) (%—3—) L/QWL
P ™/ (n+f2) (3.2.26)
— a0 2,0 2 o
+{(ao ag) {3+7ra0_Aln(1+€/2)}} 1 0 In n)
2 2 2n(1+£/2) (n+£/2) n3
oldugu elde edilir. (3.2.25) ifadesindeki ikinci seri hesaplanirsa

)\0 2 1 0'200 ’ 1
- Z (/\0__)\0) =—5 (= X)" ) 290

k=1

30



1S =20\ = oy 1 1
__2_ Z (—)‘—0—_ /\0) = ——4—(0,0 - ao) m%—O ('n—s) (3.2.27)
(3.2.25) ifadesinde (3.2.26), (3.2.27) yazlirsa

o= - (- )

et

o—a } +€/2 (lr;;n)
) —tedteo=eb (-

0 In(n +£/2)
T(N) =14+ Aa ) n 122 —
(ag — al) n2ad  Aln(l+¢/2)
+{ 5 0 [3+ 20— 2«(1+£/2)} (3.2.28)

2 0)2 2
 n%(ag— af) } Lo (s
4 (n+£/2)? nd

elde edilir. Buradan

ve (3.2.28) den dolayr
1\ In(n+£/2)
TN =1+ A(ay — af (E__) —

(ag — af) n2ad  Aln(1+£¢/2)
+{ 9 {‘H 20—277(1+€/2)]_

S} o (5
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oldugu bulunur. (3.2.4) ve (3.2.5) asimptotik formiillerinden yararlanilarak,

< A, — A (7r 1 ) In(n + £/2)
=1+ Aay—ad) [+ - — | ——LF+
5= = ®I\47 o) v ey
. { (a0 —ad) [, N mag  Aln(14£/2)7 (3.2.28")
D 2 om(1 +£/2)

e o (5F)

olur. Benzer gekilde

 An — 14 m 1\ In(n+£/2)

3 LI i =1+Aa/_a/0 (____)__

g An = R =4 3) g2y
- { (6p—a§) [, ™ag Al(1+¢/2)]  (3299)

2 2 2n(1+4/2)

m2(ap — ap)? 1 In®n
4 } e g2r ( n3 )

dir. (3.2.4) ve (3.2.5) asimptotik formiillerinden dolay:

, 2(a1 — @y ,1n2n 2/2
)\n_'un_ 2(‘10_“0)“{‘2_{_—”2)*‘(’)’1—’)’1)(7(_’__;/—2/)2—)
/\91—,11/9& - 0 2(0'(1)_‘1,10) 10 lnz('n,—l-ﬁ/Z)
2(%—060)+n—+€/7+(7?~’71)m

A n402) | (-1 |, (W’n

TR Gy (ni—f/23)2 o (F)

0_ 0 2
fg -y ot e (l—n—ﬁ>

(n+2/2)2  (n+1£/2)2 nd

' ap—aj 1 (71— 1) ln2(n +4/2)
(ag ao){ +a0_a6n+£/2+2(a0—~a6) (n+2£/2)?

(7o —75) In(n+4£/2)  (v3—7) 1 In’n
T2 (a0 —ab) (n+£/27 " 2(ap— ab) <n+f/2>2+0( n? >}

1 [ _B=a 1 (A=) W+ 4/2)
2(a8—a60‘ ad—aln+2/2  2(ad—ad) (n+£/2)?

(3 —75) In(n+4€/2)  (v3—75) 1

n’n
2(a]—af) (€27 20l —ad) (nt g2 T C (T> }
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2 — ol
olur. (3.2.3) den dolay1 é_((aaTo__;}% = 1 ve gerekli iglemler yapilirsa,
0 — 4o

An — W
Mo = 19,

1 — a/ 0 __ 0 1
+ {5 [(ao + ap) + (af + af)] — 21— } +  (3.2.30)

0 (n+£/2)?
+0 (%;”)

ap — ajad — af
bulunur.

An — Ao )\n[ Ao (lnn)}[ PW <lnn)J
=Fl-———=+0(— || 1+ —2>—=5+0|—

XX TN LT (g2 w ) T e T e

A Ao —AY (hm)]

=Inlyp o 20700 L o =2

/\2[ (n+£/2)? nt

-[eaiar o GOl o ()]

A 2 (ad — A9 — A
A= do 200~ a0) & (o = o) (Lg) (3.2.31)
2\ (n+£/2) n
An — Lo 2 (ag — ao) + (1) — pg) (lnn)
L 0 | 3.2.32
2 10 (n+£/2)" 3 (8.2
elde edilir.

An = fn An = Ao 1 ’ 0 /0 al"'alla(l)_allo 1

+
2 ao — apag — ag | (n+£/2)*
2 (a§ - A9 — A
n ((10 aO)+( g 0) L0 (_11’1_37})
(n+£/2) n

)\n_,LLnAn-—'AOAn_‘uo 1
2 00— a0a0 g ~ P g et ) (a8 e)] + 4 (a5 —ao) ¢

—a} a% — a? 1 Inn
A0y 0__ I S N i
00— da) 0 — ) =L T e v gap O

A — A A — A 2 _
H )\0 ,5. A g=1+A(ao—a8)3ﬂ 41n(n+€/22)
el SR An — A 6 (n+£/2)

P rm 30— at) - O] -

(1 +£/2) 2 (n+£/2)?
+0 (—12-"-)
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I

]

o0 O o0 2 .

n = BETT ' An— M ’ 0y 3™ —4In(n +£/2)
I I I i =14+ Ala, —a
P )\g_ﬂgk=1 )\n_/ig ( 0 O) 67T (n+£/2)2

2AIn(1+£/2)
_ 0y _
{MM—I—(a a0)<3+7r (af — af) L1 2/2) )
™ (ag

— a—af)o)} 1 2+O<M)
2 (n+12/2) n?

1'% H . _AOH’A AT de

k=1 '“’kk1)‘_'“

=1+ Al(ao — ag) + (ag — ap)] 37r67: 41?751—;/2/)22)

+ {MA + M, + {3 - 2’1 l(?(i;/é/)z) } (e

0 —ag) + (ag — ag)] +
iy

+5[<ao—a8>2+<as—a@)ﬂ]}—(n o (2)

2

+£/2) n3

Buna gore,

Ao = o A = g An = Mo T A = AT A — BT An *#k
AO‘—,U:O)\O /\O—AOH )\0 k A __)\OH H

n n 'n n 1 (i

- y’kk =1 An = 'uk'
R R | loa = )+ (as — )+

2

+7 [(a — )+ (ah = a)?] + 3 [(a0 +p) + (o5 + af)] +

0 /0
a1 — ay 6] — ay 1
+4 (ag —ag) + - A
(a8 — ao) ( o) (18 — to) — ao~—aoao-—ao}(

_{._
3 n+£/2)?

+0 (m—f)
n

0’ . .
a;,’ler igin,

o0 _E+A7r2 1 A27r1n2(n+€/2)+b01n(n+€/2)
T2 4 n+4/2 8 (n+4/2) 7 (n+1£/2)
(3.2.33)
(n+€/2) n3

asimptotik formiilii saglamr. (3.2.22), (3.2.24), (3.2.25), (3.2.26), (3.2.27), (3.2.28),
(3.2.29), (3.2.30) ve (3.2.33) formiilleri yardimiyla, o, sayilari icin asagidaki
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asimptotik formiil elde edilir:

Ar? 1 A’rln®(n +£/2)
L nte2t 8 (mtepe
72—
_ i {é—(%ﬂ [

—+
Qp = —
2

P 2 In(n +£/2)
ag — ag) + (ao — aoo)] + ;b?} m

. g {MHMML [3_ 2A1n(1+£/2)] ’

71_(1 + 3/2) Qo — a’g) + (a6 - aE)O)] +

(3.2.34)
5 [(a0 + ag) + (a§ + ag))] +

a_a/ao_alo
+4(ad —ag) + (A — Ao) + (4§ — prg) — ——2L—1

ag — ah ad — ap
2 1 Inn
™ f (n+£/2)" n?

= + 5 a0 = o) + (@ — af)"] + 5

0 — &g

Uyar: 3.2.2: o, i¢in (3.2.34) asimptotik formiilii yeterince biiyiik n’ ler icin

saglanir. Kiiciik n'ler igin v, sayilari, Hy — H; farki (3.2.3) denklemi ile verilmig
olmak tizere, (3.1.20) formiiliinden direkt olarak elde edilir.
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3.3. Sturm-Liouville Operatérii igin Ters (Inverse) Problemin Coziimii

Teorem 3.3.1: {\,;}n>0 ve {, }n>0, say1 dizileri agagidaki kogullar: saglasin:
1) {An}n>o ve {f, }nso sayilart ortak olarak sirahidir,

’ ' . o
2) ag # ag ve >_ a3, > a,? yakinsak seriler olmak fizere,

A
A= (n+£/2)% + —In(n+£/2) + 200 + a1

ve

A
po = (n+2/2)" + = 1n(n + £/2) + 205 + g,
asimptotik formiilleri gecerlidir.

Bu durumda {An}nzo (3.1.1), (3.1.2) probleminin {u, }n>0 ise (3.1.1), (3.1.3)

probleminin spektrumudur ve
Hy — Hy = m(ay — ag)

olacak bicimde q(z) € WZ[0, n] ve Hy, H, gercel sayilar: vardir.

Ispat: Yukaridaki ozelliklere sahip {\,}nso Ve {it, tnso say1 dizileri verilmis
olsun. (3.1.21) formtltntn yardimiyla {e:,},,, dizisi olusturulursa, o, ’ler icin
(3.2.34) asimptotik formiilii saglanir. Simdi her 7 icin o, > 0 oldugu gosterilme-
lidir. Teoremin ilk kosuluna gore {A,}n>0 ve {{i, tn>o dizileri siralidir. Buradan

n=0,1,..i¢in u, > A, veya u, < A, dir. a,’ler (3.1.21) egitligi ile verilmekte
olup

An—/.t An—-}\o/\ — K oo’>‘ _)‘k oo//\ — U
Oén=Ot2 n 4 0 7 4 k
sy pu | S oml | o

seklindedir. Buradan

o0

’)\n_)\k hd /)\n—p,k
>0, )
5= IS5

yazilabilir.

ol >0, An , g, ve XD, 8 ’ler sirali oldugundan, o, formiiliinden n = 0,1, ...,

igin o, > 0 oldugu agiktir. Bu ise, Sturm-Liouville operatérlerinin {A,}r>0
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AN

ve {an }n>o dizilerine gore olugturulabiliyor olmasindan M.G. Gasimov ve R.Kh.

Amirov [14], verilen {An}n30 ve {4, }nso dizilerine gore de Sturm-Liouville ope-
ratorlerinin olugturulabildigini gésterir.
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3.4. L Operatdriiniin Regiilerize Izinin Hesaplanmasi
W2[0, 7] uzaymda
Hy) =—y" + {_l%f_:;_l) + é + q(:z:)} Yy (3.4.1)
diferansiyel ifadesi ve
y(0) =0, ¢(m)— Hy(m)=0, (3.4.2)

sinir kogullarmin {irettigl L operatorii ele ahnsin. Burada ¢(z) € W2[0,n], £ > 1
tamsayi, A, H gergel sayilardir. Bu alt boliimde L operatoriiniin regiilerize izi
hesaplanacaktr. 6perat6rler i¢in iz kavrami denildiginde;

Sonlu boyutlu durumda A, n X n tipinde bir matris olsun. Teorem geregi eger

|A| # 0 ise A matrisi kosegenlegtirilebilir.

M 0O 0 - 0

0 X 0 -~ 0
A= ?

0 0 0 - A

kosegen matrisi olmak {izere, bu bir doniiglimdiir ve her matris déniigiimiine bir
n

lineer operator gibi bakilabilir. Burada Z Ax toplamina A matrisinin izi (trace)
k=1
denir.

Sonsuz boyutlu durum igin, A : H — H bir lineer operattr olsun. H bir Hilbert
uzayrdir. Hilbert uzay: ayrilabilir uzay oldugundan ortonormal sistemler alin-
abilir. {e,} € H ortonormal sistem ve |le,||; = 1 dir. {e,} sistemi A nin

ozfonk31yonlam seklinde ahmrsa Ae,, = A€, olur. Buna gore,

Z Aen,e,) Z (Anen, €n) Z)\ €n, En) = Z/\
n=1

n=1
oo o
Z An < +oo ise bu seriye A operatdriiniin izi (trace) denir ve tr(A4) = Z An
n=1 n=1

olur.

L : Ly[0,7] — Ls[0,7], L2[0,n] Hilbert uzay1 oldugu i¢in {y,} ortonormal
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sistem segilebilir. L2[0, 7] den {yn},, sistemi L operatoriiniin 6zfonksiyonlar:
olacak seklinde alinirsa,

Lyn, = Apyn olur. Buna gore,

Z <Ly'ﬂ7 yn> = Z (Anym yn) = Z An (ym yn> = Z An
n=1 n=1 n=1 n=1

seklindedir. Ancak bu seri yakinsak degildir. Dolayisiyla regiilerize edilmig ize
bakilacaktir. u, ile ¢(z) = 0 oldugu duruma kargilik gelen (3.4.1), (3.4.2) prob-

leminin 6zdegerlerini gostersin. Z [An — 1] ifadesine (3.4.1), (3.4.2) problemi-

n=1
nin reglilerize edilmis izi denir.

o(z,p)ile "
U (2, p)] = P’ (2, p)
diferansiyel denkleminin
¢(0,p) =0
kogulunu saglayan ¢oziimi

TPoT
o(@,p) = /75~ Julpz) +

+ (U [ VBRI -slom) = T-slot) )] (é ; q<t>) ol p)it
0

integral denklemini saglamaktadir.

Birinci boliimde gosterildigi gibi n’nin yeterince biiyiik degerleri i¢in L oper-
atoriiniin dzdegerleri

_ n+£+£1n(n+€/2) a  A’ln(n+4/2)
Pn 27 2r n+4/2  n+€/2 8 (n+l/2)?

ai A3 1n3(n+€/2) lnz(n+£/2)
+(n+£/2)2 " 24n (n+1£/2)3 ag (n+2/2)° + (3.4.3)
blntf2) (L
as (n+2/2)° + 0 (n*’*)

davramsa sahiptir.

u,’ler ile

-1 A
—M+{i——l+——u}y=0

2 z
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denklemi ve (3.4.2) sinir kogullar: tarafindan tiretilen operatoriin 6zdegerleri gos-
terilsin. O halde p,,’ lerin (3.4.3) davramgindan gorildiigii gibi
(A — pq) + (Xg — po) +- -+ serisi / g(t)dt = 0 kosulu saglandiginda yakinsaktir.

0
¥(z, p) fonksiyonu

v+ {5 4 2 o) w(e ) =~

denkleminin

EERN

¥(0,p) =0

kosulunu saglayan: ¢oziimii ve vy(z,p) ise bu problemin ¢(z) = 0 durumuna

karsilik gelen ¢oziimii olsun. M.G. Gasimov [17] caligmasinda

T i B (Y (mp) = H(,p)
% ity ) B

egitligini gosterilmistir. (3.4.4) esitliginden yararlanmak igin ¢'(m, p) — Hy(, p)
ve Yy (7, p) — Hipg(, p) ifadelerinin p — ico iken davraniglar bilinmelidir. Bunun

icin v(z, p) ve ¥o(z, p) fonksiyonlarinin sagladig: integral denklemlerden yarar-
lanmilir.

O halde £ =2k + 1 igin

¥(z, p) = —iy/pme= "2 ], (ipz)+
f A
+(-1)% / Vit [J,(ipt) I (ipz) — J_,(ipt) ], (ipz)] (; + q(t)) Y(t, p)dt
0
oldugundan I. béliimde kullamlan yontem uygulanarak ¢(z, p) fonksiyonu icin

p — ioo iken

: 2 (. A cosh pz A sinh pz
— {1\ —tvm/2, | 2 faflal -
¥(z,p) = (—1)%e ”m’ {smhpa:+2 p In pz + 1 +

- SiT;f % lg(2) + q(0)] +

cosh pzx
1 P
0

f A
5 l/q(t)dt—l— 2 (4 + 4N] — Nj + N3)
0

Asinh3pz A cosh3pzr Av’coshpr coshpz
B T R R e ¢ (z) — ¢(0)]
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Av? cosh pz 1
—5a7 3 cosh 2pz + O (;) }

elde edilir. Bu durumda /(z, p) fonksiyonu igin p — 700 iken

: /2 A A
Y (2, p) = (—1)ke /2 — {p cosh pz + B} sinh pz In pz + TW cosh pz-+

sinh pz [ . A , , , A cosh px
t —_— —_ _—
+— [/q(t;d+2(4+4N1 Ny + N3) + 3 = +
0

cosh pz 3Acosh3pr A sinh3pz  3A sinh3pzx
FEL la) O]+ T - T s e

dr  p 4z2  p? * 8z2  p?
Av?sinh pr  sinh pz Av? sinh pz
+ A2 p2 + 8p2 [q/(x) - q/(O)] 21‘2 ,02 cosh sz_
AV cosh pz ' A cosh3pr Av?coshpzr coshpz
sinh 2pz !
= Tw g tom g T ogp @

Av? cosh pz 1
+-;3— » cosh 2pz + O (E) }

davranist bulunur.

[2 Asinh A cosh
¢! (m, p)—Hp(aw, p) = (—1)ke~#7/2 —P {Cosh + 281 p,mflnp?r_*___'ijcos PT |

4
+M{smh_mr r Hsinl;pvr r A2H cos;zpw oy A.Zhr sin;mr Eécosphfj
0021;2;)71' [a(r) — q(0)] + iz_:coslgfpw _gMm COS;I pT L 8i2 sinl;fpw
+ 2T ST () — 0]~ oy S cosh 2
O 2 + HESLT g(a) + o(0) - 42T 1 0 (1)1

z

Burada M] := % /q(t)dt + -;—1 (4+4N] — N5+ N3) | ve
0
A

M := 7 (4+4Nj — Ny + Nj) dir.

Benzer gekilde
, 5 Asinh
il o) ~ Ho(m, ) = (D)2, [ 2 {coshm+—2— SO b

Amcoshpzr  AM'sinhprw sinhpr  AH cosh p
+— + - H —
4 p 4 p p 2 P

In pr—
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AHrmsinhpr ~ Acoshpr 3Acosh3pr  AM'H cosh pm

4 p? + 2 p? dr  p? 4 0?
A sinh3pm  Avisinhpr  Av?sinhpr
+87r2 S + anr om0 e cosh 2pm—
— Av? cosh pr AH sinh 3pm 1
_ 27 inh 207 — —— =
R sinh 2pm — — - 5 +0 (p“) }
elde edilir.
= Wir,p) — Homp) _
A,:? 1%(777 p) - H%(W; P)
— cosh pm

EACORFOR

.n_h_ 4 3
cosh prr -+ Asinh pmw In prr -+ Am cosh pz 4 AM g sinh pr
2 p 4 4 p

+

sinh pm
+o g @)~ )]+
AH cosh p AHnsinhpr A coshpr  3Acosh3pm
T e T e (3.4.5)
H sinh pmr
tg lam) + a(0)]+

_AM'H cosh pr A A sinh 3pm N Av?sinhpr  AHsinh3pm

4 p? gn2  p? 472 pB 4 P8
1
+0 (—)
o
Av? sinh pr _ Av? cosh pr

: 1
. o2 P cosh 2pm O sinh 2p7 + O (;4)
ifadesi bulunur.

Simdi ise (3.4.4) esitliginin sag tarafindaki ifadede bulunan

¢’(W, p) — H¢(W7p)
8 (%(m p)— H%(mp))

fonksiyonun p — ¢co iken davrang: aragtirilir. (3.4.5) ifadesinden yararlamilarak;

L I ( W' (m, p) — Hip(r, p))) — (1 N _BM)

¢6(7r7:0) - H¢O(Wap Cl(p)

1 s ! oy H 1

= Z;g[(l(?f) —q( )]+8—p3[Q'(7F) - ¢ (0)] + 17 [g(7) + 4(0)] +
g2 e H e™?

+ 0 la() — (0] = 5 () — /O]~~~ lal) + (0]
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S alm) — a(0)] - g o alm) — 9(0)] -

8 p?
AM' 1 Ae~ %
& — — = — q(0)] —
(25 - 1) g5 lar) = a0+ § 5~ et~ (0]
Am e 2" AM' g% Inp
2 ) - a0+ (B - 1) ) - a0 +0 (5F)
elde edilir, burada,
. cosh pm sinh o7
= Bi(p) = T [a(m) — q(O)] + o5 [¢/(m) — ¢ (O)] +
— 4p 8p
= H sinh pw 1
- LI )+ 0] +0 ().
sinh A ! inh
(o) ::coshpﬂ';l-,ésm pwhlpw+_7rcoshpm+ AM g sinh p
2 p 4 4 P
AH cosh pm AHnsinhpr A coshpmr  3Acosh3pm
- Inpr — —— — 4+ ——
2 02 4 p? 2 p? dr  p?
AM'Hcoshpr A sinh3pr  Av?sinhpr  Av?sinhpr
— » h20m—
4 07 + gr2  pd + Ar2 3 or? B cosh 2pm
2 -
_éy_coshpvrsinh%?r_fl_fj_smh?)pvr_{_o 1
2 pP dr B o

dir. Dolayisiyla

i - W(W’p)—Hw(W,p) =—'—7Te_2pﬂ T) — _ﬂe—zpﬂ npw|g(mT) —
dp (%(mp)—Hwo(w,pD % la() = a(0)]= p2 In pr [g(r) — ¢(0)] +

T )~ O+ o o) + 0]+ 2 o) =400 -
- (A - 1) T atr) — a0 - 535 ) a0+ 0 ()

bulunur. Buradan

pPd, (Ve = HYmp) \ 7 s somyin) —
S (e ) = il a0l +

AT pe 2 In () — a(0)] — S pe= [ (m) — ¢ (0)) -

T e ) 4 4(0)] S e al) — (0] +
+ (Afl” - H) e~ [g(m) — (0] + L0740 4 0 (,%)

™

oldugundan / q(t)dt = 0 kogulu sagladiginda
0
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3 ’

—lim Z=—In{ — ==
p—ico 2 dp ™ \Wo(m, p) — Hipo(, p)

esitligi elde edilir. O halde

olur.

Simdi benzer iglemler £ = 2k icin yapilirsa;
Wz, p) = iy/pze™ ™ ], (ipz)+

V2 [ VR i) ) — -ttt (5 0(0)) e

t

oldugundan birinci boliimde kullanilan yontem uygulanarak ¢(z,p) fonksiyonu

icin p — oo iken

; [2 A ’
U(z, p) = —(—1)’“6“’"/2 — {Sinhpx + ECOS}:P@' o ﬁsmhpm_l_

4 p
+cos2k; pz {_/mq . Aé\f’} N sir;k; 0 o 0]+ fg; sinl; Bps
0
_8_12_2 cos];SSp:l; 1;1:22 COS; pT co;llgspa: () — 2(0)] -
_i;l_:;cos;p? cosh2pz + O (%) }

elde edilir. Bu durumda %'(z, p) fonksiyonu i¢in p — dco iken

. 2 A A
¥ (z,p) = —(—1)ke®™/2y ) p {pcoshp:z: + Esinhp:vlnpx - —-f cosh pz+

. z ,
+s1n121p33 {—/q(t)dt—f— AJZ\/I} +§coshpx B coshpx[ (

—q(0

J e L, 9 z) —q(0)]+
+3_4 cosh3pr A sinh3pz 34 sinh3pz Av*sinhpz

4z  p 4z p? 8z2  p? 472 p?

sinh pz Av? sinh pz Av?coshpz .
Y [d'(z) — ¢(0)] — Ew 7 cosh 2pz — 7 7 sinh 2px—
_i cosh3pz Av? cosh pz _ cosh px ")+

ad P 203 8 83 q

Av? cosh pz 1
+—;3— e cosh2pz + O (;Z) }
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davrams bulunur.

( ; 2 Asinh
Y(m, p) — Hyp(m,p) = —(=1)*e¥™/% [ =p {00shp7r + ‘2‘81 ppﬂ Inp

Tl
| B Am cosh pr Y sinh p7 B Hsinh pr AH cosh pr Inpr+
— 4 p P 2 p
A coshpm  cosh pm 34 cosh 3pm , cosh pm
+27r 2 40 [g(m) — q(0)] + dr 2 — HM, 2
— A sinh3pn  Avisinhpr  sinhpr , Av? sinh pm
j +87T2 /03 + 4772 p3 8p3 [q (7T) - q (0)] - 27[.2 p3
- Av? cosh pm sinh pm AH sinh 3pm
- B sinh 2pm — H 1 [a(m) +4(0)] = - — =
AM' [
Burada M} := T /q(t)dt dur.
0
Benzer gekilde
. 2 Asinh pm
o, =p) = Holr,=p) = (1724 Zp fost g 4+ S5 1y
;A ¥
_ Amcoshpr ~AM'sinhpr Hsmhmr _ AH cosh pw In pr+
4 p 4 p P 2 P
+AH7T sinhpr A coshpr  3Acosh3pm _ AM'H cosh pr
4 02 EaP i dr  p? 4 0%
A sinh3pr  Av?sinhpr  Av?sinhpr
+ 577 + PPl ~ o2 = cosh 2pm—
Av? cosh pm . AH sinh 3pm 1
~ - = S0 ()
elde edilir.

Y (m,p) — Hi(m,p) _
W, p) = Hg(mop)
-SRI () g(0) -

COShpﬂ'—i-gSlnl;lenmr—— z_44£coshpx + (Ai% —H) sinhpmr
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AR

Sﬁ;;f” ¢/(m) — ¢/(0)] -

AH cosh pm AHrsinhpr =~ A coshpr  3Acosh3pr
- Inpr + ——— + — ettt kA
2 02 4 02 o p2 47 02
H sinh pm
5 am a0+
AM'H coshpr A sinh 3prm + Av?sinhpnr  AH sinh 3pm (3.4.6)
4 p2 82 ,03 472 pB 4 pg
1
()
Av” sinh pm Av? cosh pr

1
ot 2 cosh 2pm — 5 2 sinh 2p71 4+ O (;)
ifadesi bulunur.

4

Simdi ise (3.4.4) esitliginin sag tarafindaki ifadede bulunan

n ¢/(W, p) — H¢(7T7 P)
1 (%(mp) » H¢o<w,p>)

fonksiyonun p — ico iken davramsg: aragtiriir. (3.4.6) ifadesinden yararlanilarak;

= (Sr=Bim) = G0)

57 ) = 20 = 5 () = 0] = 25 e+ 000 -

_iz;w [a() — q(0)] + e;/: l¢'(m) — ¢/ ()] + %e;j: ~latm)+ a0 +
_,glnu/;w lq(r) — q(0)] %% [g(r) — q(0)] +

(235 - 1) gz o) - a0 - S~ ) - O]+

Am e~

elde edilir, burada,

Balp) = =2 fyr) = 4(0)] - Tt

H sinh pm - 1
AR o) +0)]+ 0 ()

Ca(p) := cosh pm + gslnh pT

, :
In prr _fi_'/rcoshpa: 4 (Ai% —H) s1nl;p7r_
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AH cosh pm AHmsinhpr A coshpmr 3Acosh3pr
T Mt T
2 p 4 P 2r  p 4r  p
7 A si 2 . 2 .
_AM'H cosh pm sinh 3pm + Av? sinh prm _ Av®sinh pr cosh 2p7—
4 0?2 8r2 8 Ar? p3 or2  p2
Av? cosh pm AH sinh 3pm 1
3 2 sinh 2pm — TT +0 (E)

dir. Dolayisiyla

4., (W(mp) = Ho(m,p) \ _ mem, Am ey (o)
Lia (BT ) T ) - O g a(e) — o(0)]

I - d0) - T ) + g0 - A ot - a0+

! e 2P
(5~ ) T lam) — a0 + 55 latr) — a(0) +0 ()
bulunur. Buradan
P d, (¥(mp) — Hi(r,p)
2 dp o (%(ﬂ,p) — Hpo(m, p))
_észpe“?"" In prr [g(m) — q(0)] + %06‘2”” [q'(m) — ¢ (0)] +

= —#e " lam) ~ (0)] -

2

+ 8 oo [g(m) + a(0)] + 2 pe [a(m) - 9(0)] -

_ (Aiw _ H> Zpe_hm [q(m) — q(0)] — Q(L)ZJ_J_(Q) b, (;}%)

iy

oldugundan / g(t)dt = 0 kogulu saglandiginda
0

Cim 24 ( Y (m, p) — Hij(m, p) ) _ _4(m) —q(0)

pico 2 dp \Wy(m,p) — Ho(m,p) )~ 4
egitligi elde edilir. O halde
= ) —q(0
n=1

olur. Boylece agagidaki teorem ispatlandi.
iy

Teorem 3.4.1: Eger /q(t)dt =0 ise

esitligi dogrudur.
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