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ASAL HALKALARDA GENELLESTIRILMiS TUREVLER

OZET

Bu c¢alismada, karakteristigi 2’den farkli olan halkalarda komiitatiflik
kosullarin1 inceleyen makaleler oOzetlenmis, d tlirevi i¢in bulunan sonuglari
genellestirilmis tiirev i¢in uygulayan makaleler ve genellestirilmis tiirevli halkalarin
bazi 6zelliklerini veren makaleler incelenmistir.

Boliim 2°de, halkalarla ilgili baz1 temel bilgiler verilmistir.

Bolim 3’te, genellestirilmis tlirevli ve genellestirilmis («, S )-tirevli asal
halkalarin 6zelliklerini ve komiitatiflik kosullarin1 inceleyen bazi makaleler
verilmigtir.

Bolim 4’de, tirevli bir asal halkanin I ideali i¢in yapilan ¢alismalari,
genellestirilmis tiireve genisleten bazi makaleler verilmistir.

Boliim 5’te, genellestirilmis tlirevli asal halkalarda I ideali i¢in yapilan

calismalar1 Lie ideale genisleten bazi makaleler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Asal Halka, Tiirev, Genellestirilmis Tiirev.
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GENERALIZED DERIVATIONS IN PRIME RINGS

ABSTRACT

In this research, articles that commutativity in rings with characteristic
different than 2 have been summarized and some properties about rings with
generalized derivation have been given.

Some general information about rings have been given in chapter 2.

In chapter 3, some papers that search for commutativity conditions of prime
rings with generalized derivation and generalized (e, f3)- derivartion have been
given.

In chapter 4, articles have been given that generalize the studies carried out
for Ideal I of prime rings with derivation to the generalized derivation.

In chapter 5, some articles have been given that generalize the studies carried

out for Ideal I of prime rings with derivation to the Lie Ideal.

Keywords: Prime ring, derivation, generalized derivation.
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BOLUM 1
GIRIS
R bir halka, d : R— R bir toplamsal doniisiim olsun. Her x, ye R i¢in d(xy) =
d(x)y + xd(y) ise, d’ye R halkasi iizerinde bir tlirev denir.

Bir R halkasinda, Z merkez, [X,y] = Xy — yx , Xoy = Xy + yx olmak iizere
asagidaki kosullar1 diistinelim.

a) Her xeR i¢in [d(x),x] =0

b) Her xeR i¢in [d(X),x] € Z

c) aeRi¢in ad(R)=0

d) Her x, ye R i¢in [d(x),d(y)] =0

e) d’(R)cZ

f) Her xeR i¢in d(x)oy =0

g) Her xeR i¢in d(X)ocyeZ

h) dR)cZ

1) d, .d,: R—Riki tiirev olmak iizere d, d, (R) =0

1) Her x, ye R i¢cin d([x,y]) = [X.,y]

Yukaridaki kosullardan birini saglayan halkalarin komiitatifligi, pek ¢ok
arastirmaci tarafindan incelenmistir. ilk énce R halkasi iizerinde yapilan ¢alismalar,
daha sonra R halkas1 yerine onun bir I ideali alinarak genellestirilmistir. Bundan
sonra | ideali yerine tek yanl ideal ve Lie ideali alinarak, yapilan calismalarla daha

da genellestirilmistir. Diger taraftan da tiirev yerine, («, f)-tiirev, genellestirilmis
tiirev, genellestirilmis (&, § )-tlirev alinarak, 6nceki calismalar genellestirilmistir. Bu
calismalarla ilgili 6rnekler asagida verilmistir.

Posner [32] de, d, ve d, karakteristigi 2’den farkli R asal halkasinin iki
tiirevi olmak iizere d,d, tiirev ise d, = 0 veya d,= 0 oldugunu ispatladi. Ayrica
Lanski [25,26] da, d, ve d,, [d,(x),d, (x)] = 0 sartin1 saglayan tiirevleri incelemistir.
Boliim 3’°te bu kosullar genellestirilmis tiireve sahip halkalar i¢in incelenmistir. [29]
da T.K.Lee her genellestirilmis tiirevin, O (R) halkasinin genellestirilmis tiirevine

teklikle genisletilebilecegini gdsterdi. Boliim 3’te bu kosullara sahip genellestirilmis

tiirevlerle ilgili baz1 sonuglar incelenmistir.



I.LN.Herstein [21] de, d, karakteristigi 2’den farkli R asal halkasinin tiirevi
olmak tizere (d) kosulu altinda halkanin komiitatif oldugunu ispatladi. Bu teorem
[d(R),d(R)]=Z kosulu altinda P.H.Lee ve T.K.Lee tarafindan genellestirildi. Ayn1
teorem U Lie ideal ve alt halka olmak iizere [d(u),u]eZ kosulu altinda R. Awtar
tarafindan genellestirildi. Bolim 3°te bu kosulun genellestirilmis tiirevlere
genisletilmesiyle ilgili baz1 sonuglar incelenmistir.

Daif ve Bell [13] de (j) kosulunu saglayan tiirevler i¢in halkanin komiitatif
olma sartlarini incelediler. Boliim 4’te bu kosulu, halkanin ideali ve genellestirilmis
tiirev i¢in inceleyen makaleler verilmistir.

Herstein. [22] de, aeR [d(R),a] = 0 ise a = 0 veya R halkasinin komiitatif
oldugunu ispatladi. [d(R),a]cZ kosulu altinda P.H.Lee ve T.K.Lee tarafindan [27]

de ve d*’()cZ ve [a,d(I)]cZ kosulu altinda [28] de R halkasmimn idealine
genigletildi. Bolim 5°te bu kosullarin, genellestirilmis tiirevlere genisletildigi

makaleler verilmistir.



BOLUM 2
GENEL BIiLGILER

Tanmm 2.1: I, R halkasinin sifirdan farkli toplamsal alt grubu olsun. Eger

Vael, VreR igin, ar, rae I oluyorsa I ya R halkasinin bir ideali denir.

Tanim 2.2: R bir halka ve A, B, P onun idealleri olsun. AB <P oldugunda

A c P veya BC P oluyorsa P ye R halkasiin asal ideali denir.

Teorem 2.3: R bir halka ve P onun ideali olsun. Buna gore asagidakiler

denktir.
ey
2
(&)
(C))

(©))

P asal idealdir.

a,b eRi¢cinaRbc P ise aeP veyabeP dir.

a,b eRi¢in (a)(b)c P ise ac P veya be P dir.

U, V R halkasinin iki sol ideali olmak tizere UV P iken Uc P veya

U, V R halkasinin iki sag ideali olmak tlizere UV c P iken U P veya

Tanim 2.4: (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.

Onerme 2.5: R bir halka olsun. Buna gére asagidakiler denktir.

(0))
2
(&)
(C))

R asal halkadir.
a, beR i¢in aRb=(0) ise a=0 veya b=0 dir.
R halkasinin sifirdan farkli her sag idealinin sag sifirlayan: sifirdir.

R halkasinin sifirdan farkli her sol idealinin sol sifirlayani sifirdir.

Tanim 2.6: R bir halka A ve Q , R halkasmin iki ideali olsun. A* cQ iken

A c Q oluyorsa Q idealine R halkasinin yari asal ideali denir.

Teorem 2.7: R bir halka Q onun bir ideali olsun. Buna gore asagidakiler

denktir.
4y
2
(&)
(C))
(©))

Q yar asal idealdir.

aeRi¢cin aRacQise acQ dur.

acRicin (a)’ cQisea €Q dur.

U R halkasinim bir sag ideali ve U> —Qise U —Q dur.
U R halkasinin bir sol ideali ve U? —Qise U —Q dur.



Tamm 2.8: R bir halka A onun ideali olsun. A idealinin keyfi olarak alinan

a,,a,,...,a,clemanlart i¢in a,a, " a,= 0 ise A ya R halkasinin nilpotent ideali

denir.

Tamm 2.9: Sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yart asal halka
denir.

Uyari 2.10: Bir R halkasinin yar1 asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, a eR
icin aRa = 0 oldugunda a = 0 olmasidir.

Tanmm 2.11: VaeR igin na = 0 olacak bi¢imde ne Z* tamsayisi varsa
bunlarin en kiigligiine R halkasinin karakteristigi denir ve char R = n ile gosterilir.
Eger boyle bir pozitif tamsay1 yoksa halkanin karakteristigi sifirdir.

Tanmm 2.12: R bir halka m#0 bir tamsay1 olsun. ¥VxeR i¢in mx = 0
oldugunda x = 0 oluyorsa R halkasina m-torsion free halka denir.

Onerme 2.13: R asal halka olsun. a, b eR igin ab,b €Zise b=0 veya acZ
dir.

Gosterim 2.14: x,y € R olmak {izere R halkasinin xy — yx elemanini [x,y] ile,
xy + yx elemanini xoy ile gosterelim ve bu gosterimlere sirasiyla Lie komiitatér ve
Jordan komiitator diyelim.

Yine o,7 R halkasinin iki doniigiimii olmak {izere x, y €R i¢in [x,y], =
xo(y) — t(y)x ve (Xy),,.= xo(y) + 7 (y)x ifadelerine de sirasiyla (o, 7 )-Lie
komiitator ve (o, )-Jordan komiitator diyelim.

Uyar 2.15: (o, 7 )-Lie komiitatorii icin o ve 7 doniisiimleri olarak 1:R —R
birim doniigiim alinirsa [X,y],, = Xy — yx = [X,y] olur.

Tanim 2.16: R bir halka ve A, R halkasinin toplamsal alt grubu olsun. V a, b
€ A igin ab — ba € A oluyorsa A’ya R halkasinin Lie alt halkast denir.

Tamm 2.17: A R halkasinin bir Lie alt halkas1i ve Uc A toplamsal alt grubu
olsun. VueU, VaeA icin ua —aue U oluyorsa U’ya A’nin bir Lie ideali denir.

Bu tanimdan yola ¢ikarak R halkasinin U toplamsal alt grubu icin [U,R]c U
oluyorsa U’ya R halkasinin Lie ideali denir.

Tamm 2.18: R bir halka o, 7: R—R iki doniisim olsun. R halkasimnin U
toplamsal alt grubu igin,

1) [UR],. cUise UyaR halkasinin (o, 7 )-sag Lie ideali denir.



2) [R,U],. cUise U’yaR halkasinin (o, 7 )-sol Lie ideali denir.

(3) U, R halkasinin hem (o ,7)-sag Lie ideali hem de (o ,7)-sol Lie
ideali ise U ya R halkasinin(o, 7 ) - Lie ideali denir.
R halkasiin her Lie ideali 1, R’nin 6zdeslik doniisimii olmak tizere (1, 1)-

sag, sol Lie idealidir.

Sik kullanilan bagntilar:

O [xytz] =[xyl +[xz]

()  [xtyz]=[xz] +[y.z]

(i)  [xy,z] = [xz]y + x[y.,z]

iv)  [xyz] = [xylz + y[x,z]

™ xyzl,.=xlyzl, . t[x, 7@y =x[y,0 (2] + [xz],.y
(Vi) [[XDY] o,T 9Z] o,T = [[X,Z] o,T ’Y] o,T +[X’ [be]] o,T

(i) [xyz], =t (Yxzl,. T [x Y], 0(2)

(viii)  (x,y2), .=t (VX.2), .+ [X¥],, 0(2)

()  (xy.2),, =x(y,2),.-[x 7(2)ly

Tamm 2.19: Z = { reR | rx =xr, VxeR } = { reR | [rx] =0, VxeR }
kiimesine R halkasinin merkezi denir.

Tanim 2.20: d: R — R bir toplamsal doniisiim olsun. Eger,

d(xy) =d(x)y + xd(y), Vx,yeR
ise d ye R halkasinin tiirevi denir.

Tamm 2.21: ae R sabit bir eleman olmak iizere d,: R— R doniisiimii, xeR
i¢in

d,(x)=[ax]
olarak tanimlansin. d, doniistimiine R halkasinin a eleman: tarafindan belirlenmis i¢
tiirevi denir.

Tanim 2.22: R bir halka ve d:R — R toplamsal doniisiim olsun. ¥ xeR i¢in
d(x?) = d(x)x + xd(x) ise 0 zaman d doniisiimiine R halkasinin Jordan tiirevi denir.

Tamm 2.23: d : R— R bir toplamsal doniisiim olsun. Eger,



dixy)=d(x)y + xa (y),Vx,yeR
olacak sekilde R halkasinin bir ¢ tiirevi varsa, d ’ye R halkasinin genellestirilmis
tiirevi denir ve genellikle (d, ) ile gosterilir.
R bir halka olsun. a, beR i¢in, d : R—>R , d(x) = ax + xb ile tanimlanan
doniisiim olsun. Bu durumda
d(x +y) = d(x) + d(y)
d(xy) =d(x)y + 1,(»)
kosullarini saglar.
Tanmm 2.24 : a,be R olmak iizere, V xeR i¢in
d(x) =ax + xb
ile taniml1 d : R — R doniisiimiine genellestirilmis i¢ tiirev denir.

Tammm 2.25: R bir halka vea, B R halkasinin otomorfizmleri olsun.
0 :R—>R ye toplamsal doniislimii icin d(xy) = (X)) a(y) + F(x)I(y) sart1
saglantyorsa o ya, («, ) - tiirev denir.
Tanmm 2.26: acR olmak tlizere V xR i¢in
0 xX)=aa (x)—-pF(x)a
ile tanimli ¢ : R— R doniislimiine, ae R ile belirlenmis (&, S )-i¢ tiirev denir.
Tamm 2.27: R bir halka vea , F R halkasinin otomorfizmleri ve o,
(a, B )-tlirevi olsun. f:R — R ye toplamsal doniisiimiine ,
(€)) fixy) = f{x)a (y) +f(x)0 (y) sartin1 sagliyorsa sol genellestirilmis
(a, p)-tirev denir.
2) fixy)= oXa(y) + B(x)f(y) sartim1 sagliyorsa sag genellestirilmis
(a, B )-tlirev denir.
Eger f hem sag hem de sol genellestirilmis (e, £ )- tiirevse genellestirilmis
(a, p)-tiirev olarak adlandirilir.
Tamim 2.28 : K bir toplamsal abelian grup olmak iizere,
KxR—> K, (k,r)—>kr RxK—->K, (r,k) >k
Islemleri tanimlansin. Eger Vk,k,k, eKve Vr,r,r, eRigin,
(i) k(n+r)=kn +kn
() (k+k)r=Fkr+kr



(iii) k(rry) =(kn)r
ozellikleri saglanirsa K ya bir sag R-modiil,
(i) (n+r)k=nrktrk
(i) r(k +k)=1k+rk,
(iii) (nr)k =r(nrk)
ozellikleri saglanirsa K ya bir so/ R-modiil denir. Her ikiside saglaniyorsa K ya R-
bimodiil denir.
Tanim 2.29: R ve S iki halka ve f:R — S toplamsal doniisiim olsun.
fixy) = f{(x)f(y), Vx,yeR ise f doniisiimiine halka homomorfizmast,
f(xy) = f(y)f(x) , Vx,y€R ise f doniisiimiine ters- homomorfizma denir.

Tammm 2.30: R halka, A ve B R-modiil olsun. f:A—B doniisiimii, reR,
a,a,,a, €A igin

(i) fla, +a,)=1(a)+ f(a,)

(ii) f(ar)=f(a)r

(iii) f(ra)=rf(a)
kosullarini sagliyorsa f doniisiimiine bir R-modiil homomorfizmast denir.

Tanmm 2.31 : R bir asal halka ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali
olsun. U dan R igine olan tiim sag R-modiil homomorfizmalarinin kiimesine M
diyelim.

M={ U,Yf) | f: U— R sag R-modiil homomorfizmasi }

M tizerinde bir “ ~ ” denklik bagintisin1 asagidaki gibi tanimlayalim:

“WU,f)~V,g) < R nin sifirdan farkli bir W UNV ideali tlizerinde
f=gdir”

M kiimesinin bir (U, f) elemaninin denklik sinifin1 (U, f) ile gosterelim. M

nin denklik siniflarinin kiimesine Q(R) diyelim. Q(R) kiimesi asagidaki islemler
altinda R yi kapsayan bir asal halkadir.

U. N+, =UnV.f+g)

U,/ V,g) = U, fe)
O(R) halkasina Martindale kesirler halkast denir. Burada f:U—R sag R-

modiil homomorfizmast (sol R-modiill homomorfizmas1) ise (U, f) denklik



smiflariin kiimesine sag (sol)Martindale kesirler halkasi denir ve Q. (R) (Q,(R))
ile gosterilir.

O(R) nin merkezine R asal halkasinin genisletilmis merkezi (extended
centroid) denir ve C ile gdsterilir. Ustelik bir R asal halkasinin genisletilmis merkezi
bir cisimdir.

R asal halkasinin sag Martindale kesirler halkast Q (R) asagidaki ozellikler
yardimiyla karakterize edilebilir:

() Rc O.(R)

(i) ge O.(R) 1¢in qUc R olacak bigimde R halkasinin sifirdan farkli bir U
ideali vardir.

(iii) g€ O, (R) ve R halkasiin sifirdan farkli herhangi bir U ideali i¢in qU = 0
ise o zaman q = 0 dur.

(iv) R halkasimmin sifirdan farkli bir ideali U ve ¢:U—>R sag R-modiil
doniistimii 1se o zaman Vx € U i¢in ¢(x) = gx olacak sekilde qe Q.(R) vardir.

Tanmm 2.32 : R.= RC halkasina R nin merkezi kapanisi (central closure)

denir. R bir asal halkadir.

Tanim 2.33: q,.q,,....q, € O.(R) ve A,4,,...,4, €C olmak iizere

A+ g, ++ A, =0
oldugunda vi e {1,...,n} icin A =0 oluyorsa ¢, elemanlarna C-bagimsiz, en az bir
ie{l,..,n} 1¢in A #0 olmak tlizere yukaridaki esitlik ger¢ekleniyorsa g,
elemanlarina C-bagimhidir denir.

Lemma 2.34: (Brauer’s Trick) Bir G grubu iki 6zalt grubunun birlesimi
olarak yazilamaz.

Ispat: A, G nin altgrubu olsun. 0 toplamsal birim olmak iizere,

A# {0} ve A= G= A Ozaltgruptur.

A ve B, G nin iki 6zaltgrubu olsun ve G=A U B seklinde yazilsin. Kabul
edelim ki G# A olsun.G=B oldugunu gdsterelim.

G# A oldugundan xeG ve x¢ A olacak bir x elemant vardir. G=AUB

oldugundan x € B dir.

Iddia: G B dir.



G B olsun. O zaman ye G ve y¢ B olacak bir y eleman1 vardir. G=AUB
oldugundan y € A dir.

iddia: x+yeB dir.

xty¢ B olsa, G=A U B oldugundan xtye A olur. Ayrica ye A ve A altgrup
oldugundan x € A elde edilir. Bu x¢ A olmasiyla ¢elisir. O halde iddia dogrudur.

xtyeB ve xe B = yeB olur. Bu y¢B olmasiyla ¢eligir. O halde iddia
dogrudur, G B dir. Gc B ve Bc G oldugundan G=B dir.



BOLUM 3
GENELLESTIRILMIiS TUREVLI HALKALAR

Bu kisimda bir R halkasinda tiirevle ilgili yapilan ¢alismalari, genellestirilmis

tiirev alinarak yapilan genellestirmeleri igeren makalelere yer verilmistir.
3.1 Bojan Hvala, Generalized Derivations in Rings, (1998)

Bu makalede R asal halka, Q,(R.) ve Q,(R ) sirastyla sag ve simetrik
Martindale kesirler halkas1 ve charR#2 olarak alinacaktir. A ile R, R, Q,(R),

Q,(R),Q,(R,),Q,(R,) halkalarindan birisi gosterilecektir.
iki genellestirilmis tiirevin carpim:

Lemma 3.1.1:[12] R bir asal halka vea,,b, €A olsun. Her xe Rigin
Zaixbl. =0ise o zaman tiim a,ler veya tim b, lerin hepsi sifir olmadik¢a a, ve
b, elemanlar1 C-bagimlidirlar.

Onerme 3.1.2:[12] R bir asal halka olsun. 1<i<k ve 1<j<n icin

a,c; eRve f;:R— R ve h;: R— R herhangi dontisimler olmak tizere her x,ze R

n k
icin, ij(z)xaj +2cizhi(x) =0 olsun. {a,,a,,...,a,} ve {c,c,,....c,} kiimeleri C-

j=1 i=1

bagimsiz ise 0 zaman,
k n
fj(Z)=—ZC,»Zq,-j ve hi(z):Zqijxaj
i=1 Jj=1

olacak sekilde g, € Q,(R.) elemanlar1 vardir.

Lemma 3.1.3: f : R>R,., Vx,yeR i¢in f(xy) = f(x)y sartim1 saglayan
toplamsal doniisiim olsun. O zaman f(x) = gx olacak sekilde qeQ,(R ) eleman:
vardir.

Ispat: f doniisimiini, f:R. > R. , fO.xA)=> f(x)4, x,€R, % eC

olacak bi¢cimde genisletelim.

10



f nin iyl tanimli oldugunu gostermek igin in/il. =0= z f(x)A4 =0
oldugunu gostermemiz yeterlidir. Her bir 7 igin A/ < R olacak 0= I < Rideali

vardir. a € [ i¢in A.a € R oldugundan in (Aa) € R dir. Boylece

0=>x4=0Q xA)a=) (xA)a=) x(Aa) R
bulunur. Buradan

S x(Aa) = f(0)=0
elde edilir. f'nin toplamsal olmasi kullanilarak

0= f(x(Za) = f(x)(Aa) = Q. f(x))a
olur. Her a € I ig¢in gegerli oldugundan Z f(x)A = 0elde edilir. O halde 1 iyi
tanimlidir.

Simdi f(xy) = f(x)y, Vx,y € R, oldugunu gorelim.

SOQExAQ 7)) = FQ vy = 2 Gy Wy, = 2 (f 5Dy A,

= FEDAQ ) = FQ XA 7))

oldugundan  f:R.— R. sag R.-modill doniisiimiidiir.  Vx e R.icin
f (x) = gx olacak bicimde qe Q. (R_.)vardir. f , f doniisimiiniin  genislemesi
oldugundan V x € R igin f(x) = gx olacak sekilde qe O, (R, ) vardir.

Lemma 3.1.4: R komiitatif olmayan bir halka ve F : R— C genellestirilmis
tiirev olsun. O zaman F = 0 dir.

Ispat: F: R—>C bir genellestirilmis tiirev oldugundan ve x,yeR icin F(x),
F(xy) € C olmasi kullanilarak

0 = [F(xy).y] = [Fx)y + xD(y)] = [FX)y.y] + [xXD(y).y] = [FX).yly +
FX)[y,y] + [xD(y),y] = [xD(y),y] bulunur. Buradan, xD(y)y = yxD(y) , Vx,yeR
elde edilir. Lemma 3.1.1 den, Her y e R i¢in, ye C veya D(y) = 0 dur.

K={yeR|yeC}veL={yeR|D(y)=0 } kiimelerini tanimlayalim. K ve
L, R halkasinin toplamsal alt gruplar1i ve R = KU L dir. Brauer’s Trick’ten, R = K
veya R = L olmak zorundadir. R halkas1 komiitatif olmadigindan, R = L dir. O halde
her ye R i¢in, D(y) = 0 olur. Boylece F(xy) = F(x)y € C elde edilir.

0 = [FX)y.r] = F®)[y,r] + [F(x),rly = F(x)[y,r] ve boylece F(x)R[y,r] = 0
olur. R halkasinin asallig1 kullanilarak, F(x)R = 0 veya [y,r] = 0 yani F(x) = 0 veya
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[v,ry] = O bulunur. R komiitatif olmadigindan V xeR i¢in, F(x) = 0 yani F = 0
bulunur.

Lemma 3.1.5: abeA ve f: R>A , VxeR i¢in f(x) = axb olsun. Eger f
genellestirilmis tiirev ise ae C veya be C dir.

Ispat : (f, 0 ) genellestirilmis tiirev olsun.

fixy) = f(x)y + x0 (y) = axby + x0 (y) = axyb ve boylece ax(yb-by) —
x 0 (y) = 0 elde edilir. Lemma 3.1.1 den, ae C veya [y,b] = 0 olur. Buradan a € C
veya be C elde edilir.

Teorem 3.1.6: R asal halka, charR # 2, ve f, f,: R—>R genellestirilmis

tirev olsun. f, = f,f, genellestirilmis tiirev < V x,yeR i¢in, asagidakilerden biri
saglanir.
(i) f,(x) = yx veyaf, (x) = yx olacak bigimde y €C vardir.
(i) f,(x)=xavef, (x)=xb olacak bi¢gimde a,be Q ,(RC)vardir.
(iii) f,(x)=axve f, (x) = bx olacak bicimde a,be Q, (RC)vardir.
(iv) f,(x) = ax + xb ve f,(x) = Ax + u(ax—xb) olacak bicimde
a,beQ,(RC)ve 4, u €C vardir.
Ispat: (=) f,, f, ve f, = f,f, genellestirilmis tiirev olsunlar. i = 1, 2, 3, her
x,yeRi¢in f,(xy) =f,(X)y +x0,(y) olacak &, tiirevleri vardir. x, yeR icin
fi(xy) = £,y + x5, (y) = £,f,X)y + x5, (y) ve f5(xy) = £,(f,(xy)) =
£(F, (X)y +x8,(y) = £,£, )y + £, ()8, (¥) + £,(x) 8, (y) + X3, 5, () oldugundan,
yukaridaki iki ifade kullanilarak f, (x) 9, (y) + f,(x) ,(y) +x(J, 0,(y) — 0;(y)) =0
elde edilir. Burada x yerine zx, ze R alinirsa,
0="1,(zx)8,(y) + f,(zx) 6,(y) +zx(J, 6,(y) - 55 (y))
=1, (2)x6,(y) +26,(x) 6,(y)+ £,(2)x,(y) + 2x6,(x)5,(y)
+ 2x(9, 6,(¥) — 05(¥))
=1,2)x8,(y) + £,(2)x6,(y) +2(5,(x) 6,(y) +6,(x) 5, (y)
+x(8, 6,(y) = 5;(¥))

yani,
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f,(2)x0,(y) + £,(@)x6,(y) + 2(5,(x) 6,(y) +6,(x)6,(y) + x(, 6,(y) -
5(y)=0 2.1
elde edilir. Burada Onerme 3.1.2 den, iki durum vardur,
I. Her yeR icin, 6, (y) ve o, (y), C bagimhidir.
I1. f,(z) =-zq, ve f, (z) =—zq, olacak q,, q, €Q, (RC) vardr.
Eger II. durum saglaniyorsa teoremin (ii) sikki ispatlanmis olur. 1. durumun

saglandigini varsayalim. O zaman &, (y) = 4 6, (y) olacak A €C vardir. Boylece her
yeR i¢in, [ 6,(y),d,(y)] = 0 olur. 1eC ve R nin asal olmas1 kullanilarak
[6,(y),0,(y)] =0, VyeR elde edilir. R nin karakteristiginin 2 den farkli olmasi ve
[25, Teorem 4] kullanilarak 6, ved, nin C-bagimli oldugu elde edilir. Boylece
a,,a, €Cigin

a, 0, +a,0,=0 (2.2)
bulunur. (2.2) ded, = O ise, her x,yeR i¢in f,(xy) = f,(X)y olur. Bu durumda
Lemma 3.1.3 den, f, (x) = ax olacak sekilde ac Q, (RC) vardir. Bunu (2.1) ifadesinde
yerine yazarsak

azx o, (y) —zxo,(y)=0 , Vx,y,zeR (2.3)
elde edilir. Yine (2.2) de J,= 0 ise, her x,yeR i¢in f, (xy) = f, (X)y olur. Boylece
Lemma 3.1.3 den f, (x) = bx olacak sekilde be Q,(RC) vardir. Buradan Teoremin
(ii1) sikkt saglanmis olur.

Eger o0, #0 ise bu durumda x &, (y) # 0 olacak sekilde x,y,eR vardir. Bunu
(2.3) ifadesinde kullanirsak Lemma 3.1.1 den, az = A, z olacak sekilde A, € C vardir.
Boylece her ze R i¢in (a— 4, )z = 0 bulunur. R asal halka oldugundan a = A, € C elde
edilir. Bu durumda a =y ile gosterirsek, f,(x) = y x olacak y € C vardir. Teoremin

(1) sikki da saglanir.
Benzer olarak 6,= 0 ve &, #0 i¢in yapildiginda f, (x) = y x bulunur. Yine

teoremin (1) sikki saglanmis olur.

0,#0 ve 5,#0 ise; &, ve 6, C bagimh olduklarindan 6, = 7 J, olacak

7 eCvardir. F: R>RC, F(x) =1, (x) -7 f,(x) donilisiimiini alalm. F(xy) = F(x)y
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oldugundan Lemma 3.1.3 kullanilarak qeQ,(RC) olmak iizere F(x) = gx elde
edilir. Bunu yukarida yerine yazarsak

f,x)=7 fi(x)+qx , VxeR (2.4)
elde edilir. Bulunanlar (2.1) ifadesinde yerine yazilirsa,

27 £,(2) + q2)x 6, (y) + 227 6,(x) 5,(¥) T x(6, 6,— 6,)(y)) =0
elde edilir. Bir ye R i¢in &, (y)# 0 olsun. Béylece Onerme 3.1.2 den, 27 f,(z) + qz=
-zq" ,q" € C vardir. Bu ifadeden 27 f,(z) = —zq'— qz ve bdylece f,(z) = (27 ) (-zq -
qz) = - (27) ' (zq'+ qz) bulunur. Bu ifadede — 27)'q"=b , —27) ' q=aile
gosterilirse, f,(x)=ax + xb elde edilir. Bunu (2.4) ifadesinde yerine yazarsak f, (x)
=7 fi(x) +gqx = r(ax +xb) + qx =(ra+ q)x + x7 b bulunur. Bu ifadeler f, (x) =
f, (f, (x)) de yerine yazilarak

f.x)=f,(f,(x))= f,((rat+qx+x7rb)

=a((ratqx+xrb)+((ratqx+xrb)b
=(ra’ +aqx+xrb’+Q2ra+q)xb

ve bdylece

f,(x)—-((ra’ +aqx +xrb’)=2ra+q)xb
bulunur. x—>(ra®> + aq)x + x(zb?) doéniisiimii ve f, genellestirilmis tiirev
oldugundan, bunlarin farki da bir genellestirilmis tiirevdir. Lemma 3.1.5 den 27 a +
qe C veya be C bulunur.

beCise, f,(x) =(a+b)x ve f, (x) = (7 (a+b) + q)x olur. Bdylece teoremin
(ii1) sikk saglanmis olur.

2ra+tqeCise, u =—7,q= A +2 paile gosterilirse,

f,x)=7 f,(x) +gx = 7r(ax + xb) + qgx = Ax + u(ax-xb) elde edilir.
Teoremin (iv) sikk1 saglanmis olur.

(<)) f,(x)= yxveyaf,(x)= yx olacak bigimde y €C olsun.

fi(x) = yxise x,yeR icin, f;(xy) = f,f,(xy) = y (£, X))y +x0,(y)) =y
(£, + x7 8,(0) = £,(F,())y + x7 8,(y) = £,(x)y + x7 & (y) oldugundan f,

genellestirilmis tlirev olur. f, (x) = y x olmas1 durumda da benzer sekilde elde edilir.
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(i1) f,(x) = xa ve f, (x) = xb olacak bicimde a, be Q,(RC) olsun. f,(xy) =
f,f,(xy) = xyba + xbay — xbay = f, (x)ay + x(yba — bay) = f;(x)y + xI,,(y)
oldugundan f; genellestirilmis tlirevdir.

(i1) de oldugu gibi (iii) ve (iv) saglanmas1 durumunda da f, genellestirilmis
tiirev olur.

Sonug¢ 3.1.7: f, f,: R— R genellestirilmis tiirev olsun. f,f,=0 < Vx,yeR
icin, agsagidakilerden biri saglanir.

@) f,=0veyaf,=0

(i) f,(x)=xavef,(x)=xbveba=0 olacak bicimde a,be Q, (RC)vardir.

(iii) f,(x)=axve f,(x) =bx ve ab =0 olacak bicimde a,be Q, (RC)vardir.

(iv) f(x)=ax+xbvef,(x)=Ax+ p(ax-xb)ve

Aa+ pa’= ub’- AbeC olacak bicimde abeQ,(RC) ve 1, ueC

vardir.

Ispat : = f,f,=0 olsun. Sifir doniisiimii bir genellestirilmis tiirev
oldugundan Teorem 3.1.6’nin sonuglarindan biri saglanacaktir.

(1) nin saglandigini kabul edelim. f,(x)= yx , y €C olsun. O zaman
0=1,f,(x)=£,(f, () = 7 £,(x)

oldugundan y =0 veyaf, (x)=0 , VxeR bulunur. Yani
fi=0veyaf,=0

olur. Boylece (i) sikki ispatlanmis olur.

f,(x)=yx , y €C olsun. Bu durumda

0=1,f,(x)=£,(f, () £, (7 %)
olur. Burada x yerine xy, yeR yazilirsa, 0 = f,(yxy) = f,(yx)y + yx9,(y) =
7 x 0, (y) elde edilir. R nin asal olmasi kullanilirsay = 0 veya 6, = 0 yani

f, =0 veya 5, =0
bulunur..

Egery #0ved, =0ise f,(xy) = f,(x)y oldugundan Lemma 3.1.3 den f, (x)
= gx olacak sekilde qeQ, (RC) vardir. Boylece 0 = f,(yx) = qyx = yqgx elde
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edilir. Burada y #0 oldugundan gx = f,(x) = 0 bulunur. O halde f,=0 veya f,=0
olur. Boylece (i) nin ispati tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.6°nin (ii) kosulundan, 0 = f,f, (x) = f,(xb) = xba ve bdylece
ba=0 bulunur. Benzer olarak Teorem 3.1.6’nin (iii) kosulundan, 0 = f, f, (x) = f, (bx)
= abx ve boylece ab = 0 olur. Son olarak Teorem 3.1.6’nin (iv) kosulundan, her
xeRigin0= f,f,(x)=0= f(Ax+ u(ax-xb))=(la+ pa’)x +x(Ab-ub?)
elde edilir. Lemma 3.1.1 kullanilarak , Aa+ ga® e€C ve Ab-ub’ eC elde edilir.

Sonug 3.1.8 : f: R—> R genellestirilmis tiirev ve ¢, de R olsun. Her xe R i¢in
cf(x) + f(x)d = 0 ise asagidakilerden biri saglanir.

(i) c,deCvec+d=0

(i) ce C ve f(x) =xb ve b(c + d) = 0 olacak bigimde be Q, (RC)vardr.

(iii) deCve f(x) =bx ve (c + d)b =0 olacak bicimde be Q, (RC)vardir.

v) f(x) = Ax + p(cx —xd) ve Ac + pc’= pud*~ AdeC olacak
bicimde A4, u € C vardir.

Ispat: g(x) = cx + xd déniisiimiinii tanimlayalim. (gf)(x) = g(f(x)) = cf(x) +
f(x)d = 0 oldugundan, Sonug 3.1.7’nin siklarindan biri saglanacaktir.

(1) saglaniyorsa, g =0 veya f = 0 olur.

g =0 1ise, ¢, de C oldugundan 0 = cx + xd = (¢ + d)x yani ¢ + d = 0 bulunur.
Boylece (1) saglanir.

f=01ise, A=xu=0€eC olmak iizere, f(x) = 0x + 0(cx — xc) yazilabildiginden,
(iv) saglanmis olur.

(11) saglaniyorsa, be Q, (RC) i¢in f(x) = xb dir. ce C i¢in, 0 = cf(x) + f(x)d =
cxb + xbd = xb(c+d) ve boylece b(c + d) = 0 bulunur. Boylece (ii) saglanir.

(ii1) saglantyorsa, be Q  (RC) i¢in f(x) =bx dir. de C i¢in, 0 = cf(x) + f(x)d =
cbx + xbd = (c+d)bx ve boylece (c + d)b = 0 bulunur, O halde (ii1) saglanir.

(iv) saglaniyorsa, A, €C , ¢,deQ,(RC) i¢in f(x) = Ax + u(cx - xd) dir.

O=cf(x) +f(x)d=cAx+cu(cx-xd)+Axd+ p(cx—xd)d= cAx+cucx

—cuxd+ Axd+ pexd—puxd’=(Ac+ pc’)x+x(Ad—pud?)olur.
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Lemma 3.1.1°den, Ac + puc’*eC ve Ad —pud’eC elde edilir. Ac +
pc’+Ad—pud*eC = Ac+ uc’= pud’— AdeC bulunur. (iv) saglanmis olur.

Sonu¢ 3.1.9: f: R— R genellestirilmis tiirev ve ce R-C olsun. Her xe R i¢in
cf(x) = f(x)c ise f(x) = Ax+ u(cx +xc)ve Ac+ pc’ eC olacak bigimde 1, u €C
vardir.

Ispat: d = -c i¢in Sonug 3.1.8’in 6zel bir halidir. c¢ C oldugundan, d¢ C dir.
O zaman Sonug 3.1.8’in (iv) sikki saglanmak zorundadir. Boylece f(x) = Ax +
1 (cx+xc)ve Ac+ uc’ eC olacak bigimde A, u €C vardur.

Sonu¢ 3.1.10: f:R—R genellestirilmis tiirev ve ce R-{0} olsun. Her xeR
icin cf(x) + fix)c = 0 ise f(x) =z (cx + xc) ve ¢’ €C olacak bicimde x eC vardr.

Ispat: Sonug 3.1.8’in d = ¢ # 0 icin 6zel halidir. charR # 2 oldugundan Sonug
3.1.8’in (iv) sikki saglanir. f(x) = (cx + xc) ve uc’ eC olacak bigimde u eC
vardir.

Onerme 3.1.11: f:R — R genellestirilmis tiirev olsun. Eger, f(R) ile degismeli
olacak bi¢cimde a, beR elemanlar1 var ve {a, b, 1} kiimesi C-bagimsiz ise f = 0 dur.

Ispat: Her xeR igin, f(x)a = af(x) ve f(x)b = bf(x) olsun. a, bgC
oldugundan, Sonug 3.1.9 kullanilirsa asagidaki sonuglar elde edilir. Her xe R icin

f(x)=A,x+ u, (ax+xa)=4,x+ u, (bx+xb) (2.5)
ve L,a+ pu, a>eC , A,b+ u,b”>eC olacak bigimde A, u,, A,, u, €C vardr.
(2.5) bagmtisindan her xeR igin ((A4,—4,) +u,a— p,b)x + x(u,a— w,b) =0 elde
edilir. Lemma 3.1.1 kullanilarak z,a — x,beC ve {a, b, 1} kiimesi C-bagimsiz
oldugundan, x, = g, = 0 bulunur. Ayrica 4,a, A4,beC oldugu kullanilirsa, A4, =
A, =0 olur. Boylece her xe R i¢in f(x) =0 yani f = 0 bulunur.

Sonuc 3.1.12 : f : R—>R genellestirilmis tiirev olsun. f> genellestirilmis
tirevdir < V xeR i¢in f(x) = ax veya f(x) = xa olacak bigimde ae Q, (RC) vardir.
Ayrica, 2 =0 < a’=0, f(x) = ax veya f(x) = xa dir.

Ispat : (=) f* genellestirilmis tiirev olsun. Teorem 3.1.6 da f, = f,= f

aliarak uygulanirsa. (i) , (ii), (iii) siklarindan biri saglanir. Boylece f(x) = y x veya
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f(x) =ax veya f(x) =xa, y €C, aeQ, (RC) olacagindan, f sol ya da sag ¢arpim olur.
Bu ispatt bitirir.

Simdi varsayalim ki (iv) saglansin. O zaman f(x) = ax + xb = Ax + u(ax—
xb) olacak sekilde a,be Q,(RC) ve A, x €C vardir. Bu durumda

O=pax— uxb+ Ax—ax—xb=(u —ax+Ax—x(u +1)b

=((xg—-Da+A)x—x(u +1)b
olur. Lemma 3.1.1°den, (¢ — 1)a +4 €C oldugundan , (¢ — 1) = 0 veya aeC ve
benzer olarak (u# + 1)be C oldugundan, (u# + 1) =0 veya be C elde edilir. (x + 1)
=0 ve (#— 1) = 0 olmas1 durumunda da, yine a€ C ve be C elde edilir. f(x) = ax +
xb oldugundan, f sol ya da sag ¢carpimdir. Bu da ispati bitirir.

(<) Varsayalim ki f(x) = ax olsun. f* (x) = f(ax) = a’ x olur.
fPx+y)=a’(x+y)=a’x+a’y=£(x)+f(y)
£ (xy) =a’xy = * (x)y + x0(y)
oldugundan, f* genellestirilmis tiirev olur.

Varsayalim ki f(x) = xa olsun. f* (x) = f(xa) = xa’ olur.
fPx+y)=(x+y)a’=xa’+ya’=f (x)+(y)

f* (xy)=xya’+xa’y-—xa’y=(xa’ )y +x(ya’~ a’y) =f* X)y +1 . (y)
oldugundan, f* genellestirilmis tiirev olur.

Simdi ikinci kismini ispatlayalim.

(:=) £* =0 olsun. Bu durumda f* genellestirilmis tiirev oldugundan birinci
kisimdan, her xeR i¢in f(x) = ax veya f(x) = xa olacak bi¢imde ac Q, (RC) vardur.
Boylece f*(x) = a’x yani a’x = 0 bulunur. R asal halka oldugundan a*= 0 elde
edilir.

(<:) Her xeR igin f(x) = ax olsun. f*(x) = a’x = 0 oldugundan f>= 0
bulunur.

Benzer olarak f(x) = xa oldugu durum igin de f* = 0 sonucu elde edilir.
Uyan 3.1.13: Eger d, komiitatif olmayan R asal halkasmin tiirevi ve
charR # 2 ise [d(x),d(y)]=0 ise d = 0 oldugu [21] de ispatlanmistir. Ancak bu sonug

genellestirilmis tiirev igin dogru degildir. Ornegin, R = M, (F) olsun. ¢ = ¢,,— €.,
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olarak alimirsa f(x) = xc + cx genellestirilmis tlirevi i¢in [f(X),f(y)] = 0 saglanir.
Ustelik £ 0 dur.

Onerme 3.1.14: R komiitatif olamayan bir halka ve 0= f:R >R , [f(x), f(y)]
= 0 sartin1 saglayan genellestirilmis tiirev olsun. O zaman her xR ig¢in, f(x) = xc +

cx ve f(x)=y(x)c + @#(x) , olacak sekilde ce RC-C ve y, ¢ : R—C toplamsal

doniisiimleri vardir. Ayrica, ¢c” € C dir.

Ispat: Lemma 3.1.4°den f, C ye giden bir déniisiim olamaz. O halde f(y,) =
¢, ¢Z olacak y, eR eleman1 vardir. Hipotezden f(x) ¢,= c,f(x) yazilabilir. Sonug

3.1.9 kullamildiginda, f(x)=Ax + u(c,x + xc,) ve 4 ¢, + u c,’ eC olacak
bi¢imde 4 €C, 0% y €C vardir.c = uc, +% A ¢ C elemanimi alirsak, f(x) = xc + ¢x

ve ¢’ eC elde edilir. Ayrica, ¢ ve 1, f(R) ile degismelidir. f# 0 oldugundan, Onerme
3.1.11°den dolayr {f(x), ¢, 1} kiimesi C-bagimli olmak zorundadir. 7,4 : R—>R

toplamsal dontisiimler olmak tizere, f(x) = y (x)c + ¢ (x) elde edilmis olur.
[f,(x), f, (x)] =0 sartin1 saglayan genellestirilmis tiirevler:

Teorem 3.1.15 : R komiitatif olmayan halka, charR#2 ve f,, f,: R—>R
stfirdan farkli genellestirilmis tiirevleri igin,

[f,x), f,x)]=0, VxeR (2.6)
ise o zaman her xeR i¢in f, (x) = A f, (x) olacak sekilde 4 €C vardir.

Ispat : Y = {yeR | f,(y), f,(y) ve 1, C bagimsiz} , X = R — Y olsun. Bu
durumda her x € X i¢in

ogx)fix)+a,x)f,x)+ a,(x)=0 2.7)
olacak bicimde1=0, 1,2, 0# ¢, (x) €C elemanlar: vardir.

Teoremi dort adimda ispatlayalim.

1.Adim : Kabul edelim ki x,€X, 4 €C i¢in f (x,) — Af,(x,)€C olsun.
Bu durumda, her xe X i¢in f,(x) — A, (x)eC veya [f, (x), f,(Xx,)] =0 oldugunu

ispatlayalim.
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Varsayalim ki [f,(x), f,(x,)] #0 olsun. O halde f,(x)g¢C dir. (2.7)
bagintisindan,

-a,x)=a,(x) f,(x) + a,(x) f, (x) ve boylece

(o, (x) " oty () = £,(3) + (&, () @, (%) f,(x) €C
olur. B, =(a,(x)" a,(x) ile gosterirsek f,(x) — B, f,(x) eC, B, €C elde edilir.
[f, (x), f, (x)] = 0 bagintis1 lineerlestirilirse,

[£,(x), £, )] = [, (0, £, (0] , Vx, yeR 2.8)
bulunur. Ozel olarak x, € X igin, [f,(x), f, (x,)] = [, (X), f,(x,)] olur. f,(x) — B,
f, (x) eColdugundan aeCi¢in f,(x) = f.f,(x) +aveayricaf,(x,)— Af,(x,)eC
oldugundan beC i¢in f,(x,) = Af,(x,) + b yazilir. [f,(x), f,(x,)] = [f, (%),
f,(x,)] da yerine yazilirsa [ B f, (x) + a, f, (x,)] = [f, x), 4, (x,) + b] ve buradan

(B, = A) [, (), f,(x)]=0
bulunur. B, — A €C oldugu ve R nin asallig1 kullamilirsa =1 elde edilir. Boylece
[f, (x), f,(x,)] #0 sartim1 saglayan her xe X i¢in f,(x) — A f, (x)e C olarak ayn1 A
alnabilir. Buradan her xeR i¢in [f, (x), f,(x,)] =0 veya f,(x) — Af,(x)eC elde
edilir.

2. Adim: Teoremin

[f,x), f,(y)]=0ve[f,x),f,(y)]=0, Vx,yeR (2.9)
ek kosulu ile dogru oldugunu gosterelim. Onerme 3.1.14’den, VxeR ,c, eRC - C,
c, *eC,i=1,2 icin,

f.(x)=xc,+c,x=y,(xX)c, + ¢ ,(x) (2.10)
elde edilir. (2.10) esitlikleri (2.6) da yerlerine yazilirsa,

0=[r e, +¢,(x), 7,X)c, +¢,x)]

= 7.1Mey, 7, (X, 1+ [y (%), 7, (X)e, ]
=717, (X)c.c,]
Boylece ¢,,c, e RC—-C i¢in [c,,c, ] =0 elde edilir. O halde
0=[fx,f,®)]=[xc,tc,x,y,X)ec,+¢d,xX)]=yr,X[xc,+c,x,c,]

bulunur. Buradan herxeR,c,,c, € RC-C igin[xc,+¢c,x,c,]=0yani
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xc¢,c,— ¢c,Xxc,t¢c,xc,—c,c,x=0 (2.11)
olur. Lemma 3.1.1’den {c,c,, c¢,, ¢,, 1} kiimesi C-bagimhdir. Béylece c,c,=
ac,+ fBc,+r olacak sekilde o, f,7 €C vardir. Bunu (2.11) de yerine yazarsak
O0=x(ac,*pfc,tr)—(ac,+fc,+7)x—c,xc,tc ,xc,
=(a+c,)xc,T(f—<,)xc, —(ac,+fc,)x
elde edilir. Boylece Lemma 3.1.1°den {c,, c¢,, 1} kiimesi C-bagimlidir. O zaman
A,peCi¢in c,= Ac,+p yazilabilir. (2.10) bagintisindan, f,(x) =xc,+ c,x =
x(Ac,+p)+ (Ac,+tp)x = Af,(X) + 2 px elde edilir. Bu sonu¢ hipotezde yerine
yazilirsa,
0=[fx),f,®]=[fx), 4 f,x)+2px]
= 2p[£,0,x1=2p[7, (X, + ¢,()x]=2p 7 ,([c,, x]
ve bdylece her xeR i¢in
2py ,(x)=0veyalc,,x]=0
bulunur. ¢, ¢C oldugundan 2 p y ,(x) = 0 olur. y,#0 oldugundan 2 p= 0 elde
edilir. Boylece her xeR i¢in f,(x) = Af,(x) olacak bigimde A €C vardir. Bu da
ispati bitirir.
3. Adim : X = R oldugu durumda teoremin dogru oldugunu gorelim. X = R

olmasi, her yeR i¢in f,(y), f,(y) ve 1’in C bagimli olmasi1 demektir. f, #0 ve R
komiitatif olmadigindan, Lemma 3.1.4°den f,: R— C olamaz. O zaman f, (x,)&C
olacak sekilde bir x , e R vardir. «,(x,) #0 dir. Boylece

o, (x,) f,(x,) + a,(x,) £, (x,) + a,(x,)=0
olur. Buradan —a, (x,) ™" a,(x,) = f,(x,) + a,(x,) " a,(x,) f,(x,)eC elde edilir.
O halde x,eR, 4 e€C iin f (x,) - Af,(x,)€C olur. Bu durumda 1. adimdan,
her xeR i¢in

[f,(x), f,(x,)]=0veyaf, (x)— Af,(x)eC
elde edilir. Burada eger her xeR icin f,(x) — Af,(x)eC ise F(x) = f,(x,) —
Af,(x,)eC bulunur. Yani F : R— C genellestirilmis tiirevdir. Bu durumda F = 0

olur. O halde her xeR i¢in f, (x) = A f, (x) bulunur. Bu da ispat1 bitirir.
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Eger VxeR icin [f, (x), f,(x,)] = 0 ise, a,(x,) #0 dir. ,(x,) =0 ise
f,(x,)€C olur. Ancak f,(x,)¢C oldugundan celiskidir. Yani her x,eR icin
a,(x,)# 0 dir. Bu durumda 3. adimin basina doniiliir. Boylece her x, yeR i¢in

[f,(x), f,(y)]=0veyaf (x)— Af,(x)eC
sonucuna ulasilir. Her x, yeR i¢in [f, (x), f, (y)] = 0 ise 3. adimin basina doniiliip,
f, yerine f, alinarak devam edilirse benzer sonuglar f, i¢in de ispatlanir. Yani, her
X, yeR icin, [f, (x), f,(y)] = 0 ve [f,(x), f,(y)] = 0 dir. Bu durumda da 2. adim
kullanilarak teorem ispatlanir.

4. Adim : 3. adimda X = R oldugu durumda teoremin dogrulugu ispatlandi,
simdi X = R olmak zorunda oldugunu goérelim.

Varsayalim ki X# R olsun. Y nin tanimindan, a=f,(y,),b=1,(y,) ve 1, C-
bagimsiz olacak sekilde bir y , € Y vardir. (2.6) bagintisindan, 0 = [f, (x), f, (x)] =[a,
b] yani ab = ba bulunur. f, genellestirilmis tiirev oldugundan, & , tiirev,1=1, 2, her
X, z€ R i¢in

f, (xz)=f,(x)z+x0 ,(2) (2.12)
dir. (2.8) bagintisinda, y yerine y,, x yerine xz alinirsa, [f,(x)z + x0,(z),b] =
[f, (x)z + x0,(z),a] ve bdylece

(af, (x) — bf,(x))z — f, (x)za + f,(X)zb + x(J,(z)b — J,(2)a) + axJ,(z) —
bx d,(z)=0 (2.13)
elde edilir. Burada

F,(x) = af, (x) — bf, (x) H,(z) =06,(z)b—- 5, (z)a c, =1

F,x)=-1,(x) H, (z) =9,(2) c,=a

F,(x)=1,(x) H,(z)=-9,(2) c,=b

olarak alinirsa, (2.13) ifadesinin

3
F,(x)zc, + Z ¢, xH,;(2)=0

3
=1 Jj=1

1
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bi¢iminde oldugu gériiliir. Burada a, b ve 1, C-bagimsiz oldugundan, Onerme

3
¢,xq, ve H,(z) = z q,za; ,q,;<€Q,(RC) elde edilir.

Jj=1

3.1.2°den F ; (x) = —

3
i=1

Yani,
F,(x)=1f,(x) = —xq,;—axq,;— bxq; (2.14)
-F,(x)=1,(x)=xq,,taxq,,+ bxq,, (2.15)
F,(x) = af, (x) — bf, (x) = —xq,, —axq,, —bxq, (2.16)
-H,(z)=06,(z) =—q;,z—q,za—q 4 2zb (2.17)
H,(z)=9,(z)=q, z+q,za+q,zb (2.18)
H,(z)=6,(z)b - 06,(z)a=q,,z+q, za+ q,5zb (2.19)

olur. Simdi q, elemanlarina bakahm. i = 1 i¢in, (2.12) bagintis1 alimp (2.14) ve

(2.17) kullanilirsa,

0 =-xzq,;— axzq,;— bxzq s,
= —X{;Z— aX( ,; Z— bX( 33 Z — X( 3, Z — Xq 3, Za — X( 33 Zb
=x(q32+q5,z+q;,za+q;zb—2q,;5) + ax(q,;Z —2q ,;)
+bx(q;3;2—2q53)
= X((Q1y+ 432+ Q3,23+ Q5372b — 2q,,) + ax[q ,.2] + bx[q 3, 7]
elde edilir. Lemma 3.1.1°den, herzeR i¢in[q,;,z] =0 ve [q;;,z] =0 ve (q,3Tq5,)z
+q3,za + q 5, zb—2zq,; =0 bulunur. O halde
d,935 €Cve(q,;+95)z+q;,za+ qy;zb—2q,,=0 (2.20)
olur. Benzer islemler f, i¢in yapilirsa
5,95, €Cve(q,,+q,)z2+q,za+tq,zb—2zq,=0 (2.21)
elde edilir. Ayrica J, tiirev ve q;,, q;; € C oldugu (2.17) de kullanilirsa, o, (xz) = —
Q3 XZ — (3, XZa — 33, Xzb ve buradan &, (x)z + X0, (2) = — q5,XZ — q;,XZa — 5, Xzb
olur. Boylece — q,,xz — q3,Xaz — q,;;Xbz — Xq;,Z — Xq3,aZ — Xq;; bz + q5,xz +
q;, Xza + q 4, xzb = 0 elde edilir. O halde her x, ze R i¢in (q;,xa+ q4;Xb+xq;,)z=

0 olur. R nin asallig1 kullanilarak q,a + q,;xb + xq;, =0 bulunur. Buradan q,a +
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qs; b+q;,= 0 olur. Benzer olarak &, tiirev oldugundan, q,,a+ q,;b+ q,,= 0 bulunur.
Bu buldugumuzu (2.20) bagintisinda kullanalim.
0= (q,;795)z+tqs2za+qs;2zb—2q,,
= (@3t 495)z T 2(qpa+q5b) - zq,; + 245 —2q;,
= (A3 952 T2d52+q5D+q5)-2(q;3+q5)

= (q;3tq3)z2—-2(q;5t q5)
olur. Boylece q,;+ q,, €C elde edilir. Benzer olarak (2.21) den, q,,+ q,, €C

bulunur.

(2.16) da, (2.14), (2.15) ve q ; elemanlariyla ilgili bulduklarimizi kullanirsak,
a(xq,+ axq,+ bxqy, ) — b(— xq;— axq,;— bxqy;) = —Xq;;— axq, — bxqy, ve bu
esitlikten

0=axq,,+a’xq,,+abxq,, + bxq,; + baxq,; + b’ xq;, + Xq,, + axq,, + bxqy,

=xq;, H( g+ 952t (q13+ q3)b+qpa’ g+ qy)ab +q5, b7 )x

bulunur. Lemma 3.1.1 kullanilirsa, q,, €C ve ( q,,+ q,)at (q;+ q3)b +
4,2 Q.+ qs,)ab + qb° €C elde edilir. O halde her xeR igin (q,,+( q,,+
q,)a+(q;5+qs)b+q,a’+(q,+qs)ab+q;,b*)x =0 olur. Buson ifadeden de
~q,,=(q;, +q5)a+(q37q5)b+qa"+(q,+ q5)ab+ gy, b7 elde edilir,

qs,a T g3 btq;,= 0 bagintisini b ile, q,,at+ q,;b+ q,,= 0 bagintisini a ile
carparsak q,,ab + q;b* +q;,b=0ve q,,a’+ q,,ab+ q,, a= 0 ifadeleri elde edilir.
Bunlan istteki bagintida kullanirsak, q,a + q,;b + q,, = 0 bulunur. Simdi

q, elemanlart ile ilgili bildiklerimizi yazalim. q,,,q,,, 923, 93559335 92T Qa1 45+

q; €Cve
qQutq,atq;b=0,1=1,2,3 (2.22)
dir. Bulunan sonuglar (2.14) bagmtisinda kullanilirsa, f,(x) = — xq,;— axq,—

bxqy+ X Q=X gyt X qua—xquatxqub=—x(q;*q5) —x(qa+ qyb) -
(qpza + qi3b)x + x(q5,+ q;5,a + q43b) bulunur. Benzer olarak (2.15) bagintisinda

(2.22) kullanilirsa,

24



f,(x)= —x(q;379q3) —x(q,a+q33b) — (g2 + g3 b)x

f,(x)=x(q,,7q,) Tx(qatq,b)+(gnratqy,b)x

ifadeleri bulunur.

N 1 1
¢, ¢, a, B, v, yeColmak lizere, { = _E(q13+q31)a ¢ = E(q12+q21)a

A& =—quy, B=qy, ¥=04y,T =—(,, ile gosterelim. Bu durumda

1
u=¢+aa- fb= _E(q13+q31)—qz3a_q33b
1
t=¢+ra- fb= _E(q13+q31)_Q3za_Q33b
1
v=¢tya-tb= 5(q12+q21)+qzza+q32b

1
s=¢+ya— ab:g(q12+q21)+q22a+q23b

olarak tanimlanirsa, .

f(x)=ux+xt, f,(x)=vx+xs (2.23)
oldugu goriiliir.

Bulunan u, t, s, v katsayilari, en basta secilen y, €Y eleman: i¢in dogrudur.
Farkli ye Y elemanlart i¢in, fakli a, b elemanlar1 ve y’ye baglh farkli u(y), t(y), s(y),
v(y) katsayilar1 bulunacaktir. O halde herhangi bir ye Y i¢in,

fix)=ux+xt=u(y)x +xt(y), f,(X)=vx+xs=v(y)x +xs(y)
yazabiliriz. Bu esitliklerden (u(y) —u)x + x(t(y) —t) = 0 ve (v(y) — v)x + x(s(y) — s) =
0 olur. Lemma 3.1.1 kullanilirsa, u(y) — u, t(y)-t, v(y) — v, s(y) — se C elde edilir.
Buradan, u(y) —u— t(y) + t= ¢ (¥} @ (y)a(y) = By)b() - £ — @a+LSb- ¢ (y)
z(y)a(y) + B(b(y) ¢+ 7a—fb = (a(y) -7 (y)a(y) - (a—7)aeC ve benzer
olarak, v(y) —v—s(y) + s=(a (y) =7 (y))b(y) — (¢ —7 )b e C bulunur.

Varsayalim ki @ = 7 olsun O zaman (& (y) —7 (y))a(y) € C olur. Buradan
a (y)¢ C oldugundan her yeR i¢inea (y) —7 (y) = 0 yani « (y) =7 (y) elde edilir. O
halde her ye R i¢in a (y) =7 (y) veya her ye R i¢in « (y) # 7 (y) dir.

Eger a (y) # 7 (y) ise,

fi(y)eCa+Cvef,(y)eCb+C (2.24)
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olur. @ = 7 oldugu durumda da (2.24) ii elde etmeye calisalim. Bu durumdau=t, v
=s olur. O zaman f,(x) =ux + xu, f, (x) = vx + xv elde edilir. Ayrica u(y) —u € C
oldugundan, u(y) - u = ¢ (y)+ a(y)aly) - S(y)b(y) - ¢~ aa +fb =qeC ve
boylece a (y)a(y) — S(y)b(y) =q— {(y) + {+taa—-LbeC + Ca + Cb bulunur.
Benzer islemler, v(y) — ve C i¢in de yapilarak,

a (y)a(y) - f(y)b(y)eC+Ca+Cb

y (V)a(y) —a (y)b(y)e C + Ca+ Cb
elde edilir. Bulunan birinci bagintiyt «(y) ile, ikinciyi f(y) ile carparsak,

a(y)*a(y) —a(y) B(y)b(y)eC + Ca + Cb, B(y)y(y)a(y) —f(y)a (y)b(y)eC +

Ca+Cb ifadeleri bulunur. iki bagintiyr topladigimizda i = 1 ve her ye Y igin (o (y)* —
L)y ), (y)eC + Ca+ Cb elde edilir.

Benzer olarak, birinci bagintiy1 y (y) ile, ikinci bagintiy1 « (y) ile ¢arparsak,

i=2veheryeYigin, (a(y)’-B(y)y(y)) f,(y)eC+ Ca+ Cb bulunur.

Eger her ye Y igina (y)*— B (y) 7 (y)# 0 ise

f,(y), f,(y)eC+Ca+Cb (2.25)
olur.

a(y)’-B(y)y(y) = 0 olacak bigimde bir yeY elemam oldugunu
varsayalim. Bu durumda y (y)u(y) — a (y)v(y) = 7 (y)(¢ ()T a (y)a(y) — B (y)b(y))
—a(y) (&@y) + raly) — (b)) = yMEE) —a@EE) + (a(y)’-
B ()7 (¥) bly) ve bdylecey (y)u(y) — a (y)v(y) = 7 (¥)& (y) —a ()& (y) €C elde
edilir. y (Y)u(y) — a (y)v(y) = p eC ile gosterirsek, y (y)f;(x) - a(f,(x) =
y MQy)x + xu(y)) — a (NVE)X +xv(y)) = (7 Muy) — a (V)X + x(7 (u(y)
—a((y)v(y)) = px+xp =2 pxolur. Yani, her xe R i¢in

yWti(x) - af,x)=2px (2.26)
elde edilir. Burada p= 0 ise, Y bos kiime olmadigindan, y(y) =a (y) = 0 olur.
Baylece, f, (x) = v(y)x + xv(y) = 2 £ (y)x bulunur. O halde [f, (x),x] = [2 & (y)x,x] =0
olur. Benzer islemler f, (x) i¢in de yapilirsa, 1= 1, 2 ve her xe R i¢in,

[f; (x),x] =0
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elde edilir. Yani f,ve f, degismeli doniistimlerdir. [10] dan, 1 =1, 2 ve her xeR i¢in
f,(x) = A,x +u,(x) olacak sekilde A, €C eleman1 ve u,: R—C toplamsal
dontisimil vardir. O halde A,f,(x) — 4,f,(x) = A, 4, x +1,(x) — 4, 4, x —p,(x)eC
dir. Yani her xe R i¢in £, (x), f, (x), I C-bagimlidir. Ancak bu sonug Y # J olmasiyla
celistiginden varsayimimiz yanlistir, o #0 olmak zorundadir. Buldugumuz bu
sonucu ve f,= ux + xu esitligini (2.26) da kullanirsak f, degismeli, f, = vx +xv
esitligini kullanirsak f, degismeli bulunur ve ayni celiskiye ulasilir. O halde
varsayimimiz yanhstir, her yeY icinea (y)>—B(y) 7 (y)#0 yani i =1,2 ve her ye Y
icin f, (y)e C + Ca + Cb olmalidir.

Yani «a(y) =7 (y) oldugu durumda da, a(y) # 7 (y) oldugu durumda da
(2.25) bagintisi elde edilir.

Simdi, F: R—->C + Ca + Cb, F(x) = pf,(x) + p, f,(x) bi¢cimindeki
dontisiimlerin C-kombinasyonlar1 bulalim. Burada (2.23) bagintis1 kullanilirsa, F(x)
= (pu +p,v)x + x(p,t +p,s) bulunur. Yani F : RC—RC genellestirilmis i¢
tirevdir. Ayrica R ve RC nin genisletilmis merkezi C aynidir. Bu durumda F :
RC—C + Ca + Cb bir doniisim oldugundan, her xe RC i¢in a ve b, F(x) ile
degismelidir. Onerme 3.1.12°den a, b elemanlar1 f(RC) ile degismeli ve {a, b, 1}
kiimesi C-bagimsiz oldugundan F = 0 olmak zorundadir. O halde her xeR i¢in
o f,(x)+ p, f,(x)=0olur.

Eger p, #0 veya p,#0 ise, {f (x), f,(x), 1} kiimesi C bagimli olur ve
Y # J olmasiyla ¢elisir. O halde p,= p,= 0 olmak zorundadir. Yani f, ve f, nin, C +
Ca + Cb kiimesinde sifirdan farkli C-kombinasyonlar1 yoktur.

Simdi f,: X—C seklinde olamayacagimi gorelim. Boyle olsaydi, (2.25)
bagmtisindan, f,: R — C + Ca + Cb seklinde bir doniisiim olurdu ve f, = 0 ¢eliskisi
elde edilirdi. O halde f, (x,)2C olacak sekilde bir x, € X elemani1 vardir. (2.7)
bagintisindan «,(x,)#0 ve f,(x,) — Af,(x,)eC elde edilir. Bu sekilde bir x|,
eleman1 bulundugu i¢in 1. adimdan, f,(x) — Af,(x)eC veya [f, (x), f,(x,)] =0

olur. Burada (2.25) kullanilirsa, her x € R i¢in,
f(x)— Af,(x)eC+Ca+Cbveyalf,(x),f,(x,)]=0
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elde edilir. Brauer’s Trick’ten, her xeR i¢in f,(x) — A1, (x)e C + Ca + Cb veya her
xeRi¢in [f, (x), f, (x,)] = 0 olmalidir. Eger her xeR i¢in f,(x) — Af, (x)eC + Ca
+ Cb ise, f; ve f, nin sifirdan farkli C-kombinasyonlari vardir. Ancak bu daha once
buldugumuz f, ve f,nin sifirdan farkli C-kombinasyonlar1 olamayacag1 sonucuyla
celisir. O halde her xeR i¢in [f, (x), f, (x,)] = 0 olur.

a,(x,)#0 olacak sekildeki her x,eX eleman i¢in yukaridaki sonuca
ulasilir. ¢,(x,) = 0 olan x, elemanlar i¢in ise, f, (x,) € C olacagindan yine [f, (x),
f, (x,)] = 0 kosulu saglanir. O halde bulunan sonug¢, X kiimesinin her elemani i¢in
dogrudur. Her xe R ve ze X i¢in,

[f, (%), £,(2)] =0
olur. Eger x ile z, Y kiimesinin elemant ise, (2.25) den f,(x), f,(z)eC + Ca +Cb
bulunur ve yine [f, (x), f,(z)] = 0 elde edilir. x, € X olsa da, x, €Y olsa da ayni
sonug elde edildiginden, her x, yeR i¢in [f, (x), f,(y)] = 0 elde edilir. Benzer
islemleri f,(x) i¢in yaparsak her x, yeR i¢in [f,(x) f,(y)] = O bulunur. Bu da 2.

adimin basindaki kosulun saglanmasi demektir. Kosul saglandigindan, 2. adimdan

devam edilirse, her xeR i¢in, f,(x) = Af, (x) olacak sekilde A €C vardir. O zaman
her xeR i¢cin {f,(x), f, (x),1} kiimesi C-bagimlidir. Yani Y kiimesi bos kiimedir.

X=R olur. Buradan da 3. adim kullanilarak ispat tamamlanir.

3.2 E. Albas, N. Argacg, Generalized Derivations of Prime Rings, (2004)

Bu makale boyunca R asal halka olarak alinmistir.

Lemma 3.2.1: d : R—>R tiirev olsun. d(R)cR ise d = 0 veya R halkasi
komiitatiftir.

Lemma 3.2.2: [32, Teorem 2] d : R— R sifirdan farkl: tiirev olsun. Eger her
xeR i¢in [d(x),x] € Z ise R halkasi komiitatiftir.

Lemma 3.2.3: [27, Teorem 3] charR # 2 ve d, R halkasinin tiirevi olsun. Eger
d’(R) cZise d =0 veya R halkas1 komiitatiftir.
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Lemma 3.2.4: [11, Teorem 1] charR#2 ve J, R halkasinin bir ideali ve
f:R >R toplamsal doniisiim olsun. Eger her xeJ icin xf(x) + f(x)x = 0 ise her xel
icin f(x)=0 dir.

Lemma 3.2.5: [14, Teorem 1] R bir asal halka ve d:R— R bir tiirevi olsun.
n>1 sabit bir tamsay1 olmak tizere, her xe R i¢in d(x)" =0 ise o zaman d = 0 dur.

Lemma 3.2.6 : [7, Uyar1 2.3.1] R bir asal halka ve qe O, (R,) olsun. q
eleman, R halkasinin her elemaniyla yer degistiriyorsa o zaman g € C dir.

Lemma 3.2.7: [12, Lemma 1] R bir asal halka vea,,b, € O,(R.) olsun. Her
x € Rigin Zaixbi =0 ise o zaman tiim g,lerin veya tiim b, lerin hepsi sifir
olmadik¢a a, ve b, elemanlar1 C-bagimlidirlar.

Lemma 3.2.8: [30, Lemma 1] q,, b,, ¢;, d,€QO.(R) ve 1<i<m, 1<j<n

i

m n
olmak iizere her xeR i¢in Zaixbi +ZC].xd, =0 olsun. Eger a,,a,,...,a, C-
i=1 j=1

bagimsiz ise, b, ler d,,d,,...,d, ile C-bagimhdirlar. Benzer olarak b,,b,,...,b, C-
bagimsiz ise, a, ler c,,c,,...,c, ler ile C-bagimhdir.
Lemma 3.2.9: [12, Onerme 8] R bir asal halka olsun. 1<i<k ve

1< j<nigin a,c,eR ve f,:R—>R ve h :R—> R herhangi doniisiimler olmak

n k
lizere her x, zeR igin ij(z)xaj+Zcizhi(x)=0015un. {a,,a,,..,a,} ve
=1 i=1

{c,,c,,...,c,} kiimeleri C-bagimsiz ise o zaman

k n
fi(2)= —Zcizqij ve h,(z) = Zqijxaj
i=1 j=1

olacak sekilde ¢, € O,(R.) vardir.

Lemma 3.2.10 : [23, Lemma 2] R bir asal halka ve f:R — R. her x,yeR
icin f(xy) = f(x)y kosulunu saglayan bir toplamsal doniisiim olsun. O zaman her xe R
icin f(x) = gqx olacak sekilde qe O (R.) vardir.

Lemma 3.3.11 : [23, lemma3] R komiitatif olmayan halka ve F : R—>C

genellestirilmis tiirev olsun. O zaman F = 0 dur.

29



Lemma 3.2.12 : [23, Sonu¢ 5] d : R—R genellestirilmis tiirev olsun. d*
genellestirilmis tiirevdir. <> her xeR igin f(x) = ax veya f(x) = xa olacak sekilde
aeQ,(RC) vardir. Ayrica,d” =0 <> a’=0 d(x) = ax veya d(x) = xa dir.

Lemma 3.2.13 : [30, Teorem 13] R degismeli olmayan asal halka, g, veg, R
halkasinin sifirdan farkli genellestirilmis tiirevleri olsun. Her xeR igin
[g,(x),g,(x)]=0 ise o zaman herx eR i¢in g,(x) = Ag,(x)olacak sekilde 1 eC
vardir.

Lemma 3.2.14 : R degismeli olmayan bir halka ve R nin sifirdan farkli bir
genellestirilmis tiirevi (d, @ ) olsun. Her xeR i¢in [x,d(x)] = 0 ise 0 zaman her xe R
i¢cin d(x) =4 x olacak sekilde A € C vardir.

Ispat : I(xy) = xy = I(x)y + x0(y) seklinde yazilabildigi i¢in, R iizerinde birim
doniigiim, R iizerinde sifir donilisiimii ile belirlenen genellestirilmis tiirevdir.

Hipotezden 0 = [x,d(x)] = [I(x),d(x)] elde edilir. Burada Lemma 3.2.13
kullanilirsa, her x e R i¢in d(x) =4 x olacak sekilde A € C vardir.

Teorem 3.2.15: R degismeli olmayan bir halka ve R halkasmin bir
genellestirilmis tiirevi (d, & ) olsun. Her x,yeR i¢in d([x,y]) = 0 ise 0 zaman d = 0
dir.

Ispat: Her x,yeR icin d([x,y]) = O olsun. y yerine yx alinip hipotez
kullanilirsa, her x,y €R i¢in, 0 = d([x,y]) = d([x,y]x) = d([x,y]Dx + [x,y]a (X) =
[x,y] & (x) elde edilir. Buradan her r,x,y €R i¢in

[x.yrla (x)= [xy]ra (x)+ y[x,r]a (x)=0
olur. Yukaridaki bagintida toplamin ikinci terimi sifir oldugundan, [x,y]R a (x)=0
bulunur. R bir asal halka oldugundan, son esitlik xeZ veya « (x)=0 olmasim
gerektirir.

R halkasinn H = {xeR| xeZ} ve K = {xeR| a(x)=0} alt kiimelerini
tanimlayalim. H ve K, HUK = R olacak sekilde R halkasinin iki toplamsal alt
grubudur. Fakat bir grup iki 6z alt grubunun birlesimi seklinde yazilamadigindan,
R=H veya R = K olmalidir. R degismeli olmayan bir halka oldugundan R= H dir,
R=K olmalidir. Bu ise @ = 0 demektir. Boylece Lemma 3.2.10’dan her xeR i¢in

d(x) = gx olacak sekilde qe Q,(R,.) vardir. Oyleyse hipotezden, d([x,y]) = q[X,y] =0
elde edilir.

30



Son esitlikte y yerine yr yazilirsa, her r,x,y €R i¢in 0 = q[x,yr] = q[x,y]r +
qy[x,r] = qy[x,r] olur. R degismeli olmayan bir asal halka oldugundan, q = 0 dir. Bu
durumda d(x) = qx oldugundan d = 0 elde edilir.

Teorem 3.2.16: R degismeli olmayan halka ve (d,«) R halkasinin bir
genellestirilmis tiirevi olsun. Her x,y €R i¢in d([x,y]) = [x,y] veya d([x,y]) = — [X,¥]
ise o0 zaman sirastyla d=1, veyad=-1, dir.

Ispat: Her x,yeR i¢in d([x,y]) = [X,y] oldugunu kabul edelim. y yerine yx
almip hipotez kullanilarak, her x,y €R i¢in, d([x,y x]) = d([x,y]x) = d([x,y])x +
[x,y]a (x) = [x,y]x olur ve buradan [x,y]a (x) = 0 elde edilir. Teorem 3.2.15 in
ispatindaki benzer islemler yapilarak ¢ = 0 bulunur. Boylece Lemma 3.2.10 dan,
d(x) = gx olacak sekilde qe Q.(R.) vardir. Bulunan bu sonug¢ hipotezde
kullanilarak, her x,y € R i¢in d([x,y]) = q[x,y] = [X,y] elde edilir. Bu esitlikte x yerine
rx, re R alinirsa, q[rx,y] = [rx,y] ve bdylece qr[x,y] = r[x,y] bulunur. Buradan her x,
yeR i¢in (qr — r)[x,y] = 0 dir. Son esitlikte x yerine zx yazildiginda, her r,x,y,z € R
icin (qr — r)z[x,y] = O elde edilir. R halkas1 sifirdan farkli degismeli olmayan bir asal
halka oldugundan, (qr — r) = 0 veya [x,y] = 0 yani her r €R i¢in qr = r bulunur. Bu
ise d =1, demektir.

Her x,y R i¢in d([x,y]) = — [x,y] oldugunu kabul edelim. Ilk durumdaki
benzer islemler kullanilarak, re R i¢in qr =—r ve buradan dad =—1, elde edilir.

Sonu¢ 3.2.17: R degismeli olmayan bir halka ve (d,«) R halkasinin bir
genellestirilmis tlirevi olsun. Her X,y €R i¢in d(xy ) = xy veya d(xy) = — Xy ise 0
zaman srastylad =1, veya d=—1, dir.

Ispat: Her x,y R icin d(xy ) = xy ve d(yx) = yx oldugundan d([x,y]) = d(xy
—yx) =d(xy) — d(yx) = xy — yx = [x,y] yazabiliriz

O zaman Teorem 3.2.16 dan d = I , bulunur. Benzer bi¢cimde d(xy) = — xy ise
d=-1;olur.

Teorem 3.2.18: R halkasimnin bir genellestirilmis tiirevi (d,« ) olsun. d, R
tizerinde homomorfizma (sirasiyla, ters-homomorfizma) olarak hareket ediyorsa o
zamand =0veyad=1, dir.

Ispat: Tlk olarak d nin, R iizerinde bir homomorfizma olarak hareket ettigini

kabul edelim. O zaman her x,y €R i¢in
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d(xy) = dx)d(y) = d(x)y + xa (y) (2.27)
olur. (2.27) de y yerine yz alinirsa, her x, y, ze R i¢in d(x)d(yz) = d(x)yz + x @ (yz)
bulunur. Buradan (d,«) bir genellestirilmis tiirev ve « bir tiirev oldugundan,
dx)d(y)z + dx)ya (z) = dx)yz + xa(y)z + xya (z) bagintisina ulasilir. Son
esitlikte (2.27) kullanilirsa, dX)yz + xa (yz) + dX)ya (z) = dX)yz + xa (y)z +
xy a (z), buradan her x,y €R i¢in (d(x) — x)R & (z) = 0 elde edilir.

R nin asalligindan, (d(x) — x) = 0 veyaa (z) = 0 yani d, R {izerinde birim
doniigiimdiir veya o =0 dir.

[lk olarak d, birim doniisiim olsun. O zaman genellestirilmis tiirev tanimindan
d(xy) = I(xy) = [(X)y + xa (y) = Xy olmasi1 i¢in = 0 olmalidir. Boylece her iki
durumdan a = 0 elde edilir. Lemma 3.2.10 dan d(x) = qx olacak sekilde qe O, (R.)

vardir. Boylece (2.27) den her x,y €R i¢in qxy = gxqy olur. Bu ise, her x,y €R i¢in
gx(qy —y) = 0 olmasin1 gerektirir. R nin asalligindan, q =0 veya her yeR i¢in qy =y
elde edilir. Buise d =0 veyad =1, demektir.

Simdi d genellestirilmis tiirevinin R iizerinde ters-homomorfizma olarak
hareket ettigini kabul edelim. O zaman her x,y €R i¢in d(xy) = d(y)d(x) = d(x)y +
x (y) olur. Bu bagintida x yerine xy alinirsa, d(y)d(xy) = d(xy)y + xya (y) ve
buradan da d(y)d(x)y + d(y)xa (y) = d(y)d(x)y + xy @ (y) bulunur. Bu baginti, her
x,y €eRicin d(y)x a (y) = xy & (y) esitligini verir. Buradan x yerine d(x) yazilip, d nin
R iizerinde bir ters homomorfizma oldugu kullanilarak, her x,y € R i¢in d(y)d(x) & (y)
= dxy)a (y) = dX)ya (y) bulunur. d ayn1 zamanda bir genellestirilmis tiirev
oldugundan, her x, yeR i¢in d(xy)a (y) = dX)ya (y) + xa (y)* = d(X)y a (y) olur.
Buradan her x,y €R icin, xa (y)* = 0 yani Ra (y)* = 0 elde edilir. Béylece her y
eR icin a(y)® =0 olur. Lemma 3.2.5 den a= 0 dir. O zaman Lemma 3.2.10 den
d(x) = gx olacak sekilde bir qe O, (R.) vardir. d doniisiimii R iizerinde ters
homomorfizma olarak hareket ettiginden, her xe R i¢in d(xy) = qxy = qyqgx dir. Bu
esitligin her iki tarafi sagdan r ile carpilarak, her r,x,y €R i¢in, qxyr = qyqxr bulunur
ve yine ayni esitlikte x yerine xr alinarak, qxry = qyqgxr elde edilir. Son iki esitlik
karsilagtirilirsa, her r,x,ye R i¢in

qx[r,y] =0

32



esitligine ulasilir. R halkasinin asalligi kullanilirsa q = 0 veya [r,y] = 0 buradan da
g=0 veya R degismeli bulunur. O halde d = 0 veya R degismelidir.

R degismeli ise d(xy) = d(y)d(x) = d(x)d(y) yani d homomorfizma olur.
Teoremin birinci kismindan, d = 0 veya d = I, elde edilir. Bdylece teoremin ispati
tamamlanir.

Teorem 3.2.19: R halkasinin iki genellestirilmis tiirevi (d, ) ve (g, f) ve
acR olsun. Her xeR i¢in ad(x) = g(x)a ise o zaman asagidaki kosullardan biri
saglanir.

(i) ae C dir. Bu durumda a = 0 veya d = g dir.

(ii) HerxeRicin a(x)=[xp], d(x) =wx +xp, f(x)=[q.x], gx) =px —
xq olacak sekilde qe Q.(R.)ve we Q,(R )vardir. Ustelik, bu durumda qae C, qa +

aw = ( dur.

Ispat : Her xeR icin

ad(x) = g(x)a (2.28)
oldugunu kabul edelim. (2.28) de x yerine xr alinirsa, her r,xe R i¢in

ad(x)rtax « (r)-g(x)ra-x g (r)a=0 (2.29)
elde edilir.

F,(x)=ad(x), F,(x) =-gx), Hi() =-F®a, H, () = a (), a =1, a,=a,

¢, =1, ¢, =a olarak se¢ildiginde (2.29) bagintisinin,
2 2
ZFj(x)raj +20ixHi(r) =0
j=1 i=1

formunda oldugu goriiliir. Burada iki durum s6z konusudur:

D aeCise o zaman a =0 veya d = g dir.
aeC ise her xeR i¢in 0 = ad(x) — g(x)a = ad(x) — ag(x) = a(d(x) — g(x)) olur. R
halkasi asal oldugundan a = 0 veya d = g elde edilir.

IT) ag Cise {l,a} kiimesi C-bagimsizdir.
{1,a} kiimesinin C-bagimli oldugunu varsayalim. C cisim oldugundan, ax + 1y = 0
olacak sekilde 0# x,y € C elemanlar1 vardir. Bu esitlikten ax = 1(—y) yani ax(-y) ' =
1 bulunur. x(—y) "' = be C ile gosterilirse, ab =1 ve bdylece ae C elde edilir. Bu sonug

a¢ C olmasiyla gelistigi i¢in varsayimimiz yanhistir, {1,a} kiimesi C-bagimsizdir.
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Buradan 1, j = 1,2 olmak iizere Lemma 3.2.9 dan, her r,xe R i¢in
2 2

F,(x)= —Zciqu. ve H, (r) Zqura‘i
i=1 =1

olacak sekilde q,; € O, (R.) vardir. O zaman

ad(x) =—xq,,—ax q, (2.30)
g(x)=xq,, taxq, (2.31)
—p(Ma=q,r+qp,r (2.32)
a(r)=q,r+tqyra (2.33)

elde edilir. (2.30) da x yerine xz, zeR almarak, ad(x)z + ax a(z) = X q;,—

ax(q,, bulunur. Son esitlikte (2.31) ve (2.33) kullanilarak, x(z q,,— q,,z) + ax(q,,za +
Z q,, ) = 0elde edilir. {1,a} kiimesi C-bagimsiz oldugundan, Lemma 3.2.7 ve Lemma
3.2.6 goz Oniine alinarak, 1x(z q,,—q,,2) + ax(qn,za + z q,,) = 0 ve buradan da
[z,9,,]=0ve (qyza+ z(, ) =0 bulunur. O halde q,, €C ve (q,,za+zq,,)=0
dir. Lemma 3.2.7 den, son bagmt1 q,, €C ve q,a =— q,, bagmtilarin1 gerektirir.
(2.31) de x yerine xr aliip, (2.31) kullanilirsa, her r,x eR i¢in x( £ (r) +[q,,,r]) =0
elde edilir. Boylece R nin asalligindan, her r eR i¢in S (r) = [r,q,,] dir. Son esitlik
(2.32) de kullanilarak, her r €R i¢in q,;r + r q,a = 0 bulunur ve q,, €C
oldugundan, r(q,,+ q,,a) = 0 elde edilir. Boylece q,, = —q,,a olur. (2.33)
bagintisina gére « (r) = q,, r+q,ra=q,r+rq,a=q,r—1rq, =[q, ] yaniher

r eRi¢in a(r)=[q,,,r]olur.—q,, =q, —q,, =p ve q,, = 4 olarak gosterilirse her

r eRigin

qaeC,p=4ae Q.(R), B(r)=[qr], a(r) =[rp] (2.34)
elde edilir. Boylece (2.31) den, her r eR icin

g(r)=pr—r1q (2.35)
olur.

Genelligi bozmaksizin R nin herhangi bir genellestirilmis tiirevi O, (R )nin

bir genellestirilmis tlirevine tek tiirlii genisletilebilir. Buradan her xeR i¢in d(x) =

ux +a (x) olacak sekilde ue O (R ) vardir. Boylece (2.34) den, her x eR i¢in d(x) =
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ux +a (x) =ux + [x,p] = ux + xp — px = (u — p)x + xp elde edilir. Son esitlikte u — p
=w diyelim. Buradan her x €R i¢in

d(x) =wx +xp (2.36)
olacak sekilde we Q, (R ) vardir. Boylece d, bir genellestirilmis i¢ tiirevdir. (2.28),

(2.35) ve (2.36) bagintilarindan, her x €R i¢in awx + axp = pxa — xqa bulunur. (2.34)
den gaeC ve her x €R i¢in axp = axAa = A axa = pxa oldugundan, her xeR i¢in
(aw + ga)x = 0 olur. R nin asalligindan aw + qa = 0 bulunur. Bdylece ispat
tamamlanir.

Ozel olarak d = g alinirsa, asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.2.20: R halkasinin bir genellestirilmis tiirevi (d,¢ ) ve a€ R olsun.
Her xeR ig¢in [a,d(x)] = 0 ise 0 zaman a€ C veya her xeR i¢in d(x) =ux + 4 (ax +
xa) olacak sekilde A, € C vardir.

Ispat: acC ise ispatlanacak bir sey yoktur. ag C oldugunu kabul edelim. O
zaman Teorem 3.2.19 kullanilirsa her xeR i¢in d(x) = wx + xp = px — xq olacak

sekilde p, qe O, (R.) vardir. Son bagintidan her xeR i¢in (w —p)x + x(p + q) =0

elde edilir. Boylece Lemma 3.2.7 den, yukaridaki bagiti p + q ve w — pe C olmasini
gerektirir. Buradan her xeR i¢in, 0 = (w —p + p + q)x = (W + q)x dir. R halkasinin
asalligindan w + q = 0 bulunur. Son esitlik ve ayrica p =A4a oldugu kullanilirsa,
her xeR i¢in, dX) =wx +xp= —qx+xp= —qgx+xptpx—px=—(p+qx+
A (xa + ax) olur.

Boylece — (p + q) =u €C olarak gosterilirse d(x) =ux + A (ax + xa) olacak
sekilde A, u €C elde edilmis olur.

Teorem 3.2.21: R degismeli olmayan bir halka ve (d,«) R halkasinin
stfirdan farkli bir genellestirilmis tlirevi olsun. Her x e R i¢in [x,d(x)] € Z ise 0 zaman
her x e R i¢in d(x) = gx olacak sekilde q e C vardir.

Ispat: Z = (0) ise [x,d(x)] = 0 olur. O zaman Lemma 3.2.14 den her xR igin
d(x) = gx olacak sekilde qe C vardir. Bu da ispatin tamamlanmasi demektir.

a =0 ise o zaman d(xy) = d(x)y + x0(y) = d(x)y olur. Lemma 3.2.10 dan,
her xeR i¢in d(x) = gx olacak sekilde qe O (R.) vardir. Simdi qeC oldugunu
gorelim. Son bagintinin hipotezde kullanilmasiyla, her x €R i¢in [x,q]xeZ elde

edilir. Bu bagintinin lineerlestirilmesiyle, her x,y €R i¢in [x,q]y + [y,q]x € Z bulunur.
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Ozel olarak, yukaridaki bagintida y yerine ceZ alinirsa, her xe R, ce Z i¢in
[x,q]c + [c,q]x = [X,q]ce Z elde edilir. O zaman [x,q]€Z veya Z =0 dir.
Z = (0) durumu yukarida incelenmisti. [x,q]€Z olsun. Lemma 3.2.11

kullanilirsa, R halkasinimn i¢ tiirevi I, olmak tizere I (x) = [x,q] = 0 elde edilir.

Boylece, Lemma 3.2.6 dan q € C dir. Bu da ispatin tamamlanmasi demektir.

Simdi a #0 ve Z#(0) oldugunu kabul edelim. [x,d(x)]eZ bagintisinin
lineerlestirilmesiyle, her x e R i¢in [x,d(y)] + [y,d(X)] € Z elde edilir.

Yukaridaki bagintida y yerine yx alinarak, her x,y e R i¢in

[x,d(xy)] + [yx,d(x)] = [x,d(y)x + ya (x)] + [yx,d(x)]

= [xd(y)Ix + [xy]a (x) + y[x, a (x)]
+ [y, d(x)Jx+y[x,d(x)]
ve boylece

[x.d(y)Ix + [xy]a (x) +y[x,a ()] + [y, dx)xty[xdx)] €Z  (2.37)
bagintisina ulasilir. ¢, Z nin herhangi bir eleman1 olmak iizere (2.37) de x yerine ¢
alnarak, [cd)]e + [eyla(©) + yle,@ (©)] + [y.d©)]c + yle.d©)] = [y.d©)lceZ
bulunur. O zaman, ¢ = 0 veya [y,d(c)] €Z dir. Her yeR ig¢in [y,d(c)] €Z ise, yani
L (¥) = [y,d(c)]€Z ise Lemma 3.3.1 den, her yeR i¢in I, (y) = 0 dir. Boylece
her iki durum da d(Z) < Z olmasin1 gerektirir. Z# (0) oldugundan, 0+ ¢, € Z eleman:
secilebilir. (2.37) de y yerine ¢, yazilip d(Z)cZ olmas: kullanilirsa, her xeR i¢in
c,([x,a (x)] + [x,d(x)])eZ bagintist elde edilir. Buradan ¢ ,= 0 veya ([x,a (x)] +
[x,d(x)]) €Z bulunur. Béylece ¢, # 0 oldugundan, her xeR i¢in [x, & (x)] + [x,d(X)]
€ Z olur. [x,d(x)] €Z oldugundan, her xeR i¢in [x, & (x)] €Z dir ve Lemma 3.2.2
den R degismelidir. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde ¢ # 0 ve Z# (0) olamaz.

Teorem 3.2.22: charR#2 ve (d,a) R halkasinin sifirdan farkh
genellestirilmis tiirevi olsun. Her xeR i¢in xd(x) + d(x)xe Z ise o zaman her xe R
i¢in [x,d(x)] = 0 dir.

Ispat: Z = (0) ise 0 zaman Lemma 3.2.4 den d = 0 olur ve hipotezde d nin

stfirdan farkli verilmesiyle celisir. Bu nedenle Z# (0) olmak zorundadir. xd(x) +

d(x)x € Z bagintisint lineerlestirelim. Her x,ye R i¢in, (x + y)d(x +y) + d(x + y)(x +

y) = (x + y)(d(x) + d(y)) + (d(x) + d(y)(x +y) = xd(x) + xd(y) + yd(x) + yd(y) +
d(x)x + d(x)y + d(y)x + d(y)y € Z bulunur. Buradan,
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xd(y) + yd(x) + d(x)y + d(y)xeZ (2.38)
elde edilir.

Sifirdan farkli bir ce Z elemani segelim. (2.38) de y ve x yerine sirasiyla yc
ve ¢ yazilarak, her yeR i¢in c2Qya (c) + 2d(y)c + d(c)y + yd(c)) €Z bagintisina
ulagilir. ¢ # 0 oldugundan, her y € R i¢in

2y a (c) + 2d(y)c + d(c)y + yd(c) €Z (2.39)
elde edilir. (2.38) de x yerine ¢ alinarak, her ye R i¢in

cd(y) +yd(c) +d(e)y +d(y)ceZ (2.40)
bulunur. (2.39) bagintisinda (2.40) bagintis1 kullanilarak 2y« (¢) €Z elde edilir.
charR # 2 oldugundan, her ye R i¢in y (c) € Z dir. Buradan « bir tiirev oldugundan
a(xc) = a(x)c + xa(c) vea(cx) = a(c)x + ca(x) yazabiliriz.a (xc) =a (xc)
oldugundan « (c) €Z elde edilir. O zaman « (c) = 0 veya R degismelidir.

a (c) = 0 oldugunu kabul edelim. Boylece (2.39) da y yerine ¢ alinarak,
2d(c)c + d(c)c + cd(c) €Z elde edilir. Hipotezde d(c)c + cd(c) €Z oldugundan,
yukaridaki baginti 2d(c)ceZ ye indirgenir. charR#2 oldugundan, d(c)ceZ dir.
Buradan 0#ceZ gergeginden, d(c)eZ sonucuna ulasilir. O zaman (2.40) den, her
yeR icin d(c)y + d(y)ceZ dir. Ozel olarak, her yeR i¢in 0 = [d(c)y + d(y)c,y] =
[d(c),yly + [d(y),y]c = [d(y).y]c olur.

ceZ ve R halkasmin asalligindan, [d(y),y] = 0 veya ¢ = 0 elde edilir. 0#c
oldugundan her ye R i¢in [d(y),y] = 0 bulunur.

Sonu¢ 3.2.23: charR#2 ve R halkasinin sifirdan farkli bir genellestirilmis
tiirevi (d, & ) olsun. Her x €R i¢in xd(x) + d(x)x € Z ise 0 zaman R degismelidir.

Ispat: R halkasmin degismeli olmadigin1 kabul edelim. Teorem 3.2.22
dikkate alindiginda, her xeR i¢in [d(x),x] = 0 dir. O zaman Lemma 3.2.14 den, her
xe R i¢in d(x) = A x olacak sekilde 4 €R vardir. Boylece hipotezden, her xeR i¢in
X(AX) + (AX)x = 2Ax* €Z olur. R halkasinin asalligindan, charR#2 ve 1 eC
olmasindan, her reR igin, 0 = [Ax*,r] = A[x°,r] ve boylece 4 =0 veya x’ e€Z
elde edilir.

Eger 4 = 0 ise d = 0 olur. Bu sonug¢ hipotezde d nin sifirdan farkl
verilmesiyle celisir.

Eger x> €Z ise, her x,yeR i¢in xy + yx e Z dir. Ozel olarak ceZ i¢in xc + cx

= 2cxeZ olur. Buradan charR # 2 oldugu kullanilirsa cxeZ elde edilir. R halkasi
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komiitatif olmadigindan her ce Z i¢in ¢ = 0 yani Z = 0 bulunur. Hipotezden, xd(x) +
d(x)x = 0 olur. Lemma 3.3.4 den d = 0 elde edilir, ¢eligskidir. O halde varsayimimiz
yanlistir, R halkas1 degismelidir.

Teorem 3.2.24: R degismeli olmayan bir halka, R halkasinin « (Z)#0
olacak sekilde bir genellestirilmis tiirevi (d, ) ve aeR olsun. Her xeR igin,
[a,d(x)] €Z ise 0 zaman ae Z dir.

Ispat: Her xeR i¢in [a,d(x)]eZ oldugunu kabul edelim. a(Z)#0
oldugundan, a(c) #0 olacak sekilde bir ceZ vardir. Ustelik « bir tirev
oldugundan, « (c) e Z olur. Hipotezde x yerine Xy yazalim. O zaman her x,ye R i¢in

[a,d(x)]y+d(X)[a,y]*+[a,x] a (y)tx[a,a (y)] €Z
olur. Yukaridaki bagintida y yerine c¢ yazilip hipotez kullanilirsa, [a,x] @ (¢) €Z elde
edilir. 0# a (¢) €Z ve R asal oldugundan, her xeR igin [a,x] €Z olur. Son bagnti,

R halkasinin bir i¢ tiirevi I | (x) = ax — xa olmak lizere I , (x) €Z seklinde yazilabilir.
Boylece Lemma 3.2.1 den, her xeR i¢in I | (x) €Z elde edilir. Buradan I, (R)cZ ve
R degismeli olmadigindan, her xeR i¢in I , (x) = [a,x] = 0 bulunur. O halde a € Z dir.

Sonu¢ 3.2.25: R degismeli olmayan bir halka olsun. « (Z)#(0) olacak
sekilde R halkasinin bir (d, & ) genellestirilmis tiirevini ele alalim. [d(R),d(R)] = Z ise

o zaman d = 0 dur.

Ispat : [d(R),d(R)]<Z olsun. O halde her x,yeR icin [d(x),d(y)]€Z olur.
Teorem 3.2.24 kullanilirsa her xe R i¢in d(x) € Z yani d(R)cZ elde edilir. Buradan
Lemma 3.2.11 den d = 0 bulunur.

Teorem 3.2.26: R komiitatif olmayan halka, charR#2 ve (d,a )+ 0 olsun.
d’(R)cZise a(Z)=(0) dir ve asagidakilerden biri saglanir.

(i) a’= 0, her xeR i¢in d(x) = ax ve a (x) = [x,a] #0 olacak sekilde
ac Q. (R.)vardir.

(i) a’= 0, her xeR ic¢in d(x) = ax ve a = 0 olacak sekilde
ae Q,(R.)vardir.

(iii) Her xeR i¢in d(x) = Ax +a (x) ve a #0 olacak sekilde 0= A4 €C

vardir.
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Ispat: d #0 oldugundan Lemma 3.2.11 den d(R) Z yazilabilir. d*> (R)cZ
olsun. Her x,yeR icin, d’(xy) = d(dx)y + xa(y)) = d*X)y + 2dx)a(y) +
xa *(y)eZ bulunur. Ozel olarak y yerine ceZ alinirsa, d*(x)c + 2d(x)a (c) +
xa > (c)eZ olur. Buradan her xeR, ceZ i¢in

2dx)ax (¢) +xa *(c)eZ (2.41)
elde edilir. (2.41) bagmtisinda x yerine d(x) alinirsa x & > (c) e Z bulunur. Béylece
d(x)eZ veya a *(c) = 0 elde edilir. d(R)zZ oldugundan « *(Z) = 0 olur. Bu
durumda (2.41) den 2d(x)a (c)eZ dir. charR#2 ve d(R)zZ oldugu kullanilirsa
a (Z) = 0 bulunur. O halde d(xc) = d(x)c + xa (c) = d(cx) = d(c)x + ca (x) olur.
Buradan her xeR, ceZ igin

d(c)x + ca (x) =d(x)c (2.42)
elde edilir (2.16) esitliginde x yerine d(x) alimp d* (R)c=Z oldugu kullanilirsa her
xeR, ceZig¢in

d’(x)ceZ (2.43)
bulunur. (2.43) bagintisinda x yerine d(x) alinirsa, d(c)d”(x)eZ ve buradan da
d(Z)c Z veyad”® (R) =0 elde edilir.

Eger d>(R) = 0 ise Lemma 3.2.12 den a’= 0 olmak iizere d(x) = ax veya
d(x) = xa olacak ae O, (R ) vardur.

a’= 0 olmak iizere d(x) = xa oldugu durumu ele alalim. O zaman her x,yeR
icin d(xy) = xya = d(x)y + x @ (y) = xay + xa (y) olur. Buradan xya = xay + x & (y)
elde edilir. Bu esitlik sagdan a ile carpilirsa ve R halkasiin asalligi kullanilirsa
a (y)a = — aya elde edilir. y yerine yr, re R yazilirsa, her x,yeR i¢in (a (y) — ya +
ay)ra = 0 elde edilir. R asal halka oldugundan her yeR i¢in «a (y) = [y,a] veyaa =0
bulunur. d # 0 oldugundan her ye R i¢in « (y) = [y,a] olur. (i) sikki saglanmis olur.

a’= 0 olmak iizere d(x) = ax oldugu durumu ele alalim. O zaman her x,y R
icin d(xy) = axy = d(X)y + x & (y) = axy + x @ (y) olur. Buradan x & (y) = 0 yania =0
elde edilir. (i1) sikki saglanmis olur.

Simdi, varsayalim ki d(Z)c Z olsun. Bu durumda her xeR, ceZ igin

d(xd(c)) = d(d(c)x) oldugundan d(x)d(c) + xa(d(c)) = d’(c)x + d(c)a(x)
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yazabiliriz. Buradan d(x)d(c) = d’ (¢)x + d(c) & (x) ve boylece d(d(x)d(c)) = d(d* (c)x
+d(c)a (x)) = d(xd? (c) + & (x)d(c)) elde edilir. O halde her xeR, ceZ i¢in

d(d(x)d(c)) = d(x)d* (c) + da (x)d(c) (2.44)
olur. Ayrica,
d(d(x)d(c)) = d(d(c)x) = d* (c)d(x) + d(c) e d(x) (2.45)

oldugundan (2.44) ve (2.45) kullanilirsa, d(c)(d @ (x) — a d(x)) = 0 bulunur. Buradan
d(Z)=0veyada = ad elde edilir.

Eger d(Z) = 0 ise (2.42) esitliginden her xeR, ceZ i¢in ¢ = 0 veya a (x) =
d(x) yani Z =0 veya a = d olur. Burada Z = 0 ise hipotezden d* (R) = 0 elde edilir.
Bu durum daha 6nce incelenmisti. (i) ve(ii) siklar1 elde edilir. @ = d ise d(xy) =
d(x)y + xd(y) oldugundan d, tiirevdir. Bu durumda Lemma 3.2.3’den d = 0 veya R
komutatiftir. Ancak her iki durumda hipotezle celisir.

Eger da = adise ceZi¢in, d(c)eZ ve da (¢) = a d(c) dir. Buradan

d(d(x)d(c)) = d* (x)d(c) (2.46)
elde edilir. (2.45) ve (2.46) esitliklerinden,

d’ (x)d(c) =d*(c)d(x) + d(c)a d(x)e Z (2.47)
olur. (2.44) ve (2.46) esitliklerinden

d’(x)d(c)=d’(c)x +d*(c)ax (x) + dax (x)d(c)e Z (2.48)

bulunur. (2.47) ve (2.48) bagmtilarindan, d’(c)x + d’(c)a (x) — d’ (c)d(x)e Z dir.
Buradan her xeR, ce Z igin

0=[x,d’(c)x +d*(c)a (x) —d’ (c)d(x)]

=[x, d’(©)]x + [x,d’ ()@~ d)(x)]

=d* (Q[x, (@~ d)Xx)]
elde edilir. O halde her xeR i¢in d’(Z) =0 veya [x, (a — d)(x)] = 0 dir.

d’(Z) = 0 ise (2.47) den d(c)a d(x)e Z oldugu kullanilirsa d(Z) = 0 veya
a d(R) < Z bulunur. d(Z) = 0 olmas1 durumu daha 6nce incelenmisti. Bu durumda (i)
ve (ii) siklari saglanir. o d(R)<=Z olmasi durumunda (2.43) den d(c)d(x) + a d(x) =
d’(x)ceZ ve bodylece her xeR, ceZ icin d(c)d(x)eZ elde edilir. Bu durumda

Lemma 3.2.11°den d(Z) = 0 bulunur. Yani (i) ve (i1) saglanmis olur.
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[X, (a— d)(x)] = 0 ise Lemma 3.2.3°’den a— d#0 dir. Ayrica, a— d, sifir
doniisiimii ile belirlenmis genellestirilmis tiirevdir. Lemma 3.2.14’ten (o — d)(x) = —
A x olacak sekilde A € C vardir. O zaman d(x) = & (x) + A x olur. Bu durumda 4 #0
dir. Ciinkii, 4= 0 olsaydi, & = d olurdu yani d, tiirev olurdu ve Lemma 3.2.3’den d =
0 veya R komiitatif bulunurdu ki her iki durumda miimkiin degildir. Ayrica a #0
dir. Ciinkii & =0 olsaydi, hipotezden d*(x) = A *xeZ yani 1 >= 0 veya xeZ olur.
Buradan daA= 0 veya R komiitatif sonucu elde edilir ki iki olasilik da hipotezle
celisir. O halde 4 #0 ve a #0 olmak iizere d(x) = a(x) +Ax dir. (ii1) sikki

saglanmis olur.
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BOLUM 4
GENELLESTIRILMIiS TUREVLI HALKALARDA iDEALLER

Bu kisimda, R halkasinda tiirevle ilgili yapilan calismalar yerine onun bir
idealini ve tiirev yerine genellestirilmig tiirev alarak yapilan genellestirmeleri i¢eren

makaleler incelenmistir

4.1. Mohammad Ashraf, Asma Ali, Rekha Rani, On Generalized
Derivations Of Prime Rings, (2005)

Lemma 4.1.1:[5, Lemma 2.8] R, 2-torsion free halka, I sifirdan farkli ideali
olsun. R halkasinin d tiirevi , her xe 1 i¢in d*(x) = 0 sartin1 sagliyorsa d = 0 dur.

Lemma 4.1.2: [8,Teorem 4] R, asal halka, I sifirdan farkli ideali olsun. Eger
her x el i¢in [x ,d(X)] € Z olacak sekilde d tlirevi varsa R komiitatiftir.

Lemma 4.1.3: [31, Lemma 3] R asal halkas: sifirdan farkli komiitatif sag
ideal igeriyorsa R komiitatiftir.

Lemma 4.1.4: [8, Lemma 3] R asal halka, I sifirdan farkli sol ideali olsun
Eger d, R halkasi iizerinde sifirdan farkli tiirevse, I ideali iizerinde de sifirdan
farkhidir.

Teorem 4.1.5: R, 2-torsion free asal halka ve I sifirdan farkli ideali olsun.
Eger R, F genellestirilmis tlirevini belirleyen ve her x,y eI i¢in d(x) F(y) = 0 sartin1
saglayan d tiirevi igeriyorsa d = 0 veya R komiitatiftir.

Ispat: Her x,yel icin d(x)oF(y) = 0 olsun. r € R olmak iizere y yerine yr
alimirsa, 0 = d(x) F(yr) = (d(x) o F(y)r) + (d(x)o yd(r) ) = (d(x) e F(y)r) - F(y) [d(x),1]
+ (d(x)oy)d(r) — y[d(x),d(r)] ve buradan da her x,yel, reR i¢in (d(x) o y) d(r) —
y[d(x),d(r)] — F(y) [d(x),r] =0 elde edilir.

Yukaridaki esitlikte r yerine d(x) alinirsa her x,y € i¢in

0 = (d(x) e y)d*(x) — y[d(x), d*(x)] (3.1)
esitligi elde edilir. (3.1) esitliginde y yerine zy, ze I alinirsa her x,y,ze [ igin

0 = (d(x) e zy) d*(x) — zy[d(x), d*(x)]

= z(d(x) ey )d*(x) + [d(x),z]yd*(x) — zy[d(x), d*(x)]
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olur. (3.1) esitligi kullanilarak her x,y,ze I i¢in (d(x),z)yd*(x) = 0 elde edilir. Boylece
[d(x),z] I R d*(x) = 0 elde edilir. R halkasinin asalligindan her x, ze 1 i¢in [d(x),z] [ =
0 veya d*(x) = 0 bulunur.

A={xel|dx) =0} ve B={ xe I|[dXx),z] ] =0,Vze I} kiimelerini
tanimlayalim. A ve B, [D'nin toplamsal alt gruplaridir ve I = AUB dir. Brauer’s
Trick’ten I = A veya I = B olmalidir. Eger I = A ise her xel i¢in d*(x) = 0 olur.
Lemma 3.1.1 kullanilirsa d = 0 bulunur. Bu da ispat1 bitirir. Eger [ = B ise her x, zel
icin [d(x),z] I = 0 ve buradan da [d(x),z] = 0 elde edilir. Bu esitlikte z yerine xz
alinirsa, her x, zel igin [d(x),x]z = 0 olur. R halkasinin asalligindan her xe1 igin
[d(x),x] = 0 sonucuna ulagilir. Lemma 4.1.2’den R komiitatiftir. Bu da ispati1 bitirir.

Teorem 4.1.6: R, 2-torsion free asal halka ve I sifirdan farkli ideali olsun.
Eger R halkasimin her x, yel i¢in [d(x), F(y)] = 0 sartin1 saglayan d tiirevi ile belirli
F genellestirilmis tiirevi varsa d = 0 veya R komiitatiftir.

Ispat: Her x, yel icin

[d(x)oF(y)] =0 (3.2)
olsun. (3.2) de y yerine yz, ze I alinirsa 0 = [d(x),F(yz)] = [d(x),F(y)]z + F(y) [d(x),z]
+ [d(x),y]d(z) + y[d(x),d(z)] d*(x) bulunur. Buradan her x, yeI i¢gin

F(y) [d(x),z] + y[d(x),d(2)] + [d(x),y]d(z) = 0 3.3)
esitligi elde edilir. (3.3) de z yerine zd(x) alinirsa,

0 =F(y)[d(x),z]d(x) + F(y)z[d(x),d(x)] + y[d(x),d(2)]d(x) + yd(z)[d(x),d(x)]

+yld(x),z]d” (x) + yz[d(x), d* ()] + [d(x),y]d(z)d(x) + [d(x),y]z d* (x)
= yz[d(x), d* (x)] + y[d(x),2]d* (x) + [d(x),y]z d° (x)
ve boylece

yz[d(x), d* (x)] + y[d(x),z]d* (x) + [d(x),y]z d* (x) =0
bulunur. Bu esitlikte y yerine ry, re R almirsa, ryz[d(x), d* (x)] + ry[d(x),z] d° (x) +
[d(x),rTyz d° (x) + r [d(x),y]zd* (x) = 0 olur. Yine iistteki esitlik kullanilarak her
x,y,zel, reR igin [d(x),rlyz d* (x) = 0 elde edilir. R halkasinin asalligindan her x,
ze ligin [d(x),r] = 0 veya d* (x) = 0 ifadesine ulasilir.

A={xel|d(x) =0} ve B= { xe 1| [dx),r] =0 ,Vre R} kiimelerini
tanimlayalim. A ve B, D’'nin toplamsal alt gruplaridir ve I = AU B dir. Brauer’s
Trick’ten I = A veya I = B olmalidir. Eger I = A ise her xel i¢in d*(x) = 0 olur.

Lemma 4.1.1 kullanilirsa d = 0 bulunur. Bu da ispat1 bitirir. Eger I = B ise her xel
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icin [d(x),r] = 0 olur. r yerine xr alinirsa [d(x),x]R = 0 ifadesi be buradan da. R
halkasinin asallig1 kullanilarak [d(x),x] = O ifadesi elde edilir. Lemma 4.1.2°den R
komiitatiftir. Bu da ispat1 bitirir.

Teorem 4.1.7: R, 2-torsion free asal halka, I sifirdan farkli ideali olsun. Eger
R halkasi d tiirevi ile belirli ve her x, yel i¢in d(x) o F(y) = x o y kosulunu saglayan
F genellestirilmis tlirevi igeriyorsa d = 0 veya R komiitatiftir.

Ispat: Eger F = 0 ise her x,ye I igin xo y = 0 olur. y yerine yz, ze alinirsa,
0 =xo0yz = (xo y)z — y[x,z] = y[x,z] elde edilir. Burada R halkasinin asal olmasi
kullanilarak her x, ze I i¢in [x,z] = 0 bulunur. Lemma 4.1.3’den R komiitatiftir.

F#0 olsun. d(x)o F(y) = xoy ifadesinde y yerine yr, reR alinirsa
(d(x) e y)d(r) — y[d(x),d(1)] — FIdx),r] = (x ° y)r — y[x,r] + (d(x)o F(y))r ve
buradan da

(d(x) © y)Ar) - y[d(),d(0)] — F)[A(x),r] + ylx,] = 0
elde edilir. Ustteki esitlikte r yerine d(x) alinirsa her x,y e 1 i¢in

(d(x) o y)d* (x) — y[d(x), d* (x)] + y[x,d(x)] = 0 (3.4)
esitligi bulunur. (3.4) de y yerine zy alinirsa, her x,y,ze I icin

0= (d(x)° zy) d* (x) - zy[d(x), d* (x)] + zy[x,d(x)]

=7(d(x) o y) d* (x) +[d(x)° z] yd* (x) — zy[d(x), d” (x) + zy[x,d(x)]

ve bdylece

[d(x),z]lyd*(x)=0, Vx,y,ze |
bulunur. R halkasi asal oldugundan [d(x),z] I = 0 veya d” (x) = 0 elde edilir.

A={xel|dx) =0} ve B={ xe I|[dXx),z] ] =0,V ze I} kiimelerini
tanimlayalim. A ve B, [D'nin toplamsal alt gruplaridir ve I = AUB dir. Brauer’s
Trick’ten I = A veya I = B olmalidir. Eger I = A ise her xel i¢in d*(x) = 0 olur.
Lemma 4.1.1 kullanilirsa d = 0 bulunur. Bu da ispat1 bitirir. Eger [ = B ise her x, zel
icin [d(x),z] I = 0 ve buradan da [d(x),z] = 0 elde edilir. Bu esitlikte z yerine xz
almirsa, her x, zel i¢in [d(x),x]z = 0 olur. R halkasimnin asalligindan her xel igin
[d(x),x] = 0 sonucuna ulasilir. Lemma 4.1.2°den R komiitatiftir. Bu da ispat1 bitirir.

Teorem 4.1.8: R, 2-torsion free asal halka ve I sifirdan farkli ideali olsun.
Eger R halkasinin, d tiirevi ile belirli ve her x,yel i¢in d(x)o F(y) + xoy =0

kosulunu saglayan F genellestirilmis tiirevi varsa d = 0 veya R komiitatiftir.
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Ispat: F = 0 ise her x,yel i¢cin xo y = 0 olur. Onceki teoremden R halkas1
komiitatiftir. Bu da ispat1 bitirir.

F=#0 ise hipotezde y yerine yr, re R alinirsa, (d(x) o y)d(r) — y[d(x),d(r)] +
(d(x) o F(y))r — F(y)[d(x),r] «(d(x) o F(y)) —y[x,r] = 0 ve buradan da

(d(x) o y)d(r) — y[d(x),d(r)] -F(y)[d(x),r] - y[x,r] = O
elde edilir. Yukaridaki esitlikte r yerine d(x) alinirsa, (d(x) o y)d* (x) — y[d(x),d* (x)]
—y[x,d(x)] = 0 bulunur. Burada y yerine zy, ze I alinirsa,

0= (d(x)° zy)d(r) —zy[d(x), d* (x)] - z y[x,d(x)]

=7(d(x) o y)d* (x) + [d(x),z]yd* (x) - zy[d(x),d* (x)] ~ zy[x,d(X)]
ve bdylece [d(x),z]yd > (x) = 0 elde edilir. R halkasi asal oldugundan

[d(x),z] I=0veyad’(x)=0
ifadesine ulasilir.

A={xel]|dx)=0} ve B= { xe I|[d(x),z] | =0,V ze I} kiimelerini
tanimlayalim. A ve B, D'nin toplamsal alt gruplaridir ve I = AU B dir. Brauer’s
Trick’ten I = A veya I = B olmalidir. Eger I = A ise her xel i¢in d*(x) = 0 olur.
Lemma 4.1.1 kullanilirsa d = 0 bulunur. Bu da ispati bitirir. Eger I = B ise her x, zel
icin [d(x),z] I = 0 ve buradan da [d(x),z] = O elde edilir. Bu esitlikte z yerine xz
almirsa, her x, zel i¢in [d(x),x]z = 0 olur. R halkasimnin asalligindan her xel igin
[d(x),x] = 0 sonucuna ulasilir. Lemma 4.1.2°den R komiitatiftir. Bu da ispat1 bitirir.

Teorem 4.1.9: R asal halka, I sifirdan farkli ideali olsun. Eger R halkas1 d
tirevi ile belirli ve her x,yel i¢in d(x)F(y) — xyeZ(R) kosulunu saglayan F
genellestirilmis tiirevi igeriyorsa d =0 veya R komiitatiftir.

Ispat: Eger F = 0 ise her x,ye I i¢in xye Z(R) dir. O zaman 0 = [xy,x] =
x[y,x] yazilabilir. y yerine yz, zel alinirsa, 0 = Xx[yz,x] = xy[z,x] + x[y,x]z ve
bdylece xRI [z,x] = 0 bulunur. R halkasinin asallig1 kullanilirsa her x,ze I i¢in x = 0
veya I[z,x] = 0 elde edilir.

x = 0 ise zaten I[z,x] = 0 ‘dir. Yani her iki durumda da her x,ze I igin,
I[z,x]=0 olur. R asal halka, I#0 oldugundan, I komiitatiftir. Lemma 4.1.3 ten R
komiitatiftir.

F#0 ise, dx)F(y) — xyeZ(R) bagintisinda. reR olmak iizere, y yerine yr
almirsa, d(x)F(yr) — xyr = d(x)F(y)r + d(x)yd(r) — xyr = (d(x)F(y) — xy)r + d(x)yd(r)
€ Z(R) olur. Buradan her x,yel, reR i¢in
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0 = [(dx)F(y) - xy)r + d(x)yd(r).r]
= [d(X)F(y) — xy)r,r] + [d(x)yd(r).r]
= (d(OF() = xy)[r] + [dEF(y) - xyr] £+ [d(x)yd (1]
= d(x) [yd(0)] + [d(x),rlyd(r)
elde edilir. Bu esitlikte y yerine d(x)y alinirsa, her x,yel, reR ig¢in 0 =
[d(x),r]d(x)yd(r) ve boylece [d(x),r]d(x)RId(r) = 0 bulunur. R asal halka oldugundan
her xel, reR i¢in

[d(x),r]d(x) =0 veya Id(r) = 0
olur.

A={reR|[dXx),r]dx)=0, Vxel } ve B={reR :1d(r) = 0} kiimeleri R
halkasinin toplamsal alt gruplaridir ve R = AU B’dir. Brauer’s Trick’den R = A veya
R =B olmalidir. R =B ise herr € R i¢in Id(r) = 0 yani d = 0 dir. Bu da ispat1 bitirir.
R = A ise her re R i¢in [d(x),r]d(r) = O dir. s€ R olmak iizere r yerine rs aliirsa, 0 =
[d(X),rs]d(x) = [d(X),r]sd(x) + r[d(x),s]d(x) = [d(x),r]sd(x) bulunur. Burada r
halkasinin asallig1 kullanilirsa her x€l, reR i¢in [d(x),r] = 0 veya d(x) = 0 elde
edilir.

d(x) = 0 ise Lemma 4.1.4’den d = 0 bulunur. d(x)e Z ise Lemma 4.1.2°’den R
komiitatiftir. Her iki durumda ispat1 bitirir.

Asagidaki teoremin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.1.10: R asal halka, I sifirdan farkli ideali olsun. Eger R halkas1 d
tirevi ile belirli ve her x,yel i¢in d(x)F(y) + xy €Z(R), kosulunu saglayan F
genellestirilmis tiirevi igeriyorsa d = 0 veya R komiitatiftir.

Teorem 4.1.11: R , 2-torsion free asal halka , I sifirdan farkli ideali olsun.
Eger R halkas1 d tiirevi ile belirli ve her x,yel i¢in, [d(x),F(y)] = [X,y] kosulunu
saglayan F genellestirilmis tiirevi igeriyorsa d = 0 veya R komiitatiftir.

Ispat: F = 0 ise [x,y] = 0 olur. Lemma 4.1.3’den R komiitatiftir. Bu da ispat:
bitirir. O halde F # 0 oldugunu varsayalim. Hipotezden, her x, yeI i¢in

[d(x).F(y)] = [x.y] (3.5)
dir. (3.5) esitliginde zel olmak iizere y yerine yz alinirsa, [d(x),F(y)z + yd(z)] =
[x,y]z + y[x,z] ve buradan da[d(x),F(y)]z + F(y)[d(x),z] + [d(x),y]d(z) + y[d(x),d(2)]
= [x,y]z + y[x,z] bulunur. Béylece her x, y, zel i¢in

f(y)[d(x),z] + y[d(x),d(z)] + [d(x),y]d(z) = y[x,z] (3.6)
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esitligi bulunur. (3.6) da z yerine zd(x) alinirsa,

F(y)[d(x),z]d(x) + y[d(x),d(z)d(x) + zd* (x)] + [d(x),y] (d(z)d(x) + zd* (x)) =
ylx,zJd(x) + yz[x,d(x)] ve bdylece F(y)[d(x),z]d(x) + y [d(x),d(z)]d(x) + y[d(x),z]
>0 + yAdx), d>(0] + [deyld@dx) + [deylz d°(x) = yixzdx) +
yz[x,d(x)] elde edilir. Yani her x, y, ze Il i¢in

yld(x),z] d* (x) + yz[d(x), d* ()] + [d(x),y]z d” (x) = yz[x,d(x)] (3.7)
olur. reR olmak iizere y yerine ry almirsa, ry[d(x),z] d” (x) + ryz [d(x), d*(x)] +
[d(x),r]yz d* (x) + r[d(x),y]z d* (X) = ryz[x,d(x)] olur. Bu esitlikten her x, y, z€l,
reR igin [d(x),r]lyzd’ (x) = 0 yani [d(x),r]IRd’ (x) = 0 elde edilir. R halkas1 asal
oldugundan her x, ze I i¢in

[d(x),r]=0veyad’(x)=0
ifadesine ulasilir.

A= {xe I|dx) =0} ve B= { xe 1| [d(x),r] =0 ,Vre R} kiimelerini
tanimlayalim. A ve B, D'nin toplamsal alt gruplaridir ve I = AUB dir. Brauer’s
Trick’ten I = A veya I = B olmalidir. Eger I = A ise her xel igin d*(x) = 0 olur.
Lemma 4.1.1 kullanilirsa d = 0 bulunur. Bu da ispat1 bitirir. Eger I = B ise her xel
icin [d(x),r] = O olur. r yerine xr alinirsa [d(x),x]R = 0 ifadesi ve buradan da. R
halkasinin asallig1 kullanilarak [d(x),x] = 0 ifadesi elde edilir. Lemma 4.1.2°’den R
komiitatiftir. Bu da ispat1 bitirir.

Asagidaki teoremin ispat1 da benzer yoldan yapilir.

Teorem 4.1.12: R, 2-torsion free asal halka, I sifirdan farkli ideali olsun. Eger
R halkasi d tiirevi ile belirli ve her x,y €1 i¢in, [d(x),F(y)] + [x,y] = 0 sartin1 saglayan
F genellestirilmis tlirevi igeriyorsa, d = 0 veya R komiitatiftir.

Teorem 4.1.13: R asal halka, I sifirdan farkli ideali olsun. O zaman
asagidakiler denktir.

(i) R halkasi, 0#d tiirevi ile belirli ve her x,yel icin d(x)F(y) — xyeZ
veya d(x)F(y) + xy € Z sartin1 saglayan F genellestirilmis tiirevi igerir.

(ii) R, 2-torsion free halkadir ve 0=d tiirevi ile belirli veher x,yel igin
[d(x),F(y)] — [x,y] = 0 veya [d(x),F(y)] + [X,y] = 0 sartin1 saglayan F genellestirilmis
tiirevi igerir.

(iii) R komiitatiftir.

Ispat: (iii) = (i) ve (iii) = (ii) oldugu kolayca goriilmektedir.
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(i) = (iii) xeI olmak tizere, A = {yel | dX)F(y) — xyeZ(R)}ve B ={yel |
d(x)F(y) — xyeZ(R)}kiimeleri I nin toplamsal alt gruplarnidir ve I = AUB dir.
Brauer’s Trick’den I = A veya I = B olmalidir. Yani [ = {xel| A =1} veya I ={xel|
B = I} yazabiliriz. Teorem 4.1.9 ve 4.1.10 kullanilarak, R nin komiitatif oldugu
sonucuna ulasilir. Bu da ispat1 bitirir.

(ii) = (iii) x eI olmak tizere, A ={yel | [d(x),F(y)] — [x,y] =0} ve B={yel|
[d(x),F(y)] + [x,y] = 0} kiimeleri I idealinin toplamsal alt gruplaridir ve I = AUB
dir. Brauer’s Trick’den I = A veya I = B olmalidir. Teorem 4.1.11 ve Teorem 4.1.12
kullanilarak R nin komiitatiftir oldugu sonucuna ulasilir. Bu da ispat1 bitirir..

Asagidaki ornekte goriildiigii gibi bu sonuglar herhangi bir halka i¢in dogru
olmayabilir.

a b
0

Ornek 4.1.14: S herhangi bir halka olsun. R = {{O

} la,b e S} olarak

0 b
alinirsa I= {0 O} la,be S} , R halkasinin idealidir. F : R—>R , F(x) = 2e,,x — xe,

olarak tanimlayalim.

F(xy) = 2e,,xy — xye,,—xe,;y + xe,, = (2e;;x —xe,,)y + x(e,;y —ye,,) =
F(x)y + xd(y) oldugundan, F, d tiirevi ile belirli genellestirilmis tiirevdir. Her x,yel
icin agagidakiler saglanir.

(i) d(x)o F(y) = 0 (i) [d(x), F(y)] = 0 (i) d(x) o F(y) = xo y (iv) d(x) o F(y) +
xoy =0 (v) dF(y) — xye Z(R) (vi) dXF(y) + xy €Z(R) (vii) [d(x),F(y)] = [xy]
(viii) [d(x),F(y)] + [x,y] =0

F tlirevi bu boliimdeki teoremlerin kosullarini saglamasina ragmen R halkasi

komiitatif degildir.

42 M. A. Quadri, M. Shadab Khan, N. Rehman, Generalized

Derivations and Commutativity of Prime Rings, (2005)

Lemma 4.2.1 : [8, Lemma 3] R asal halka, I sifirdan farkli sag ideali olsun.
0+ d, R halkasmin tiirevi ise d, I tizerinde sifirdan farklidir.
Lemma 4.2.2: [31, Lemma3] R asal halkasi sifirdan farkli komiitatif sag

ideal igeriyorsa R komiitatiftir.
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Teorem 4.2.3: R asal halka, I sifirdan farkli ideali olsun. Eger R halkasi,
sifirdan farkli d tiireviyle belirlenen ve her x,yel i¢in F([x,y]) = [X,y] sartimi
saglayan F genellestirilmis tiirevi igeriyorsa R komiitatiftir.

Ispat: F = 0 olsa I komiitatif olacagindan Lemma 4.2.2 den R komiitatiftir,
ispat biter. O halde F # 0 oldugunu kabul edelim. Hipotezden x,y €I i¢in,

F([x,y]) = F(xy — yx) = F(xy) — F(yx)

=F(X)y + xd(y) - F(y)x — yd(x) = [x,y]
olur. Buradan her x,yel i¢in

F()y + xd(y) - F(y)x — yd(x) ~ [x,y] = 0 (3.8)
elde edilir. (3.8) de y yerine yz, ze I alinirsa,

0= F(x)yz + xd(y2) - F(yz)x — yzd(x) - [x,y7]

= F(x)yz + xd(y)z + xyd(2) - F(y)zx - yd(@)x — yzd(x) - y[x.2] - [x;y]z
bulunur. (3.8) denklemi sagdan z ile ¢arpilip, F(x)yz yalniz birakilarak yukaridaki
denklemde yerine yazilirsa,

0= F(x)yz + yd(x)z + xyd(z) - F(y)zx - yd(2)x — yzd(x) - y[x,7]

= F(x)yz + yd(x)z + xyd(z) — F(y)zx — yd(2)x — yzd(x) - y[x,z] — yxd(z) +
+ yxd(z)
elde edilir. Bu denklem diizenlenirse her x,y, zeligin

F)[xz] + y[d(x).2] + [x,y1d(z) + y[x,d(2)] - ylx,2] = 0 (3.9)
denklemi elde edilir. (3.9) da z yerine zx alinirsa,

0= F(y)[x,zx] + y[d(x);zx] + [x,y]d(@zx) + y[x,d(zx)] ~y[x,2x]

= F(y)[x.z]x + yz[d(x),x] + y[d(x),z]x + [x,y]d(2)x + [X,y]zd(x)
+yIxd@)x +yzlxd(x)] yx,21d(x) —y[x,z]x
olur. (3.9) denklemi sagdan x ile carpilip yukaridaki denklem diizenlenirse,
yz[d(x),x] + [x,y]zd(x) + yz[x,d(x)] + y[x,z]d(X) = 0 ve buradan da

[x,y]zd(x) + y[x,z]d(x) =0,V x,yel (3.10)
bulunur. (3.10) da y yerine y,y, y, €l yazilip yine bu esitlik kullanilirsa, 0 = [x,
y,ylzd(x) + y,y [x,z]d(x) = [X, y,]yzd(x) elde edilir. Buradan R nin asallig1
kullanilarak her x,y, y, €l i¢in [X,y, ]y = 0 veya Id(x) = 0 olur.

A={xel |Idx)=0} ve B= {xel |[x,y,ly=0,Vy)y, €l } kiimeleri I
idealinin toplamsal altgruplaridir ve I = AU B dir. Brauer’s Trick’ten [ = A veya I =

B olmalidir. I = A ise her xeI igin d(I) = 0 bulunur. Ancak bu sonu¢ Lemma 4.1.15
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den ¢eliskidir. O halde I = B olmalidir. Her x, y, y, €l i¢in [x, y,]y = 0 oldugu
kullanilirsa [x, y,] = 0 elde edilir. I ideali sifirdan farkli komiitatif sag ideal

oldugundan Lemma 4.2.2 dan R halkas1 komiitatiftir.

Teorem 4.2.4: R asal halka, I sifirdan farkli ideali olsun. Eger R halkasi,
stfirdan farkli d tlireviyle belirlenen ve her x,yel icin F([x,y]) + [x,y] = O sartim
saglayan F genellestirilmis tiirevi igeriyorsa R komiitatiftir.

Ispat: Yukaridaki teoremdekine benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.2.5: R asal halka, I sifirdan farkli ideali olsun. Eger R halkasi,
sifirdan farkli d tiireviyle belirlenen ve her x,ye1 i¢in F(xoy)= x oy sartin1 saglayan
F genellestirilmis tiirevi igeriyorsa R komiitatiftir.

Ispat : Eger F = 0 ise, her x,ye] i¢in xoy = 0 dir. Bu esitlikte y yerine yz,
zel almirsa, 0 = xoyz = (xoy)z — y[x,z] = y[x,z] ve bdylece her x,ze 1 i¢in [x,z] =0
bulunur. O halde I ideali komiitatiftir, Lemma 4.1.16 dan R halkas1 komiitatiftir, ispat
biter.

F#0 olsun. Hipotezden, F(xcy)= xoy oldugunu kullanilirsa F(xy + yx) =
F(x)y + xd(y) + F(y)x + yd(x) = x oy elde edilir. Buradan her x,y €l i¢in

F(x)y + xd(y) + F(y)x + yd(x) —xoy =0 (3.11)
bulunur. (3.11) de y yerine yx alinirsa,

0 =F(x)yx + xd(yx) + F(yx)x + yxd(x) — X o yx

= F()yx + xd(y)x + xyd(x) + Fy)x* + yd(0x + yxd(x) - (xo y)x
elde edilir. (3.11) denklemi sagdan x ile ¢arpilip yukaridaki denklemde kullanilirsa,
her x,ye I i¢in

0 = xyd(x) + yxd(x) = (x o y)d(x)
olur. zel olmak iizere, y yerine zy alinirsa, 0 = (xozy)d(X) = z(xoy)d(x) +
[x,z]yd(x) = [x,z]yd(x) ve boylece her x,z€ I igin

[x,z]I=0veyad(x)=0
elde edilir.

A= {xel |dx)=0} ve B={xel |[xz]l =0,Vzel } kiimeleri I nin
toplamsal altgruplaridir ve I = AUB dir. Brauer’s Trick’ten I = A veya [ = B
olmalidir. I = A ise Lemma 4.2.1 den d = 0 olur, ancak bu sonug¢ hipotezle ¢elisir. O

halde I = B olmalidir. Yani her x,ze! i¢in [x,z]I = 0 dir. Buradan [x,z] = 0 yani [
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idealinin komiitatif oldugu sonucuna ulasilir. Lemma 4.2.2 den R halkasi
komiitatiftir.

Teorem 4.2.6: R asal halka, I sifirdan farkli ideali olsun. Eger R halkasi,
sifirdan farkli d tiireviyle belirlenen ve her x,yel i¢in F(xoy) + xoy = 0 sartim
saglayan F genellestirilmis tiirevi igeriyorsa R komiitatiftir.

Ispat: Yukaridaki teoremdekine benzer olarak sonuca ulasilir.

4.3 Nadeem-Ur-Rehman, On Generalized Derivations as

Homomorphisms and Anti-Homomorphisms, (2004)

Lemma 4.3.1: R asal halkasi sifirdan farkli komiitatif sag ideal iceriyorsa, o
zaman R komiitatiftir.

Teorem 4.3.2: R, 2-torsion free asal halka, I sifirdan farkli ideali, F:R >R, d
tiirevi ile belirli sifirdan farkli genellestirilmis tiirev olsun.

(i) F, I izerinde homomorfizma ve d # 0 ise R komiitatiftir.

(i) F, I iizerinde anti-homomorfizma ve d# 0 ise R komiitatiftir.

ispat: (i) F, I iizerinde homomorfizma oldugundan, her x, y eI i¢in,

F(xy) = F(x)y + xd(y) = F(X)F(y) (3.12)
olur. x,y, zeli¢in F genellestirilmis tiirev oldugundan

F(xyz) = F(xy)z + xyd(z) (3.13)
ve ayn1 zamanda F, I iizerinde homomorfizma oldugundan

F(xyz) = F(xy)F(2) = F(x)F(y)z + F(x)yd(z) (3.14)

yazabiliriz. (3.13) ve (3.14) ifadeleri birbirine esitlenirse, her x, y, ze [ i¢in, (F(x) —
x)yd(z) = 0 ve buradan da (F(x) — x)Id(z) = 0 bulunur. R halkasinin asallig1
kullanilirsa, her x, zeI igin,

(F(x)—x)=0veyad(z)=0
ifadesi elde edilir.

Eger her ze ! i¢in, d(z) = 0 ise 0 zaman d = 0 olur. Ancak bu sonug hipotezle
celisir. Eger her xel icin, F(x) = x ise 0 zaman xy = F(xy) = F(xX)y + xd(y) ve
boylece xd(y) = 0 yani Id(y) = 0 bulunur. Burada R halkasinin asallig1 ve I # 0 olmasi
kullanilarak yine d = 0 ¢eliskisine ulasilir.

(i1) F, I lizerinde anti-homomorfizma oldugundan, her x, ye I i¢in,

F(xy) = F(x)y + xd(y) = F(y)F(x) (3.15)
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yazabiliriz. (3.15) de x yerine xy alinip yine (3.15) kullanilirsa her x, ye I i¢in,

xyd(y) = F(y)xd(y) (3.16)
ve (3.16) de x yerine zx alinarak

zxyd(y) = F(y)zxd(y) (3.17)
bulunur. (3.16) y1 soldan z ile carparsak

xyd(y) = F(y)xd(y) (3.18)

ifadesine ve bdylece (3.17) ile (3.18) den her x, y, z€l i¢in, [F(y),z]xd(y) = 0 yani
[F(y),z]ld(y) = 0 ifadesine ulasilir. R halkasinin asallig1 kullanilarak

[F(y),z] =0 veyad(y) =0
elde edilir.

A = {yeI| [F(y),z] = 0, Vzel } ve B = {yeI| d(y) = 0} kiimelerini

tanimlayalim. A ve B, I idealinin toplamsal altgruplaridir ve I =A U B bi¢imindedir.
Brauer’s Trick’den I = A veya I = B olmalidir. I = B ise her yeI i¢in, d(y) = 0 yani
d= 0 dir. Ancak bu sonug hipotezle ¢eliseceginden I# B olur. O halde I = A yani her
y, z€l icin, [F(y),z] = 0 olmalidir. y yerine yz alinirsa
0= [F(y2).2] = [F(y)z + yd(2).7]
= F(y)z2] + [Fy),2lz + y[d(2).2] + [y,2)d(2)
ve boylece
yld(z).z] + [y.z]d(z) = 0
elde edilir. Bu ifadede y yerine xy alinirsa [x,z]yd(z) = 0 olur. R halkasinin asallig1
kullanilarak her zel i¢in
[x,2] =0 veyad(z) =0
ifadesine ulasilir. Yine Brauer’s Trick kullanilarak her zel i¢in d(z) = 0 veya her
zel icin [x,z] = 0 bulunur. Eger d(z) = 0 ise d = 0 ¢eliskisine ulasilir. O halde her

zeligin [x,z] = 0 dir. Lemma 4.3.1. den R komiitatiftir.

4.4 Ivica Gusic, A Note on Generalized Derivations of Prime Rings,
(2005)

Teorem 4.4.1: R asal halka, d, R ilizerinde bir fonksiyon (tiirev ya da

toplamsal olmasi1 gerekmeyen), F, her x,yeR i¢in F(xy) = F(x)y + xd(y) sartini
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saglayan bir fonksiyon (toplamsal olmasi gerekmeyen), I, R halkasinin sifirdan farkli
bir ideali olsun.

(i) Varsayalim ki her x, yeI i¢in F(xy) = F(x)F(y) olsun. O zaman d = 0
ve her xeR i¢in F = 0 veya F(x) = x dir.

(ii)  Varsayalim ki her x, ye I i¢in F(xy) = F(y)F(x) olsun. O zaman d = 0
ve her xeR i¢in F = 0 veya F(x) = x dir.

Ispat : (i) F, I iizerinde homomorfizma gibi hareket etsin. F(xyz) iizerinde
[34, Teorem 3.3.2] de yapilan islemler yapilirsa, her x, y, ze I i¢in (F(x) — x)yd(z) =
0 bulunur. R asal halka oldugundan ,her x,y, zel igin

F(x)=xveyad(z)=0
olur. Eger d(z)# 0 ise, F(xy) = f(x)y + xd(y) = xy + xd(y) = xy yazabiliriz. Buradan
xd(y) = 0 yani, her xe I i¢in d(y)= 0 elde edilir. Ancak bu sonu¢ d(z)# 0 olmasiyla
celisir. d(z) = 0 olmalidir. Yani d, I lizerinde sifirdir. O halde F(x)y = F(x)F(y) dir.
Bu esitlikte z,te R olmak iizere x yerine zt alinirsa, F(zt)y = F(zt)F(y) ve buradan da
F(z)ty = F(z)tF(y) esitligine ulasilir. R halkasinin asallig1 kullanilirsa her y,z€1 i¢in
F(z)=0 veya F(y) =y olur.

Eger F(z) = 0 ise, re R olmak iizere, 0 = F(rz) = F(r)z ve buradan F(R) =0
elde edilir. Yani F, R tizerinde sifirdir.

Eger F(y) = y ise ry = F(ry) = F(r)y ve boylece her reR icin F(r) = r
sonucuna ulagilir.

O halde her xeR i¢in F = 0 veya F(x) = x dir.

F = 0 oldugunda d = 0 oldugunu ispatlayalim. 0 = F(zr) = F(z)r + zd(r) = zd(r)
oldugu kullanilarak d(r) =0, V reR yani d = 0 bulunur.

F birim fonksiyon oldugunda d = 0 oldugunu ispatlayalim. zr = F(zr) = zr +
zd(r) oldugu kullanilarak d(r) =0, VreR, yani d = 0 elde edilir.

(ii) F, I tlizerinde anti-homomorfizma gibi hareket etsin. [34, Teorem 3.3.2]
deki gibi ispat yapilirsa, her x, y, ze I i¢in [F(z),y] = 0 veya d(z) = 0 olur.

ze 1 i¢in d(z)# 0 oldugunu varsayalim. O halde , her ye I i¢in [F(z),y] = 0 dur.
Buradan reR olmak tizere, 0 = [F(z),ry] = [F(z),r]y ve boylece, her reR igin
[F(z),r] = 0 elde edilir. F’in genellestirilmis tiirev olmasindan

F(xy)z + xyd(z) = F(xyz) = F@F(y)F(x) = F(y)F(2)F(x)

= F(y)F(xz) =F(y)(F(x)z + xd(2))
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= F(xy)z + F(y)xd(z)
yazabiliriz. Bu esitlik diizenlenirse, her x, y, zeli¢in

(xy — Fy)x)d(z) = 0 (3.12)
denklemi elde edilir. (3.12) de, te R olmak lizere x yerine tx almirsa, txyd(z) =
F(y)txd(z) ve (3.12) denklemi soldan t ile carpilirsa, txyd(z) = tF(y)xd(z) bulunur.
Iki denklem esitlenirse (F(y)t — tF(y))xd(z) = 0 ve burada R halkasinin asallif1 ve
d(z) # 0 olmas1 kullanilirsa, her yeI ,her teR i¢in F(y)t = tF(y) olacaktir. Yani F, I
tizerinde homomorfizmadir. (i) sikkindan d = 0 c¢eliskisine ulasilir. O halde
varsayimimiz yanlistir, d, I izerinde sifirdir. Bu durumda

F(x)yz = F(xz)y = F(2)F(x)y = F(z)F(xy) = F(xyz) = F(x)yz yani F(xt)zy =
F(xt)yz olur. Boylece F(x)t[z,y] =0, Vt, x, y, zel elde edilir. R halkasinin asal
olmasi kullanilirsa, her x, y, ze I i¢in

F(x)=0veya[zy]=0
ifadesine ulasilir.

[z,y] = 0 ise R halkas1 komiitatiftir, bu durumda F, I iizerinde homomorfizma
olacagindan (i) sikkindan VxeR i¢in F = 0 veya F(x) = x bulunur. (i) deki gibi
devam edilirse d = 0 elde edilir.

Ornek 4.4.2: Varsayalim ki R = Z[X]® Z[X] olsun. O zaman R asal halka
degildir. I = (0)® Z[X] ve J = Z[X]® (0) , R halkasinin idealleridir. d: R—>R, I
tizerinde sifir olan ve J tizerinde d(( f (x),0)) = ( ' (x),0) olarak verilen tiirev olsun. J
tizerinde F = d ve I iizerinde F((0,g(x))) = (0,g(x)) olmak iizere F, d ile belirli ve |

tizerinde homomorfizma olarak hareket eden genellestirilmis tiirevdir.

4.5. Oznur Golbasi, On Left ideals of Prime Rings with Generalized
Derivation, (2005)

Bu makale siiresince, R asal halka, charR # 2 ve I, R halkasinin sifirdan farkli
sol ideali olarak alinacaktir.

Lemma 4.5.1: [16,Lemma 1]: R asal halka, U sifirdan farkli sol ideali
yariasal halka olsun. Eger a€ R i¢in Ua=0 (aU=0) ise a = 0 dur.
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Lemma 4.5.2: [23, Lemma 2]: f: R— RC, her x,yeR i¢in f(xy) = f(x)y
sartin1 saglayan toplamsal doniisiim olsun. O zaman her xeR i¢in f(x) = qx olacak
sekilde qe Q, (RC) vardur.

Lemma 4.5.3: R asal halka, U kendi basina yariasal halka olan sifirdan farkli
sol ideali olsun. R halkasinin bir d tiirevi i¢in d(U) = 0 ise d = 0 dur.

Ispat: Hipotezden, her xe U, reR i¢in, 0 = d(ru) = d(r)u + rd(u) = d(r)u yani
d(R)U = 0 bulunur. Burada Lemma 4.5.1 kullanilarak d = 0 elde edilir.

Teorem 4.5.4: R asal halka, U kendi basina yariasal halka olan sifirdan farkli
sol ideali ve f genellestirilmis tiirev olsun. Eger U komiitatif degilse ve her x,ye U
icin f([x,y]) = 0 ise f(x) = qx olacak q€ Q, (RC) vardir.

Ispat: Her x,y € U i¢in f([x,y]) = 0 olsun. Bu esitlikte y yerine yx alinirsa 0 =
f([x,y] = f([x,yx]) = f([x,yD)x = f([x,y])x + [x,y]d(xX) = [x,y]d(x) elde edilir. re R
olmak {izere y yerine ry alinirsa her x,y e U, re R i¢in

0 = [x,ry]dx = [x,r]ydx + r[x,y]dx = [x,r]yd(x)
bulunur. Burada R halkasinin asallig1 kullanilirsa her xe U, re R i¢in

[x,r] =0 veya Ud(x) =0
elde edilir. Lemma 4.5.1 kullanilarak her xe U i¢in xeZ veya d(x) = 0 sonucuna
ulasilir.

A = {xeU| xeZ} ve B = {xeU| d(x) = 0} kiimeleri U sol idealinin
toplamsal altgruplaridir ve U =A U B big¢imindedir. Brauer’s Trick’den U = A veya
U= B olmalidur.

U = A ise UcZ olur, ancak bu sonu¢ hipotezde U’nun komiitatif
olmamasiyla ¢elisir. O halde U = B dir.Yani her xe U i¢in d(x) = 0 dir. Lemma
4.5.3’den d = 0 oldugu bulunur. O halde Lemma 4.5.2°den her x€R i¢in f(x) = gx
olacak bi¢imde qe Q, (RC) vardur.

Teorem 4.5.5: R asal halka, U kendi basina yariasal halka olan sifirdan farkli
sol ideali ve f genellestirilmis tiirev olsun. Eger U komiitatif degilse ve her x,ye U
i¢in f([x,y]) = % [x,y] ise her xe R i¢in f(x) = qx olacak bi¢imde qe Q , (RC) vardir.

Ispat: Varsayalim ki her x,ye U i¢in f([x,y]) = % [x,y] olsun. Bu esitlikte y

yerine yx alinirsa

f(lxyx]) = (([xyDx) = f(xyDx + [x,y]ld(x)
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elde edilir. Buradan
+ [xxy]=£ [xy]x+[x,yld(x)
*xylx =% [xylx + [x,y]d(x)
ve boylece her x,ye U i¢in [x,y]d(x) = 0 olur.
Teorem 4.5.4’deki gibi devam edilirse, d = 0 bulunur. O halde Lemma
4.5.2°den her xe R i¢in f(x) = gx olacak bi¢imde qe Q, (RC) vardr.

Sonug 4.5.6: R asal halka, U U kendi basina yariasal halka olan sifirdan farkl
sol ideali ve f genellestirilmis tiirev olsun. Eger U degismeli degilse ve her x,ye U
icin f(xy) = £ xy ise her xe R i¢in f(x) = qx olacak bi¢imde qe Q , (RC) vardir.

Ispat: Her x,y e U icin f(xy) = xy olsun. f([x,y]) = f(xy) — f(yX) = xy — yx =
[x,y] oldugundan Teorem 4.5.5 uygulanarak ispat tamamlanur.

Benzer olarak f(xy) = — xy i¢in de gosterilir.

Teorem 4.5.7: R asal halka, U kendi basina yariasal halka olan sifirdan farkli
sol ideali ve f genellestirilmis tlirev olsun. Eger f, U tizerinde homomorfizma veya
anti- homomorfizma olarak hareket ediyorsa, her xe R i¢in f(x) = qx olacak bigimde

qeQ, (RC) vardir.

Ispat: Varsayalim ki f, U iizerinde homomorfizma olarak hareket etsin. O
zaman her x,y € U i¢in

fxy) = F0)f(y) = FORy) = fx)y + xdy, (3.19)
yazabiliriz. (3.19) esitliginde ze U olmak iizere x yerine xz alinirsa,

fx2)f(y) = fxz)y + xzd(y)

f0f(zy) = f{(x)f(2)y + xzd(y)

f0)f(2)y + Fx)zd(y) = fx)f@)y + xzd(y)
elde edilir. Bu denklem diizenlenirse her x,y,ze U i¢in (f(x) — x)zd(y) = 0 bulunur.
Bu esitlikte re R olmak iizere z yerine rz alinirsa her x,y,z€ U i¢in (f(x) — x)rzd(y) =0
ve boylece (f(x) — x)Rzd(y) = 0 olur. Burada R’nin asal halka olmasi kullanilirsa, f,
U flizerinde birim doniisiimdiir veya Ud(U)=0 dur.

Varsayalim ki her xe U i¢in f(x) = x olsun. O zaman her x,ye€ U i¢in xy =
f(xy) = f(x)y + xd(y) yazabiliriz. Buradan xd(y) = 0 elde edilir. O halde her iki
durumda da Ud(U) = 0 dir. Lemma 4.5.1’den d(U) = 0 yani d = 0 elde edilir. Lemma
4.5.2°den, her x e R i¢in f(x) = gx olacak bi¢imde qe Q, (RC) vardur.
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Simdi varsayalim ki f, U {izerinde anti-homomorfizma olarak hareket etsin. O
zaman her x,y e U i¢in

fxy) = f(y)f(x) = fx)y + xd(y) (3.20)
yazabiliriz. (3.20) de x yerine xy alinirsa, f(y)f(x)y + f(y)xd(y) = f(y)f(x)y + xyd(y)
olur. Buradan her ye U, reR i¢in (f(y)r — rf(y))xd(y) = 0 yani [f(y),r]xd(y) = 0 elde
edilir. R halkasinin asalligindan her ye U, reR i¢in

[f(y).,r] =0 veya Ud(y) =0
olur. Brauer’s Trick ve Lemma 4.5.1 kullanilirsa f(U)cZ veya d(U) = 0 sonucuna
ulagilir. 2. durumda d = 0 oldugundan Lemma 4.5.2°den, her xeR i¢in f(x) = gx
olacak bicimde qe Q , (RC) vardir. Bu da ispat bitirir.

f(U)c Z ise f, U lizerinde homomorfizma olarak hareket eder. Teoremin 1.

kismindan her x € R i¢in f(x) = gqx olacak qe Q, (RC) vardur.
Teorem 4.5.8: R asal halka, char R#2, U kendi basma yariasal halka olan

stfirdan farkli sol ideali ve f, R halkasinin genellestirilmis tiirevi olsun. Eger U
komiitatif degil ve her xe U i¢in [x,f(x)] = 0 ise her xeR i¢in f(x) = gx olacak
bicimde g€ Q , (RC) vardir.

Ispat: Her xe U igin [x,f(x)] = 0 olsun. Bu esitlik lineerlestirilirse, 0 = [x +
vf(x +y)] = [X,f(y)] + [y,f(x)] olur. y yerine yx alinirsa,

0= [x,fyx)] + [yx,f(x)]

= [x,fy)x + yd()] + [yx,f0x)]

= [x,f)]x + F)Ixx] + [xy1d00) + yIxd()] + yIx,A0] + [y,f00]x
bulunur. bu denklem diizenlenirse her x,y € U i¢in

[xy1d(x) + yx,d(x)] = 0 (3.21)
esitligine ulasilir. (3.21) de ze U olmak {izere y yerine yz alinirsa, 0 = [x,y]zd(x) +
y[x,z]d(x) + yz[x,d(x)] bulunur. Bu denklemde yine (3.21) esitligini kullanirsak her
x,y,z€ U i¢in [x,y]zd(x) = 0 elde edilir. R asal halka oldugundan her x,y € U i¢in

[x,y] =0 veya Ud(x)=0
olur. Brauer’s Trick kullanilirsa, U komiitatif olmadigindan d(U) = 0 yani d = 0 dur.
Lemma 4.5.2°den ispat biter.

Teorem 4.5.9: R asal halka, char R#2, U kendi bagina yariasal halka olan

sifirdan farkli sol ideali ve f genellestirilmis tiirev olsun. Eger U komiitatif degilse ve
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d(Z)#0 ve her x,yeU icin [f(x),f(y)] = [x,y] ise her xeR i¢in f(x) = gx olacak
qeQ, (RC) vardur.

Ispat: Hipotezde 1y yerine yx almirsa, [x,y]x = [f(x),f(y)x + yd(x)] =
[f(x),f(y)]x + f(y)[f(x),x] + [f(X),y]d(X) + y[f(x),d(x)] ve buradan her x,ye U i¢in

f(y)[£(x),x] + [f(x),y] d(x) + y[f(x), d(x)]d(x) = 0 (3.22)
elde edilir. (3.22) da ce Z olmak iizere, y yerine yc alinirsa

0 = f(yc)[f(x).x] + [Fx),yeld(x) + ye[fx).d(x)]

= f(y)e[f(x),x] + yd(c) [{(x),x] + [f(x),y]ed(x) + ye [f(x),d(x)]
olur. Bu denklem diizenlenirse her x,ye U, ce Z i¢in yd(c) [f(x),x] = 0 yani d(c)U
[f(x),x] = 0 elde edilir. R halkasinin asalligindan her xe U, ce Z i¢in

d(c) =0 veya U[f(x),x] =0
olur. d(Z)#0 ve U yar asal oldugundan her xe U i¢in [f(x),x] = 0 olur. Teorem
4.5.8 uygulanirsa ispat biter.

Teorem 4.5.10: R asal halka, char R# 2, U kendi basina yariasal halka olan
stfirdan farkli sol ideali ve f genellestirilmis tlirev olsun. Eger U komiitatif degilse ve
f(U)c Z ise her xe R i¢in f(x) = gx, olacak bigimde qe Q, (RC) vardur.

Ispat: Hipotezden x,y € U i¢in f(xy) e Z dir. O zaman

0 = [f(xy).y] = [f(x)y + xd(y).y]
= [f(x).yly + fO)ly.y] + [x.y]d(y) + x[d(y).y]
= xyd(y) — yxd(y) + xd(y)y — xyd(y)
yazabiliriz. Buradan her x,y € U i¢cin

yxd(y) = xd(y)y (3.23)
elde edilir. zel olmak iizere (3.23) de x yerine xz almirsa, yxzd(y) = xzd(y)y =
xyzd(y) ve boylece her x,y,ze U i¢in [X,y]zd(y) = O olur.

Ustteki esitlikte re R olmak iizere z yerine rz alinirsa ve R halkasinin asalligi
kullanilirsa, her x,y € U i¢in

[x,y] =0 veyad(y)=0
bulunur. Brauer’s Trick’ten U komiitatif olmadigi i¢in d = 0 dir. Lemma 4.5.2°den
ispat biter.

Teorem 4.5.11: R asal halka, char R# 2, U kendi basina yariasal halka olan
stfirdan farkli sol ideali, f genellestirilmis tiirev ve acR olsun. Eger U komiitatif

degilse, d(Z) #0 ve her xe U i¢in [a,f(x)] € Z ise ac Z dir.
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Ispat: d(Z)# 0 oldugundan, d(c)# 0 olacak sekilde ceZ elemani vardir. d
tiirev oldugundan d(c) e Z dir. Hipotezde x yerine xc alinirsa,

[a,f(xc)] = [a,f(x)c + xd(c)

= [af(x)]c + f(x)[a,c] + [a,x]d(c) + x[a,d(c)]
yazabiliriz. Buradan [a,x]d(c) € Z oldugu bulunur. d(c)# 0 oldugundan her xe U i¢in
[a,x] € Z elde edilir. O halde her reR i¢in

[[a,x],r] =0 (3.24)
yazabiliriz. (3.24) de x yerine x> alnirsa,

0 = [[a,x*],r] = [[a,x]x + x[a,x],I]

= [a,x][x,r] + [[a,x].r]x + x[[a,x],r] + [x,r][a,X]

= 2[a,x][x,r]
elde edilir. R halkasinin karakteristigi sifirdan farkli oldugundan her xe U, re R igin
[a,x] [x,r] = 0 olur.

Bu esitlikte r yerine rs, se R yazilirsa

[a,x] R [x,r] =0
bulunur. R halkasinin asal olmasindan

[a,x]=0veyaxeZ
elde edilir. Burada A = {xeU | [a,x] = 0} ve B = {xe U | xeZ} kiimeleri
tanimlansin. A ve B, U nun toplamsal alt gruplaridir ve U= AU B bi¢imindedir.
Brauer’s Trick’ten, A = U veya B = U olmalidir. U komiitatif olmadigindan A = U
olmalidir. Yani, her xe U i¢in [a,x] = 0 olur. O halde aeZ dir.

Sonug¢ 4.5.12: R asal halka, char R# 2, U sifirdan farkli sol ideali yar1 asal
halka ve f genellestirilmis tiirev olsun. Eger U komiitatif degilse ve d(Z)#0 ve
[f(U),f(U)] c=Z ise her xe R i¢in f(x) = qx , olacak bigimde qe Q, (RC) vardur.

Ispat: Hipotezden her x,y<e U i¢in [f(x),f(y)]€Z dir. Burada Teorem 4.5.11
uygulanirsa her xe U i¢in f(x)eZ olur. Teorem 4.5.8’den, her xe R i¢in f(x) = gx

olacak bicimde qe Q, (RC) vardur.
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4.6. Yong-Soo Jung, Kyoo- Hong Park, On Generalized (o,/f)

Derivations and Commutativity in Prime Rings, (2006)

Lemma 4.6.1: R asal halkasi sifirdan farkli komiitatif sag ideal igeriyorsa R
komiitatiftir.

Teorem 4.6.2: R asal halka, I, R halkasinin sifirdan farkli ideali olsun. Eger
R halkasinda her x,y eI i¢in g([ u (x),y]) = [v (x),y], . olacak sekilde sifirdan farkl
(e, p)-tirevi o 1ile belirli g genellestirilmis («,f)-tiirevi varsa R halkasi
komiitatiftir.

Ispat: Her x,y el igin

glux).yD=[vx).yl,.. (3.25)
(3.25) esitliginde ze I olmak iizere y yerine zy yazilirsa, her x,y,ze I i¢in

gzl 1 (x)y]1 + [ (X)2]y) = 7 (D[v (X).¥],. [V (X).2] . a(y)

gzl (x).y]) +e([uX).zly) = 7 (v (Y], + [V ()2, a (¥)
olur. Buradan devam edilirse g(z)a((uX)y])) + L@o(uX)y]) +
glu)zhay) + fux).zDo () = (D[v (X).y],. +[v(x).zl,, a ), esitlig
elde edilir. Bu esitligi diizenlersek, her x,y,ze I i¢in

g@)a((uyD+ @5 ([(1&)HyD+ [u(x)2D)d(y) = 7 (D[V (X).y],.
bulunur. Yukaridaki esitlikte y yerine y u (x) yazilirsa,

g@)a ([(u)yluX)+ (@) ([u(x)y] 4 X))+ B([ux).z])d(yu(x) =
7@z MV (), 4 (O] o + [V (Y], @ (1 (X))
elde edilir. Esitlik agilarak

ga((uyDa(ux) + @YD)  a(uk) +
B (@) B [ux).yD)o )+ ([ux)zD) 6 () a (u )+ f ([ x).z]) B (y)d (1 (x)
= t(@rMVE,uX],. + 7@VEY],, a(1X) = 7(@2) 71 X),sX®)])
+r(2)[v (Y], @ (L))=1 @)V (X)y],., o (1),

bulunur. Bu denklem diizenlenirse , her x,y,ze I i¢in
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gz) a((uxy) a(ux) + @ 6(u®y) a(uXx) + (2
Bl yDo(u)+ B(Lux)z)o () a(u )+ F([#X)z]) f(y)o (1 (x) =
7@V (XYl a (4(X) (3.26)
esitligi elde edilir. (3.25) esitligini sagdan a(u(x)) ile carpip (3.26) ile
karsilastirirsak, her x,y,ze I igin
0=F@)F[ux)yD6(ux)+ B([ux)z]) B(y)o (u(x)
={B@ A [uX)yD)+ B[ ux).z]) B ()} (4 (X))
={ B x(X).yl +[uXx)zly)} 6 (u(x))
= (2 u )yl + [ X).2]y)} B8 (1 (%)
olur. Son egsitlikte we R olmak iizere z yerine wz yazilirsa, her x,y,zel, we R i¢cin
0= (wz[ p (x),y] + [ u ().wzly)} B & (u(x)) =0
= (wzl 1 (). Wl ().2ly) 7 5 (u(x) + [ x)wlzy B8 (4 (%))
=w(z[ u ).yl Hu).zly) B 5 (u () + [u).wlzy 6 (u ()
bulunur. Buradan her x,y,ze I, we R igin
[ ().wlzy B 6 (u(x)=0 (3.27)
esitligi elde edilir. Bu esitlikte z yerine z8"' 8 (1 (x)) ve y yerine y[ u(x),w]z
almirsa, [ (,wlz8" S (u I uWlzA ' 6 (u(x) = 0, Vxyzel, weR
bulunur. R halkasi asal oldugundan her x,zel, weR igin [z (x),w]z 8 & (1 (x)) =0

olur. Buradan yine R halkasiin asalligindan her we R, xeli¢in [ x (x),w] =0 veya
B8 (1 (x)) =0 ve bdylece

[ (x),w]=0veya & (x(x))=0
elde edilmis olur.

A={xel|[gXx),w]=0, VweR } ve B={xel]| 6 (u(x)) =0} kiimelerini
tanimlayalim. Brauer’s Trick’den I = A veya I = B dir.

I=Bise her xeligin & (1 (x)) =0 olur. O zaman her xe1, ye R igin
0=0(uxy)=0(ux)uly)

=0 (uX)a(u)+ B(ux)s(u(y)

=L (ux)o(uy)=(Lou)x)s(u(y))
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yazabiliriz. Bu esitlikten her xel, ye R i¢in x( Sou )™ & (1 (y)) = 0 elde edilir.

Son esitlikte re R olmak iizere x yerine xr yazilirsa, xr( fou )™ & (1 (y)) =0,
bulunur. R asal halka oldugundan her xel, yeR icin x = 0 veya
(Pou) ™" 5 (u(y)=0 elde edilir. Buradan 1 # 0 oldugundan her yeR igin
(Pou)™" 8 (u(y)) =0 bulunur. O halde her yeR icin 6 (u(y)) =0 yani 6 = 0 dir.
Ancak bu sonug, hipotezde ¢ nin sifirdan farkli verilmesiyle ¢elisir. I = B olamaz. O
halde I = A dir. Her xel, weR i¢in [ 4 (x),w] = 0 yani u(I)cZ(R) dir. x(I), R
halkasinin sifirdan farkli ideali oldugu i¢in. Lemma 4.6.1 uygulanarak R halkasinin
komiitatif oldugu bulunur.

Sonug¢ 4.6.3: [34 ,Teorem 2.1]: R asal halka, I ise R halkasinin sifirdan farkl
ideali olsun. Eger R halkasinda her x,y eI i¢in g([x,y]) = [X,y] olacak sekilde sifirdan
farkli o tiireviyle belirli, g genellestirilmis tiirevi varsa R halkas1 komiitatiftir.

Ispat: Bir 6nceki teoremde 1 birim déniisiim olmak iizere = f = u = v =
7 =1 alimirsa, J (xy) = 6 (X)y + X0 (y) olacagindan, o bir tiirev ve g(xy) = g(x)y +
x 0 (y) bulunur. Bu durumda g de bir genellestirilmis tiirev olur.

Sonug¢ 4.6.4: R asal halka, I da R halkasinin sifirdan farkli ideali olsun. Her
x,yel i¢in g(xy) = g(yx) olacak sekilde sifirdan farklh o, (e, f) -tiireviyle belirli g

genellestirilmis (e, f) -tiirevi varsa R halkas1 komiitatiftir.

Ispat: Teorem 4.6.2°de, 1 birim déniisim ve 0 da sifir doniisiimii olmak

tizere 1 =1 ve v =0 alinirsa R halkas1 komiitatif bulunur.

Asagidaki 6rnek asal halka yerine yar1 asal halka alindiginda R halkasinin
komiitatif olmayabilecegini gostermektedir.

Ornek: R, komiitatif olmayan asal halka, R, komiitatif asal halka olsun. R =
R, ® R, halkasimnin yari asal halka oldugunu gorelim

Her r,,r, eR i¢in a(r,,r, )a = (0,0) olsun. Bu durumda (ar, a,ar,a) = (0,0)
yazabiliriz. O halde ar,a =0, herr, eR ve ar,a=0, herr, eR olur. Buradan R, ve

R, nin asal olmas1 kullanilirsa a = 0 elde edilir. R = R, ® R, halkas1 yar1 asal

halkadir.
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a, ve B,, a, # [, olmak lizere R, halkasinin endomorfizmleri olsunlar. Her
X,y igine R, icin,

(o= B)x+y) = a,(xTy)- f,x+y)=a,(X)+ a,(Y) - £, (%)~ £, (¥)

=(a,= )X+ (a,— £,)(y)
(o= B)(xy) = o, (xy) = S, (xy)
=, (X)) - LK) - LXa )+ LXK al(y)
= (= B,)X)a, () + £,x) (2= £,)(y)
oldugundan «, — B, #0, R, halkasi iizerinde (, , 3, )-tlirevdir.

Her (x,,x,)eRi¢in a(x,,x,)=(0,a,(x,)) ve B(x,,Xx,)=(0,8, (x,))1ile
tanimlanan o ve A, R halkasinin endomorfizmleri olmak iizere, her (x,,x, )€ R i¢in
0(x,,x,)=(0, (a,— B,)(x,) ile tanimlanan ¢ :R — R doniisiimii R halkasi iizerinde
(a, p) tirevdir.

a((x,,x,) = (0,a,(x,)) ile tanimlanan « doniisiimiiniin endomorfizm
oldugunu gosterelim. Her (x,,x, )€ R igin,

a (X X))+ (YY) = a(x, Ty,.x, +y,) =0, o, (x, +y,))

=(0,0,(x,) + (0, &, (y,))
=a (X x,) T a(y,.y,)
a (X X))y 1y,) = a(X,y,:X,¥,) = (0, ,(X,Y,))
= (0,2, (x,))0, 2, (y,))

=aX;x,)a (¥,55,)
oldugundan « donilisiimii endomorfizmdir. Benzer sekilde £ doniisiimiiniin de

endomorfizm oldugu goriliir.

Simdi ¢ :R—>R doniigiminiin sifirdan farkli (e, f)-tlirev oldugunu
gosterelim. Her x,ye R igin x = (x,,Xx,) ve y = (y,,y, ) olsun.
(XX )T (V1Y ) = 8 (x; Ty X, 7¥,)=(0, (e, = f,)(x, +y,)
=0,0,(x, Ty,)= £,(x, Ty,))
=(0,(a, = B,)(x,)) T (0, (o, = B,)(¥,))
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=0(x;.%,) T 8(y,,y,)
S((x X))y 1Y, ) =6 (x,y,.X,¥,)=(0, (a,= B, )(X,Y,)
= (0,0, (x,))(0,,(y,)) = (0, 8,(x,))0, 5,(y,))
= (0,8, (x,))(0,0,(y,)) + (0, 5,(x,))0,,(y,))
= (0,(, = B,)(x,))0, 2, (y,)) + (0, B, (x,))0, (o, = £,y ,))
=o(xx,)a(y,y,)+ B(x,x,)0(y,.5,)
oldugundan &§:R—R déniisimii (o, /) tirevdir. Bu déniisiimiin sifirdan farkli
oldugunu gosterelim. § = 0 olsayd: her (x,,x,)eR igin, §(x,,x,) = (0, (a,—
B,)(x,) oldugundan (a,— f3,)(x,) = 0 olur ki bu da a,(x,) = f3,(x,) demektir. Bu
ifade ise a, # 3, olmastyla celisir. O halde & # 0 dur.

Simdi aeR, olmak iizere y(x,,x,) = (0aa,( x,)) ile y:R—-R
doniisiimiinii tanimlayalim. g = o - B +  ise her x,ye R i¢in g(xy) = g(yx) olacak
sekilde, sifirdan farkli (a,f)-tirevi Sile belirli genellestirilmis (a, f) -tirevdir.
Her x,y € R i¢in x = (x,,x, ) ve y = (y,.y, ) olsun.

gxty)=g(x,,x,) +(yy.))=(a =B+ y)x, ty x, Ty,)

=0,,(x, ty,)=(0, B,(x, +y,)) +(0,ae,(x, +y,))
=a (X, X,) - X)) Ty X))t a (y.y,) - B (Y,)
tr(yny,)
=(a -+ y)x,x,)T(a—-F+7)yY,)
=g(x,x,) +g(y,y,)
g(xy) =g((x ;X)) ¥y =(a = B+ y)(x,¥,.X,¥,)

= (0,0, (x,))(0,,(y,)) = (0, 8, (x,))(0, 5, (y,))H+ (0ae, (x,)
a,(y,)) = (0,5, (x,))0,a,(y,)) + (0,5, (x,))0,2,(y,))

={(0,,(x,)) = (0, 5,(x,)) + (0,20, (x,))}(0,1,(y,))
+(0, 8, (x, {0, ,(y,)) = (0, 8, (y,))}

=(a =B+ )X x)a(y;y,) T B x,)0(,.y,)

=gx)a(y)+ f(x)6(y)
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Yine her x,ye R igin x = (x,.x,) ve y = (y,.y,) olsun.

g(xy) = g((x X))y 1y ) =(a = B+ y)Xy,:X,¥,)
=(0,2,(x,¥,)) (0, 5,(x,¥,) + 0ae, (x,Y,))
=(0,2,(y,x,)) = (0,,(y,x,)) T (0ae, (y,x,))

=(a =+ )X, y,%,) =8y 1y ,)x,x,)) = g(yx)
elde edilir.
Yani teoremdeki biitiin sartlar saglanir. Fakat (a,b), (c,d)e R i¢in (a,b)(c,d) =
(ac,bd) = (ac,db) # (c,d)(a,b) oldugundan R halkas1 komiitatif degildir.
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BOLUM 5
GENELLESTIRILMIiS TUREVLI ASAL HALKALARDA
LiE IDEALLER

Bu boliimde, R halkalarinda tiirevle ilgili yapilan ¢caligmalar yerine onun bir
Lie ideali ve tiirev yerine halka lizerinde genellestirilmis tiirev alinarak yapilan

genellestirmeleri iceren makaleler ele alinmistir.

5.1. O. Gélbas, K.Kaya, On Lie Ideals with Generalized Derivations,
(2006)

Bu kisim boyunca, R asal halka, char R#2, f : R—R d tiirevi ile belirli
genellestirilmis tiirev ve U, R halkasinin sifirdan farkli Lie ideali olarak alinacaktir.

Uyari 5.1.1: Her x,ye R i¢in

f([x,y]) = fixy — yx) = f(x)y + xd(y) — d(y)x — yf(x) = [f(x),y] + [x,d(y)] dir.

Lemma 5.1.2: f(U) =0 ise Uc Z dir.

ispat :ue U, xeR i¢in, [u,x] € U oldugundan hipotezden, her ue U, xe R i¢in
0 = f([u,x]) = [f(u),x] + [u,d(x)] = [u,d(x)] ve boylece [U,d(R)] = 0 elde edilir. [22]
den Uc Z dir.

Lemma 5.1.3: f(U)cZ ise Uc Z dir.

ispat : u, we U i¢in, f([u,w])e Z oldugundan hipotezden, her u, we U i¢in
f((u,w]) = [f(w),w] + [ud(w)] = [ud(w)]eZ yani [U,d(U)]cZ elde edilir.
[28,Teorem2]’den U c Z dir.

Lemma 5.1.4: aeR igin,

(i) af(U)=01sea=0 veya UcZ dir.

(ii) f(U)a=0isea=0veyaUcZ dir.

Ispat : (i) U, merkez tarafindan kapsanmayan Lie ideal olsun. [9,Lemma
17’den, R halkasinin [R,M]c U, fakat [R,M]zZ olacak sekilde sifirdan farkli M
ideali vardir. Her xeR, meM igin [R,M]cU oldugundan, [xm,m] = [x,m]me U
yazabiliriz. Buradan

0 = af([x,m]m) = af([x,m])m + a[x,m]d(m) = a[x,m]d(m) =0

elde edilir. ue U olmak iizere x yerine f(u)x yazilirsa, her xe R, me M , ue U igin

66



0 = a[f(u)x,m]d(m) = af(u)[x,m]d(m) + a[f(u),m]xd(m) = a[f(u),m]xd(m)
bulunur. Burada R halkasinin asallig1 kullanilirsa, her me M , ue U igin

a[f(u),m] =0 veya d(m) =0
elde edilir.

L={meM]| a[f(u)m]=0,VueU } ve K={meM| d(m)=0} kiimeleri M
nin toplamsal altgruplaridir ve M = K U L dir. Brauer’s Trick’ten M =K veyaM =L
olmak zorundadir. M#0 ve d#0 oldugundan M = L dir. Her meM ,ueU igin,
a[f(u),m] = 0 yani aMf(U) = 0 dir. Buradan a= 0 veya f(U) = 0 elde edilir. Lemma
5.1.2’den a=0 veya Uc Z dir.

(ii) Her xe R, me M i¢in m[x,m] e U ve f’in sag genellestirilmis tiirev oldugu
kullanilarak, benzer yolla sonuca ulasilir.

Lemma 5.1.5: d(Z)# 0 ve ae R olsun. [a,f(U)] =0 ise ac Z veya U Z dir.

Ispat: d(Z)# 0 oldugundan d(« )# 0 olacak sekilde a €Z elemam vardir ve
d(a)eZdir.ueU,xeRi¢in [u,a x] = a[u, x] + [u,a |x = a [u, x] € U oldugundan
hipotezden,

0=T[a,f(e [u, x])] = [a,d(a)[ux]] + [a, & f([ux])] = d(a )[a,[ux]]
olur. Bu esitlikte R halkasinin asalligi kullanilirsa d(« )= 0 veya [a,[u,x]] = 0 elde
edilir. d(« )# 0 oldugundan her ue U, xe R i¢in [a,[u,x]] = 0 bulunur.

I, :R>R , I, x)=[ax]vel, :R>R , I (x)=[ux] i¢ tiirevlerini

tanimlayalim.

I,I,(R)=0 oldugunda [32, Teorem 1] den I, =0 veyal,6 =0 dir. O halde

herue U, xeR i¢in [a,x] =0 veya [u,x]=0 olur. Buradan ae Z veya U Z dir.
Lemma 5.1.6: acR ve [a,f(U)] =0 ise ae Z veya d(a) = 0 veya Uc Z dir.
Ispat: ue U i¢in, [u,a] € U oldugundan hipotezden
0 =[a,flu,a]] = [a,[f(u),a]] + [a,[u,d(a)]] = [a,[u,d(a)]]

yani [[d(a),U],a] = 0 elde edilir. Buradan [I,, (U),a] = 0 yazabiliriz. O halde

[,1,,(U)=0olur. [6, Teorem 4]’ten, ac Z veya d(a)e Z veya UcZ dir.

Varsayalim ki d(a)e Z olsun. [u,a’ ] e U oldugu hipotezde kullanilirsa
0= [a,fTlu,a” ]] = [a,[f(w), a* 1] + [a,[u,d(a* )]
= [[a,f(w]a” ]+ [[a,a” If(w)] + [a,[u,d(a)a]] + [a,[u,ad(a)]]
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bulunur. Bu esitlikte d(a)eZ oldugu kullanilirsa 2[a,[u,ad(a)]] = 0 elde edilir. R
halkasinin karakteristigi 2’den farkli oldugundan [a,[u,ad(a)]] = O olur. Buradan
[a,[u,a]]d(a) = 0 ve bdylece d(a)e Z oldugundan [a,[u,a]] = 0 veya d(a) = 0 bulunur.
Bagintilar diizenlenirse [a, I, (u)] = 0 veya d(a) =0 yani I /1 (u) = 0 veya d(a) = 0

yazabiliriz. O halde 1,*(U) =0 veya d(a) = 0 dur.

I1,°(U) =0 ise [9, Teorem 1]’den ac Z veya UcZ olur. O halde ac Z veya
d(a) =0 veya UcZ dir.

Teorem 5.1.7 : £* (U) = 0 ise U Z dir.

Ispat: Varsayalim ki Uz Z olsun. u, we U icin, hipotezden

0= £ ([f(w),w]) = f([f* ;ul,w + [f(w),d(w)])

= f([f(w),d(W)]) = [f(w),d* ()]

olur. Yani , her u,we U igin

[f(w),d* (w)] =0 (4.1)
esitligi elde edilir. Lemma 5.1.6’dan, d*(w)eZ veya d*(w) = 0 veya UcZ olur.
Burada U & Z oldugu kullanilirsa her we U i¢in

d*(w)eZveyad’(w)=0
elde edilir.

A = {weU | d*(w)eZ} ve B = {weU | d*(w) = 0} kiimeleri U nun
toplamsal altgruplaridir ve U = AU B dir. Brauer’s Trick’ten U = A veya U = B

olmak zorundadir. U = A ise [4, Teorem 1] den UcZ elde edilir ki bu varsayimla
celisir. O halde U = B dir. d’ (U) = 0 oldugundan [9, Lemma 11] den, d*(R) = 0 dur.
Her ue U, reR i¢in hipotezden,

0= £* ([u,r]) = f(f([w,r])) = f({[fw).r]) + f[u.d(x)])

= [£* (w),r] + [f(w),d(1)] + [f(w),d(1)] + [u,d” (1)]
bulunur. O halde herue U, reR i¢in

2[f(w),d(r)] + [u,d* (1] =0 (4.2)
esitligi elde edilir. ve U olmak iizere r yerine r d* (v) yazilirsa ve d° (R) = 0 oldugu

kullanilirsa,
0= 2[f(w),d(rd* (v))] + [u,d* (rd* (v))]
= 2[f(u),d(r)d” (v)] + [u,d(d(rd* (v)))] = 2[f(u),d(r)d* (v)] + [u,d(d(r)d* (v))]
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=2[f(w),d(r)d* (V)] + [u, d* (1)d” (v)] = 2d(®)[f(w),d* (V)] + 2[f(w),d(1)]d* (V)]
+d* (0)[u, d* (V)] + [u, d* (]’ (v)
olur. Bu esitlikte (4.1) ve (4.2) bagintilar1 kullanilirsa, her u,ve U, re R i¢in
d’(®)[u,d*(v)]=0 (4.3)
elde edilir.

L, " R->R, I, ) (x) = [x, d*>(v)] seklindeki i¢ tiirevi tammlayalim. O

zaman (4.3) bagintisindan d” (r) I , (U)=0 elde edilir. [9, Teorem 4] ten, d* (R)=0

d*(v)
veya d* (U)c Z dir.

d’(R) = 0 ise [27, Teorem 3] ten, R komiitatiftir. UcZ elde edilir ki bu
varsayimla gelisir. O halde d* (U) < Z olmalidir. Bu durumda da [28, Teorem 1] den,
U c Z seklindeki ayn ¢eligkiye ulasilir. O halde varsayim yanhistir, U Z dir.

Uyari 5.1.8 : Her ue U icin u” €U ise (u + v)*> €U oldugundan (u + v)* —
u’—v? =uv + vueU olur. Ayrica U, Lie ideal oldugundan uv — vue U dur. Bu
durumda 2vu e U bulunur.

Teorem 5.1.9 :Her ue U i¢in u” e U olsun. Her u,ve U igin f(uv) = f(u)f(v)
ise U c Zdir.

Ispat: Varsayalim ki Uz Z olsun. f, U iizerinde homomorfizma olarak
hareket ettiginden, her u,ve U i¢in

f(uv) = f(u)v + ud(v) = f(wW)f(v) (4.4)
esitligi elde edilir. (4.4) de we U olmak iizere u yerine 2uw alinirsa,

fuw)v + 2uwd(v) = f2uw)f(v)

2f(uw)v + 2uwd(v) = 2f(uw)f(v)

2f(uw)v + 2uwd(v) = 2f(u)f(wv) = 2f(u)(f(w)v + wd(v))

= 2f(w)f(w)v + 2f(u)wd(v)
olur. O halde 2uwd(v) = 2f(u)wd(v) dir. R halkasinin karakteristiginin 2’den farkli
oldugu kullanilirsa , her u,v,we U i¢in (u —f(u))wd(v) = 0 elde edilir. [9, Lemma 4]
den , herue U i¢cin d(U) =0 veya u = f(u) olur.

Eger her ue U i¢in u = f(u) ise 2uve U oldugundan 2uv = f(2uv) = 2f(uv)
yazabiliriz. Buradan 2uf(v) = 2d(u)v + 2uf(v) oldugundan, her u,ve U i¢in d(u)v =0
yani d(U)U = 0 dir. [9, Lemma 7] den, U = 0 elde edilir ki bu ¢eliskidir. O halde

varsayim yanlhstir, U Z dir.
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Teorem 5.1.10: Her ue U igin u” € U olsun. Eger her u,ve U igin

f(uv) = f(v)f(u) ise U c Zdir.

Ispat: Varsayalim ki Uz Z olsun. f, U iizerinde anti-homomorfizma olarak
hareket ettiginden, her u,ve U i¢in

f(uv) = d(u)v + uf(v) = f(v)f(u) 4.5)
olur. (4.5) de v yerine 2uv alinirsa,

d(u)2uv + uf(2uv) = f(2uv)f(u)

2d(u)uv + 2uf(v)f(u) = 2f(uv)f(u)

2d(u)uv + 2uf(v)f(u) = 2d(u)vf(u) + 2uf(v)f(u)
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilip, R halkasinin karakteristiginin ikiden farkl
oldugu kullanilirsa d(u)uv — d(u)vf(u) = 0 elde edilir. O halde her u,ve U igin

d(u)uv =d(u)vf(u) (4.6)
bulunur. (4.6) da we U olmak iizere v yerine 2vw alinirsa, 2d(u)uvw = 2d(u)vwi(u)
olur. Bu esitlikte R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi ve (4.6) bagintisi
kullanilirsa her u,v,we U i¢in d(u)v[f(u),w] = 0 elde edilir. [9, Lemma 4] den , her
u,we U icin d(u) =0 veya [f(u),w] =0 olur.

A={uelU|du)=0} ve B={ueU|[f(u),w]=0, VweU } kiimeleri U nun
toplamsal altgruplaridir ve U = AU B dir. Brauer’s Trick’ten U = A veya U = B
olmak zorundadir. U = A ise, d(U) = 0 dir, [9, Lemma 5] den U Z elde edilir ki bu
varsayimla ¢elisir. U = B olmalidir. Her u,we U i¢in [f(u),w] = 0 yani [f(U),U] =0
dir. Burada Lemma 5.1.6 kullanilirsa d(U) = 0 veya UcZ dir. Her iki durum da
hipotezle celisecegi i¢in varsayim yanlistir, Uc Z’dir.

Teorem 5.1.11 : Her ue U igin u” € U olsun. Eger her u,ve U i¢gin

f(uv) = f(vu) ise Uc Z dir.

Ispat : Her u,ve U icin f(uv) = f(vu) olsun. Bu esitligi diizenlersek

0 =f(uv) — f(vu) = f(uv —vu) = f([u,v])
yazabiliriz. O halde [u,v] = ce U denilirse f(c) = 0 olur.

Hipotezden her we U i¢in, f(cw) = f(wc) oldugu kullanilarak f(c)w + cd(w) =
d(w)c + wf(c) ve f(c) = 0 oldugundan dolay1 cd(w) = d(w)c elde edilir. Yani her
we U i¢in

[c,d(w)]=0 4.7)

esitligine ulasilir. (4.7) de w yerine 2uc alinirsa,
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0 =[c,d(2uc)] =2[c,d(uc)]
= [c,d(uc)] = [c,d(u)c +ud(c)]
= d(wlc.c] + [c,d(w)]e + ufe,d(c)] + [c,u]d(c)
ve buradan da her ue U i¢in [c,u]d(c) = 0 bulunur.

Yukaridaki esitlikte u yerine 2uv alinirsa, ve R halkasinin karakteristiginin
ikiden farkli olmasi kullanilirsa her u,ve U i¢in [c,u]vd(c) = 0 olur. Boylece her
ueU icin [c,u] =0 veya d(c) = 0, ve bdylece ceZ veya d(c) = 0 yani her u,ve U
i¢in [u,v] €Z veya d([u,v]) = 0 sonucuna ulasilir.

A={ueU]|[uv] €eZveB={ueU|d(uv])=0, VYuyveU } kiimeleri U
nun toplamsal altgruplaridir ve U = AU B dir. Brauer’s Trick’ten U = A veya U = B
olmak zorundadir. U = A ise, [U,U] < Z demektir ve [20, Lemma 1] den UcZ dir.
U = B ise d(JU,U]) = 0 olur. [U,U] Lie ideal oldugundan, [9, Lemma 5] ten
[U,U] < Z bulunur ve [20, Lemma 1] den U c Z elde edilir.

5.2. M. Ashraf, A. Ali, S. Ali, On Lie Ideals and Generalized (¢,¢)

Derivations in Prime Rings, (2004)

Bu makale boyunca x'= F(xy) — FX)0(y) — ¢(x)d(y) gosterimi

y+z

kullanilacaktir. F, ¢, @, d toplamsal doniisiimler oldugundan x, y, ze R i¢in, x

x” +x*ve(x+y)" =x° +y”° saglanir.

Lemma 5.2.1: [9, Lemma 4] R, 2-torsion free asal halka ve Uz Z olmak

tizere U, R halkasinin Lie ideali olsun. aUb = (0) ise a = 0 veya b= 0 dir.

Lemma 5.2.2 : R, 2-torsion free asal halka, her ue U icin u® € U olmak iizere
U, R halkasinin Lie ideali, € ve ¢ R halkasinin endomorfizmleri ve d, (&, ¢ )-tiirev
olsun. Eger F : R—R toplamsal déniisiimii her ueU icin F(u®) = F(u)é(u) +
¢ (u)d(u) sartin1 sagliyorsa agagidakiler saglanir.

(i) F(uv +vu)=Fu)@((v) + ¢ (u)d(v) + F(v)@(u) + ¢ (v)d(u),VuvelU

(ii)) F(uvu)=F(u)@(vu)+ ¢ (uv)d(u) +¢(w)d(v)€(u), VuvelU

(iii) F(uvw + wvu) = F(u) @ (vw) + F(w) 8 (vu) + ¢ (uv)d(w) +¢ (wv)d(u) +
g ()d(v)0(w) +¢(w)d(v)0(u) , Vuv,welU
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@iv) u'[6(v),0(Vv)]=0,VuvelU

V) uwéwl),0v)]=0, Vuv,welU

Ispat : (i) u,ve U igin, hipotez kullanilarak

Fuv+vu)=F((u+v)*)—F@u’)-Fv?)

=F(utv)@(utv)+ ¢(u+v)du+v)—Fu)d(u)— ¢(u)d(u)
~FW) &) - ¢ (Md(v)
=Fo(v)+ ¢(wd(v) + F(v)0(u) + ¢ (v)d(w)
sonucuna ulagilir.

(i) u,ve U i¢in, uv + vu = (u + v)’— u’— v*> € U oldugundan (i) sikkinda v
yerine uv + vu alinirsa,

Fu(uv + vu) + (uv + vu)u) = Fw)&( uv + vu) + ¢(u)d(uv + vu) +
F(uv+vu) @ (u) + ¢ (uv + vu)d(u)
olur. Burada d : R—R bir (8, ¢ )-tiirev oldugundan her u,ve U d(uv+vu) = d(u) 8 (v)
+ ¢ (w)d(v) +d(v) 0 (u) + ¢ (v)d(u) oldugu kullanilirsa

F(u(uv + vu) + (uv + vu)u) = F(u) @ (uv) + F(u) @ (v) 0 (u) +F(u)&(v)0(u) +
pdV) ) + FMO* + gW)dwo(u) + ¢dwo(v) + ¢’ Wd(v) +
¢ (Wd(v) 0 (w) + ¢ W@ (v)d(w) + ¢ (uv)d(w) + ¢ (vud(u) = F(u) € (uv) + 2F(u) 6 (vu)
+ FV)0@u?) + 2¢d(v)0(w) + ¢(MdW o (u) + O (v) + ¢(u’)dv) +
2¢ (uv)d(u) + ¢ (vu)d(w)
esitligi bulunur. Ayn1 zamanda,

Fu(uv + vu) + (uv + vu)u) = Fu’v + vu®) + 2F(uvu) = F(u?)0(v)
+¢u)d(v) + Fv)@u’) + ¢(v)d(u’) + 2F(uvu) = F(u) @ (uv) +¢ (w)d(u) @ (v) +
FW)O(u?)+ ¢(v)du) 0 (u) + ¢ (v)$ (w)d(v) + 2F(uvu) + ¢ (u’)d(v)
oldugundan, bulunan iki denklem birbirine esitlenir ve charR # 2 oldugu kullanilirsa,
her u,ve U igin

F(uvu) = F(u) 6 (vu) + ¢ (uv)d(u) +¢ (w)d(v) 0 (v)
sonucuna ulagilir.

(iii) (i) de we U olmak iizere u yerine u + w alinirsa,

F(u+w)v(@u+w) = Fu+w)d(vu+w))+ gu+w)dv)fu+w) +
¢((u + wv) dw = Fod(vu) + Fwb(w) + Fw)o(vu) + F(w)d(vw) +
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¢ (Wd(v)&(u) + ¢ (W)d(v) 0 (W) + ¢ (uv)d(u) +¢ (uv)d(w) +¢ (wv)d(u) +¢ (wv)d(w)
+ ¢ (w)d(v)8(w) + ¢ (w)d(v) 8 (u) = F(uvu) + F(wvw) + F(u) 8 (vw) + F(w) 8 (vu) +
¢ (uv)d(w) + ¢ (wv)d(w) + ¢ (Wd(v) & (w) + ¢ (w)d(v) & (u)
olur. Ayni1 zamanda,
F((u+w) v (u+w))=F(uvu) + F(wvw) + F(uvw + wvu)
oldugundan, bulunan iki denklem birbirine esitlenirse, her u,v,we U i¢in
F(uvw + wvu) = F(u) 8 (vw) + F(w) 8 (vu) + ¢ (uv)d(w) +¢ (wv)d(u)
+ ¢ (w)d(v) & (w) +¢ (w)d(v) 6 (u)
elde edilir.
(iv) uv + vu , uv — vu €U oldugundan 2uve U dur. Hipotezden, F((uv)?) =
F(uv)@(uv) + ¢ (uv)d(uv) olur. O zaman,
F(uv(uv) + (uv)vu) = F((uv)*) + F@uv’u) = F@uv)8(uv) + ¢(uv)duv) +
F(w)0(v?u)+ ¢ (uv? )d(u) +¢ (w)d(v) 0 (vu) + ¢ (uv)d(v) & (u)
esitligine ulasiriz. Ayn1 zamanda (iii) de w yerine 2uv alinirsa,
F(uv(uv) + (uv)vu) = F(u) 8 (vuv) + F(uv) 8 (vu) + ¢ (uv)d(uv) + ¢ (uv?>)d(u)
+ ¢ (wd(v) @ (uv) + ¢ (u)d(v) 6 (u)
oldugundan, bulunan iki denklem birbirine esitlenirse, her u,ve U i¢in
0 =F(uv)(8(uv) - 6(vu)) - F(u) 8 (v)(6 (uv) — & (vu)) — ¢ (u)d(v)(& (uv)
— 6 (vu))
=F(uv) - F(u) 0 (v) - ¢ (w)d(v)(0 (uv) — 6 (vu))
=u’[0(u),0(V)]
oldugu ispatlanmis olur.
(v) (iii) den,
F((uv)w(vu) + (vu)w(uv)) = F(uv) & (wvu)+F(vu) € (w(uv)) + ¢ (uvw)d(vu)
+ ¢ (vuw)d(uv) + ¢ (uv)d(w) 8 (vu) +¢ (vu)d(w) € (uv)
=F(uv) 8 (wvu) + F(vu) 6 (wuv) + ¢ (uvw)d(v) € (u)
+ ¢ (uvwv)d(u) +¢ (vuw)d(u) € (v) + ¢ (vuwu)d(v)
+¢ (uv)d(w) 8 (vu)+ ¢ (vu)d(w) 6 (uv) (4.8)
yazabiliriz. Ayrica,

F((uv)w(vu) + (vu)w(uv)) = F(u(vwv)u) + F(v(uwu)v)

73



=F(u) 6 (vwvu) + ¢ (uvwv)d(u) +¢ (u)d(vwv) € (u)
+ F(v) 6 (uwuv) + ¢ (vuwu)d(v) +¢ (v)d(uwu) € (v)
dir. 4uwe U igin,
d(4uwu) = 4d(u(wu)) = 4(d(u) 0 (wu) +¢ (w)d(w) 8 (u) + ¢ (uw)d(u))
esitligi bulunur. Burada, charR # 2 oldugundan dolay1
d(u(ww)) = d(w) & (wu) +¢ (W)d(w) & (u) + ¢ (uw)d(u)
esitligi elde edilir. Bunu yukaridaki ifadede kullanirsak
F((uv)w(vu) + (vuyw(uv)) = F(u) @ (vwvu) + ¢ (uvwv)d(u) +¢ (w)d(v) & (wvu)
+ guvw)d(v)@ () + ¢v)d(w)@(vu) + Fv)0(uwuv) + ¢(vawu)d(v) +
¢ (vV)d(u) € (wuv) + ¢ (vuw)d(u) € (v) +¢ (vu)d(w) & (uv)
oldugu goriiliir. Bu denklem (4.8) denklemine esitlenir ve
x"=F(xy) - F(x)0(y) - ¢ (x)d(y)
y =F(yx) - F(y) 0 (x) - ¢ (y)d(x)
olmak iizere, x”=y " oldugu kullanilirsa, her u,v,we U i¢in
Fuv)@(wvu) + F(vu)8(wuv) = F@u)@(vwvu) +¢(u)d(v)f(wvu) +
F(v) 8 (uwuv) +¢ (v)d(u) @ (wuv) olur ve boylece
u" @(wW)[0(u),0(v)]=0
sonucuna ulagilir.

Teorem 5.2.3 : R, 2-torsion free asal halka, her ue U i¢in u’® € U olmak iizere

U, R halkasinin komiitatif olmayan Lie ideali, & ve ¢ R halkasinin endomorfizmleri,
€ birebir ve Orten ve d : R—>R, (8,¢)-tiirev olsun. Eger F : R—> R, U iizerinde
genellestirilmis Jordan (&,¢)-tirev ise, F, U lizerinde genellestirilmis (&,¢)
tiirevdir.

Ispat : Lemma 5.2.2 (v) den her u,v,weU igin u’ 8(w)[8(u),0(v)] = 0
oldugu kullanilirsa,

0=6"(u" dW)[0),oW)])= 0" (u")w[u, v]
olur. Bu esitlige Lemma 5.2.1 uygulanirsa @ '(u”) = 0 veya [u, v] = 0 yani her
u,ve U igin

u”=0veya[u,v]=0

elde edilir.
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U= {veU :u" =0 ,VuelU } ve U,= {veU : [u, v] = 0,VuelU }
kiimelerini tanimlayalim. U = U, U U, oldugundan, Brauer’s Trick’ten U = U, veya
U = U, olmalidir. U degismeli olmadigindan U =U, dir. Yani her u,veU i¢in

0=u"=F@v)-Fu)@(v)— ¢u)d(v)
olur. O halde F(uv) = F(u) @ (v) +¢ (u)d(v) yani F, U iizerinde genellestirilmis (&, )
tiirevdir.

Sonug¢ 5.2.4 : R, 2-torsion free komiitatif olmayan asal halka ve F : R—>R
genellestirilmis Jordan tiirev olsun. O zaman F, genellestirilmis tiirevdir.

Ispat: Genellestirilmis Jordan tiirev, 1 birim déniisiim olmak {izere,
genellestirilmis  (1,1)-Jordan tiirevdir. O zaman Teorem 5.2.1 uygulanirsa
genellestirilmis (1,1)-tiirev, yani genellestirilmis tiirev oldugu goriiliir.

Teorem 5.2.5 : R, 2-torsion free asal halka, R halkasinin sifirdan farkli U
komiitatif Lie ideali icin, u?> €U, VueU sarti saglansin. €, R halkasinin
otomorfizmasi ve d:R—>R, (8,¢)-tiirev olsun. Eger F : R—R, U iizerinde
genellestirilmis Jordan (@,¢)-tirev ise, F, U flizerinde genellestirilmis (8,4 )-
tiirevdir.

Ispat : U komiitatif Lie ideal oldugundan u,ve U igin [u,v] = 0 dir. [19
Lemma 1.3] den Uc Z olur. Lemma 5.2.2 (iii) den, her u,v,we U i¢in

Fuvw + wvu) = F(u)@(vw) + F(w)8(vu) + ¢(uv)d(w) +¢(wv)d(u) +
¢ (Wd(v) 0 (w) +¢ (w)d(v) 0 (u) (4.9)
bulunur. Hipotezden her ue U igin u® € U oldugundan, her u,ve U i¢in 2uve U dur.
U komiitatif oldugu i¢in Lemma 4.2.2(1) den,

2F(uvw + wvu) = F(2uv)w + w(2uv))

=FQuv)8(w) + ¢ (2uv)d(w) + F(w) 8 (2uv) + ¢ (w)d(2uv)
=2F(uv) 8 (w) + 2 ¢ (uv)d(w) + 2F(w) € (uv) + 2 ¢ (w)d(uv)
ve buradan da

F(uvw+wvu)=F(uv) 8 (w)+ ¢ (uv)d(w)+F(w) 8 (uv)+¢ (w)d(uv) (4.10)
esitligine ulasilir. (4.9) ve (4.10) birbirine esitlenir, [u,v] = 0, UcZ ve &
otomorfizma oldugundan her ue U i¢in @ (u) € Z oldugu kullanilirsa,

0=Fuv)8(w)—Fu)8(v)d(w)— ¢()d(v)l(w)
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= (F(uv)-F(w) & (v) - ¢ (w)d(v)) & (w)
=u"0(w)=0
olur. O halde u"= 0 veya (w) = 0 dir. Buradan u"= 0 yani F(uv)- F(u)8(v) —
€ (u)d(v) = 0 elde edilir. O halde F(uv) = F(u)@(v) + ¢ (u)d(v) yani F, U iizerinde
genellestirilmis (@, ¢ )-tlirevdir.
Sonu¢ 5.2.6: R, 2-torsion free asal halka olsun. Eger F:R—R,
genellestirilmis Jordan tiirev ise, F genellestirilmis tiirevdir.
Ispat: Genellestirilmis Jordan tiirev, 1 birim doniisiim olmak iizere,
genellestirilmis (1,1)-Jordan tiirevdir. O zaman Teorem 5.2.5’ten genellestirilmis

(1,1)-tlirev, yani genellestirilmis tiirev oldugu goriiliir.

Asagidaki ornekte, yukaridaki sonucun hipotezinde R halkasinin asal olmasi

gerektigi gosterilmistir.

Ornek 5.2.7: S, her elemaninin karesi sifir, bazi elemanlarinmn carpimi

sifirdan farkli olan bir halka olsun. R = {[; ﬂ:x, yeS} ve F:R—>R,

Xy 0 x| .. .
F 0 o = 0 0 doniisiimiinii tanimlayalim. d = 0 ve U =R i¢in,

F(r*)=F(@)r+rd(r)=F@)r=F(r)s=0, Vr,seR
olur. Fakat, bazi r,s e R elemanlar1 igin F(rs)# 0 dir.

Teorem 5.2.8 : R, 2-torsion free asal halka, R halkasinin U Lie ideali i¢in
u’ e U sart1 saglansin. 6 ve ¢ R halkasmin endomorfizmalari, € birebir ve iizerine,
d:R—>R, (8,¢)-tirev olsun. U da sifir bdlen olmayan komiitatér oldugunu
varsayalim. Eger F:R — R, U iizerinde genellestirilmis Jordan (&, ¢ )-tirev ise, F, U
tizerinde genellestirilmis (€, ¢ )-tiirevdir.

Ispat: F : R—R, genellestirilmis Jordan (&, ¢ )-tiirev oldugundan her ue U
icin F(u?) = F(u)@(u) +¢(u)d(u) olacak sekilde d : R—>R, (8,¢) tiirevi vardir.

uveU icin u” = F(uv) — F(u)@(v) —¢(u)d(v) ise, € otomorfizma oldugundan
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Lemma 5.2.2 (iv) den, 0 =u"[8(u),0 (V)] =u" 8[u,v] = 67" (u")[u,v] bulunur. Yani
her u,ve U i¢in

07 (u")[u,v]=0 (4.11)
elde edilir. a,beU elemanlari, c[a,b] = 0 veya [a,b]Jc = 0 olacak sekildeki sabit

elemanlar olsun. Hipotezden [a,b] sifir bélen olmadigindan ¢ = 0 dir. (4.11) de a, b
elemanlari kullanilirsa 7' (a”) =0 ve buradan da

a’=0 (4.12)
sunucuna ulagilir. (4.11) de u yerine u + a alinirsa,

0=060"((u+a)")u+a,v]

=0'(u" +a")u+ayv]

=0'(w)u+ayv]+6'(a")u+a,v]
ve bu esitlikten , her u,ve U i¢in

6'(u")a,v]+67'(a")[u,v]=0 (4.13)
denklemi elde edilir. (4.13) de v yerine b alinirsa ve [a,b] nin sifir bolen olmadigi
kullanilirsa 67" (u”)[a,b]=0 olur. Buradan,

0'(u")=0,vueU (4.14)
bulunur. (4.13) de v yerine v + b yazilirsa,

07'(w)av+b]+07(a")u,v+bl= 0" +u")av+b] +07'(a" +
a’)u,v+b]= (67" (") +67 (u")([a,v] +[a,b)) HO'(a") + 07 (a"))([u ,v] + [w,b])
ve bu denklem diizenlenirse

6 (u")[ab]+ 0@ )ub]=0, VuveU (4.15)
esitligine ulagilir. (4.15) de dzel olarak u = a alinirsa, 26~ (a*)[a,b] = 0 ve R nin 2-
torsion free asal halka olmasi kullanilirsa 8" (a*)[a,b] = 0 olur. Béylece 7' (a*) =0
yani

a" =0 (4.16)
elde edilir. (4.15) ve (4.16) dan, ' (u")[a,b] = 0 bulunur. Bu esitlikten her u,ve U
icin 8'(u") = 0 yani u” = 0 dir.O halde F(uv) = F(u)@(v) +¢(u)d(v) yani F, U

tizerinde genellestirilmis (&, ¢ )-tiirevdir.
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Sonu¢ 5.2.9 : [1, Teorem] R, 2-torsion free halka, F:R — R genellestirilmis
Jordan tiirev olsun. Eger R halkasimin sifir bolen olmayan komiitatorii varsa F, R
tizerinde genellestirilmis tlirevdir.

Uyarn 5.2.10: R halkasinda her ideal ayn1 zamanda Lie ideal oldugundan,
yukaridaki teoremin sonucunda U, ideal olarak alinabilir. Her ue U , u® e U kabulii,
U nun ideal olmas1 kabuliine yakin olmasina ragmen, bu 6zellige sahip olup da ideal
olmayan Lie idealler de vardir. Ornegin; R halka, U, R halkasinin idempotent
elemanlarindan olusan toplamsal altgrubu yani U = {ecR | e® = e} olsun. Eger ¢
elemant idempotent eleman ise x € R olmak iizere, u=e¢ + ex —exe, v=e + xe — exe
elemanlar1 da idempotenttir, yani U kiimesinin elemanlaridir. O halde her e U ,
xeR i¢in, ex — xe =u — ve U yani [U,R]cU olur yani U, Lie idealdir. Ayrica her

ue U iginu® e U sart1 saglanir, ancak U, ideal degildir.
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