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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

G     Gravitasyon sabiti 

N     Uzay zamanın boyutu 

.....,,........,,, λνµγβα   0 ’ dan 1−N ’ kadar olan doğal sayıları 

.......l,k,j,i    1’ dan 1−N ’ kadar olan doğal sayıları 

µνg , g    Metrik tensör ve determinantı 

µ
νℑ     Kronecker deltası 

2ds     Yay elemanının karesi 

µu     Komoving hız vektörü 

λ
µνµνλ ΓΓ ,    Afin bağlantı katsayıları 

{ }






 λ

µν
λµν ,,    Levi-Civita afin bağlantı katsayıları   

RRR ,. µν
λ
µσν    Riemann tensörü, Ricci tensörü ve Ricci skaleri 

λ∇     Kovaryant türev 

λD     Metriğe göre kovaryant türev 

�                d’ Alambert işlemcisi 

ρ     Yoğunluk 

p     Basınç 

µνT     Enerji-momentum tensörü 

( )ta     Ölçek çarpanı 

H     Hubble parametresi 
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f(R) GRAVİTE TEORİLERİ 
 
 

ÖZET 

Son zamanlarda yapılan Süpernova, WMAP (Wilkinson Microwave 

Anisotropy Probe) ve CMB (Cosmic Microwave Background) gözlemleri 

evrenimizin ivmelenerek genişlediğini göstermiştir. Bu ivmelenmeyi açıklamak için 

egzotik madde kaynaklı kozmolojik modeller ve genel rölativitenin teorisinin 

yeniden düzenlenmesiyle oluşturulan (modifikasyonunu içeren) )R(f  gravite 

teorileri önerilmiştir. )R(f  gravite teorilerinin uzay zamanın afin ve metrik yapıda 

olmasına göre Palatini formalizmi ve Metrik formalizmi olarak iki tür formalizme 

sahiptir.  

          

  

 

 

Anahtar Sözcükler : )R(f  Gravite Teorileri, Palatini Formalizmi,                    

Metrik Formalizmi, Yüksek Mertebeden Gravitasyon Teorileri, İvmeli Genişleme 
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f(R) GRAVITY THEORIES 
 
 

ABSTRACT 

In recently; Supernovae, WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) 

and CMB (Cosmic Microwave Background) observations have shown that our 

univers expands as accelerating. To explain this accelerating, cosmological models 

based on the exotic matter and f(R) gravity theories which contain modification of 

general relativity have been suggested. f(R) gravity theories have two formalism as 

Palatini formalism and metric formalism with respect to afin and metric structure of 

space-time. 

            

 

 

 

Key Words : f(R) Gravity Theories,  Palatini Formalism, Metric Formalism, 

Higher Order Graviy Theories, Accelerated Expansion. 
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BÖLÜM 1 

 

GİRİŞ 

 

Son zamanlarda yapılan Süpernova, WMAP ve CMB gözlemleri evrenimizin 

ivmelenerek genişlediğini göstermiştir (Dekel ve diğ., 1996; Viana ve Liddle, 1999; 

Schmidt ve diğ., 1998; Riess ve diğ., 1998; Perlmutter ve diğ., 1999; Efstathiou ve 

diğ., 1999; Netterfield ve diğ., 2002; Halverson ve diğ.,, 2002; Bennett ve diğ., 2003; 

Spergel ve diğ., 2003; Tonry ve diğ., 2003; Daly ve Djorgovski, 2003; Lahanas ve 

diğ., 2003; Seljak ve diğ., 2005; Eisenstein ve diğ., 2005; Riess ve diğ., 2005; Astier 

ve diğ., 2006). Bu ivmelenmeyi açıklamak için yapılan çalışmaları; egzotik madde 

kaynaklı (sıfır basınç ve pozitif yoğunluklu karanlık madde, negatif basınç ve pozitif 

yoğunluklu karanlık enerji, boşluk enerjisi v.b.) kozmolojik modeller (Veerson, 

1997; Carroll, 1998; Capozziello ve diğ., 1999; Carroll, 2001 (a); Carroll, 2001 (b); 

Carroll ve diğ., 2002; Carroll ve diğ., 2003; Carroll ve diğ., 2005; Bean ve diğ.,2005; 

Capozziello ve diğ., 2006 (a); Capozziello ve diğ., 2006 (b); Capozziello ve diğ., 

2006 (c)) ve genel relativitenin teorisinin yeniden düzenlenmesiyle oluşturulan )R(f  

gravite teorileri (Carroll 2003; Dolgov ve Kawasaki, 2003; Nojiri ve Odintsov, 2003; 

Meng ve Wang, 2003; Vollick, 2003; Allemandi ve diğ., 2004 (a); Allemandi ve diğ., 

2004 (b); Carroll ve diğ., 2004; Flanagan, 2004; Meng ve Wang, 2004 (a); Meng  ve 

Wang, 2004 (b); Allemandi ve diğ., 2005 (a); Allemandi ve diğ., 2005 (b); Carroll ve 

diğ., 2005) olmak üzere iki ana başlık altında toplayabiliriz. Bunlardan )R(f  gravite 

teorileri tez çalışmamızın konusunu oluşturmaktadır.  

 

)R(f  gravite teorilerinin asıl çıkış noktası olarak, erken evrende kuantum 

etkileri için eğrili ğin 2R , µν
µν RR  ve µνσρ

µνσρ RR  gibi yüksek mertebeden terimlerinin 

Einstein-Hilbert Lagrange yoğunluna düzeltme terimi olarak eklenmesini 

gösterebiliriz (Starobinsky, 1980; Ford, 1997 ). Einstein-Hilbert Lagrange yoğunluna 

düzeltme terimlerinin eklenmesi ile oluşan bu gravitasyon teorileri, doğrusal 

olmayan gravitasyon teorileri, genişletilmiş gravitasyon teorileri ve yüksek 



 2 

mertebeden gravitasyon teorileri olarak da isimlendirilmektedir (Schmidt, 1986; 

Schmidt, 1987; Schmidt,  1988; Schimming ve Schmidt, 1990; Quvet ve Schmidt, 

1991;    Magnano  ve Sokolowski,  1994; Kasper ve diğ., 1994;  Schmidt, 1994; 

Magnano, 1995; Schmidt, 1995; Kluske ve Schmidt, 1996; Schmidt, 1996;Schmidt,  

1997 (a);  Schmidt, 1997 (b); Capozziello, 1998 (a);  Capozziello, 1998 (b);  

Schmidt, 1998; Schmidt, 2000; Allemvei ve diğ., 2006; Schmidt, 2007).   

 

Genel relativite teorisi, gravitasyona geometrik bir yaklaşım getirmiştir. Bu 

geometrik yaklaşım Riemann geometrisidir. Bilindiği gibi Riemann geometrisi genel 

olarak eğrilikli bir uzayda eğri ve yüzeylerin davranışlarını belirlemeye çalışır. Bu 

nedenle Riemann geometrisinin özelliklerini anlamak için, uzayın bir metrik 

özelliklerini veya uzayda iki nokta arasında bir vektörün taşınması ile ortaya çıkacak 

olan afin özelliklerinin belirlenmesi şeklinde iki yaklaşımda bulunabiliriz. Uzaydaki 

eğrilme, esas olarak bir vektörün paralel taşıması sonucu, kovaryant türevlerinin 

komütatif olmaması sonucu ortaya çıkar ve  

 

( ) 0≠∇∇−∇∇ λ
νµνµ A                  (1.1) 

 

şeklinde yazılabilir. Bir vektörün kovaryant türevi için λµ
λν

µ
ν

µ
ν Γ AAA +∂=∇  

ifadesini hatırlanırsa   

 

 ( ) ( ) σρ
µσ

λ
νρ

ρ
υσ

λ
µρ

λ
σµν

λ
σνµ

λ
νµνµ ΓΓΓΓΓΓ AA −+∂−∂=∇∇−∇∇              (1.2)  

 

şeklinde yazılabilir ve burada sağ taraftaki ifade  

 

ρ
µσ

λ
νρ

ρ
υσ

λ
µρ

λ
σµν

λ
σνµ

λ
σµν ΓΓ−ΓΓ+Γ∂−Γ∂=R                (1.3) 

 

Riemann eğrilik tensörüdür ve uzayın eğrili ğini belirler. Eğer λ  ve µ  indisleri 

üzerinde kontraksiyon yapıp yeniden düzenlenirse    
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 ρ
λµ

λ
νρ

ρ
µν

λ
λρ

λ
λµν

λ
µνλµν ΓΓ−ΓΓ+Γ∂−Γ∂=R                (1.4) 

 

Ricci tensörü elde edilir. Bu tensörden de uzayın skaler eğrili ği belirleyen R  Ricci 

skaleri  

 

 ( )ΓΓµν
µν ∂= ,RgR                    (1.5) 

 

şeklinde yazılabilir. Görüldüğü üzere Ricci skaleri metriğe ve afin bağlantı 

katsayılarına bağlıdır.  

 

Einstein’ ın genel relativite teorisine baktığımızda uzay zamanın bir metrik ile 

donatılmış olduğunu rahatça görebiliriz. Bu nedenle de eğrilikli uzay zamanın afin 

yapısını Christoffel sembolleri olarak da bilinen Levi - Civita afin katsayaları 

belirler. Bu sebeple Einstein’ ın genel relativite teorisini, metrik tabanlı bir 

gravitasyon teorisidir. Bu sebeple de afin yapı 

 

 ( )ρµννρµµνρ
λρ

λ

µν

λ
µνΓ gggg ∂+∂+∂−=







≡

2

1
                                            (1.6) 

 

şeklinde belirlenir. Genel relativite teorisinde alan denklemleri 

 

xdxdRg
G

S N
m

N ∫∫ +−−=
MM

L
π16

1
               (1.7)  

 

etki fonksiyonundan türetilebilir. Burada ( )µνgmm LL =  maddesel alana ait Lagrange 

yoğunluğudur. Bunun metriğe göre varyasyonundan da  
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µνµν δ
δ
gg

T mL

−
−= 2

                                                                                      (1.8) 

 

şeklinde enerji momentum tensörü elde edilir. (1.7) etki fonksiyonunun varyasyonu 

  

xdgTRgR
G

gS N∫ 





 −







 −−−=
M

µν
µνµνµν δ

π
δ

2
1

2
1

16
1

     

     { } ( )∫ −ℑℑ−ℑℑ−
M

D xdgg
G

Nλ
µσ

µν
ρ

ρ
λ

σ
ν

ρ
ν

σ
λ Γδ

π16
1

                               (1.9) 

 

şeklinde yazılabilir.  Burada ρD metriğe göre kovaryant türevdir. (1.9) denkleminden  

 

( ) 0=− µν
ρ ggD                                            (1.10)  

ve 

 µνµνµνµν πGTRgRG 8
2

1 −=−=                                                                 (1.11) 

 

şeklinde metriğin süreklilik denklemi ve alan denklemi elde edilir. Görüldüğü gibi 

genel relativite teorisi metrik tabanlı bir teoridir. Ancak ( )Rf  gravite teorilerinde 

uzay zamanın yapısını yalnızca metriğe göre değil aynı zamanda afine göre de 

belirlenebiliriz. Bu nedenle uzay zamanın afin veya metrik olmasına göre ( )Rf  

gravite teorileri için iki yaklaşım önerilmiştir. Bunlar, Palatini (afin) ve metrik 

formalizmidir. Bunun yanında, )R(f  gravite teorilerine skaler gravitasyon 

teorilerinden de ulaşabilmemiz mümkündür. Skaler alanlı gravitasyon teorisi, Brans– 

Dicke’ nın skaler gravitasyon teorisidir (Brans ve Dicke, 1961). Bu teoride etki 

fonksiyonu  
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 ( ) ( ) xdgLgL
R

gS N
m∫ 







 ++−−=
M

D
µν

λ
µν

φ φφ
π

φ
,,

16
           (1.16) 

 

ile verilir. Burada πφ 16/R  terimi bir nev’ i gravitasyon ile skaler alanın etkileşimini 

ifade etmektedir. Skaler alanla gravitasyonun etkileşimi ( ) πφφ 16/, RRF −=  şeklinde 

keyfi bir fonksiyonla tanımlanabilir. O halde bu etkileşim için ( )RFg ,φ−=L  

şeklinde bir Lagrange yoğunluğu yazabiliriz. Böylece (1.16) etki fonksiyonu 

 

 ( ) ( ) ( )( ) xdgL,,gLR,FgS N
m∫ ++−=

M

D
µν

λ
µν

φ φφφ            (1.17) 

 

olacaktır. Burada ( )φφ λ
µν

φ D,,gL  

 

( ) ( ) ( )φφφφωφφ νµ
µν

λ
µν

φ Vg,,gL −−= DDD              (1.18) 

 

şeklindedir. Burada ( )φω  Brans Dicke parametresidir. (1.17) etki fonksiyonundan  

 

( )
R

F
�g

R

F
gR,FR

R

F

∂
∂+

∂
∂−−

∂
∂

µννµµνµν φ DD
2

1
 

       ( ) ( ) 0
2

1

2

1

2

1 =−+






 −+ µνµννµ
λ

λµν φφφφφφω TgVg DDDD                 (1.19) 

 

şeklinde alan denklemleri ve  

 

( ) 02 =−++
∂
∂

φ
φφωφφ

φ
ω

φ
λ

λ d

dV
�

d

dF
DD                        (1.20) 
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denklemi elde edilir.   

 

 ( )
φ
ωε

π
φω 0

~

16

1−=   ( )sabit~ =0ω                        (1.22) 

ve 

( ) 0=φV                  (1.23) 

 

seçimlerini yapalım. (1.19)’ nin izini alıp (1.20) ile karşılaştırdığımızda  

 

 ( ) ( )T
NN

�
12~

8

0 −+−
−=

ω
πφ                          (1.24) 

 

şeklinde Poisson denklemi elde edilir. 1~
0 >>ω  büyük olduğu durum için 

 









+≈

0
~
1

ω
φφ O                  (1.25) 

 

yazılabilir (Weinberg, 1972). Bu durumda (1.19) ile verilen alan denklemini  

 

µνµνµν

ω
φε

TRgR



















+

≈−

0
~
1

2

1

2

1

O

                                                     (1.26) 

olarak yazılabilir. ∞→0ω~  limit hali için 0~
1

0

→








ω
O  olacağından ve Sciama’ nın 

modelinde olduğu gibi 
G

1≈φ  seçilmek suretiyle Einstein alan denklemine 

indirgenir: 
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 µνµνµν πGTRgR 8
2

1 −=−                         (1.27) 

 

)R(f  gravite teorileri, metriğe bağlı maddesel bir alanla, Brans-Dicke parametresi 

0=ω  olacak şekilde seçilen bir skaler alanın etkileşim olarak ele alınabilir. Bu 

etkileşimin neticesinde gravitasyona doğrusal olmayan bir teori olarak yaklaşmak 

mümkün olur. Bu etkileşime ait Lagrange yoğunluğunu  

 

( ) ( )( ) ( )µνφφ gVRFg mLL +−−= ,                                          (1.28) 

 

şeklinde yazabiliriz. Bunun δφ ’ ye göre varyasyonu ile alan denklemi 

 

0=−
∂
∂

φφ d

dVF
                           (1.29)         

 

olarak elde edilir. ( ) RRF εφφ =,   ve ( ) 1
0

+= mVV φφ   olarak seçilirse bu alan denklemi 

 

( ) 010 =+− mmVR φε                 (1.30)  

 

elde edilir veφ  skaleri de yalnız bırakıldığında ise  

 

( )
m

mV

R
1

0 1 








+
= εφ                           (1.31) 

 

olur. Sonuçta L  Lagrange yoğunluğu 
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( ) ( ) ( ) ( )µνεεε g
m

R

mV

R
VRg m

m

LL +
















+
−









+
−−=

11

1

0
0                      (1.32)           

   

şeklinde Ricci skalerine göre doğrusal olmayan bir yapıda olur. Burada 

( )ℜ∈ε ( )ℜ∈m,V0 , ( )0≠m  ve ( )1−≠m dir. (1.32) denkleminde 

 

( ) ( ) ( ) ( )















+
−









+
−−=

11
16

1

0
0 m

R

mV

R
VRGRf

m εεεπ             (1.33)  

 

tanımlaması yapılırsa doğrusal olmayan gravitasyonal etkileşim için Lagrange 

yoğunluğu 

 

 ( ) ( )µν

π
gRfg

G mLL +−−=
16

1
                        (1.34)  

 

şeklinde  eğrili ğin keyfi bir fonksiyonu olan ( )Rf  fonksiyonuna bağlı genel bir ifade 

ile verilebilir.  Eğer ( ) RRF εφφ =,  ve ( ) ( )λφφ exp0VV =  şeklinde seçecek olursak 

(1.29) denklemi  

 

( ) 0exp0 =− λφλε VR                 (1.35) 

 

olur ve φ  fonksiyonu   

 









=

0

ln
1

V

R

λ
ε

λ
φ                 (1.36) 
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olacaktır. Bu durumda Lagrange yoğunluğu  

 

( )µν

λ
ε

λ
ε

λ
ε

g
V

R

V

RR
g mLL +









−







−=

00

ln              (1.37)  

 

olacaktır. Burada  

 

( )








−







−=

00

ln16
V

R

V

RR
GRf

λ
ε

λ
ε

λ
επ                                    (1.38)  

 

tanımlaması yapılırsa (1.37) denklemi 

 

 ( ) ( )µν

π
gRfg

G mLL +−−=
16

1
                        (1.39)  

 

şeklinde yazılır. Sonuç olarak gravitasyonal alana ilişkin Lagrange yoğunluğu 

eğrili ğin keyfi bir fonksiyonu ile belirlenebilir. Eğer ( ) Λ2−= RRf  olarak seçilirse, 

( )Rf  gravite teorilerinin Einstein’ ın genel relativite teorisine indirgeneceği rahatça 

görülebilir. )(Rf  fonksiyonu için 0/ 22 ≠dRfd  olmalı, aksi halde ( ) SabitRf =  

şeklinde anlamsız bir durum ortaya çıkar.  

 

( )Rf  gravite teorileri ile ilgili yapılan çalışmaları Palatini formalizminde 

(Burton,  ve Mann, 1998; Meng ve Wang, 2003 (a); Meng ve Wang, 2003 

(b);Allemvei ve diğ., 2004;Dominguez ve Barraco 2004;Flanagan, 2004;Kremer.ve 

Alves, 2004;  Meng ve Wang, 2004 (a);Meng ve Wang, 2004 (b); Meng ve Wang, 

2004 (c);Olmo ve Komp, 2004; Vollick,  2004;Wang ve Meng, 2004;  Ding ve diğ., 

2005; Meng ve Wang, 2005;  Vollick 2005;Koivisto ve Suonio, 2006;  Li ve Chu, 
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2006 (a);  Li.ve Chu, 2006 (b);  Sotiriou, 2006 (a);  Sotiriou, 2006 (b);  Wang ve diğ., 

2006; Li.ve Chu, 2007;  Kainulainen ve diğ., 2006) ve metrik formalizminde  

(Tegmark, 2002; Olmo, 2005; Keeton ve Petters, 2006; Obukhov, 2006;  Poplawski, 

2006 (a); Poplawski, 2006 (b); Sotiriou ve Liberati, 2007; Sotiriou ve Liberati, 2007; 

Raffaele ve diğ., 2007; Live Barrow, 2007;) yapılan çalışmalar olmak üzere iki ana 

başlık altında toplayabiliriz.  

 

Metrik formalizmde afin bağlantı katsayıları Levi - Civita afin bağlantı 

katsayıları olarak tanımlanmaktadır. Bu nedenle metrik formalizmde alan 

denklemleri dördüncü mertebeden kısmi türevli diferansiyel denklem sistemi 

oluşturmaktadır. Palatini formalizminde ise afin bağlantı katsayıları metrikten 

bağımsızdır. Bu nedenle alan denklemleri ikinci mertebeden kısmi türevli denklem 

sistemi oluşturmaktadır.  

 

Her iki formalizmde de yapılan çalışmaların ana konusunu eğrili ğin R/1  ve 

2R  terimlerinin Einstein - Hilbert Lagrange yoğunluğuna eklenmesiyle Friedmann 

denklemlerinin düzeltilmesi yapılıp sonra, yoğunluk, eğrili ğe bağlı olarak kızıla 

kayma parametresi, ışınım, evrenin yaşı gibi kozmolojik parametrelerin 

hesaplanması ve gözlemlerle korelasyonu; erken dönemdeki ivmelenme, teorilerin 

Newtonsal kozmolojiye limit durumlarındaki yaklaşımı, güneş sistemi içindeki 

Merkür’ ün perihelinin kayması, ışığın sapması gibi genel relativistik testlerin yer 

aldığını görmekteyiz.  

 

Bu çalışmanın ikinci bölümünde, Palatini ve Metrik yaklaşımda f(R) 

teorisinin alan denklemleri elde edildi. Üçüncü bölümde, N-boyutlu Robertson –

Walker metriği için bu iki yaklaşımda alan denklemleri elde edilerek boşluk için 

çözümler bulundu. Sonuç ve tartışma bölümünde ise elde edilen çözümler özetlendi.  
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BÖLÜM 2 

 

f(R) GRAVİTE TEORİLERİNİN LAGRANGE FORMAL İZM İ 

 

f(R) gravite teorileri, Einstein denklemlerinin bir anlamda modifikasyonudur. 

Buna göre µνµν TG
?

≈  sorusu karşımıza çıkar. Bu sorunun cevabından çok anlamı 

önemlidir. µνµν TG
~ ≈  şeklinde yeni bir eğrilik tensörü var mıdır? Ya da 

µνµνµν T
~

TG +≈  şeklinde maddesel alan olmaksızın gravitasyon alanı yaratabilecek 

yeni bir enerji momentum tensörü var mıdır? Her iki durumda da korunum 

sağlanmalıdır: 0≡∇≈∇ µν
µ

µν
µ TG

~
ve ( ) 0≡+∇≈∇ µνµν

µ
µν

µ T
~

TG . Bu bağlamda 

Einstein denkleminde modifikasyonu f(R) gravite teorileri çereçevesinde iki şekilde 

yapabilmekteyiz: Palatini formalizmi ve metrik formalizmi.  

 

 2.1. Palatini Formalizmi 

Palatini formalizminin özelliği, uzay-zamanın yalnızca metrik ile değil aynı 

zamanda afin ile de donatılı olmasıdır. Bu bağlamda afin bağlantı katsayıları, metrik 

uzayda olduğu gibi Levi-Civita afin bağlantı katsayıları (yani Cristoffel sembolleri) 

değildir yani metrikten bağımsızdır. f(R) gravite teorileri için (1.34) ve (1.39) ile 

verilen Lagrange yoğunluğu için 

 

( ) xdxdRfg
G

S N
m

N ∫∫ +−−=
MM

L
π16
1

            (2.1.1) 

 

şeklinde bir etki fonksiyonu yazılabilir. Burada ( )ΓΓµν
µν ∂= ,RgR  olarak 

tanımlanan Ricci skaleridir. Bu etki fonksiyonunun varyasyonu 
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( )( ) xdxdRfg
G

S N
m

N ∫∫ +−−=
MM

Lδδ
π

δ
16

1
           (2.1.2) 

 

olarak yazılabilir. Burada ( )( ) ( ) fggRfRfg δδδ −+−=−  dir ve  

 

 R
dR

df
f δδ = ( )µν

µνµν
µν δδ RggR

dR

df +=             (2.1.3) 

 

dir. Böylece 

 

          ( )( ) ( ) 






 −−=− µν
µνδδδ ggRffgRfg

2
1

     

       ( ) µν
µνµν

µνµν δδ Rg
dR

df
gggRfR

dR

df
g −+







 −−=
2

1
        (2.1.4) 

 

olacaktır. Sonuç olarak etki fonksiyonunun varyasyonu 

 

( ) xdggRfR
dR

df
g

G
S N∫ 







 −−−=
M

µν
µνµν δ

π
δ

2
1

16
1

         

        xdRg
dR

df
g

G
N∫ −−

M
µν

µνδ
π16
1

 xd N
m∫+

M

Lδ                      (2.1.5)          

 

olur. Burada ikinci integrali 

 

xdRg
dR

df
gI N∫ −=

M
µν

µνδδ              (2.1.6) 
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şeklinde gösterelim. Aynı zamanda µνδR varyetesi için Palatini eşitli ğini (B.13) 

kullanacak olursak 

 

( ) xdg
dR

df
gI N∫ ∇−∇−=

M

λ
µλν

λ
µνλ

µν ΓδΓδδ            (2.1.7) 

 

olarak yazılabilir. Aşağıdaki düzenlemeler yapılırsa, 

 

( ) 






 −∇−






 −∇=∇−
dR

df
gg

dR

df
gg

dR

df
gg µν

λ
λ

µν
λ

µν
µν

λ
λ

µνλ
µν ΓδΓδΓδ          (2.1.8)        

 

( ) 






 −∇−






 −∇=∇−
dR

df
gg

dR

df
gg

dR

df
gg µν

ν
λ

µλ
λ

µλ
µν

ν
λ

µλν
µν ΓδΓδΓδ             (2.1.9)    

 

olur ve integrali 

 

xd
dR

df
ggxd

dR

df
ggI NN ∫∫ 







 −∇+






 −∇=
MM

λ
µλ

µν
ν

λ
µν

µν
λ ΓδΓδδ  

            ∫ 














 −∇−






 −∇+
M

xd
dR

df
gg

dR

df
gg Nµν

λ
λ

µν
µν

ν
λ

µλ ΓδΓδ            (2.1.10)    

 

olarak yazarız. Burada ilk iki integral varyasyonun hesaplandığı sınır şartlarında sıfır 

olacak şekilde seçilirse 

 

 ∫ 














 −∇−






 −∇=
M

xd
dR

df
gg

dR

df
ggI Nµν

λ
λ

µν
µν

ν
λ

µλ ΓδΓδδ        (2.1.11) 
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olarak elde edilir. λ
µσ

σ
ν

λ
µν ΓδΓδ ℑ= , λ

µσ
σ
λ

λ
µλ ΓδΓδ ℑ= , ρ

ρ
νν ∇ℑ=∇ , ρ

ρ
λλ ∇ℑ=∇  

düzenlemelerini yapacak olursak 

 

{ }∫ 






 −∇ℑℑ−ℑℑ=
M

xd
dR

df
ggI Nλ

µσ
µν

ρ
ρ
λ

σ
ν

ρ
ν

σ
λ Γδδ                    (2.1.12) 

 

şeklinde olur. mLδ için   

 

 µνµν δ
δ
gg

T mL

−
−= 2

                         (2.1.13) 

 

yazabiliriz. Sonuçta toplam varyasyonumuz 

 

  ( ) xdgGTgRfR
dR

df
g

G
S N∫ 







 +−−−=
M

µν
µνµνµν δπ

π
δ 8

2
1

16
1          

          { }∫ 






 −∇ℑℑ−ℑℑ−
M

xd
dR

df
gg

G
Nλ

µσ
µν

ρ
ρ
λ

σ
ν

ρ
ν

σ
λ Γδ

π16
1

xd N
m∫+

M

Lδ        (2.1.14) 

 

şeklinde olur. 0=Sδ  koşulundan   

 

 ( ) µνµνµν πGTgRfR
dR

df
8

2

1 −=−            (2.1.15) 

ve 

 0=






 −∇
dR

df
gg µν

ρ             (2.1.16) 
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şeklinde Palatini formalizminin alan ve süreklilik denklemleri bulunur. Burada ∇ , 

Γ afin bağlantı katsayılarına göre kovaryant türevdir. Bu alan denklemi 

koordinatlara göre birinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. (2.1.15) ile verilen 

alan denklemde kontraksiyon yaptığımızda iz denklemi aşağıdaki gibi olur: 

 

 ( ) GTRf
N

Rf π8
2

−=−′                       (2.1.17)        

 

Palatini formalizmi, uzay zamanın afin yapısı üzerine kurulduğundan bu afin yapıyı 

belirleme ihtiyacımız vardır. Bunun için en uygun yöntem koordinatlara bağlı bir Φ  

skaler fonksiyon yardımıyla metrik tensörün konformal dönüşümünü kullanmaktır. 

Konformal dönüşüm  

 

µνµν Φ gg =~               (2.1.18) 

 
şeklinde tanımlanabilir. Bu durumda süreklilik denklemini 

 

 ( ) 0=−∇ µν
ρ g~g~              (2.1.19) 

 

olur. Böylece afin bağlantı katsayılarına göre olan ∇  kovaryant türevi g~ metriğine 

göre olur. (1.10) ve (2.1.19) denklemleri özdeş olup bunu aşağıdaki gibi 

gösterebiliriz. Bunun sonucu da  

 

 ( ) 1
2

−′=
N

fΦ                         (2.1.20)  

 

şeklinde olur. Burada dRdff /=′  dir. Konformal dönüşüm sonucu Ricci tensörü 
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( ) ( ) ( ) f�g
f

f
f

ff
f

N
gRR ′

′−
−′

′
−′′

′








−
−+= µννµνµµνµν ΝΝ

Γ 1
2

111
2
1

2 DDDD   (2.1.21)          

 

şeklinde olur. Burada D , g metriğine göre kovaryant türev ve νµ
µν
DDg�=                   

d’ Alambert işlemcisidir.  

 

Palatini formalizminde ∇  kovaryant türevini Γ±∂=∇ şeklinde yazabiliriz. 

Γ afin bağlantı katsayıları için metriğin (2.1.18) ile verilen konformal dönüşümü ile 

elde edilen (A.10) ifadesini göz önüne alacak olursak { } C+=Γ yazabiliriz. 

Böylece ∇  kovaryant türevi için { } C±±∂=∇ ifadesini yazabiliriz. Burada { }±∂  

ifadesi metriğe göre kovaryant türev  ifadesidir: { }±∂=D . Böylece iki kovaryant 

türev arasında C±=∇ D ili şkisini yazarız. İkinci ranktan ve simetrik bir 

µντ tensörünün kovaryant türevi için 

 

 νβµ
λβ

µαν
λα

µν
λ

µν
λ τΓτΓττ ++∂=∇             (2.1.22) 

 

ifadesini yazabiliriz. (A.10) ifadesini göz önüne alırsak 

 

 νβµ
λβ

µαν
λα

νβ
µ

λβ

µα
ν

λα

µν
λ

µν
λ ττττττ CC ++







+







+∂=∇  

                       νβµ
λβ

µαν
λα

µν
λ τττ CC ++= D            (2.1.23) 

 

ifadesini yazabiliriz. λ
µνC   terimleri için (A.11) ifadesini kullanacak olursak 

 

( )ΦΦΦ
Φ λ

ν
αα

ν
λρλα

νρν
λα DDD ℑ+ℑ+−= ggC

2

1
         (2.1.24) 
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( )ΦΦΦ
Φ λ

µ
ββ

µ
λσλβ

µσµ
λβ DDD ℑ+ℑ+−= ggC

2

1
         (2.1.25) 

 

yazarız. Buradan da  

 

( )ΦτΦτΦτ
Φ

ττ λ
µν

α
ν
λ

µα
ρ

νρµ
λ

νβµ
λβ

µαν
λα DDD +ℑ+−=+ gCC

2

1
    

                                       ( )ΦτΦτΦτ
Φ λ

µν
β

µ
λ

νβ
σ

µσν
λ DDD +ℑ+−+ g

2

1
        (2.1.26) 

 

ifadelerini yazabiliriz. Böylece (2.1.22) kovaryant türev ifadesi 

 

( )ΦτΦτΦτ
Φ

ττ ν
µν

α
µα

ρ
µρµν

ν
µν

ν DDDD ++−+=∇ N
2

1
 

                         ( )ΦτΦτΦτ
Φ ν

µν
β

µβ
σ

µσν
ν DDD ++−+ g

2

1
        

            ( )( ) Φττ
Φ

τ ν
µνµνµν

ν DD gN −++= 2
2

1
                                     (2.1.27) 

 

olacaktır. Bianchi özdeşliklerinin sonucu olarak Einstein alan denklemleri 

 

 0
2

1 ≡∇≈






 −∇ µν
ν

µνµν
ν TRgR                      (2.1.28)                            

 

şeklinde olur. Palatini formalizminin (2.1.15) ile verilen alan denklemini  

 

 
( ) µνµνµνµν π

gR
f

Rf
T

f

G
RgR 








−

′
+

′
−=−

2
18

2
1

         (2.1.29) 
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Bu ifadenin sağ tarafı için (2.1.28) ile uygun olacak şekilde yeni bir tensör 

tanımlayabiliriz: 

 

( ) µνµνµν

π
τ gR

f

Rf

G
T

f 







−

′
−

′
=

16
11

          (2.1.30) 

 

Böylece alan denklemini 

 

 µνµνµν τπGRgR 8
2
1 −=−                   (2.1.31) 

 

olarak yazabiliriz ve (2.1.28) ifadesini  

 

08
2

1 ≡∇−≡






 −∇ µν
ν

µνµν
ν τπGRgR           (2.1.32) 

 

şeklinde yazarız. Burada µν
ντD ifadesi (2.1.30)’ dan 

 

 ( ) RgRf
G

T
f

f
T

f ν
µνµνµν

ν
µν

ν π
τ DDD 







 −
′
′′

−
′

=
16

11
2         (2.1.33) 

 

olarak hesaplanır. Korunum denklemi 0=µν
νTD  olacağından    

 

 ( ) RgRf
G

T
f

f
ν

µνµνµν
ν π
τ DD 







 −
′
′′

−=
16

1
2                    (2.1.34) 
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olarak yazarız. Φ  skaler fonksiyonu (2.1.20)’ de verildiği üzere  

 

 ( ) 1
2

−′=
N

fΦ                         (2.1.35) 

 

dir. Bunu (2.1.27) ile birlikte da kullanarak 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 024
8

1
28

4
2 ≡







 ′−−−−−−−

′
′′

≡∇ RgfRNRfN
G

TgNTN
f

f
ν

µνµνµνµν
ν π
τ D

                             

      (2.1.36) 

şeklinde elde edilir. Eğer 0≠RνD ise  

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 024
8

1
282 =′−−−−−−− µνµνµν

π
gfRNRfN

G
TgNTN     (2.1.37) 

 

olacaktır. Kontraksiyon yapacak olursak  

 

( ) ( ) ( ) ( ) fRNNRfNNGTN ′−−−=− 24416π          (2.1.38) 

 

elde edilir. Eğer 4=N  olursa 

 

 0=′fR               (2.1.39) 

 

olacaktır ve bu da anlamsız bir durumdur. O halde  
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 0=RνD               (2.1.40) 

 

olmalıdır. Palatini formalizmin (2.1.16) ile verilen süreklilik denklemini göz önüne 

alalım: 

 

 ( ) 0=′−∇ fgg µν
ν                  (2.1.41) 

 

Parantez içerisini 

 

 fggq ′−= µνµν              (2.1.42) 

 

şeklinde tanımlayalım. İkinci ranktan bir tensörün afin bağlantı katsayılarına göre 

kovaryant türevini veren (2.1.27) ifadesini ve (2.1.27)’ yi kullanarak 

 

            ( )( ) RgqqN
f

fN
qq ν

µνµνµν
ν

µν
ν DD −+

′
′′−+=∇ 2

4

2
                         (2.1.43)              

 

olarak yazabiliriz. Burada fNgqq ′−== α
α  dır. Böylece 

 

( ) Rfgg
N

fggq ν
µνµν

ν
µν

ν DD ′′−−+′−=∇
2

2
         (2.1.44) 

 

olacaktır. Metrik için ( ) 0=− µν
ρ ggD  olduğundan   
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Rfgg
N

fggq ν
µν

ν
µνµν

ν DD ′′−−+′−=∇
2

2
        

( )fgg
N

Rfgg
N ′−=′′−= µν

νν
µν

DD
22

                              (2.1.45) 

 

olacaktır. Yani süreklilik denklemi 

 

( ) ( ) 0
22

≡′′−≡′−≡′−∇ Rfgg
N

fgg
N

fgg ν
µνµν

ν
µν

ν DD        (2.1.46)  

 

olur. Bu ifadeden anlaşıldığı üzere Palatini formalizminde skaler eğrilik, sabit bir 

değere sahip olmalıdır ve afine göre Ricci tensörü, özdeş olarak . 

 

 µνµν gR K≡   ( )ℜ∈K                      (2.1.47) 

 

 SabitNR ==≡ CK              (2.1.48) 

 

şeklindeki bir ifadeyi sağlar. Buna göre 

 

 
( )

Sabit
dR

Rdf

R

=
=C

             (2.1.49) 

 

olur ve Palatini formalizminin (2.2.2.4) ile verilen afine bağlı süreklilik denklemi, 

metrik uzay zamanın süreklilik denklemine indirgenir: 

 

( ) ( ) 0≡−≡






 −∇ µν
ρ

µν
ν gg

dR

df
gg D

C
          (2.1.50) 
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Buradan da görmekteyiz ki,  sabit eğrilikte afin bağlantı katsayıları Levi-Civita afin 

bağlantı katsayılarına, modifiye edilmiş Ricci tensörü ve Ricci skaleri de metriğe 

göre Ricci tensörü ve Ricci skalerine indirgenir: 

 

( )ρµννρµµνρ
λρ

λ

µν

λ
µνΓ gggg ∂+∂+∂−=







≡

2
1

         (2.1.51) 

 

       ( ) ( )gRR µνµν Γ ≡               (2.1.52) 

 

 ( ) ( )gRR ≡Γ               (2.1.53) 

 

Bu durum metrikte yaptığımız konformal dönüşümün bir sonucudur.  

 

 Palatini formalizmindeki alan denklemleri ile skaler alan için elde edilen alan 

denklemlerinin uyuştuğunu göstermek için (2.1.15) ile verilen alan denklemini 

aşağıdaki şekilde yazalım: 

 

 
( )

µνµνµνµν
π

T
f

G
gR

f

Rf
RgR

′
−=








−

′
−− 8

2

1

2

1
         (2.1.54) 

 

( ) µνµνµν Γ RgRG
2
1−=  ile verilen Einstein tensörü için (2.1.21)’ deki Ricci 

tensörünü kullanırsak  

 

( ) ( ) ( )f�gf
f

ffgff
N

f
gGG ′−′

′
−






 ′′−′′








−
−

′
+= µννµλ

λ
µννµµνµν Ν

Γ DDDDDD
1

2
1

2
11

2

                (2.1.55) 
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olur. Burada ( ) ( ) ( )gRgRgG
2

1−= µνµν  dir. Buna göre  

 

( ) 






 ′′−′′








−
−

′
+ ffgff

N

f
gG λ

λ
µννµµν Ν

DDDD
2
1

2
11

2
 

( ) ( )
µνµνµννµ

π
T

f

G
gR

f

Rf
f�gf

f ′
−=








−

′
−′−′

′
− 8

2
11

DD        (2.1.56) 

 

olacaktır. Skaler alan için (1.19) ile verilen alan denkleminde ( )
π

φφ
16

,
R

RF −=  ve  

( )
φ
ω

π
φω 0

~

16
1−=  yazarsak  

 

( ) 






 −− φφφφ
φ
ω λ

λµννµµν DDDD ggG
2
1~

2
0  

        ( ) ( )
µνµνµννµ φ

π
φ
φπφφ

φ
Tg

V
�g

8
8

1 −=−−− DD                          (2.1.57) 

 

olur. Bunu (2.1.56) ile karşılaştırdığımızda ( )Rf  gravite teorilerinin 








−
−−=

2
1~

0 Ν
ω N

 

parametreli skaler gravitasyon teorileri ile eşdeğer olduğunu görürüz.  
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2.2. Metrik Formalizmi 

Metrik formalizmde uzay zaman bir metrik ile donatılmıştır. Bu sebeple de 

afin yapısı Levi-Civita afin bağlantı katsayıları ile verilir. Sonuç olarak eğrilik 

metriğe bağlı olur. Metrik formalizm için de etki fonksiyonu 

 

 ( ) xdxdRfg
G

S N
m

N ∫∫ +−−=
MM

L
π16

1
                      (2.2.1)  

 

şeklinde yazabiliriz. Bunun varyasyonu ise  

 

( ) xdggRfR
dR

df
g

G
S N

M∫ 






 −−−= µν
µνµν δ

π
δ

2
1

16
1

         

        xdRg
dR

df
g

G
N

M∫ −− µν
µνδ

π16
1

 xd N
m∫+

M

Lδ                      (2.2.2) 

 

şeklinde yazılabilir. İkinci integrali  

 

xdRg
dR

df
gI N

M∫ −= µν
µνδδ                         (2.2.3) 

 

ile gösterelim. λ
µνΓδ  ifadesini Palatini eşitli ğinde kullanacak olursak 

 

( )µν
νµ

µν
µν

µν
µν

λ
µνλ

µν δδδΓδ ggg�gg DDDDD −−=
2
1

                     (2.2.4) 
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λρ
λρ

λ
µλν

µν δΓδ g�gg
2
1−=D                         (2.2.5) 

ve 

( )λ
µλν

λ
µνλ

µν
µν

µν ΓδΓδδ DD −= gRg  

  ( ) µν
νµµν

µν
µν δδ gg�g DDDD +−=

2
1

                     (2.2.6) 

 

olacaktır. Böylece integralimizi 

 

( ) xdg�g
dR

df
gI N

M

µν
νµµνµν δδ ∫ 





 +−−= DDDD

2
1

                              (2.2.7) 

 

şeklinde yazabiliriz. (2.2.7)’ deki νµµν DDDD + ifadesi bir skaler için hesapladırsa 

afin bağlantı katsayılarının simetrisinden dolayı νµνµµν DDDDDD 2≡+ olur ve 

böylece 

 

xdg
dR

df
g

dR

df
�ggI N

M∫ 






 −−= µν
µνµν δδ                                          (2.2.8) 

 

olacaktır. mLδ için   

 

 µνµν δ
δ
gg

T mL

−
−= 2

                         (2.2.9) 

 

yazabiliriz. Sonuçta Sδ varyasyonu 
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( ) xdgGT
dR

df
�g

dR

df
gRfR

dR

df
g

G
S N

M∫ 






 ++−−−−= µν
µνµννµµνµν δπ

π
δ 8

2
1

16
1

DD            

                             (2.2.10) 

olarak bulunur. Sonuçta metrik formalizmde alan denklemleri 

 

 ( ) µνµννµµνµν πGT
dR

df
�g

dR

df
gRfR

dR

df
8

2

1 −=+−− DD         (2.2.11) 

 

şeklinde olur. Eğer kontraksiyon yaparsak 

 

 ( ) ( ) GTf�NRf
N

Rf π81
2

−=′−+−′                (2.2.12) 

 

iz denklemi elde edilir. Burada  

 

R�fRRff� ′′+′′′=′ λ
λ DD             (2.2.13) 

 

yazabileceğimizden iz denklemini aşağıdaki gibi de yazabiliriz: 

 

 ( ) ( )( ) GTR�fRRfNRf
N

Rf πλ
λ 81

2
−=′′+′′′−+−′ DD         (2.2.14) 

 

 Metrik formalizmdeki alan denklemlerinin skaler alan için elde edilen alan 

denklemleri ile uyuştuğunu göstermek için (2.2.11) ile verilen alan denklemlerini  

 

    ( ) ( )
µνµνµννµµνµν

π
T

f

G
gR

f

Rf
f�gf

f
RgR

′
−=








−

′
−′−′

′
−− 8

2

11

2

1
DD       (2.2.15) 
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şeklinde yazabiliriz. Skaler alan için (2.1.57) ile verdiğimimz denklemde 0~
0 =ω  

seçersek 

 

( ) ( ) ( )
µνµνµννµµν φ

π
φ
φπφφ

φ
Tg

V
�ggG

8
8

1 −=−−− DD                        (2.2.16) 

 

olur. (2.2.15) ile karşılaştırırsak ( )Rf  gravite teorilerinin 0~
0 =ω  parametreli skaler 

gravitasyon teorileri ile eşdeğer olduğunu görürüz. 
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BÖLÜM 3 

 

N BOYUTLU ROBERTSON – WALKER METR İĞİNDE 

KOZMOLOJ İK ALAN DENKLEMLER İ 

 

Einstein alan denklemlerini  

 

 µνµνµνµν Λπ gGTRgR −−=− 8
2

1
                          (3.1) 

 

şeklinde yazabiliriz. Aşağıdaki gibi verilen  

 

( )








+
−

−= 22
2

2
222

1
Ωdr

kr

dr
tadtds                 (3.2) 

 

N  boyutlu Robertson Walker metriğini göz önüne alalım. Burada  

 

2
23

2
2

2
1

22
32

2
1

22
21

22
1

2
−−++++= NN dsin....sinsin........dsinsindsindd θθθθθθθθθθΩ

         ∑ ∏
−

−
=














=

2
2

1

1

2
N

m

mi

m

i

dsin θθ   ( )10 =θsin                     (3.3) 

 

dir. (3.2) metriği için Ricci tensörünün bileşenleri 

 

( ) ( )
a

a
NgR

&&
10

0 −=                             (3.4)  
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( ) ( )
2

2

2
a

ak
N

a

a
gR j

j

&&& +
−+=                            (3.5) 

 

şeklinde bulunur. Buradan Friedmann Lemaitre denklemleri ise    

 

( ) ( )
( )( ) ( )( )21

2

21

13
8

−−
+









−−
−+−−=

NNNN

pNN
G

a

a Λρπ&&
                   (3.6)      

 

( )( ) ( )( )21

2

21

16
2

2

−−
+−

−−
=

NNa

k

NN

G
H

Λρπ
                        (3.7)      

 

şeklinde olur. Boşluk durumunda  

 

( )( )21

2

−−
=

NNa

a Λ&&
                            (3.8)      

 

şeklinde olur ve buradan da de-Sitter evreni çözümünü yazabiliriz: 

 

 ( ) ( )( ) 




















−−
= t

NN
expata

/ 21

0 21

2Λ
  ( )ℜ∈0a              (3.9)      

 

İdeal bir akışkan için enerji momentum tensörü ve durum denklemi 

 
 ( ) µννµµν ρ pguupT −+=     ( 10

0 ≡≡ uu  ve )1=λ
λuu                  (3.10) 

 

ρwp =  ( )ℜ∈w                          (3.11) 
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şeklindedir. Enerji momentum tensörünün bileşenleri ve izi 
 
 

ρ=0
0T                  (3.12) 

 

pT j
j =                  (3.13) 

 

( ) ( )( )ρρ wNpNT 111 −−=−−=               (3.14) 

 
 
dir. 0=µν

µTD ifadesinden korunum denklemi     

 

( ) ( ) 011 =+−+ ρρ HwN&                                     (3.15) 

 

olur. Burada ( )
•

 zamana göre türev ve aaH /&=  Hubble parametresidir. (3.11) ile 

verilen durum denklemi ve (3.15) ile verilen korunum denkleminden yoğunluk için 

 

 ( )( )11
0

+−−= wNaρρ  ( )ℜ∈0ρ               (3.16) 

 

ve T&  için de  

 

( ) ( ) ( )[ ] ρHwNwNT 1111 −−+−−=&               (3.17) 

 

elde edilir. 
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3.1. Palatini Formalizminde Kozmolojik Alan Denklemleri  

 Palatini formalizminde (2.1.15) ile verilen alan denklemini 

 

 
( ) µ

ν
µ

ν
µ

ν
π ℑ

′
+

′
−=

f

Rf
T

f

G
R

2

18
                   (3.1.1) 

 

şeklinde yazabiliriz. Bu denklemin bileşenleri ise 

 

 
( ) 0

0
0

0
0
0 2

18 ℑ
′

+
′

−=
f

Rf
T

f

G
R

π
                    (3.1.2) 

 

 
( ) j

j
j

j
j
j f

Rf
T

f

G
R ℑ

′
+

′
−=

2

18π
              (3.1.3) 

 

şeklindedir. Palatini formalizminde (2.1.21) ile verilen Ricci tensörünün bileşenleri 

 

( ) ( )














′
′

+
′
′

−








′
′










−
−+−=

f

f
H

f

f

f

fN

a

a
NR

&&&&&&
2

2
1

1
2

0
0 Ν

Γ                       (3.1.4) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 








′
′

−
′
′

−
−

−






 +−+=
f

f

f

f
HNH

a

k
N

a

a
R j

j

&&&&&
322

2

1
2 2

2 Ν
Γ          (3.1.5) 

 

şeklinde olur.  Böylece (3.10) ile verilen ideal akışkan için alan denklemleri 

  

 



 32 

        ( ) ( )
f

Rf

f

G

f

f
H

f

f

f

fN

a

a
N

′
+

′
−=















′
′

+
′
′

−








′
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−
−+−

2

18
2
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1
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2

ρπ
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&&&&&&
                  (3.1.6) 

 

         ( ) ( ) ( ) ( )
f

Rf
p

f

G

f

f

f

f
HNH

a

k
N

a

a
′

+
′

=








′
′

−
′
′

−
−

−






 +−+
2

18
322

2

1
2 2

2

π
Ν

&&&&&
   (3.1.7)   

 

olur. Friedmann ve ivme denklemleri ise  

 

( )
( )( )

( )( ) ( )
( )

2

2

12

1

21

18

2 a

k

f

Rf

NfNN

pNG

fN

f
H −

′−
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′−−
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′−
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+ ρπ&

                 (3.1.8) 

 

( ) ( )
( )

( ) 













′
′

+
′
′

−










′
′

−
−

′−
+

′−
−=

f

f
H

f

f

f

f

f

Rf

NfN

G

a

a &&&&&&
2

2

1

12

1

1

8
2

Ν
ρπ            (3.1.9) 

 

şeklinde olur. İdeal akışkan için enerji momentum tensörünün yoğunlukla ilişkisi 

iT ρ∝  şeklinde olduğundan, eğrilik ( )iRR ρ=  şeklinde yoğunluğun bir fonksiyonu 

olur. Buna göre  

 

( ) GTRf
N

Rf π8
2

−=−′             (3.1.10) 

 

şeklindeki iz denkleminin R ’ ye göre reel köklerinin kümesi 

 

( ){ }ijRR ρ=               (3.1.11) 

 

olur. Boş uzay zaman durumunda ise eğrilik değerleri sabit değerler alır: 
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{ }jRR =   ( )ℜ∈jR            (3.1.12) 

Boşluk durumunda ( )0=iρ  (2.1.17) denkleminden sabit eğrilik elde edilir ve ayrıca 

( ) 2
0

/NRfRf = olacağından aşağıdaki ifade elde edilir: 

 

 ( ) ( ) 





















−
= t

NN

R
expata

/ 21

0 1
           (3.1.13) 
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3.2. Metrik Formalizminde Kozmolojik Alan Denklemleri  

Metrik formalizmde (2.2.11) ile verilen alan denklemini 

  

( )
f�

f
f

ff

Rf
T

f

G
R ′ℑ

′
−′

′
+ℑ

′
+

′
−= µ

νν
µµ

ν
µ

ν
µ

ν
π 11

2

18
DD           (3.2.1) 

 

şeklinde yazabiliriz. Bu denklemin Ricci bileşenleri  
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f

f
ff
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T

f
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′
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′
+

′
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11
2
18

DD
π

          (3.2.2) 

 

 
( )

f�
f

f
ff

Rf
T

f

G
R j

jj
jj

j
j

j
j
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′
−′

′
+ℑ

′
+

′
−= 11

2

18
DD

π
          (3.2.3) 

 

olarak yazalır. Böylece alan denkleminin bileşenleri 
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f

f
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f
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f
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−=−
&&&

12
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( ) ( ) ( )
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a
′
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′

−
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&&&&&&
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2

18
2

2

2 π
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olur. Friedmann ve ivme denklemleri ise 
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( )( )
( )( ) ( )
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2
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21

18
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 ( ) ( )
( )

f

f
H

f

Rf

NfN

G

a

a
′
′

+
′−

+
′−

−=
&&&

2
12

1

1

8 ρπ
            (3.2.7)  

 

şeklinde olur. Metrik formalizmde (2.2.14) ile verilen iz denklemini göz önüne 

alalım; 

 

( ) ( )( ) GTR�fRRfNRf
N

Rf πλ
λ 81

2
−=′′+′′′−+−′ DD         (3.2.10) 

 

Burada 2RRR &=λ
λ DD  ve ( ) RHNRR� &&& 12 −−=  dir. İz denklimi bu durumda   

 

( ) ( ) ( )( ) GTRHfNRfRfNRf
N

Rf π8121
2

2 −=′′−−′′+′′′−−−′ &&&&        (3.2.13)     

 

olur. Boşluk durumunda ( )0=iρ  iz denkleminden sabit eğrilik elde edilir. Ayrıca 

( ) 2
0

/NRfRf = olacağından  

 

 ( ) ( ) 





















−
= t

NN

R
expata

/ 21

0 1
           (3.2.14) 

 

elde edilir. 
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BÖLÜM 4 

 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Einstein’ ın genel relativite teorisinden bilmekteyiz ki, Robertson Walker 

metriği ile temsil edilen homojen ve izotrop bir uzay zamanda alan denkleminin 

çözümünden evrenimizin (Hubble’ in gözlemleri ile de bu kanıtlandığı üzere) 

genişlediğini bilmekteyiz ( )02 >H . Alan denkleminin çözümünün diğer bir sonucu 

da evrenin yavaşladığıdır ( )0<a&& .  Ancak son zamanlardaki astronomik gözlemler 

evrenimizin ivmeli olarak ( )00 2 >> H,a&&  genişlediğini göstermiştir. Bu ivmelenmeyi 

açıklamak üzere önerilen teorilerinden birisi olan ve Einstein - Hilbert Lagrange 

yoğunluğunda düzeltme terimlerinin eklenmesi ile oluşan )R(f  gravite teorileri bu 

çalışmada incelenmiştir. )R(f  gravite teorileri, Brans-Dicke parametresinin sıfır 

olduğu,  

 

( ) ( )( ) ( )µνφφ gVRFg mLL +−−= ,   

 

şeklindeki skaler gravitasyon teorilerinden, φ  alanına göre varyasyonu neticesinde  

 

( ) ( )µν

π
gRfg

G mLL +−−=
16

1
 

 

şeklinde, eğrili ğin keyfi bir fonksiyonu olarak türetilmiştir. Burada R  Ricci skaleri 

( )ΓΓµν
µν ∂= ,RgR  şeklinde afin ve metriğe bağlıdır.  

 

Palatini formalizminde )R(f  gravite teorilerinin alan denklemleri 

 

( ) µνµνµν πGTgRfR
dR

df
8

2

1 −=− ,  
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süreklilik denklemi  

 

0=






 −∇
dR

df
gg µν

ρ  

 

ve iz denklemi sırasıyla 

 

( ) GTRf
N

R
dR

df π8
2

−=−  

 

şeklinde elde edilmiştir. Palatini formalizminde, uzay zamanın afin yapısını 

( ) 0=−∇ µν
ρ g~g~  şeklindeki metrik bir yaklaşımla belirlemek için metrik tensörde 

( ) 1
2

−′=
N

fΦ  şeklindeki bir fonksiyon yardımıyla yapılan konformal bir dönüşümle 

eğrilik  

 

( ) ( ) ( ) f�g
f

f
f

ff
f

N
gRR ′

′−
−′

′
−′′

′








−
−+= µννµνµµνµν ΝΝ

Γ 1
2

111
2
1

2 DDDD   

 

şeklinde belirlenmiş, bunun alan denkleminde yazılması ile Palatini formalizminin 

( ) ( )2/1~
0 −−−= NNω  Brans Dicke parametreli skaler gravitasyon teorileri ile 

eşdeğer olduğu gösterilmiştir. Alan denklemi için yazılan kovaryant korunum 

ifadesinde, metriğin konformal dönüşümü nedeniyle Palatini formalizminde uzay 

zamanın afin yapısının 

 

( )ρµννρµµνρ
λρ

λ

µν

λ
µνΓ gggg ∂+∂+∂−=







≡

2

1
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Levi-Civita afin yapısında, eğrili ğin ise µνµν gR K≡  ve SabitNR =≡ K  olduğu, 

bunun sonucu olarak da ( ) ( )gRR µνµν Γ ≡  olduğu gösterilmiştir.   

 

 Metrik formalizmde )R(f  gravite teorilerinin alan ve iz denklemleri  

 

 ( ) µνµννµµνµν πGT
dR

df
�g

dR

df
gRfR

dR

df
8

2

1 −=+−− DD     

 

 ( ) ( ) GT
dR

df
�NRf

N
R

dR

df π81
2

−=−+−    

         

şeklinde elde edilmiştir. Metrik formalizminin 0~
0 =ω  Brans Dicke parametreli 

skaler gravitasyon teorileri ile eşdeğer olduğu gösterilmiştir. 

 

Hem Palatini formalizminde hem de metrik formalizmde alan denklemleri 

Robertson Walker metriği ile temsil edilen N  boyutlu homojen ve izotrop uzay için 

çözülerek alan denklemleri elde edilmiş, her iki formalizmde de boşluk durumunda 

de-Sitter çözümüne ulaşılmıştır.  Friedmann Lemaitre denkleminin boşluk için 

çözümü ile karşılaştırıldığında, kozmolojik sabit, herhangi bir skaler alan, yeni bir 

madde ve enerji formu olmaksızın yalnızca Einstein - Hilbert Lagrange 

yoğunluğunda eğrili ğin değişik düzeltme terimlerinin eklenmesiyle kozmik 

ivmelenmenin açıklanabileceği gösterilmiştir. 
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EKLER 

 

Ek A. Afin Bağlantı Katsayılarının Modifikasyonu 

 Metrik tensör kompakt bir yapıya sahiptir ve bu ise kovaryant türevinin sıfıra 

eşit olması, yani bir geodezik eğri ailesi ile temsil edilir: 

 

 0≡≡ µν
ρµνρ gg DD                  (A.1) 

 

µνρ gD ifadesini açarsak 

 

 µρ
β

νραν
α

µρµνρµνρ ΓΓ gggg −−∂=D                (A.2) 

 

olarak yazabiliriz. 0=µνρ gD  olduğundan 

 

 µρ
β

νραν
α

µρµνρ ΓΓ ggg +=∂                 (A.3) 

 

yazabiliriz. Bilindiği üzere metrik uzay zamanın afin bağlantı katsayıları  

 

 ( )ρµννρµµνρµνρΓ ggg ∂+∂+∂−=
2
1

                                   (A.4) 

 

 µνρ
λρλ

µν ΓΓ g=                                        (A.5) 

 



 II  

olarak yazılır. Metrik tensörün µνδg gibi bir varyasyonu göz önüne alırsak (metrik 

tensörün simetrisinden dolayı νµµν δδ gg = dir) bunun kovaryant türevi  

 

 µρ
β

νραν
α

µρµνρµνρ δΓδΓδδ gggg −−∂=D               (A.6) 

 

olur. Buradan da  

 

µρ
β

νραν
α

µρµνρµνρ δΓδΓδδ gggg ++=∂ D               (A.7) 

 

yazarız. İndislerin kombinasyonunu  

  

νη
η
ρµξρ

ξ
νµνρµνρµ δΓδΓδδ gggg ++=∂ D                           (A.8) 

 

 ρε
ε

µνχµ
χ

ρνρµνρµν δΓδΓδδ gggg ++=∂ D               (A.9) 

 

olarak yazarız. µνρΓδ  varyasyonu 

 

( )ρµννρµµνρµνρ δδδΓδ ggg ∂+∂+∂−=
2
1

            (A.10) 

 

şeklinde olur. µνρδg∂  için elde edilen ifadeleri burada yerine yazarsak 

 

 



 III

   ( )ρµννρµµνρµνρ δδδΓδ ggg ∂+∂+∂−=
2
1

               

  ( )ρµννρµµνρ δδδ ggg DDD ++−=
2
1

                

  ( )ξρ
ξ

νµρε
ε

µνµρ
β

νρχµ
χ

ρναν
α

µρνη
η

ρµ δΓδΓδΓδΓδΓδΓ gggggg ++−+−+
2
1

          (A.11) 

 

olur ve indislerin düzenlenmesi ile 

 

( )ρµννρµµνρµνρ δδδΓδ ggg DDD ++−=
2
1

 

                      ( )αν
α

µρνη
η

ρµ δΓδΓ gg −+
2
1

   ( )ηα →  

                      ( )µρ
β

νρχµ
χ

ρν δΓδΓ gg −+
2
1

   ( )χβ →  

                      ( )ξρ
ξ

νµρε
ε

µν δΓδΓ gg ++
2
1

   ( )εξ →          (A.12) 

 

olarak elde edilir. Christoffel sembolleri ve metriğin simetrisinden dolayı 

 

( ) ρε
ε

µνρµννρµµνρµνρ δΓδδδΓδ gggg +++−= DDD
2
1

                                (A.13) 

 

olarak elde edilir. µνρ
λρλ

µν ΓΓ g= ifadesini aşağıdaki gibi yazarız: 

 

λρ
µνρµνρ

λρλ
µν δΓΓδΓδ gg +=                          (A.14) 

 



 IV 

µνρ g∂ ifadelerini µνρΓ içerisinde yazarsak  

 

( )ξρ
ξ

νµρε
ε

µνµρ
β

νρχµ
χ

ρναν
α

µρνη
η

ρµµνρ ΓΓΓΓΓΓΓ gggggg ++−+−=
2
1

 

        ρε
ε

µνΓ g=                             (A.15) 

 

elde edilir. Buradn da   

       

       ( ) ρε
ε

µν
λρλρ

ρε
ε

µνρµννρµµνρ
λρλ

µν δΓδΓδδδΓδ gggggggg ++++−= DDD
2
1

     

               ( ) ( )λρ
ρερε

λρε
µνρµννρµµνρ

λρ δδδΓδδδ gggggggg ++++−= DDD
2
1

         (A.16) 

 

olarak elde edilir.  

 

( ) ( ) 0=+=ℑ= λρ
ρερε

λρλ
ε

λρ
ρε δδδδδ gggggg                        (A.17) 

 

olacaktır (burada λ
εℑ  Kronecker deltasıdır) ve sonuçta  

 

 ( )ρµννρµµνρ
λρλ

µν δδδΓδ gggg DDD ++−=
2
1

                                              (A.18) 

 

olarak elde edilir. Levi Civita afin bağlantı katsayıları (ikinci tür Cristoffel 

sembolleri ) 

 



 V 

 ( )ρµννρµµνρ
λρ

λ

µν

λ
µνΓ gggg ∂+∂+∂−=







≡

2

1
                      (A.19) 

 

şeklindedir. Ancak metrik tensörde yapılacak 

 

µνµν Φgg~ =                 (A.20) 

 

şeklindeki bir konformal dönüşüm ile (A.19) ifadesi 

 

 ( )ρµννρµµνρ
λρλ

µνΓ g~g~g~g~
~ ∂+∂+∂−=

2
1

            (A.21) 

 

şeklinde yazılabilir. µνg~ için yukarıdaki dönüşümünü kullanark 
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Φ

Γ νρµµνρρµν
λρ
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2
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      ( )ΦΦΦ
Φ

Γ νρµµνρρµν
λρλ

µν ∂+∂+∂−+= gggg
2
1

                                 (A.22) 

 

elde ederiz. Metrik tensörün konformal dönüşüm sonucu elde edilen µνg~ için 

 

Φρµνµνρ DD g~g~ =                           (A.23) 

 

ΦΦ ρρ D=∂                 (A.24) 

 



 VI  

yazabiliriz. Bu durumda 
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µν
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olacaktır.   

 

 λ
ννρ

λρ ℑ=gg                            (A.26) 

 

 λ
µρµ

λρ ℑ=gg                 (A.27) 

 

olacağından modifiye edilmiş afin bağlantı katsayıları 

 

( )ΦΦΦ
Φ

ΓΓ ν
λ
µµ

λ
νρµν

λρλ
µν

λ
µν DDD ℑ+ℑ+−+= gg

~
2
1

                      (A.28) 

 

olarak elde edilir. Burada ikinci terim aşağıdaki gibi tanımlanabilir:  

 

( )ΦΦΦ
Φ

Γδ ν
λ
µµ

λ
νρµν

λρλ
µν

λ
µν DDD ℑ+ℑ+−≡≡ ggC

2

1
            (A.29) 

 

 

 

 



 VII  

Ek B. Riemann Ve Ricci Tensörlerinin Modifikasyonu 

Üçüncü ranktan z
xyQ şeklindeki karışık bir tensörü kontravaryant ve kovaryant 

tensörlerin çarpımı olarak  

 

 z
yx

z
xy CBAQ =                               (B.1) 

 

şeklinde yazabiliriz. Böylece bu  tensörün kovaryant türevini 
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z
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b
wy

z
ya

a
wx
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z
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z
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b
wy

z
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z
ay

a
wx

z
xyw QQCBAQQ ΓΓΓ +−−∂=                                   (B.2) 

 

şeklinde yazabiliriz.  Buradan da bu karışık tensörün kısmi türevini 

 

 c
xy

z
wc

z
xb

b
wy

z
ay

a
wx

z
xyw

z
xyw QQQQQ ΓΓΓ −++∇=∂                                                 (B.3) 

 

şeklinde yazarız. Riemann tensörü Γ afin bağlantı katsayıları ve onların kısmi 

türevlerinin fonksiyonudur. Yani 

 

 ( )ΓΓλ
µνσ

λ
µνσ ∂= ,RR                  (B.4) 
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şeklindedir. Bilindiği üzere λ
µνσR ’ nin açık ifadesi 

 

 λ
ρσ

ρ
µν

λ
ρν

ρ
µσ

λ
µνσ

λ
µσν

λ
µνσ ΓΓΓΓΓΓ −+∂−∂=R               (B.5) 

 

şeklindedir.  Riemann tensöründeλ
µνσδR  varyasyonu  

 

( ) ( )λ
µνσ

λ
µσν

λ
µνσ ΓδΓδδ ∂−∂=R    

 ρ
µν

λ
ρσ

λ
ρσ

ρ
µν

ρ
µσ

λ
ρν

λ
ρν

ρ
µσ ΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓ −−++                                    (B.6) 

 

olarak yazarız. λ
µνΓ afin bağlantı katsayıları tensör olmamasına karşın λ

µνΓδ  

varyasyonu bir tensördür. O halde yukarıdaki  

 

 c
xy

z
wc

z
xb

b
wy

z
ay

a
wx

z
xyw

z
xyw QQQQQ ΓΓΓ −++∇=∂                          (B.7) 

 

ifadesini λ
µνΓ afin bağlantı katsayıları için kullanabiliriz. Böylece 

 

γ
µσ

λ
νγ

λ
µβ

β
νσ

λ
ασ

α
νµ

λ
µσν

λ
µσν ΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓδ −++∇=∂              (B.8) 

 

γ
µν

λ
σγ

λ
µβ

β
σν

λ
αν

α
σµ

λ
µνσ

λ
µνσ ΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓδ −++∇=∂                          (B.9) 

 

olur. Buradan da 
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λ
µνσ

λ
µσν

λ
µνσ ΓδΓδδ ∇−∇=R          

  λ
αν

α
σµ

γ
µσ

λ
νγ

γ
µν

λ
σγ

λ
µβ

β
νσ

λ
ασ

α
νµ ΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓ −−+++  

  λ
µβ

β
σν

ρ
µν

λ
ρσ

λ
ρσ

ρ
µν

ρ
µσ

λ
ρν

λ
ρν

ρ
µσ ΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓ −−−++          (B.10) 

 

yazarız. İndislerin değişimi ile 

 

λ
µνσ

λ
µσν

λ
µνσ ΓδΓδδ ∇−∇=R  λ

ρσ
ρ

µν
λ

ασ
α

νµ ΓδΓΓδΓ −+    ( )ρα →  

                         λ
µβ

β
σν

λ
µβ

β
νσ ΓδΓΓδΓ −+  γ

µσ
λ

νγ
ρ

µσ
λ

ρν ΓδΓΓδΓ −+   ( )ργ →  

                         λ
αν

α
σµ

λ
ρν

ρ
µσ ΓδΓΓδΓ −+                 ( )ρα →            

                         ρ
µν

λ
ρσ

γ
µν

λ
σγ ΓδΓΓδΓ −+                 ( )ργ →          (B.11) 

 

elde edilir. Sonuçta 

 

λ
µνσ

λ
µσν

λ
µνσ ΓδΓδδ ∇−∇=R               (B.12) 

 

olarak elde ederiz. Ricci tensörü λ
µλσµσ RR = şeklinde olup µσδR varyasyonunu 

 

λ
µλσ

λ
µσλµσ ΓδΓδδ ∇−∇=R               (B.13) 

 

olarak yazabiliriz ve bu da Palatini eşitli ği olarak bilinir. (A.18)’ i burada kullanırsak 

 

 



 X 

( )ρµνλνρµλµνρλ
λρλ

µνλ δδδΓδ gggg DDDDDDD ++−=
2

1
 

 ( )λρ
νλρµ

λρ
µλνρµν δδδδ ggggg� DDDD −−−=

2

1
                     (B.14) 

 

( )ρµλλρµµλρ
λρλ

µλ δδδΓδ gggg DDD ++−=
2

1
 

        ( )λρ
λρµ

λρ
µλρ

λρ
ρµλ δδδ gggggg DDD −−=

2
1

           (B.15) 

 

( )λρ
λνρµ

λρ
µνλρ

λρ
ρνµλ

λ
µλν δδδΓδ gggggg DDDDDDD −−=

2

1
          (B.16) 

 

( )λρ
νλρµ

µνλρ
µλνρ

µν
µν

µνλ
µνλ

µν δδδΓδ ggggggg�gg DDDDD −−−=
2

1
 

       ( )λρ
ρλ

µν
µν δδ gg�g DD2

2

1 −=             (B.17) 

 

( )λρ
λνρµ

µνλρ
µνλρ

µνλρ
ρνµλ

µνλ
µλν

µν δδδΓδ gggggggggg DDDDDDD −−=
2

1
 

                  ( )λρ
λρ

λρ
λρ

λρ
ρλ δδδ gg�gg DDDD −−=

2

1
                              (B.18) 

 

denklemleri elde edilir. Sonuçta 

( )λ
µλν

λ
µνλ

µν
µν

µν ΓδΓδδ DD −= gRg  

  ( )λρ
λρ

λρ
λρ

λρ
ρλ

λρ
ρλ

µν
µν δδδδδ gggggg�g DD1DDDD ++−−= 2

2

1
 

  ( ) ( ) λρ
λρρλ

λρ
ρλλρ δδ gg�g DDDDDD −−−=

2

1
          (B.19) 
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olarak elde edilir. Γ afin bağlantı katsayılarında meydanda gelecekΓδ değişimi 

sonrasında Riemann tensöründe de λ
µνσδR değişimi olur. Buna göre bu değişimi  

 

( )( ) ( )ΓΓΓδΓΓδΓδ λ
µνσ

λ
µνσ

λ
µνσ ∂−∂+∂+= ,R,RR            (B.20) 

 

olarak yazabiliriz. Burada 

 

 ( )( )ΓδΓΓδΓλ
µνσ

λ
µνσ ∂+∂+= ,RR              (B.21) 

 

gösterimi yapalım. Böylece 

 

          ( ) ( )λ
µν

λ
µνσ

λ
µσ

λ
µσν

λ
µνσ ΓδΓΓδΓ +∂−+∂=R       

                      ( )( ) ( )( )λ
ρσ

λ
ρσ

ρ
µν

ρ
µν

λ
ρν

λ
ρν

ρ
µσ

ρ
µσ ΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓ ++−+++                    (B.22) 

 

olarak yazılabilir. Buradan da  

 

λ
ρσ

ρ
µν

λ
ρν

ρ
µσ

λ
µνσ

λ
µσν

λ
µνσ ΓΓΓΓΓΓ −+∂−∂=R  

            ( ) ( ) λ
ρσ

ρ
µν

λ
ρν

ρ
µσ

λ
µνσ

λ
µσν ΓδΓδΓδΓδΓδΓδ −+∂−∂+  

                    ρ
µν

λ
ρσ

λ
ρσ

ρ
µν

ρ
µσ

λ
ρν

λ
ρν

ρ
µσ ΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓ −−++  

          ( ) ( ) λ
ρσ

ρ
µν

λ
ρν

ρ
µσ

λ
µνσ

λ
µσν

λ
µνσ ΓδΓδΓδΓδΓδΓδ −+∂−∂+= R   

   ρ
µν

λ
ρσ

λ
ρσ

ρ
µν

ρ
µσ

λ
ρν

λ
ρν

ρ
µσ ΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓ −−++            (B.23) 

 

yazarız. λ
µνΓδ varyasyonu için yukarıda bulunan sonuçları kullanırsak  
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λ
ρσ

ρ
µν

λ
ρν

ρ
µσ

λ
µνσ

λ
µσν

λ
µνσ

λ
µνσ ΓδΓδΓδΓδΓδΓδ −+∇−∇+= RR          

                        λ
αν

α
σµ

γ
µσ

λ
νγ

γ
µν

λ
σγ

λ
µβ

β
νσ

λ
ασ

α
νµ ΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓ −−+++  

                        λ
µβ

β
σν

ρ
µν

λ
ρσ

λ
ρσ

ρ
µν

ρ
µσ

λ
ρν

λ
ρν

ρ
µσ ΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓΓδΓ −−−++          (B.24) 

 

elde edilir. İndislerin değişimi ile 

 

λ
ρσ

ρ
µν

λ
ρν

ρ
µσ

λ
µνσ

λ
µσν

λ
µνσ

λ
µνσ ΓδΓδΓδΓδΓδΓδ −+∇−∇+= RR  

                        λ
ρσ

ρ
µν

λ
ασ

α
νµ ΓδΓΓδΓ −+    ( )ρα →  

                        λ
µβ

β
σν

λ
µβ

β
νσ ΓδΓΓδΓ −+   

                        γ
µσ

λ
νγ

ρ
µσ

λ
ρν ΓδΓΓδΓ −+    ( )ργ →  

                        ρ
µν

λ
ρσ

γ
µν

λ
σγ ΓδΓΓδΓ −+    ( )ργ →                      (B.25) 

 

Sonuçta modifiye edilmiş Riemann tensörünü 

 

 λ
ρσ

ρ
µν

λ
ρν

ρ
µσ

λ
µνσ

λ
µσν

λ
µνσ

λ
µνσ ΓδΓδΓδΓδΓδΓδ −+∇−∇+= RR           (B.26) 

 

olarak elde ederiz. Modifiye edilmiş Ricci tensörünü ise 

 

λ
ρσ

ρ
µλ

λ
ρλ

ρ
µσ

λ
µλσ

λ
µσλµσµσ ΓδΓδΓδΓδΓδΓδ −+∇−∇+= RR           (B.27) 

 

olarak yazabiliriz yani  

 

λ
ρν

ρ
µλ

λ
ρλ

ρ
µν

λ
µλν

λ
µνλµνµν ΓδΓδΓδΓδΓδΓδ −+∇−∇+= RR           (B.28) 
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şeklinde olur. Eğer (A.11) denklemini göz önüne alırsak 

 

 λ
µν

λ
µν

λ
µν

λ
µν ΓΓΓδ C=−= ~

                         (B.29) 

 

olduğunu görürüz. Böylece  

 

ΩΩΩΓδ ν
λ
µµ

λ
νρµν

λρλ
µν

λ
µν DDD ℑ+ℑ+−== ggC            (B.30) 

 

olarak yazabiliriz. Burada 

 

ΦΩ ln=                 (B.31) 

 

Φ
Φ

Ω ρρ DD
2

1=                (B.32) 

 

olarak tanımlanmıştır. Buna göre modifiye edilmiş Riemann ve Ricci tensörlerini  

 

λ
ρσ

ρ
µν

λ
ρν

ρ
µσ

λ
µνσ

λ
µσν

λ
µνσ

λ
µνσ CCCCCCR −+−+= DDR            (B.33) 

 

λ
ρσ

ρ
µλ

λ
ρλ

ρ
µσ

λ
µλσ

λ
µσλ

λ
µλσ

λ
µλσ CCCCCCR −+−+= DDR            (B.34) 

 

yazarız. Ricci tensörünü tekrar düzenlersek 

 

 λ
ρν

ρ
µλ

λ
ρλ

ρ
µν

λ
µλν

λ
µνλµνµν CCCCCCR −+−+= DDR            (B.35) 
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şeklinde yazabiliriz. λ
µνC niceliğinin kovaryant türevleri  

 

ΩΩΩ ν
λ
µµ

λ
νρµν

λρλ
µν DDD ℑ+ℑ+−= ggC                        (B.36) 

 

ΩΩΩ νλ
λ
µµλ

λ
νρλµν

λρλ
µνλ DDDDDDD ℑ+ℑ+−= ggC  

                      ΩΩΩ νµµνµν DDDD ++−= �g                        (B.37) 

 

ΩΩΩ λ
λ
µµ

λ
λρµλ

λρλ
µλ DDD ℑ+ℑ+−= ggC  

              ΩµDN=                 (B.38) 

 

Ωµν
λ
µλν DDD NC =                (B.39) 

 

olarak elde edilir. Burada N=ℑλ
λ  dir ve devamla 

 

( ) ΩΩ νµµν
λ
µλν

λ
µνλ DDDD 2−−−=− N�gCC            (B.40) 

 

olur. CCCC ρ
µλ

λ
ρλ

ρ
µν −  terimi için de 

 

ΩΩΩ ν
ρ
µµ

ρ
νξµν

ρξρ
µν DDD ℑ+ℑ+−= ggC             (B.41) 

 

Ωρ
λ
ρλ D=C                 (B.42) 
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ΩΩΩΩΩΩ ρν
ρ
µρµ

ρ
νρξµν

ρξλ
ρλ

ρ
µν DDDDDD ℑ+ℑ+−= ggCC  

            ( )( ) ΩΩΩΩ νµ
ξ

ξµν DDDD 2+−= g                        (B.43) 

 

ΩΩΩ λ
ρ
µµ

ρ
λζµλ

ρζρ
µλ DDD ℑ+ℑ+−= ggC                        (B.44) 

 

ΩΩΩ ν
λ
ρρ

λ
νγρν

λγλ
ρν DDD ℑ+ℑ+−= ggC             (B.45) 

 

( )ΩΩΩ λ
ρ
µµ

ρ
λζµλ

ρζλ
ρν

ρ
µλ DDD ℑ+ℑ+−= ggCC  

     ( )ΩΩΩ ν
λ
ρρ

λ
νγρν

λγ
DDD ℑ+ℑ+−× gg  

            ( )( ) ( ) ΩΩΩΩ νµ
ξ

ξµν DDDD 22 ++−= Ng                       (B.46) 

 

N=ℑℑ λ
ρ

ρ
λ                 (B.47) 

 

( )( ) ΩΩΩΩ νµ
ξ

ξµν
λ
ρν

ρ
µλ

λ
ρλ

ρ
µν DDDD NgCCCC −=−            (B.48) 

 

ifadesini buluruz. O halde  

 

      ( ) ( )( ) ΩΩΩΩΩΩ νµ
ξ

ξµννµµνµνµν DDDDDDR NgN�gR −+−−−= 2        (B.49) 

 

olur. (B.15) ve (B.9) denklemlerini karşılaştıralım: 

 

 λ
µλν

λ
µνλµνµνµν ΓδΓδδ ∇−∇=−= RR R              
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λ
ρν

ρ
µλ

λ
ρλ

ρ
µν

λ
µλν

λ
µνλµνµνµν ΓδΓδΓδΓδΓδΓδδ −+∇−∇=−= RR R           

 

Görüleceği üzere (B.9)’ da fazla dan terimler vardır. Konformal dönüşüm sonucu 

Ricci tensörünün invaryant kalması için bu ilave terimlerin yok olması gerekir. 

(B.30) denkleminde büzme işlemi yapacak olursak bu fazla terimlerin yok olduğunu 

görürüz: µν
µν
RR g=  

 

( ) ( )( ) ΩΩΩΩΩΩ νµ
µνξ

ξµν
µν

νµ
µν

µν
µν

µν
µν

DDDDDDR NggggN�ggRg −+−−−= 2

    ( ) ( )( ) ( )( )ΩΩΩΩΩ ξ
ξ

ξ
ξ DDDD NN�NR −+−−= 12  

    ( ) Ω�NR 12 −−=                                                 (B.50) 

 

O halde (B.48) ile verilen ifadenin sıfıra eşit olması gerekir. Yani 

 

( )( ) 0=−=− ΩΩΩΩ νµ
ξ

ξµν
λ
ρν

ρ
µλ

λ
ρλ

ρ
µν DDDD NgCCCC                      (B.51) 

 

olur. Bunu da  

 

( )( ) ΩΩΩΩ νµ
ξ

ξµν DDDD Ng =              (B.52) 

 

olarak da yazabiliriz. Bu nedenle (B.49) denklemi ile verilen modifiye edilmiş Ricci 

tensörünü  

 

 ( ) ΩΩ νµµνµνµν DDR 2−−−= N�gR                         (B.53) 

 

olarak yazarız. 
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 )R(f  gravite teorilerinin Palatini formalizmi nde metriğin konformal 

dönüşümü 

 

2

2

−= ΝϕΦ                 (B.54) 

 

şeklindeki bir fonksiyon ile yapılır. Burada dRRdf /)(=ϕ  dir. Böylece 

 

ϕϕΩ Ν ln
2

1
ln

2/1

2

2

−
=










= −

N
             (B.54) 

 

olacaktır.  Bu fonksiyon için 

 

( ) ϕ
ϕΝ

Ω νν DD
1

2

1

−
=               (B.56) 

 

( ) ( ) ϕϕ
ϕΝ

ϕ
ϕΝ

Ω νµνµνµ DDDDDD
2

1

2

11

2

1

−
−

−
=            (B.57) 

 

( ) ( ) ( )( )ϕϕ
ϕΝ

ϕ
ϕΝ

Ω ξ
ξ DD2

1

2

11

2

1

−
−

−
= ��            (B.58) 

 

şeklindeki nicelikler hesaplanır. (B.56) ifadesini göz önüne alırsak (B.52)’ i 

 

 ( )
( )( ) ( ) ϕϕ

ϕΝ
ϕϕ

ϕΝ νµ
ξ

ξµν DDDD
2222

1

2

11

2

1

−
=

−
Ng  
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( )( ) ϕϕϕϕ νµ
ξ

ξµν DDDD Ng =               (B.59) 

 

şeklinde yazabiliriz. Sonuçta Ricci tensörü aşağıdaki gibi olur: 

 

( ) ( ) ( )( )ϕϕ
ϕΝ

ϕ
ϕΝ

ξ
ξµνµνµνµν DDR g�gR 2

1

2
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2

1

−
+

−
−=  

            ( ) ( ) ϕϕ
ϕΝ

ϕ
ϕΝ νµνµ DDDD

2

1

2

11
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1

−
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−
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       ( ) ϕ
ϕΝ

ϕ
ϕ

ϕϕ
ϕΝ µννµνµµν �g

N
R

1
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111
2
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2 −
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−
−+= DDDD            (B.60) 
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Ek C. Skaler Alanlar İçin Alan Denklemleri 

 Bir φ  skaler alanı için Lagrange yoğunluğu  

 

 ( ) ( )φφφφ λ
µν

φλ
µν

φ DDL ,,,, gLgg −=               (C.1) 

 

şeklinde yazılabilir.  Bu Lagrange yoğunluğunun sağlayacağı etki fonksiyonu  

 

xdS N∫=
M

Lφφ                             (C.2) 

 

ve bu fonksiyonun varyasyonu  

 

xdS N∫=
M

Lφφ δδ                                   (C.3) 

 

şeklinde olacaktır. Burada φδL  varyasyonu           

 

 ( ) φλ
µν

φφ δδφφδ LgggL −+−= DL ,,  

        ( ) 






 −−= µν
µνλ

µν
φφ δφφδ gggLLg D,,

2
1

                        (C.4) 

 

olacaktır. Bu ifadede φδL  varyasyonu aşağıdaki gibi bir diferansiyel olarak 

yazılabilir:  
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 ( ) ( )φδ
φ

δφ
φ

δδ λ
λ

φφµν
µν
φ

φ D
D∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
LL

g
g

L
L                          (C.5) 

 

Bu denklemde  
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D
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DD
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LLL
                        (C.6) 

 

yazabiliriz. Böylece   

 

( ) ( ) 








∂
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∂
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−
∂
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+
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= δφ
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φ

φ
D

D
D

D
LLL

g
g

L
L            (C.7) 

 

olarak yazılır. Buradan da φδL  varyasyonu 

 

( ) µν
µνλ

µν
φµν

φ
φ δφφδ gg,,gL

g

L
g
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−
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            (C.8) 

 

olur. Sonuçta φδS varyasyonunu 
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( )∫ 
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L
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       ( )∫ 
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D δφ
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şeklinde yazarız. Bu ifadedeki son integral varyasyonun hesaplandığı sınır 

koşullarında sıfır olacak şekilde seçilirse. Sonuçta toplam varyasyonµνδg veδφ gibi 

iki değişkene bağlı olarak 

 

( )∫ 







−

∂
∂

−=
M

D xdgg,,gL
g

L
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µνλ
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φµν
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φ δφφδ
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       ( ) xd
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∂
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∂
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D δφ
φφ λ

φ
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şeklinde olacaktır. Burada 

 

( ) ( ) ( )φφφφωφφ νµ
µν

λ
µν

φ VggL −−= DDD,,             (C.11) 

 

şeklinde yazılabilir. Burada ( )φω  Brans-Dicke parametresidir. Buna göre 

 

( ) φφφω νµ
µν

µν
φ

DDg
g

L
−=

∂
∂

               (C.12) 
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ifadelerini elde ederiz. O halde toplam varyasyonu 
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olarak µνδg  veδφ  gibi iki değişkene bağlı elde ederiz. 0=φδS  şartındn da 
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skaler bir alana ait alan denklemleri elde edilir. Skaler alan ve gravitasyon için 

aşağıdaki şekilde bir Lagrange yoğunluğu tanımlayabiliriz 

 

  ( )RFgR ,φφ −=−L                          (C.19) 
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Etki fonksiyonunu  

 

 ∫ −− =
M

L xdS N
RR φφ                (C.20) 

 

olarak yazabiliriz. RS −φδ  varyasyonunu   
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yazarız. Burada 
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yazılabilir. Bilindiği üzere R  Ricci skaleridir ve bunu 
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şeklinde yazabiliriz. Bunu kullanarak 
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yazabiliriz. Böylece  
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olur ve sonuçta RS −φδ  varyasyonu      
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üç ayrı değişkene bağlı olarak elde edilir. Toplam varyasyonu  
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olarak yazabiliriz. Burada 
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dir. Böylece 
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olacaktır. Skaler alanın dinamiğini belirleyen ( )φφ λ
µν

φ D,,gL  Lagrange fonksiyonu 

için (C.13) ifadesini kullanabiliriz. (C.18) denklemini göz önüne aldığımızda toplam 

varyasyonumuzu aşağıdaki gibi yazılabilir:  
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Böylece skaler gravitasyon teorilerinde alan denklemleri aşağıdaki gibi olur: 
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